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ALGEBRA

O termo dlgebra, na sua acepcio corrente, aplica-se a um ramo da mate~
matica que, na ordem logica e também, de certo modo, na ordem histérica, ocupa
uma posicdo intermédia entre a aritmética e a analise infinitesimal, tendo de
comum com estes dominios fronteiras mal definidas, sujeitas a flutuacdes no
decorrer do tempo. Procuraremos, no que se segue, dar uma ideia da natureza
e da evolucdo dos estudos comummente abrangidos por esta designacio.

I. Origens.— A etimologia da palavra enccntra-se no titulo duma obra do
matematico arabe Al-Khowarizmi (ou Alkarizmi), aparecida na primeira metade
do século 1x. O titulo, 4l-djabr w’al-mukabala, é composto de dois nomes: o pri-
meiro, al-djabr (que se traduziu em latim por restauratio), é empregado ali para
designar a operaciao que, na técnica corrente das equacbes algébricas ('), con-
siste em passar um termo dum membro para o outro com troca de sinal; o
segundo, al-mukabala (em latim oppositio), refere-se & reducdo de termos seme-
lhantes. E de al-djabr que deriva manifestamente dlgebra.

Mas os estudos algébricos ndo comecam ai. A teoria das equacdes do 1.° e do
2.° grau aparece ji, sob as vestes da geometria, nos Elementos de Euclides. E pre-
c¢iso notar que os matematicos gregos, logicos intransigentes, estavam na posse
duma teoria geométrica das grandezas, que satisfazia as suas exigéncias estéticas
€ racionalistas, mas da qual ndo tinham conseguido destacar uma correspon-
dente teoria aritmética- dos numeros reais: por isso, em todas as questOes de
algebra consideravam segmentos de recta em vez de numeros (V. numero).
Certo é que, para fins utilitarios (contas domésticas e comerciais, agrimen-
sura, etc.), os Helenos conheciam uma arte de manejar os nimeros a que davam
0 nome de logistica, mas esta nao era, como a geometria, uma harmoniosa cons-
trucdo racional que fosse considerada digna das meditacdes de matematicos e
filésofos. Mais tarde, na segunda escola de Alexandria, vemos a logistica tomar
o0 rumo cientifico pela mao de Diofanto (século 1v); porém, trata-se .ainda de
ensaios cautelosos, demasiado circunscritos ao campo dos numeros inteiros e dos
numeros fraccionarios: para estender a teoria ao caso dos numeros irracionais
{correspondente ao das grandezas incomensuraveis), Diofanto regressava ao
método geométrico.

A emancipacido da algebra-deve-se principalmente aos Indianos — inventores
do sistema de humeracio decimal —, que, pondo de parte preocupacdes de rigor
logico, visavam de preferéncia as aplicacdes praticas. Sdo eles que, em céalculos
audaciosos, ndo justificados, se decidem a utilizar abertamente os nuimeros irra-
cionais e 0s nuimeros negativos, distinguindo os dois valores da raiz quadrada e
colocando indiferentemente numa soma os termos negativos antes ou depois dos
positivos.

Finalmente, os Arabes — traco de uniido entre Oriente e Ocidente — efec-
tuam a sintese fecunda do pragmatismo indiano com o racionalismo grego e;
neste sentido, sao eles os fautores da algebra como ciéncia de caracter autonomo,
conquanto ligada ainda, pelos fundamentos tedricos, & méie geometria. S6 em
fins- do século passado,.com a aritmetizacdo da andlise efectuada por Dedekind,

M Para respeitar a ordem histérica ha que inverter em parte a ordem légica; sé mais
ndiante se tratara da teoria das equacdes.
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Cantor e Weierstrass, a algebra consegue desvincular-se inteiramente da tutela
geométrica (v. nimero). Porém, ja desde o século XVII, com a criagio da geo-
metria analitica, se vinha observando uma inversdo de valores a respeito do
periodo da &lgebra geométrica: era entdo a geometria que comecava a expri-
mir-se na linguagem fluente e poderosa da analise.

II. Algebra classica.— 1. O que distingue a dlgebra da aritmética. — Se nos
colocarmos no ponto de vista «ingénuos, que é o do estudante que se abeira do
mundo algébrico, a passagem da aritmética para a algebra caracteriza-se mate-
rialmente por trés factos principais:

a) Aparecem os numeros negativos;

b) Introduz-se o calculo de expressbes literais (isto €, de expressdes com
letras), a contrastar com o cal-
culo numérico proprio da arit-

mética;
¢) Inicia-se o estudo das L I B R O

equacdes.
~ Quanto aos numeros nega- v
tivos, s6 um critério estrita- ‘

mente historico autorizaria a

considera-los como entidades EN ARITHMETICA

estranhas & aritmética. Histo-
ricamente, foi o estudo das Y GEOMETRIA.
equacdes que conduziu aos nu-

meros negativos (e mais tarde Compucﬁo por el Do&or Pedro Nue

208 numeros imaginarios) como

3011_11(;'?% d% natureza despeciaé, ﬁez,Cofmographo Mayordel RCY
interpretar em cada caso. . .
ceito de numero, nas suas for- )

mas sucessivas (namero natu- hdoethathedr?'-de Mathe‘
‘ral, numero racionlal, numero mancasen.lav_mucrﬁdad

real, numero complexo), é da

competéncia da aritmética — de Coymbra.

pelo menos duma aritmética - R

em sentido lato, como ciéncia
dos numeros considerados indi-
vidualmente.

Os topicos b) e ¢) (princi-
palmente o ultimo) sdo mais
aptos a marcar a transicdo da
aritmética para algebra. Obser-
ve-se, no entanto, que o sim-
bolismo algébrico, com a sua
forma actual, s6 no século XVvII
comecou a ser usado, apos uma
longa evolucdo em que, da lin-
guagem escrita comum, se pas-
sou a uma espécie de esteno- -
grafia com base em abreviatu- EN ANVERS.

X

ras e em certas convencoes

(dlgebra sincopada), para final- Eocafadela Biuda y herederos
mente se chegar & concisa e de Iuan Stelfio.
penetrante linguagem de sim- " 567

bolos hoje empregada (dlgebra ¢

simboélica). COM PRIVILEGIO REAL.
O principal caricter dis-

ias . g f1s Nesta obra, uma das malis representativas da sua

tintivo da 4lgebra simbdlica época, a algebra € tratada segundo a concepcdo

estd no uso que faz das letras. arabe: a forma é numérica (tradicdo indiana), mas,

Note-se que os caracteres alfa- por flalta dufm goncei'%o arti;tmél-tico de numero irra-

. < : cional, os fundamentos tedricos s@o geométricos
béticos tém sido usados em (tradicdo grega). A obra situa-se no " periodo da
aritmética para designar nume- linguagem sincopada
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ros determinados, como, por exemplo, sucedia entre os antigos gregos e romanos
(v. algarismo); ainda hoje, sem falar da numeracdo romanas, subsiste esse uso
para certos numeros, tais como os irracionais e, = e 0o imaginario ¢, ligados pela
relacio eim=—1. Mas no simbolismo algébrico as letras sdo, pelo contrario,
usadas principalmente como varidveis numéricas, isto é, para designar indife-
rentemente qualquer numero pertencente a um dado campo, ou entio como
incognitas, isto €, como designacdes de quantidades desconhecidas, a determinar.

Seja, por exemplo, a expressido literal 3x*y —2x, aqui as letras £ e ¥ podem
ter como valores numeros quaisquer, ndo determinados: Sao p01s varidveis.
O valor da expressido 3 r°y — 2 = sera ele mesmo indeterminado; porém, esse valor
depende ou é funcdo das variaveis x, ¥, querendo-se com isto dlzer que se torna
determinado logo que o sejam os valores de x e de ¥y, assim, se fizermos r=—2
e =1, a expressio tomara o valor 3 X (—2)?X1—2X (—2) =16, e analoga-
mente para qualquer outro par de valores de , ¥:

Para aumentar as possibilidades de notacdo, as letras sio escolhidas em
varios alfabetos e tipos (latino, grego, goético, cursivo, etc.), maiusculas ou minus-
culas, e usam-se simples ou entao diferenciadas por meio de indices, plicas, aste-
rlSCOS, etc.: a, b, .. DY oo o By !‘L‘q Ny .. ya)a 3oeeer Aoy Y1y 29 eeen ([)”‘, q)**

A vantagem do uso das expressdOes literais torna-se patente desde logo a
respeito das formulas que traduzem leis geométricas ou fisicas; tal é, por exemplo,
0 caso da formula que da o volume, V, dum cone. como fun(_:éo do raio, r, da base
e da altura, h, do cone:

aqui as variaveis sdo V, r e h, porque a letra =, essa, esta a designar o ja citado
numero irracional.

E de notar ainda que as letras séo igualmente usadas como varidveis nas
demonstracdes de aritmética racional; todavia, os calculos e os teoremas da
aritmética aplicam-se a niumeros, enquanto os da dalgebra dizem respeito a
expressbes literais—e é aqui que comeca verdadeiramente a diferenciacdao dos
dois campos. De certo modo, poderiamos dizer que as operacOes da algebra sao
raciocinios da aritmética convervidos em calculo, isto é, em mecanismo formal.
Neste sentido, podemos dizer também que a algebra conitém a aritmética.

2. Alguns pormenores sobre a passagem da forma sincopada & forma sim-
boélica. — Os primordios da algebra sincopada nao se encontram claramente defi-
nidos: ha quem os localize em Diofanto, mas nesse ponto as opinifes divergem.

A ultima fase da linguagem sincopada pertence, por exemplo, o Libro de
dlgebra en Arithmetica y Geometria, do matematico portugués Pedro Nunes, publi-
cado em 1567, em lingua castelhana. Como o titulo indica, trata-se duma &algebra
no sentido arabe: geométrica nas demonstracdes, numérica na pratica (com
predominio da influéncia grega, que se traduz em particular na rejeicio dos
numeros negativos, ainda nao incorporados, ao tempo, numa doutrina racional).

Como varios dos seus contemporaneos, o autor indica a adicio com a sigla E,

abreviatura de plus (em vez do sinal +, hoje usado), a subtraccdo com a sigla m,
abreviatura de minus (em vez de —), a raiz quadrada com a letra R, a raiz
cubica com 3R, etc.; nas equacdes designa a incégnita por .co. (coisa), o quadrado
da incognita por .ce. (censo), o cubo da incégnita por .cu. (cubo); o termo inde-
pendente da incégnita por .nu. (nimero), etc. (Nesta época o conceito de variavel
confunde-se praticamente com o de incognita, ja que o estudo das expressoes
algébricas é entido considerado apenas como fase preparatoria da teoria das
equacodes).

Para exemplo, consideremos o seguinte problems estudado por Pedro Nunes:
«Partamos .10. en tales dos partes que los sus quadrados juntos hagan .60.».

Segundo o moderno sistema simbolico, a resolucido pode conduzir-se nestes
termos: designemos uma das partes procuradas por r, entdoc a outra sera 10 —x;
pretende-se que «a soma dos quadrados das duas partes seja 60»: esta condicao
€ simbolicamente expressa pela formula z°+ (10 —x)* =60, que é uma equacdo
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equivalente a estoutra: 40-+2x*=20x, tratando-a pelos métodos usuais

(v. mais adiante n.* 5, 6 e 9), obtém-se as solucdes: z’=5— /5, 2" =5+ 5.
Ora, adoptando o sistema da linguagem sincopada, Pedro Nunes designa um

dos numeros pedidos por .co. o outro por .10.m.co. e, depois de efectuados
os devidos calculos, chega 4 mesma equacdo, assim formulada:

.40.p.2.ce. son yguales a .20.co .,

cujas solucdes apresenta sob a forma: .5.m.R.5., 5.p.R.5. E sio estes afinal os

numeros pedidos — nao esgquecendo que .R.5. (ou seja v 5) € um namero irracio-
nal, a que 0 nosso geometra chama raiz surda («La razon del nombre deve ser,
porque se puede dar en linea y mostrar a la vista, pero no se puede oyr lo que
se representa, y por esso la llaman sordas). ‘

A respeito da regra de Tartaglia (v. mais adiante n.° 9), diz Pedro Nunes:
«BEs esta Regla [...] muy cierta para saber el valor de la cosa, quando cosas e cubo
son yguales a numero [...]> —referindo-se a equacgées do tipo a x + z*=b,-como,

por exemplo, esta: .3.co.p.1.cu. son yguales a .10. (Trés coisas mais um cubo
s40 iguais a 10).

Um inconveniente do anterior sistema é o de nio se aplicar aos casos em que.
intervém mais de uma incoégnita. Quando isto sucede, Pedro Nunes desigha uma
das quantidades desconhecidas por .co. e, quanto as outras, diz, por exemplo, o
segundo (numero), o terceiro, etc., alternando pitorescamente a linguagem sin-
copada com a linguagem comum. (Os Indianos distinguiam as incoégnitas atri-
buindo a cada incégnita uma cor, indicada em abreviatura).

Certos autores comecam j3 nesta época a usar letras isoladas, designando.
por exemplo, a incégnita por R (res), o seu gquadrado por C ou Z (census ou
zensus), ete. Mas ainda aqui subsiste, entre outros, o inconveniente de se encobrir
a relacdo entre a quantidade desconhecida e as suas poténcias. Em 1553 o alge-
brista alemjo Stifel da um passo decisivo a caminho da notacido simbélica, escre-
vendo 14, 144, 144 A para nomear a incognita, o seu quadrado e o seu -cubo.

Todavia, j4 no século XII Jordanus, matematico alemio pouco conhecidc
na sua época, tinha usado letras para designar quantidades desconhecidas e
mesmo quantidades ndo especificadas.

Como principal promotor da &dlgebra simboélica costuma apontar-se o francés
Viéte, que, segundo consta, foi o primeiro algebrista a usar sistematicamente as
letras no papel de incégnitas e de variaveis. Dizia Viéte, em expressiva termino-
logia, que tinha criado assim uma logistica speciosa (célculo das espécies, isto é,
dos entes abstractos, que sdo as variaveis numéricas), a par da logistica nume~
rosa, que é o calculo numérico ordinario. Mas algumas das suas notacdes ainda
estdo longe da simplicidade das actuais, sendo mesmo inferiores as de Stifel; por
exemplo, a equacio

S3BA*—DA+ A*=2Z,

em que 4 é a incoégnita, escrever-se-ia no sistema de Viéte:
B3 in 4 quad.— D plano in 4+ A4 cubo &guatur Z solido (*).

Viéte representava as quantidades conhecidas por conscantes (B, C, D, etc.)
e as incognitas por vogais (4, E, I, ete.), podendo assim, em particular, distinguir
varias incéognitas numa mesma egquacao (neste ultimo ponto parece que foi ante-
‘cedido por Jordanus e Stifel).

Foram Harriot (inglés) e Descartes que mais contribuiram para o aperfei-
coamento e a difusdo da algebra simbolica. A Descartes se deve em particular
a ideia de omitir o sinal de multiplicacdo entre factores (por exemplo, ¢ b ¢ em
vez de a XbXc¢) e a introducido dos expoentes naturais, escrevendo, por exemplo, a*
emvezdeaaa aemvezdeaaa a etc. (em 1637).

Estava finalmente constituido um dos mais poderosos instrumentos de ana-~
lise que o homem tem hoje a sua disposicao.

() Exemplo dado por Rouse Ball.



3. Expressbes numéricas e expressoes literais, equivaléncias.— Para melhor
apreender a esséncia da algebra convém deter um pouco a atencédo sobre a mor-
fologia e a sintaxe da linguagem simbdlica.

As expressbes numéricas da aritmética, tais como 5X (3— 07)2 \/ 3—1, ete.,
entram na categoria dos nomes (ou designacdes), visto que nomeiam ou designam
numeros. Por sua vez, as igualdades e as desigualdades numéricas, tais como
3F+4=5% 2—1T >0, ete., sdo proposicées (ou afirmacbes), pois que exprimem
juizos, verdadeiros ou falsos.

Valor duma expressao numeérica é o nimero por- ela nomeado. Duas expres—
sbes numeéricas dizem-se equivalentes (ou sindénimas) quando tém o mesmo valor;
para indicar este facto escreve-se entre ambas o sinal = (ler «igual a» ou
«0 mesmo que»), que exprime identidade, ndo entre as expressﬁes, mas sim entre
0s seus valores. Por exemplo, sio sin6nimas as nxpressoes 1—(3/5)* e 2X0,32;

0 mesmo se pode dizer das expresses {/3—1e V 4— V/ 12, ete.
Os nomes dos numeros sdo também chamados constantes numéricas, por
oposicdo as variaveis, que ndo designam numeros determinados (*).

As expressdes com variaveis, tais como RI’t, \/ 1—u? ete., ndo sido nomes de
numeros, mas passam a sé-lo desde que as variaveis sejam substituidas por cons-
tantes numeéricas. Uma tal expressdo € constituida por variaveis e, eventualmente,

por constantes numéricas, ligadas entre si por sinais de operacoes (+, —, 1/ , ete.),
segundo certos preceitos que, em particular, se referem ao uso dos parénteses.
A expressiao diz-se precisamente algébrica quando as operacOes nela indicadas
s40 no maximo as seguintes: adigcdo, subtraccdo, multiplicag¢do, divisdo e extrac-
cOes de raiz (incluindo o uso de expoentes naturais para indicacdo abreviada de
produtos com factores iguais); se ndo ha nenhum sinal debaixo do sinal de
radical, a expressido algébrica diz-se racional (irracional no caso oposto); se,
além disso, ndo figura nenhuma variavel em denominador, a expressido racional
diz-se inteira (fracciondria no caso.oposto). Por exemplo, as expressoes algébricas

2 2 T T
2 (Bry—1)2 3y_‘/—., 22 + V1—yz2—1
3 14 y3
sdo, respectivamente, inteira, fraccionaria e irracional.
Duas expressOes algébricas,- com uma ou mais variaveis z, ¥, ..., ‘dizem-se

formalmente equivalentes (ou apenas equivalentes), quando assumem O mesmo
valor, todas as vezes que as variaveis x, ¥, ... sdo substituidas por constantes.
Por exemplo, prova-se facilmente que as expressdes

—9y* e (x+3y)(x—3y)

Séo equivalentes. A passagem duma dada expressio algébrica a-outra que lhe seja
equivalente é efectuada segundo certas normas fixas, que se reduzem sempre, em
ultima andalise, a aplicar as propriedades fundamentais das operacoes elementares
da aritmética. Para saber precisamente o que se entende por tais propriedades
ver estruturas algébricas e numero. Entretanto indicaremos aqui pelos seus nomes
as mais utilizadas:

a) Da adicdo: uniformidade, associatividade, comutatividade, neutralidade
do zero, existéncia dum simétrico para cada numero,

b) Da multiplicacdo: uniformidade, associatividade, comutatividade, neutra-
lidade da unidade, existéncia dum inverso para cada numero diferente de zero;

c¢) Mista: distributividade da multiplicacdo a respeito da adicdo.

A adicdo, a multiplicacio e as respectlvas operacdes inversas (subtraccdo e
divisao) costumam ainda ser chamadas operacées racionais.

Quando duas expressoes sido equivalentes, também se diz que representam
a mesma funcdo das variaveis nelas contidas; assim, as expressfes (1—2x)° e
1—4zx+4z° representam uma mesma funcido de x. Diz-se racional toda a funcao
representavel por uma expressio racional (inteira, se representavel por uma

(') Em matematica é frequente chamar constantes a0s préprios numeros, confundindo
estes com os simbolos que 0s representam, Esta confusdo € muitas vezes propo.51tada COI¥X
o fim de simplificar a linguagem.
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expressao inteira; fracciondria, no caso oposto). Porém, como se vera mais adiante,
o termo jfunc¢do algébrica costuma ser aplicado a uma categoria mais extensa
do que a das funcdes representaveis por meio de expressdes algébricas.

Para indicar que duas expressoes literais sdo equivalentes escreve-se entre
elas .0 sinal =. Exemplo: (1—2zx)*=1—4r+4zx".

Pelas transformacdes de equivaléncia procura-se muitas vezes reduzir as
expressoes algébricas a determinadas formas tipicas (ou formas canodnicas), mais
comodas para certos fins. Geralmente, trata-se duma operacdo de «arranjo e
simplificacdo», a que ndo é estranho o sentido estético (a linguagem simbdlica
possui também a sua estilistica). E o que se vera exemplificado no numero
seguinte.

4. Mondémios e polinémios, funcdes racionais (*).— Chamam-se monoémios
as expressoes algébricas inteiras, em que nio vém indicadas adi¢cdes nem subtrac-
¢oes. Todo o mondmio pode ser «arranjados de maneira a ficar formado por um
factor numeérico (coeficiente), seguido de letras nio repetidas, com expoentes
naturais (parte literal). Chama-se grau do monémio a soma dos expoentes das
suas letras. Por exemplo, a expressio —Tx*y 2" é um monomio de coeficiente —7
e de grau 3+1+2=6.

Ligando dois monomios por sinal multiplicativo obtém-se ainda um mondmio,
chamado produto dos primeiros e que pode igualmente ser reduzido & forma
canoénica, aplicando as propriedades associativa e comutativa da multiplicacao.
Exemplo:

<: r2h> .(—-6mrhf‘)5[_3i X (—6)] m@t.r)y (h.h?) =—4mr*h';

isto é, multiplicam-se os coeficientes e somam-se o0s expoentes das variaveis
comuns, ficando as variaveis ndo comuns com o mesmo expoente.

‘Diz-se polinomio toda a expressdo (inteira) que se obtém ligando por sinais
de + ou de — dois ou mais monémios, que passam entdo a chamar-se termos
do polinémio. (Para comodidade de linguagem costuma incluir-se os monémios
na categoria dos polinémios). Grau dum polinémio é o maior dos graus dos seus
termos. Por exemplo, a expressio

1 .
—2x“y”+yz”+? rz+52°y

€ um polinémio em z, ¥, 2, de grau 5. Aos polinémios do 1.° grau aplica-se também
a designacido de lineares.

Dizem-se semelhantes dois mondémios que tenham a mesma parte literal.
Quando num polindmio figuram dois ou mais termos semelhantes entre si, pode-
mos sempre substitui-los por um tunico termo com a mesma parte literal e tendo
por coeficiente a soma dos coeficientes dos primeiros; nisto consiste a reduciao
de termos semelhantes de que ja falamos a proposito das origens da algebra; as
propriedades operatorias aplicadas sao: associatividade e comutatividade da adi-
c¢ao, distributividade da multiplicacdo a respeito da adicdo. Por exemplo, no
anterior polinémio os termos semelhantes — 21y’ e 5x°y’ podem ser contraidos
no termo unico (—2+45) £*y’, ou seja 3x°Y:.

Ligando por sinal aditivo dois polinémios, obtém-se ainda um polinémio,
chamado soma dos primeiros (no qual convira fazer a reducido dos termos seme-
lhantes).

Ligando por notacdo multiplicativa dois polinémios (encerrados entre parén-
teses), obtém-se uma nova expressao inteira, que nao é, em geral, um polindémio,
mas que se reduz por equivaléncia a um polinomio, chamado produto dos pri-
meiros. Para obter o produto de dois polinémios basta aplicar a propriedade dis-
tributiva: multiplicam-se todos os termos de um por todos os termos do outro e
somam-se os resultados obtidos. Exemplo:

(z—2y)(r*+2xy+4y) =+ 22y +H4xy —22°'y — 4y — 8y =2°— 8%
(1) Este numero pode, sem inconveniente, ser lido apds o n.° 7, ou mesmo ser dispen-

sado, desde que o leitor ndo tenha interesse especial ‘em esclarecer os conceitos aqui preci-
sados.
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~ Dos factos anteriores decorre facilmente o seguinte: foda a expressdo algé-
brica inteira é equivalente a um polindémio.

Merecem particular atencio os polindmics numa s variavel. A estes, além
da reducido dos termos semelhantes, costuma ser dado um arranjo que consiste
em dispor os termos segundo a ordem crescente ou decrescente dos expoentes.

Geralmente, prefere-se ordenar o polinémio em sentido decrescente. Deste
modo, um polinémio do 1.° grau em z, na forma canénica, ser4 uma expressdo do:
tipo a,x + a,, em que nos lugares de a, e a:. figuram numeros quaisquer, sendo:
a, =+ 0; por sua vez, a forma canonica dos polinémios do 2.° grau serd @'+ a: T + a»
com aq,50, etc. Em geral, um polinémio em x de grau n (n inteiro > 0) serd, na
forma canodnica, uma expressido do tipo

Gt a2+ . et ah,

em que nos lugares de @, a. ..., @, figuram numeros quaisquer (coeficientes do
polinémio), sendo a, =~ 0. Por exemplo, * —2zx*+1 é um polinémio do 3.° grau
em x, que tem por coeficientes: a,=1, @, =—2, @.=0, a; =1. Em particular, pode

ser n=0: trata-se entdo dum polinémio de grau 0, que se reduz ao termo inde-
pendente, a,.

Para a adicdo de polindmios numa s6 varidvel costuma usar-se um esquema.
pratico que se assemelha muito ao processo normalmente usado para a adicdo de
numeros inteiros. Consiste esse esquema em dispor os polindmios em varias linhas,
de modo que termos semelhantes fiqguem numa mesma coluna, o que torna mais
comoda a reducdo ‘de tais termos. Sejam, por exemplo, 0s polinémios
2—bzx+x+3xe3+T7Tx—5x+21x" ter-se-4 entéo:

2—5zx+ z*+0.2°+ 32
3+7x_—:5m’:{;_2x_31—_0.£‘_
Soma 5+2xr—4zx*+ 222+ 3zt

Mas a analogia formal entre o calculo de polinémios e o calculo de nimeros
inteiros nao se limita a este caso trivial: prolonga-se em varios outros algoritmos,
tais como o da multiplicacio, o da divisdo e o algoritmo de Euclides (ou método
das divisdes sucessivas, para o calculo do méaximo divisor comum). A analogia
é sobretudo notavel na teoria da divisibilidade, que se pode transportar, com
ligeiras variantes, do campo dos numeros inteiros para o campo dos polinémios.

Quanto as expressdes algébricas fraccionarias, diremos apenas que se
demotstra, sob certas reservas, o seguinte facto: «Toda a expressdo racional é
redutivel & forma duma fraccdo cujos termos sdo polinémios». Por exemplo, a
expressao racional

2x— Y

"r_.._.
z
é equivalente & fraccdo
2r—2z—zy

rr—1

De resto, o calculo destas fraccoes é feito segundo regras muito semelhantes
as que regem o calculo de fraccdes numéricas.

Quanto as expressoes algébricas irracionalis, o seu estudo é bem mais delicado,
relacionando-se intimamente com o das equacdes algébricas; na verdade, os radi-
cais correspondem a equacdOes disfarcadas, de tipo particular (equacdes binomias).
Assim, por exemplo, "s/ 9 designa uma qualquer das cinco solucdes da equacido
r'—9=0 (v. nimero).

5. Equacdes,; identidades.— Da-se 0 nome de equacdo a toda a férmula que
se obtém ligando pelo sinal de igual duas quaisquer expressées com uma ou mais
varidveis. As duas expressfes assim ligadas dizem-se membros da equacio; as
variaveis passam a chamar-se incognitas. A origem deste ultimo termo estd em
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FRANCOIS VIETE
(1540-1603)

O simbolismo algébrico, tal como hoje se
usa, nao é obra dum s6 matematico. Mas,
segundo se admite geralmente, foi Viéte o
primeiro algebrista que fez reconhecer as
vantagens do uso sistematico das letras
para designar quantidades nao conhecidas
(Incognitas) e quantidades niao especificadas
(variaveis). A introducido do conceito mate-
matico de varidvel ¢ um dos acontecimentos
capitais na histéria do pensamento

NICOLO TARTAGLIA
(1499-1557)

A primeira conquista essencial no campo da
algebra, para além dos limites -da ciéncia
helénica, é a descoberta da regra de Tar-
taglia, que fornece a resolucao algébrica da
equacdo geral do .3.° grau. Esta regra, que
foi primeiro achada por Scipione del Ferro
(falecido em 1526) e depois redescoberta por
Tartaglia, determinou por sua vez a criacdo
do calculo com numero imaginarios

que a equacdo traduz um problema, uma pergunta —e niao uma afirmacao. Se a
equacao tem uma so6 incoégnita, o problema pde-se nestes termos:
«Achar um numero que, tomado como valor da incégnita, converta a equacio

numa igualdade numeérica verdadeiray.

O numero pedido tem o nome de solugdo ou raiz da equacido. Mas pode uma
equacdo ter varias solucdes e pode também nao ter nenhuma. Por exemplo, a

féormula

z@Bz+1)=1—2x

€ uma equacdo que admite como solucdo qualquer dos numeros —1, 1/3, visto
serem verdadeiras ambas as igualdades seguintes:

—D.B8.(—DH+11=1—(C—1 ,

.

1 ( 1 1
S CIE S BT
3\ 3+/ k)

Uma equacdo diz-se resoliivel ou possivel se admite pelo menos uma solucio;.
impossivel, no caso oposto. Por exemplo, a equacido x*+3=1 é impossivel no
campo dos numeros reais, enquanto a equacdo r—1=x -+ 7 é impossivel mesmo

no campo dos numeros complexos.

Quando a equacdo tem mais de uma incégnita, entende-se por solucio ou
raiz da equacao todo o agrupamento de numeros que, como valores das incégnitas,
convertem a equacdo numa igualdade numérica verdadeira. Assim, a férmula

22 +y +2 =25
— 10 —



& uma equacdo nas trés incognitas x, v, 2, que admite infinitas solugdes, uma das
quais é o terno de numeros 0, —3, 4, assim localizados:

=0, y=—3, 2=4,

outra solucdo serd: = =4/8, y=3, 2=0; etc.

Uma equacido diz-se algébrica se ambos 0s seus membros sio expressoes
algébricas (franscendente, no caso oposto). Uma equagao algébrica diz-se racio-
nal se ambos os membros sido expressfes racionais (irracional, no caso oposto);
diz-se inteira se ambos 0s membros sdo expressdes inteiras (fracciondria, no caso
oposto).

Pode acontecer que uma equacio admita como solucdes {odos os numeros ou
agrupamentos de nimeros que existem [exemplo: aequacdo (1—3x)’=1—62x+9x°];
costuma dizer-se neste caso que a equacio se reduz a uma identidade. Porém. a
identidade nio traduz, como a equacio, uma pergunta, mas sim uma afirmacéo,
um teorema: afirma que os dois membros sio equivalentes. Por isso, a fim de
nio confundir os dois conceitos, convém usar o sinal =, em vez do sinal =,
quando se trata duma identidade. Por conseguinte, enquanto traduz um problema
nos termos acima precisados, a igualdade literal é sempre uma equacio. (E este
um dos pontos em que as ideias tradicionais tiveram de ser corrigidas por uma
analise 16gica moderna).

6. Equacédes equivalentes,; sistemas de equacgbes.— Uma equacido diz-se equi-
valente a uma outra quando toda a solucio da primeira é também-solucido da
segunda e vice-versa. Consegue-se, por wezes, resolver uma dada equacio,
transformando-a sucessivamente em equacOes equivalentes & primeira, até se
chegar a uma equacio que ja se sabe resolver. Estas transformacdes, quando
algébricas, assentam em certos principios, que se deduzem das ja referidas pro-
priedades fundamentais das operacOes aritméticas.

Entre os principios de equivaléncia mais usados citaremos os trés seguintes:

a) Substituindo qualquer dos membros duma equacio por uma expressao
equivalente, obtém-se uma equacio equivalente 3 primeira;

b) Se a ambos os membros duma equacio numa incégnita x adicionarmos
uma mesma expressao algébrica inteira em x, obtemos uma equacdo equivalente
a4 primeira;

c¢) Multiplicando ambos 0s membros duma equaciao por um mesmo numero
diferente de 0, obtém-se uma equacio equivalente a primeira.

E a regra b) que torna legitimo passar um termo dum membro para o outro
com troca de sinal, operacdo esta que Al-Khowarizmi designou por al-djabr,
origem do vocabulo dlgebra.

Seja, por exemplo, a equacdo 2x—3=T—3x. Por al-djabr e al-mukabala,
isto é, passando o termo — 3 do primeiro membro para o segundo, o termo —3x
do segundo para o primeiro e reduzindo os termos semelhantes, vem: 5x=10;
multiplicando ambos os membros por 1/5, tem-se finalmente: x =2, -equacéo
esta equivalente & proposta e cuja solucdo unica é visivelmente 2.

Pode ainda, em vez duma s6 equacio, ser proposto um sistema de equacées
com varias incégnitas z, ¥, ... O que se pretende entdo é determinar os agrupa-
mentos de numeros que satisfazem simultdneamente a todas as equacdes dadas
(solugdes do sistema). Por exemplo, o sistema de equacdes

{ 2x—3y=1
r+6y+2=0

admite uma solucdo unica, constituida pelo par de numeros 0, —1/3, assim dis-
tribuidos: z=0, y=—1/3.

A resolucdo dos sistemas de equacGes algébricas reduz-se em geral ao de
equacles algébricas com uma sé incégnita, mediante processos de eliminacio
de incoégnitas que constituem o objecto dum importante capitulo da algebra
(v. eliminacdo).

7. Pér um problema em equacdo, conceito de equacdo literal. — O grande inte-
resse das equacdes estd em que traduzem problemas das mais variadas prove-
niéncias (vida quotidiana, ciéncias fisico-naturais, engenharia, etc.) sob uma
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forma que conduz automaticamente & sua resolucido. Pér o problema em equacdo
é traduzi-lo em linguagem simbélica, na forma duma equacido ou dum. sistema
de equacdes —o0 que requer, em geral, habilidade e poder intuitivo. Posto em
equacido, o problema esta virtualmente resolvido, desde que a equacido ou sistema
entre num tipo classico: o calculo algébrico funciona entfdo 4 maneira de maquina
que se encarrega de fornecer as solucdes. Havera ainda uma terceira fase seme-
lhante a primeira, mas geralmente mais simples, que consiste em interpretar
e discutir as solucdes, passando-as para a linguagem inicial. Seja, por exemplo,
0 problema.:

«Determinar as idades de dois individuos F e G, sabendo que F é 5 anaos
mais velho do que G e que hé 10 anos a idade de F era dupla da idade de G».

Designando por r a idade actual de F expressa em anos, a de G sera —5;
h4 10 anos as suas idades seriam, respectivamente, t—10 e 2—5—10=xr—15;
portanto o problema ficara assim equacionado:

r—10=2 (z — 15) [idade de F ha 10 znos =2 X idade de G ha 10 anos}

Aplicando a esta equacdo os métodos usuais, obtém-se a solucio Unica =20
(idade de F), sendo portanto 15 a idade de G (ambas expressas em anos).

Um outro conceito que importa esclarecer é o de equacdo literal. Da-se este
nome a equacOes em que, além da incognita (ou das incégnitas), figuram uma ou
mais letras, que se consideram designativas de quantidades conhecidas ou dadas.
‘Por oposicdo, dizem-se numéricas as equacbes tais como inicialmente foram
definidas. Seja, por exemplo, o seguinte problema, de que o anterior é um caso
particular:

«Determinar as idades de dois individuos F' e G, sabendo que F é d anos
mais velho do que G e que ha m anos a idade de F era k vezes a idade de G».

Designando ainda por x a idade actual de F, ter-se-a agora a equacio

r—m=k(x—d—m).

Na realidade, trata-se agui duma equacéo com quatro incoégnitas: x, d, m, k.
Porém, se quisermos que traduza o sentido do problema, devemos antes consi-
dera-la como equacdo varidvel, que se concretiza em infinitas equacdes com uma
s6 incégnita, x, ao substituir d, m, k por constantes. O que se pretende é obter
uma formula que dé a solucdo de qualquer dessas infinitas equacdes, uma vez
conhecidos os valores de d, m, k. Ora a férmula procurada é:

m—ik(m+d)
1—k

restando ainda averiguar que valores se podem atribuir a d, m, k¥ de modo que
0 problema seja possivel, determinado, ete. (discussGo do problema). Para k=1,
0 segundo membro desta formula é uma expressio que, colocada no lugar de z,
converte a equacdo literal numa identidade: exprime-se este facto dizendo que
tal funcao de d, m, k é a raiz, ou solucdo, da equacio considerada. Por conseguinte,
as raizes das equacgbes literais sdo funcdes, e ndo niumeros. Tornaremos a este
‘ponto mais adiante (v. funcdo).

Entretanto, interessa observar que é costume (nio obrigatério!) designar
as incoégnitas por letras finais do alfabeto, tais como z, ¥, 2, ..., e os dados
(ou quantidades conhecidas) por letras iniciais, a, b, ¢, ... Esse habito, que foi
introduzido por Descartes, reflecte-se por sua vez no estudo das expressdes
algébricas, em que, segundo se 1é ainda hoje nos textos didacticos, as letras
finais costumam ser usadas como varidveis, enquanto as letras iniciais se usam
para designar constantes. Porém, esta maneira de dizer (como ja a anterior)
¢ paradoxal:

Quando, por exemplo, se diz que um polinémio do 1.° grau em z é uma
expressédo do tipo ax+b, sendo a, b constantes (a¢=0), hia aqui um modo abre-
viado de dizer: sendo as varidveis a, b substituidas por constantes numéricas
(tais como —5, 2/3, =, etc.). Considerada em si, a expressdo ax+b ¢ um polinémio
(do 2.° grau) nas variaveis a, b, £, podendo ainda ser interpretada como polinémio
em X de coeficientes varidveis — mas nao, decerto, como polinémio em zx de
coeficientes numéricos.

I:
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Todavia, para comodidade de linguagem, torna-se vantajoso empregar
locucdes abreviadas como aquela, que nio provocam equivoco, desde que se faca
um aviso prévio sobre o seu uso. De resto, as questdes deste tipo s6 puderam ser
inteiramente esclarecidas a luz da légica moderna.

8. O que distingue a dlgebra da andlisé infinitesimal. — Para completar o
inventirio do material sobre que incidem normalmente as consideragdes da
algebra classica, resta-nos citar as inequacées algébricas (férmulas que se obtém
ligando duas expressdes algébricas por um dos sinais < ou >, com sentido apenas
no campo real) e certos simbolos algoritmicos que nascem do estudo geral das
expressoes algébricas (simbolos do calculo combinatério) e das equacdes algé-
bricas (maftrizes, determinantes, substituicoes, etc.). Quanto a métodos de calculo
e de raciocinio aplicaveis a esse material, sdo proprios da dlgebra unicamente
aqueles métodos de cardcter finitista que se firmam, em ultima andlise, nas pro-
priedades fundamentais da adi¢cdo e da multiplicagdo.

Desde que, tratando-se, por exemplo, de equacdes algébricas, se facam consi-
deracdes que impliquem uma infinidade (potencial) de operacdes elementares,
com subsequente passagem ao limite, deixa-se o campo da Aalgebra para se entrar
no da anailise infinitesimal.

Com efeito, 0 que caracteriza essencialmente a transicido da algebra para a
andlise infinitesimal (ou andlise transcendente) é a intervencdo do conceito de
limite, aliado ao conceito geral de fung¢do, incluindo o de sucessdo infinita
(v. funcdo).

Todavia, razdes de ordem metodolégica levam muitos autores a incluir em
tratados de dlgebra varios assuntos de caracter transcendente, tais como séries,
produtos infinitos, fracc¢Oes continuas, funcdes trigonométricas, derivadas, etc.

De resto, a algebra constitui, com a analise infinitesimal, uma unidade a que
se aplica o0 nome de andlise, por isso, também, a algebra ¢é algumas vezes chamada
andlise algébrica ou andlise finita. Nesta ordem de ideias, a analise contém a
algebra, do mesmo modo que a algebra contém a aritmética. Na base de todo.o
edificio estd o conjunto dos numeros reais ou o conjunto dos numeros complexos,
conforme se trata de andlise no campo real ou de andlise no campo complexo.
Todavia, o estudo das equacgdes algébricas vira indicar que o campo natural da
algebra é o dos numeros complexos.

9. Equacébes algébricas de grau inferior ao 5.°; formula de Tartaglia; intro-
dug¢do dos numeros imagindrios.—E facil ver que, pela aplicacdo dos principios
de equivaléncia, toda a equacido algébrica inteira pode ser reduzida a forma dum
polinémio igualado a zero (forma canodnica); o grau desse polindmio dir-se-a
0 grau da equacdo. Portanto, a forma candnica duma equacido de grau n em I
sera

a2 faga" Tt b T by oy =0,

figurando nos lugares de e, a., ..., @, numeros quaisquer, com a,#0 (coeficientes
da equacgdo), e sendo n um inteiro nao negativo.

(Uma equacdo algébrica fraccionaria ou mesmo irracional poderd ainda —no
campo complexo— ser conduzida & forma inteira; mas esse é um ponto mais

delicado).
Para n=1 ter-se-4 a forma canodnica das equacdes do 1.° grau:

¢ox 4+ a, =0,

cuja solucdo unica é dada imediatamente pela formula x=—a./aq..
Para n =2 tem-se a forma canodnica das equacdes do 2.° grau:

? 4+
tot + a,x + a, =0,

cujas solucdes (no maximo duas) sdo dadag pela formula:

—a,+ Y a;—4aya,
2,
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[Transigimos com o0 uso escrevendo aqui o duplo sinal + (mais ou menos),
-que na, realidade é supérfluo, porquanto o simbolo \/ a, sendo ¢ um numero =0,
tem sempre dois valores (simétricos), do mesmo modo que \/ a tem ftrés, \/ a

quatro, ete. (v. nimero)l.
Para r=3 tem-se a forma canonica das equacdes do 3.° grau:

3 2
apr + ayx + a4 ay; =0,

e assim sucessivamente.

E preciso ndo perder de vista que os simbolos a,, @ ... s30 na realidade varia-
veis e que s6 substituindo-os por constantes numéricas se obtém determinadas
equacbfes em x (numeéricas); se nio se fizer qualquer substituicdo, tem-se a
equacdo geral do 1.° grau, a equacdo geral do 2.° grau, ete., cujos coeficientes séo,
em vez de nuameros, as variaveis a,, a., ... (equagdes literais).

Para as equacdes do 3.° grau existe, como para as do 2.°, uma férmula geral
que fornece todas as raizes da equacido (no maximo 3) mediante uma expressic
algébrica que envolve os coeficientes a, a:; a» a;; a féormula pode ser apresentada

com O aspecto

3
= _i ¢
h e J—\/4 \/ \/ Jr27 dao

2 3
a, a; ay a, a, 2 ay

— (1 —
CRE] o 2 3
a, 3a, dy 3a, 27 a,

p=

devendo as determinacfes das raizes cubicas ser tomadas de modo que o seuw
produto seja igual a —p/3 (v. numero).
No caso particular em que é a.=0, vem P=0a./0, Q@ =0a/ /0, € a equacio

cubica reduz-se & forma
2*+pr+qg=0,

para a qual foi deduzida directamente a formula (1), em que se anula entio
0 termo — a./3 ..

A descoberta desta formula deve-se aos italianos Del Ferro e Tartaglia
(século xvi). Trata-se dum acontecimento notabilissimo na histéria da algebra,
ocorrido ainda no periodo da linguagem sincopada. E com a pesada indumen-
taria da época que a referida formula aparece no tratade de Cardan Ars Magna
de rebus algebraicis (1545), onde o autor apresenta uma resolucio analoga da
equacao geral do 4.° grau, obtida pelo seu discipulo Ferrari, que consegue reduzir
0 problema ao da resolucido da equacido do 3.° grau mediante uma transformacao
algébrica simples.

(O tratado de Cardan apareceu pouco antes de Pedro Nunes publicar o Libro
de Algebra, o nosso matematico apressou-se a actualizar a sua obra com um
aditamento em que expoOe e analisa a regra de Tartaglia).

Foi a formula (1) que obrigou a introduzir os numeros imaginarios, sem os
quais deixaria de ter sentido, precisamente no caso em que siao reais todas as
raizes da equacdo (caso irredutivel). Acontece isto quando é negativo o valor da

expressao

2

4

%
* 27

que figura sob o sinal da raiz quadrada; ora entre os numeros até entio utili-
zados (numeros reais) nio.ha nenhum que possa ser raiz guadrada dum numero
negativo, pois que o quadrado de qualquer deles é positivo ou nulo. Em face
desta situacdo paradoxal, uma atitude seria a de rejeitar a férmula e tentar a
resolucao por outra via; foi assim precisamente que procedeu Viéte, indicando
formulas trigonométricas (ndo algébricas, portanto) para o caso em questio.

— 14 —



Pelo contrario, Bombelli, professor em Bolonha depois de Tartaglia, adopta a
atitude progressiva, decidindo-se:-a considerar as raizes de numeros negativos
como numeros de nova espécie. ('), a que chama quantidades silvesires (hoje
dizemos imagindrias) e que combina por adicdo com os numeros reais, obtendo

expressdes do tipo a+b V —1, onde os coeficientes a, b sdo numeros reais quais-
q‘uer Bombelli ensina depois a operar sobre tais expressfes (hoje denominadas
numeros complexos), e, embora o novo calculo s6 muito mais tarde venha a rece-
ber uma completa justificacdo, a verdade é que conduz a resultados exactos —
impondo-se cada vez mais, ao longo dos séculos, pela sua comodidade (v. nimero).

Em particular, a formula (1) passa agora a ter sentido no caso irredutivel,
fornecendo efectivamente as solucGes da equacdo; verifica-se entdo este facto
notavel: partindo de numeros reais (coeficientes da equacio), obtém-se resulta-
dos reais (as solucdes), :depois de se ter trabalhado com,numeros imagindrios.
Esta circunstancia hi-de apresentar-se depois em numerosas questoes de analise,
algébrica e transcendente, observando-se muitas vezes que, «para ir dum ponto
a outro do campo real, o caminho ‘mais curto passa pelo campo imaginarios.

O uso dos imaginarios estava pois sancionado do ponto de- vista pragmadtico.

10. Resolubilidade algébrica, funcéoes algébricas;,” niumeros algébricos (*).—
A sensacional descoberta dos quinhentistas italianos instigou vivamente os estu-
diosos a procurarem férmulas andlogas para as equacdes de graus superiores ao 5.°
e até, se possivel, uma férmula geral que compreendesse todos os graus. Durante
cerca de trés séculos se fizeram esforcos para encontrar essa chave encantada
do mundo algébrico; mas todos foram em vao. Finalmente, o grande matematico
noruegués N. Henrik Abel (1802-1829), precedido em parte por Ruffini, consegue
demonstrar rigorosamente que a equacio geral do 5.° grau — e portanto a do 6.°,
a do 7.° ete.— ndo é resoluvel algébricamente, isto é, mediante uma expressio
algébrica sobre os coeficientes.

Mas ndo quer isto dizer que néo existam classes particulares de equacdes
de grau>4¢ resoliveis algébricamente. Como identificar, em geral, essas classes
e atribuir-lhes o respectivo processo de resolucdao algébrica? E antes disso ainda:
como por o problema em termos precisos? )

A resposta é a teoria da resolubilidade algébrica, concebida por um jovem
matematico francés, Evaristo Galois, cuja vida se fecha abruptamente aos 20 anos,
num duelo, em 1832. A sua obra genial, condensada hoje em 60 paginas, sé
catorze anos depois da sua morte comecou a ser revelada ao mundo cientifico,
pelo matematico Liouville: essa obra inaugura uma nova era na histéria das
‘matematicas, pela originalidade e pela poténcia dos conceitos introduzidos.

Quando se aborda a teoria de Galois, convém ter presente a distincao entre
equacoes numéricas e equagbes literais. As raizes duma equacido numérica sao
sempre numeros, por exemplo, as solucbes da equacao numérica do 2.° grau
r*—2z—4=0 sio 1+V/5 e 1—5.

Mas suponhamos que nos lugares dos coeficientes duma equacao de grau n
em r figuram, em vez de numeros, expressdoes com uma ou mais variaveis u, v, ...
Trata-se entdo, segundo o ponto de vista explanado no n.° 7, duma equacéio lite-
ral na incognita z. Se n <5, podemos sempre resolver algebricamente a equacio
em ordem a incégnita x, expressa como funcio de u, v, ... Por exemplo, a equacio

r—2ux+ @uw—v)=0
é equivalente a equacéo
r=u-+ Vo—2u,
que indica explicitamente as duas solugbes da primeira em ordem a x (as funcoes

u+ \/ v—2uteu — s/ » — 2 1*). supondo que se escolhe sempre a raiz auadrada de
menor argumento, entre 0 e 2 = (v. numero).

Mas, se o grau da equacido em T € >4, a resolucéo algébrica ja nao é possivel
em geral e apresenta-se primeiro que tudo a seguinte dificuldade: o que se

(1) Antes de Bombelli ja Cardan tinha apresentado algumas sugestdes neste sentido.
(?) Este numero e o seguinte podem ser lidos, sem grande inconveniente, apds o n.° 13.

— 15 —



EVARISTE GALOIS
(1811-1832)

Com a teoria da resolubilidade algébrica
atinge-se um ponto culminante na histoéria
da algebra. O genial criador desta teoria,
E. Galcis, nao chega a atingir os 21 anos,
morrendo num duelo, ignorado e desiludido.
Galois inspirou-se em grande parte nas
pesquisas feitas por Lagrange no sentido de
encontrar um método geral (que nio existe)

AMALIE EMMY NOETHER
(1882-1935)

Entre os principais construtores da 4algebra
moderna figura a matematica Emmy Noether,
que foi primeiro professora em ‘Goéttingen
e depois emigrou para os Estados Unidos.
Era filha de Max Noether, um dos eminen-
tes fundadores da geometria algébrica —

a4 gqual a moderna algebra veio dar nova

para a resolucdo algébrica de equacbes de -
forma e novo impulso

qualquer grau

entende neste caso por solucdes da equacido? Nao dispomos de dados para apro-
fundar aqui o assunto (*). Entretanto diremos que as solucdes duma eqguacio algé-
brica literal sdo definidas, de certo modo, como fungdes continuas —ramos univocos
duma funcdo plurivoca — que, colocadas no lugar de X, convertem a equacao
numa identidade. Diz-se precisamente que uma funcido de u, v, é algébrica
quando é raiz de alguma equacio algébrica cujos coeficientes sejam funcées
racionais de u, v, ...; caso contrario, a funcdo diz-se franscendente (v. funcdo).
Portanto, do teorema de Abel resulta que nem todas as funcdes aigébricas podem
ser representadas explicitamente por meio de expressdes algébricas. A reciproca,
porém, é verdadeira: toda a funcdo representdvel por uma expressdo algébrica €
uma funcdo algébrica.

Posto isto, o conceitc de resolubilidade algébrica pode ser precisado nos seguin-
tes termos: diz-se que uma dada equacdo € resoluwel algébricamenie (ou reso-
luvel por meio de radicais), a respeito dos seus coeficientes, quando todas as raizes
da equacio podem ser obtidas, efectuando s6 operacdes racionais (*) e extraccdes
de raiz, um numero finito de vezes, a partir dos coeficientes (quer estes sejam
numeros quer funcdes). A definicdo pode ser dada ainda com maior generalidade
—como fez Galois — considerandeo, em vez dos coeficientes, um conjunto qual-
qquer de numeros (ou funcdes) que englobe os coeficientes.

(1)A questao é na realidade muito delicada e s6 pode ser inteiramente esclarecida por
dois meios: ou pela teoria das funcdes ancaliticas, que transcende o campo da algebra
(v. funedo), ou pelos métodos da dlgebra moderna (esses puramente algébricos).

(*) Ja atras se disse que é dado o nome de operagdes racionais as seguintes operacodes:
adigdo, subtracgedo, multiplicagdo e divisdo.
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Por exemplo, prova-se com a teoria de Galois que a equacao ;rf—-4a;+2=0
nio é resoluvel algébricamente a respeito dos coeficientes; quer isto dizer que
as suas raizes (que sio cinco numeros, tres reais e dois 1mag1narlos) nao podem

exprimir-se por meio dos sinais +, — X, ¢, 'V . ... 'V . .., a partir dos
coeficientes. Mas ja a equacdo do 6.° grau em I

r+A—)zrr—t=0

é resoluvel algebricamente; com efeito, a sua resolucdo pode reduzir-se a da
equacao do 3.° grau em ¥y
vy+A—tHy*—t=0,

com a qual est4 relacionada por meio da férmula z = t1/y.

Chama-se numero algébrico todo o numero que é raiz de alguma equacio
algébrica de coeficientes racionais; os nimeros néo.algébricos dizem-se frans-
cendentes. Por -exemplo, siao numeros: algébricos as -raizes da .equacio

’—4z+2=0, os valores de V2—"/7, etc. Em 1873 Hermite demonstrou a trans-
‘cendéncia do numero e; nove anos depois, seguindo a mesma pista, Lindeman
demonstrou a transcendéncia de =. Este ultimo facto implica em particular a
impossibilidade de resolver o classico problema da quadratura do circulo por
meio da régua e do compasso (v. geometria).

11. Primeira no¢do de corpo. — Um conceito que joga essencialmente na teoria
de Galois é o de corpo (ou dominio de racionalidade). Diz-se que um dado con-
junto @ constituido por varios nuimeros ¢ um corpo, quando é fechado a respeito
das operacOes racionais, isto é, quando, dados dois nameros a, b de Q, se verifica
sempre que também a soma a + b, o produto a b, a diferenca a —b e 0 quociente
a/b (sendo b -+ 0) pertencem a Q. Assim, o conjunto dos numeros racionais, o
conjunto dos numeros reais, o conjunto dos numeros complexos, sdo exemplos
de corpos; mas ja o conjunto de numeros inteiros ndo é um corpo, pois que o
quociente de dois numeros inteiros pode néao ser um numero inteiro. Analoga-
-mmente se define corpo de funcdes, por exemplo, o conjunto de todas as funcodes
racionais duma variavel £ € um corpo de funcdes.

Diz-se que um numero a € racionalmente conhecido a respeito dum dado
conjunto M de numeros, quando se pode obter a partir de elementos de M,
mediante operacdes racionais, efectuadas um numero finito de vezes. A totali-
dade dos numeros que sao racionalmente conhecidos a respeito de M .constitui
um corpo, que se chama o corpo gerado por M (definicdo analoga para conjuntos
de funcoes).

Exemplos: 1) o corpo gerado pelo nimero 1 é o corpo racional; 2) o corpo

gerado por um dos numeros {/ 2 é o conjunto dos numeros da forma a+b /2,

sendo a, b nameros racionais; 3) o corpo gerado pela adjuncido de i (:\/ —1)
a0 corpo real é o corpo complexo, cujos elementos sao da forma e+ bi, com a, b
reais; 4) o corpo gerado pela adjuncdo da variavel x ao corpo racional é o con-
junto das funcodes racionais de x, com coeficientes racionais, etc.

12. Teorema fundamental da dlgebra, resolucdo numérica das equacoes. —
Costuma dar-se impropriamente o nome de leorema fundamental da dlgebra
(ou teorema de D’Alembert) a uma proposicdo cuja primeira demonstracao rigo-
rosa se deve a Gauss e que afirma o seguinte: «toda a equacao algébrica de grau
superior a zero, com coeficientes numeéricos (isto é, situados no corno complexo),
é resoluvely»; com isto se pretende dizer, naturalmente, que existe, pelo menos,
um numero (real ou imaginario) que verifica a equacéo. Todavia este tecrema
nao pode ser demonstrado com raciocinios puramente algébricos, e por isso, em
rigor, transcende o campo da algebra.

Uma vez provado que, em tais condicdes, toda a equacio algebrlca € reso-
Iavel, surge logo a seguinte questido, que tende a concretizar o significado daquele
teorema:

. Como determinar efectivamente a solucdo ou as solucdoes duma dada equacio
algébrica (numeérica)?



J4 se viu que, sendo o grau 5, a resolucgdo algébrica é geralmente impossivel.
Do ponto de vista prdtico, o problema situa-se no campo da analise infinitesimal.
Com efeito, o caleculo das raizes duma equacdo numeérica (ou, como também se
diz, a resolucdo numérica da equacdo) é geralmente efectuado por meio de certos
métodos de aproxrimacgdes sucessivas, que fazem intervir necessarlamente 0 con-
ceito de limite. Permitem esses métodos obter, para cada raiz da equacio, valores
numéricos tio proximos da raiz quanto se quiser. E é isso afinal o que interessa
nas aplicacdes. Acontece por vezes a um engenheiro ter de conhecer alguma ou
mesmo todas as raizes duma dada equacio algébrica; mas é claro que lhe basta
conhecer essas raizes com um certo grau de aproximacé.o (por exemplo, com erro
inferior a 0,01), visto que ja os coeficientes da equacido provém de medicbes que
dao sempre valores aproximados das grandezas medidas (comprimento dum fio,
resisténcia dum condutor eléctrico, intensidade duma corrente, etc.); nem sequer
.faria sentido falar do valor exacto de tais grandezas.

Também ndo seria justo dizer que os referidos métodos nédo fornecem as
solucbes exactas da equacido; a verdade é que permitem definir cada raiz como
limite duma sucessdo, da qual se sabe calcular tantos termos quantos se quiser.

Por outro lado, convém notar que, na pratica, as raizes reais duma equacio
algébrica sido quase sempre numeros irracionais, isto é, numeros representaveis
por meio de dizimas infinitas nio periédicas (o mesmo sucedendo a respeito dos
coeficientes reais das raizes complexas); portanto, qualquer que seja o métodc
utilizado — algébrico ou nio algébrico —, quando se trata de conhecer os valores
numéricos das raizes, € aos métodos de aproximacoOes sucessivas que se tem de
recorrer inevitavelmente. De resto, j& assim sucede com o cdlculo das raizes
quadradas, cubicas, etc.; quando, por exemplo, um numero inteiro nao é quadrado
perfeito (0 que geralmente sucede), a sua raiz quadrada € seguramente irracional
e 56 pode ser calculada por aproximacdes sucessivas.

Assim, o conceito pratico de aproximacio é inseparavel do conceito teodrico
de numero irracional; ambos intervém na mentalidade do analista, que se opoe,
por vezes fortemente, & mentalidade do algebrista.

Resta-nos dizer que pelos métodos da algebra moderna é possivel construir
uma teoria puramente algébrica das equacOes—sem recorrer, portanto, ao
teorema fundamental. Todas as raizes de cada equacdo dada sdo introduzidas de
maneira semelhante & dos ntumeros imaginarios, isto ¢, como simbolos sobre os
quais se opera segundo certas regras.

13. Férmulas de Viéte-Girard, funcbes simétricas das raizes.— Considere-
mos uma equacido algébrica de grau n (>1) com coceficientes numéricos;. sera
pois uma equacio do tipo

Ill n—i{ n—2
(2) aGe +ax + a,x 4.+ an—1x+ an=0,

em que, nos lugares de a. a. ..., figuram constantes numéricas (a, 5= 0). Demons-
tra-se, a partir do teorema fundamental da algebra, que o primeiro membro
desta equacio € equivalente a um produto da forma

(3) G (x—x)(@XT—x2) ... (T— Zn),

em que, nos lugares de z, T» ..., Lun, estio representadas todas as raizes da equacio.
Pode, porém, acontecer que alguma raiz apareca repetida; chama-se ordem de
multiplicidade duma raiz o numero ¢ de vezes que ela figura na decomposicao (3).

Conforme v.= 2, 3, ..., assim a raiz se diz dupla, tripla, etc.; sev.= 1, a raiz diz-se
simples. Por exemplo, a equacao do 3.° grau em T

r—3r—2=0

admite uma raiz simples (0 numero 2) e uma dupla (o numero — 1), pois que se
tem, como é facil verificar,

r—3r—2=@—@+Dx+)=&@— 2 (x+ 1>

Contando cada raiz multipla de ordem por raizes simples, pode dizer-se
que toda a equacgdo algébrica de grau n tem precisamente n raizes. Mas trata-se
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.apenas de uma convencio de linguagem, gue se revela cémoda para fins de expo-
sicdo. £ evidente. que, se houver raizes multiplas, o nimero das raizes nio ¢ na
realidade n, mas sim inferior a n.

Da comparacido de (2) com (3) deduzem-se rela(;oes simples entre as raizes
e os coeficientes da equagao, traduzidas pelas importantes formulas de Viéte-
-Girard. No caso da equacido do 2.° grau (n =2), essas formulas sdo

a a,
gy = — gty = 25
tty aq

no caso da equacido do 3.° grau (n =3), tem-se

o a a,
-T1+-'L'2+x:|:_—1, x1$2+x1$3+$zx3:——2, :rlxzxz:_—;;
a, a, ag

e assim por diante. Em palavras: a soma das raizes é igual ao coeficiente do
2.° termo dividido pelo coeficiente do 1.°, com sinal .trocado; a soma dos produtos;
das raizes tomadas duas a duas é igual ao coeficiente do 3.° termo dividido pelo
coeficiente do 1.°; a soma dos produtos das raizes trés a trés é igual ao coefi-
ciente do 4.° termo dividido pelo coeficiente do 1.°, com sinal trocado, etc.; final~
mente, o produto das raizes é igual ao termo independente dividido pelo coefi-
ciente do 1.°, multiplicado por +1 ou —1, conforme n é par ou impar.

Limitemo-nos agora, para fixar ideias, ao caso da equacdo do 4.° grau e consi-
deremos, por exemplo, a soma das raizes trés a trés, ou seja,

X1 X2 Lz + Ty Lo Xy -+ L1 Ta Ta + T2 Ty T

se nesta expressio permutarmos entre si os simbolos x;, T. I I, de qualquer
modo que seja, obtém-se ainda, como é facil ver, uma expressao equivalente a.
.primeira — e portanto a mesma func¢do das raizes. Exprime-se este facto dizendo:
que se trata duma funcdo siméirica.

Portanto, funcdo siméitrica dos simbolos Zi,. T»..., T, (considerados como
variaveis) é toda a funcido de ., Z» ..., T, que se mantem inalterada quando se
permutam entre si as suas variaveis de todos os modos possiveis. Por exemplo,
a funcao ..+ x; x. ndo é simétrica, porque se trocarmos . com x; obteremos a.
func¢ao x: 1, + x. ., distinta da primeira.

Pois bem, demonstra-se que, se X1, X» ... X, designam as raizes duma dada:
equacdo algébrica, toda a funcdo racional siméirica de X, X. ..., X,, com coefi-
cientes racionais, tem um valor que se pode calcular a partir dos coeficientes
da equacdo, mediante uma func¢do racional, com coeficientes ainda racionais
(teorema das funcoOes simétricas).

Assim, por exemplo, na equacdao do 3.° grau, a soma dos quadrados das raizes;
¢ uma funcio simétrica de ., T. I que pode ser calculada do seguinte modo,
a partir dos coeficientes a,, @i, @, @s:

ay oy 4oy = (r x4 @) — 2 (o 0+ @y r,w) =

2
_ <_EL>2_2&_21—_22012
- - D)

Ao/ Py Qg

Deste teorema deduz-se em particular que «toda a func¢io racional simétrica.
das raizes (de coeficientes racionais) € racionalmente conhecida, quer dizer, @
seu valor pertence ao corpo gerado pelos coeficientes da equaciaos.

14. Substituicbes e grupos de substituicoes, grupo de Galois duma equacdo. —
Retomemos o exemplo da funcao

XI5 X2+ Ty Ty
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h4a pouco considerada. Suponhamos que nos lugares de i . I Z: colocamos,
respectivamente, z.x:T:2:; diz entdo que sobre aqueles elementos se efectuou
ama substituicdo (ou permutacdo), que pode ser indicada pelo simbolo

Ty Tz T2 s
1 T2 Ty s )7

©em que, por cima de cada elemento indicado na linha inferior, figura aquele que
©0 val substituir. Designemos esta substituicio por -; efectuando em x:Z.+ Z: X4
@ Substituicdo -, obtém-se a funcido I:x.+ r.x; idéntica a primeira-—o que se
exprime dizendo que tal funcio é invariante para s. Analogamente se reconhece
que a mesma funcio é ainda invariante para a substituicdo:

0 — T2 Ty I3 X4
L1 X2 Xy Ty )7
mas nio, por exemplo, para a substituicdo
_ (-rl Ty T2 T4
e X1 X2 X3 Tu )’

Dum modo geral, diz-se que se efectua uma substituicdo sobre n elementos
Xy Z» ..., Tn, quando nos lugares destes se cclocam os mesmos elementos numa
‘'ordem geralmente diversa, sem omissio nem repeticio. O ntimero total de subs-
%tituicOes possiveis sobre n elementos sera entdo igual a n/=1X2X3 X ..Xn.
Por exemplo, as substituicdes possiveis sobre trés elementos zi, x. . séo:

(-T1 T2 Xy I I T3 X1 e T2 T1 XL (SC1 Ty X- e (33;: I .’B1>
Ty T2 X)) \ i Lo & ) \ X0 T2 T )? \ T X2 X )7 \ Ty X2 Xs Ty Lo Tz )’

A primeira destas substituicdes deixa inalterados todos os elementos sobre’
‘que incide; da-se-lhe o nome de substituicdo idéntica ou identidade e repre-
senta-se por I.

Dadas duas substituicées S, T, sobre os mesmos elementos, chama-se produto
destas substituicoes na ordem por que estdo escritas, e representa-se por ST, a
substituicio que resulta de efectuar primeiro T e depois S. No exemplo das subs-
tituicdes s, 0, atras consideradas, ter-se-4a:

s o T Tz T T I Ty Ty n) (T T X2 Xn)
T T X T X ) Iy Lo Ty Tu Ty Lo Ty -Ls )
eom efeito: 6 substitui x;, por x. ¢ substitui x. por x;, logo ¢f substitui x; por x etc.

Analogamente, sera
Ti Ty Ti To
b= -6 0
° (.'1:1 T2 Xy L)#G’

«©) que mostra desde ja que o produto de substituicoées ndo obedece @& lei comuta-
tiva. Pode porém acontecer em particular que, dadas duas substituicoes S, T, se
tenha ST=TS; diz-se entdo que S e T S840 permutdveis.

A escolha do termo produto para designar o resultado da operacdo assim
definida entre substituicGes tem caracter convencional e subordina-se a razoes
de comodidade; poderiam usar-se para 0 mesmo efeito outros termos, tais como
resultante, composicdo ou mesmo soma, mas o0 primeiro é realmente preferivel.
Esta multiplicacdo obedece a varias regras de calculo semelhantes as que regem
@ multiplicacdo ordinaria entre nimeros. Assim:

a) Trata-se duma operacdo uniforme e associativa.

b) Existe uma substituicdo (a identidade, I) tal que

SI=1IS, qualquer que seja a substituicdo S.



c¢) Para toda a substituicio S existe uma outra — chamada substituicde
inversa de S e representavel por S—'— tal que

SSs—'=8-'s=1

Esta-se a ver gue a substituicdo inversa S—' é aquela que produz efeito
inverso ao de S; isto é se S substitui z; por x,, S~ substitui x, por z;. de modo

que, efectuando S ™' a seguir a S sobre z;, obtém-se de novo z;, qualquer que
seja i=1, 2, ..., n, 0 que significa que tudo é reposto nos lugares primitivos. Por

exemplo, tem-se
T Ty X1 1 o Tz X1 X2
X1 X2 T3 T\ T T2 T

Daqui resulta ainda que, dadas duas substituicées S, T sobre o0s mesmos:
elementos, existe sempre uma (e uma sd) substituicdo X tal que

XS=T,

que é a substituicio X =TS —', chamada quociente & direita de T por S. Aniloga-.
mente, existird uma (e uma s6) substituicdo Y tal que SY =T, que é a substi-
tuicdko Y=8S 'T, chamada quociente a esquerda de T por S. Em geral &
TS— +S'T.

Assim, a multiplicacdo entre substituicGes admite duas operacdes inversas:
—a divisdo a direita e a divisdo & esquerda —, que nio coincidem pelo facto de:
a multiplicacdo nio ser comutativa.

Tornemos ao exemplo da funcdo z:z.+ :; z.. Vimos que as substituicOes o, &
deixam inalterada esta funcéo; é evidente a priori que 0 mesmo acontecerd comr
0s produtos 560 € 6o _

Dum modo geral, dada uma classe C de substituicGes sobre n elementos:
T1 To ..., T diz-se que C é um grupo quando verifica a seguinte condicdo: o pro-
duto de duas substituicoes (distintas ou idénticas) pertencentes a C é sempre
uma substituicdo pertencente a C. Assim, a totalidade das substituicées que dei-

xam inalterada uma dada func¢io de i, Z». ..., T, € um grupo (chamado grupo
dessa funcdo); em particular, se a funcido é simétrica, o seu grupo é constituido
por todas as possiveis substituicdes sobre Zi T ..., T, (9rupo simétrico de grau n).

Ordem do grupo é o numero das suas substituicées. Por exemplo, as substituicoes:
(’xl T xa) (x s :La) (:1:3 I x)
L1 X2 T3 )’ X1 X2 T3 )’ Ly T2 XT3
formam um grupo de ordem 3, que nio é visivelmente o grupo simétrico e a que
pertence entre outras a funciao (r:—») (Z:—:) (To—Ts).

Ja vimos que as funcdes simétricas racionais (com coeficientes racionais)
das raizes duma equacido algébrica sao racionalmente conhecidas a respeito dos.
coeficientes da equacdo. Pois bem, demonstra-se ainda o seguinte: quando se
conhece, além dos coeficientes da equacdo, o valor duma dada funcdo racional
assimétrica das raizes, tornam-se racionalmente conhecidas todas as outras fun-
¢bes racionais das raizes (com coeficientes racionais), que sd@o invariantes para
as substituicoes do grupo da primeira (teorema de Lagrange). E pressente-se que
0 conhecimento desse valor constitui um progresso a caminho da resolucioc
da equacio.

S40 consideracOes deste tipo (devidas sobretudo a Vandermonde, Lagrange e
Ruffini) que precedem historicamente a teoria de Galois, em que o conceito de
grupo desempenha, a par do conceito de corpo, um papel fundamental.

Consideremos uma equacido algébrica de coeficientes situados num dado
corpo @ (de numeros ou de funcdes). Chama-se grupo de Galois dessa equacio
a respeito de @ um grupo G de substituicbes sobre as raizes da mesma, que
verifica a seguinte condicdo: todas as funcdes racionais das raizes, com coefi-
cientes racionais, que se mantém invariantes para as substituicées de G (e s6
essas), tém o seu valor situado em Q. E a estrutura particular deste grupo que
decide se a equacdo é ou nio resoluvel algébricamente a respeito de Q; no casae
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afirmativo, é ainda a estrutura do grupo G que indicar4, passo a passo, a maneira
ge resolver algebricamente a equacdo. Mas é obvio que ndo podemos entrar aqui
€m pormenores. ‘

15. dlgebra linear; transformagdes lineares e matrizes. — Consideremos uma
qualquer funcio

O (Tyy Ty ooy L)
das n variaveis . Z» ..., ,. Diz-se que nesta funcido se efectua uma {ransfor-
magdo (ou substituicdo) linear, quando se passa das variaveis ., . ..., T, para
‘novas variaveis ui, U ..., Um (m 5= n ou m =n) ligadas com as primeiras mediante

formulas do tipo
Xy =y U+ Ap¥y+ ... 4 Ay vy

Wg == Uy Uy = Ugy Mo~ . . oy "

(o) .

Ly = g Mg+ Qo Uy + -~ Qpm Um

®m que nos lugares de au, @ dx ... figuram nitmeros quaisquer (coeficientes da
transformacédo). As formulas (x) podem mais resumidamente escrever-se

T =ay v+ apuy+ ... Fo v, ((=1,2,..,n),

©Uu, mais condensadamente ainda,

x.

1

[ZE!

a;, U4, bparai=12, ..., n (v. somatério).

k=1

E claro que a transformacéio (x) fica determinada pela mairiz ou quadro dos
woeficientes

Ay Qg Aym
A= Aoy Qo Ao
Cl]n (4290 Ay

@abreviadamente:

A=Ila,], (=12 ..,7; k=12 ..m).

Trata-se, como se vé, dum quadro formado por n linhas e m colunas (matriz do
4ipo n X m). Em particular, pode ser m=n: entdo a matriz diz-se quadrada
{de ordem n); de contrario, diz-se rectangular. Por exemplo, as féormulas

r=3u— v
(o1) {y= u+2v

Tepresentam uma transformacio linear sobre as varidveis x, 7, & qual corresponde
@ matriz quadrada
o
1 2
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Tornemos ao caso geral e suponhamos que, depois de efectuada sobre as
variaveis ., Z. ..., I, a transformacio (), se efectua sobre as novas variiveis
U Uz ...y Um UmMA segunda transformacao linear

1y = by 1—]—[;1,,)“,_;_.,.—}—[)11, 58
Ug=by 4+ by o ...+ bty

............................................

Um = by by 4 bpa 7o+ - - 2 bmp '

5))

ou, abreviadamente,
2
uk=zkatJ) k=1,2,...,m
i=1

cuja matriz
= [bA.J-]

€ do tipo m X p, isto é, formada de m linhas e p colunas.

Ora, efectuar sucessivamente-as transformacoes (x) e (8) equivale a efectuar
directamente uma transformacio unica que se obtém substituindo u., U, ..., U,

nas formulas (x) pelas respectivas expressdoes em i, t» ..., ¢, dadas pelas fér-

mulas (B). Pois bem, prova-se facilmente que a transformacédo assim obtida ainda
€ uma transformacéo linear:

p
(v) r,=2c;:t., i=1,2,...,m,
=1

determinada por uma matriz

do tipo n Xp, cujo elemento genérico c; € dado pela formula
m
Cij =kzla1k bkj = Qyy bij —+ o b‘.’j + ... 4 ain bmj ;

isto é: o elemento ¢;; situado na linha ¢ e na coluna j de C obtém-se multipli-

cando ordenadamente os elementos da linha i de A pelos elementos corresponden-
tes da coluna j§ de B e somando os resultados obtidos (i=1,2,...,n, j=1,2, ..., p).
Posto isto, diz-se que a transformacédo (y) é o produto de (a.) por (B3); e ainda.
que a matriz C é o produto de A por B, escrevendo-se

C=A.B ou C=AB.

‘Por exemplo, se, a seguir & transformacdo (s) atras considerada
(x=3u—v, y=u+2v), efectuarmos esta segunda transformacio:

U=¢ —2n
(62) {1):25—{—0—;:,

obtém-se a transformacio produto de (s:) por (e:):

rx=t—Tn47¢
@ {725 b

cuja matriz podia ser calculada directamente por meio da regra anterior:

SO TR R S O R - S
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(Assim, para calcular o elemento da 2.* linha e 3.* coluna, multiplica-se
ordenadamente a 2.* linha da primeira matriz pela 3.* coluna da segunda madtriz,
oque da: 1 X0+2X (—1)=—2, ete.).

Note-se desde ja que o produto assim definido enire maitrizes é associativo
mas ndo comutativo. Exemplo:

(6 T2l [ sl-[2 s]#[8 7]=[-1 3]-[8 2]

Duas matrizes A, B dizem-se permuidveis quando se tem AB=DBA.

Entre as matrizes quadradas de ordem n tem especial interesse a matriz
cujos elementos sdo todos nulos, excepto aqueles situados na primeira diagonal
(formada pelos elementos com iguais indices de linha e de coluna). A essa matriz
da-se o nome de matriz unidade e representa-se por I. Ter-se-4 pois

1 0 0
01 0

I= (n linhas e n colunas).
0 0 1

A designaciao matriz unidade provém do seguinte facto, que é facil verificar:
IA=AI qualquer que seja A (matriz quadrada de ordem 7).

Tornemos ao caso geral da transformacido («) atras considerada; supondo
m =n, diz-se que esta transformacio é reversivel quando, substituindo as varia-
veis z, . ..., T, POr constantes quaisquer, se obtém sempre um sistema de equa-
¢Oes lineares em Uy % ..., %, que admite uma, e uma s0, solucdo. Nesta hipotese
serd possivel resolver o sistema (x) em ordem as variaveis ui, 4, ..., %, COMO
funcoées de x1, I» ..., T, obtendo-se uma nova transformacéo linear

(=) vyy=ayx +ape, -+ Fa, e, (G=1,2 .., n),

que se diz inversa de (x). «Condicdo necessaria e suficiente para que a transfor-
macdo («) seja reversivel (supondo sempre m=mn) é que Seja diferente de zero
0 determinante da sua matriz As. (V. determinante e eliminac¢do). Verificada
esta h1p0tese, a matriz A também se diz reversivel e a matriz da transforma-
cdo (a') inversa de («) diz-se matriz inversa de A, representando -se por A—.
Além disso, tem-se, como é facil ver,

A='A=AAT'=],

propriedade esta que também pode ser utilizada directamente para definir matriz
reversivel e matriz inversa. Assim, o estudo das matrizes implica, em particular,
o estudo dos sistemas de equacdes lineares (isto é, do 1.° grau).

Por exemplo, a transformacao

fr=3u— v s [ 3 —1
\v=5u—20v’ de matriz 5 —9
€ reversivel, sendo a sua inversa a transformacio
u=2c v 2 17,
{v=5x—3y de matriz [5 —3 3

tem-se, com efeito:

(5 Zi)[2 =3)-18 9.
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Entre as matrizes dum mesmo tipo também se define de maneira natural
uma adi¢do. Dadas duas de tais matrizes A, B, chama-se soma de A com B e
representa-se por.A + B a matriz em que cada elemento é a soma dos elementos
homologos de A e de B. Por exemplo:

2 —1 0 37_rz+o —14+37 _ 2 2 ]
[1 ,3]+[—4 1}- 1—2 3+1]—[—4 4.
A adicao assim definida entre matrizes é manifestamente associativa e comu-
tativa. Além disso, dadas duas matrizes A, B, existe sempre uma terceira X

(e s6 uma) tal que _
A+X=B;

é claro que cada elemento de X é a diferenca entre o elemento homoélogo de B
e o0 elemento homologo de A; diz-se entdo que X é a diferenca entre B e A e
escreve-se X=B—A.
Finalmente, demonstra-se que, entre matrizes quadradas da mesma ordem,
a multiplicacdo é distributiva a respeito da adicdo (a direita e a esquerda);
isto é, tem-se
AB+C)=AB+AC, (B+C)YA=BA+CA,

sendo A, B, C matrizes quadradas da mesma ordem. .

E ainda costume definir uma terceira operacdo — a multiplicacdo de numeros
por matrizes — em que um dos dados é um numero e o outro uma matriz.
Chama-se produto dum dado numero k por uma dada matriz A, e representa-se
por k. A, a matriz cujos elementos sio os produtos dos elementos homologos de A
por k. Exemplo: '

(—3) [—2 0 3 ] [ 6 0 —9 ]
- 5 % V3| |—15 —s/, —3Vy3 ]|
Mas tornemos agora atras. O conceito de transformacio linear foi introduzido
comecando por considerar uma funcio qualquer

O (L T2 ...r T)

e falando em substituir as variaveis ., 2 ..., , POr novas variaveis us, Us ..., Un,
segundo a transformacio linear

() X = Uiy X+ Ao Us 4 . . . + Gjyg U (i=1, 2, ..., n).

E claro que, feita a referida mudanca de variaveis, se obtém uma nova funcio

m m m
W (g Uy ., ) = (kﬁlaik ) k—élalgk iy v e k_z—_lank vk);

a qual se diz transformada da primeira por meio de (). Tem particular inte-
resse o caso em que a funcio @ (ry, T ..., ,) € expressa por um polinémio em

Iy, T» ..., T,; neste caso a expressdo resultante serd ainda um polinémio nas
variaveis %, Uz ..., um de grau ndo superior ac do primeiro; o grau do novo poli-
nomio sera igual ao do primeiro se a transformacido (g) for reversivel
(supondo m =mn). Ha pois certas propriedades de cada polinémio aue se man-
tém invariantes para certas transformacoes lineares. )

Mais particularmente ainda interessa o0 caso dos polindmios homogéneos,
isto é, dos polindbmios cujos termos tém todos o mesmo grau (v. formas algébricas).

16. Importancia e evolugdo dos estudos de dlgebra linear. — A &lgebra linear
tem por objecto ndo s6 o estudo das transformacotes lineares e matrizes (*). mas

) (1) Primitivamente, a algebra linear consiste no estudo dos sistemas de equacdes do
1o grau (também chamadas lineares), donde o adjectivo linear aplicado a este ramo da
algebra. De resto, o conceito de equacdo linear evolui e alarga-se no dmbito da moderna
analise funcional.
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ainda o comportamento das expressOes algébricas perante tais transformacdes
(incluindo os respectivos invariantes). Estas doutrinas encontram numerosas
aplicacdes em varios campos da matematica, pura e aplicada: primeiramente,
em geometria analitica e projectiva (transformacdes geométricas, teoria das
conicas e das quadricas, etc.), depois em 4algebra superior (transformacdes de
equacodes), em aritmética superior (representacido dos numeros inteiros com-
plexos), em analise (teoria dos maximos e dos minimos, etc.) e, finalmente, em
geometria superior (sobretudo em geometrias de Riemann). Estas ultimas apli-
cacldes tém um especial significado, atendendo ao uso que se faz das geometrias
de Riemann na fisica moderna; aqui a algebra linear intervém sob a forma bem
mais elaborada da dlgebra tensorial, que é a parte algébrica do cdlculo tensorial
(ou absoluto), criado pelos italianos Ricei e Levi-Civita e que, nas miaos de
Einstein, se revelou um instrumento formal 1nd1spensavel para o tratamento da
teoria da relatividade (v. tensor).

Por sua vez, o calculo matricial constitui uma técnica operatéria que trans-
cende nitidamente os quadros da aritmética tradicional e cujo emprego esta a
difundir-se cada vez mais pela sua comodidade e pelo seu poder sugestivo.
Os engenheiros, os técnicos estatisticos, ete., fazem hoje uso corrente do calculo
de matrizes.

A algebra linear é essencialmente uma criacio dos ingleses Cayley e Sylvester,
do francés Hermite e do alemédo Kronecker (século XI1X). .

Mais modernamente, a 4algebra linear tornou-se um dos aspectos — preci-
samente o aspecto finito — da andlise funcional linear, que tem numerosas apli-
cacoOes, especialmente no campo da fisica atémica.

Os estudos de algebra linear desenvolvem-se hoje segundo a orientacio
axiomatica, no Ambito vastissimo dos espacos vectoriais abstractos e das dlgebras
ou sistemas hipercomplexos (v. estruturas algébricas e vector).

III. Algebra moderna. — Actualmente os estudos de dalgebra subordinam-se,
na maior parte, & orientacdo abstracta, formal ou axriomdtica, que é um dos
tracos dominantes das matemadaticas modernas (v. ariomdtica).

Nao quer isto dizer que as matematicas tradicionais, e em part1cular a alge-
bra, nao tivessem ja caracter abstracto. Os numeros e as figuras geométricas
540, ja de si, entes abstractos por exceléncia. E o conceito de variavel é a expres-
sa0 genuina do abstractismo matematico, que estende para além de todos os
limites a faculdade humana de «dar o mesmo nome 4 coisas diferentes» — dife-
rentes pela substdncia, que nao pela forma. Mas trata-se agora de um nivel
superior de abstraccio, de um plano mais elevado de racionalizacio.

A 4lgebra classica tinha ja mostrado que, na sua esséncia, os raciocinios
algébricos abstraem da natureza intrinseca dos elementos sobre os quais inicial-
mente se opera — 0s numeros —, para visarem exclusivamente as operacdes que
os relacionam e, acima de tudo, as propriedades formais dessas operacdes. Mas,
presentemente, o formalismo — aquela faculdade de dar o mesmo nome a coisas
idénticas s6 na forma — é exercido em escala muito mais ampla: agora sdo os
dominios operatorios e as proprias operacodes que se tornam varidveis.

Na breve exposicdo precedente sobre algebra classica deixamos esbocada a
génese deste processo de generalizacdo. Viu-se ali como os conceitos de adicio,
multiplicacdo, etc., primeiro definidos entre numeros, se transferem depois natu-
ralmente para o campo das expressdes algébricas; chamamos em particular a
atencdo para a analogia flagrante entre o calculo dos polinémios e o calculo
dos numeros inteiros, entre o calculo das funcfes racionais e o calculo dos
numeros racionais. Durante séculos os dominios operatérios ficardo assim nor-
malmente constituidos: ou por nimeros ou por funcdes numéricas. Em particular,
as equacOes algébricas, cuja teoria é o objecto central de toda a algebra classica
—sua remota origem e seu ultimo fim —, tém invariavelmente os coeficientes
situados num corpo de numeros (equacdes numéricas) ou num corpo de funcdes
(equacoOes literais). Paralelamente, o problema central da aritmética (ou teoria
dos numeros) fica sendo o estudo das equacdes de Diofanto, de preferéncia sob
a forma da teoria das congruéncias, que, no caso do modulo primo, apresenta
analogias profundas, surpreendentes, com a teoria das equacdes algébricas, a
qual, de resto, aparece intimamente associada com os métodos geniais de Gauss
e de Galois (v. congruéncia).
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Mas, assim como tinha obrigado a um alargamento do conceito de numero
com a introducdo dos numeros irracionais, dos numeros negativos e dos nimeros
imagingrios, é o proprio estudo das equacoOes algébricas que ird provocar a rotura.
dos quadros, levando a criar uma espécie de cdlculo sobre entidades que nao
S840 numeros nem funcdes numeéricas — as substituicbes. Com efeito, entre estas
novas entidades é definida uma operacdo que apresenta certas analogias formais
com a multiplicacdo ordinaria entre numeros (diferentes de zero), o que induziu
a dar-lhe esse mesmo nome de multiplicacdo. Os grupos de substituicGes, que,
por obra de Galois, se inserem na base da teoria algébrica das equacdes, aparecem.
assim como o primeiro exemplo importante de dominios operatorios, situados.
nitidamente fora da linha tradicional.

" Mas um vigoroso impulso convergente para a superacic dos esquemas tra-
dicionais vem da escola dos algebristas ingleses do século XIX, cuja nota prepon-
derante é a da originalidade e da independéncia mental. No breve periodo que
vai de 1830 a 1850 assistimos ao aparecimento de novos, inusitados ramos da.
matematica: a algebra da légica com Boole (v. digebras de Boole em estruturas
algébricas), a algebra dos vectores e dos quaternides com Hamilton (v. vector),
a algebra das transformacdes lineares e das matrizes com Cayley.

A criacdo e o aprofundamento de novos dominios algoritmicos, obra exe-
cutada ao longo de todo o século passado e no principio deste, conduz a uma tal
abundancia de teorias e de resultados que se torna dificil ou mesmo impossivel
dominda-los em toda a sua extensio. J4 ndo ha uma sé dlgebra, existem agora.
varias dlgebras, ou, melhor, varias estruturas algébricas ('). Este facto, seme-
lhante ao que se verifica ao mesmo tempo com o pluralismo geométrico, € apenas
um aspecto dum fendémeno muito mais extenso, que chegara a instalar-se no
campo da propria légica, ultimo reduto das verdades absolutas.

Mas ha que sistematizar, ordenar, racionalizar: hd que restabelecer a uni-
dade no caos da pluralidade. E preciso que, das varias, infinitas algebras possi-
veis, se construa uma ciéncia una, que seja de novo a Algebra, ressurgida e
transfigurada.

Esta sintese, que é hoje uma realidade, a qual se aplica a designacdo de
dlgebra moderna ou dlgebra abstracta, ja tinha sido esbocada pelos referidos
algebristas ingleses, que abriram o caminho, introduzindo o conceito abstracto de
operacdo bindria (ou lei de composicdo) e fazendo uso do método axiomatico.
Mas o trabalho de unificacio da algebra segundo esta via foi executado sobretudo
pela moderna escola alemi, comecando com Dedekind e Hilbert, prosseguindo.
com Steinitz e atingindo a fase da maturidade, entre 1920 e 1930, com Emil
Artin (actualmente na América) e com a matematica Emmy Noether.

Examinemos um pouco mais de perto a natureza destas concepcdes. Consi-
deremos um conjunto U constituido por entidades de natureza qualquer (um.
conjunto de numeros, um conjunto de funcdes, um conjunto de matrizes, um
conjunto de frases, um conjunto de conjuntos, etc.); chama-se operacdo bindria
ou lei de composi¢cdo definida entre os elementos de U qualquer processo que faca
corresponder, a cada par de elementos a, b de U (0os dados), um determinado
elemento ¢ de U (o resultado da operacido aplicada aos elementos a, b). Por
exemplo, a adicio definida entre matrizes dum mesmo tipo faz corresponder a,
cada par 4, B de tais matrizes (parcelas) a matriz C = A+ B (soma de A com B).
Por vezes consideram-se mais geralmente operacdes binarias em que um dos
dados pertence a um conjunto O distinto de U, enquanto o outro dado e o
resultado pertencem ainda ao conjunto U (leis de composicdo externas); exemplo
tipico de tais operacdes é a multiplicacdo de vectores por escalares (v. vector),
de que é um caso particular a multiplicacdo de matrizes por numeros.

Quando num dado conjunto se definem uma ou mais operacdes binarias
(internas ou externas), de modo a serem verificadas certas propriedades, diz-se
que o0 conjunto esta algebrizado ou que nele foi introduzida uma estrutura algé-
brica, por meio de tais operacdes. O que interessa, do ponto de vista da algebra,
nio ¢ a natureza dos elementos sobre os quais se opera, nem sequer a maneira

. (1) O termo dlgebra, como substantivo comum, é hoje usado em sentido restrito para
designar uma determinada espécie de estruturas algébricas, também denominadas sistemas
nipercomplexos. (V. estruturas algébricas).
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como se efectuam as operacdes (isto compete & aritmética da estrutura), mas
unicamente as propriedades formais das operacbes definidas (por exemplo,
a associatividade, a comutatividade, etc., nos casos em que se verifiquem). Entre
essas propriedades sdo elegidas algumas como propriedades fundamentais (tam-
bém chamadas ariomas), a partir das quais se deduzem logicamente todas as
outras.

As estruturas algébricas sdo classificadas de acordo com as propriedades
das operacdes que as definem; surgem assim varias espécies de estruturas algé-
bricas, cada uma das quais caracterizada por um conjunto de axiomas e todas
dispostas numa complicada hierarquia, em que certas espécies estao subdivididas
noutras espécies, estas possivelmente noutras ainda e assim por diante.

N&éo faremos aqui a descricio pormenorizada das estruturas algébricas: esse
estudo é transferido para outro lugar (v. estruturas algébricas). Mas podemos
desde ja assentar no seguinte conceito:

A dlgebra moderna tem por objecto estudar as diferentes espécies de estrii-
turas algébricas. (O trabalho do algebrista moderno assemelha-se um pouco ao
do naturalista).

Para cada uma dessas espécies constréi-se uma correspondente teoria dedu-
tiva, que serd um ramo da nova algebra. Deste modo, o estudo de varias, infi-
nitas estruturas algébricas é feito em comum, dentro duma .mesma espécie;
todos os resultados, todos os teoremas assim estabelecidos, serdo pois validos
em cada uma dessas estruturas, restando, quando muito, fazer uma interpretacio
dos termos empregados.

Mesmo a priori se pode imaginar o que tal unificacio representa como
economla de pensamento e como poténcia criadora. Faz-se agora em grande
escala, a respeito das matematicas tradicionais, o que a &algebra classica tinha
feito a respeito da aritmética com a introducao do conceito de variavel.

Um exemplo ajudara talvez a esclarecer este ultimo ponto de vista. Os pro-
¢essos de resolucdo algébrica das equacdes do 2.° grau sdo conhecidos desde longa
data (ja os Babilonios os sabiam aplicar); porém, a completa unificacio desses
‘processos numa sintese breve e luminosa pode dizer-se que sO foi conseguida
com o emprego das letras no- papel de coeficientes variaveis, que permitiu con-
densar sob a forma de equacdo literal (ax’+bx+c=0) as infinitas equacdes
numéricas do 2.° grau existentes e dar, uma vez por todas, a chave da sua reso-
lucdo, naquela formula algébrica hoje tdo familiar a estudantes do liceu. Ante-
riormente, em vez duma s6 regra, davam-se varias, enunciadas em linguagem
comum, e para a sua justificacio empregavam-se varias paginas de prolixas
cconsideracdes geométricas — enquanto hoje a deduciao da formula resolvente se
faz, com rigor e clareza, em meia duzia de linhas!

Ora, pois, a algebra moderna realiza, num plano superior, uma semelhante
unificacdo simplificadora. Por exemplo, a analogia que mencionamos entre a
‘teoria da divisibilidade para numeros inteiros e a teoria da divisibilidade para
polinémios (no sentido classico) estende-se a infinitas estruturas algébricas,
hoje denominadas anéis euclideanos, para as quais pode ser construida, uma vez
por todas, uma teoria geral da divisibilidade, aplicavel a qualquer dessas estru-
turas e susceptivel ainda de varias generalizacdes, que formam um dos problemas
centrais da feoria dos anéis.

Por sua vez, a analogia de que falamos entre a teoria classica das equacdes
algébricas e a teoria das congruéncias relativas a modulo primo nao é fortuita:
encontra-se hoje esclarecida na teoria geral das equacdes algébricas, construida
Ppara corpos comutativos de natureza qualquer.

E varios outros exemplos poderiam ser apresentados.

Em todas estas teorias abstractas a natureza intima dos problemas é posta
@ claro com limpidez cristalina. E, como é natural, a0 mesmo tempo que sintetiza,
libertando o essencial do acidental, clarificando e definindo as ideias, a moderna
orientaciao abstracta oferece ainda novos métodos de investigacdo e demons-
iracdo, que permitem distinguir o verdadeiro do falso, 14 onde os métodos clds-
sicos se revelavam impotentes, por falta duma armadura lo6gica adequada que
desembaracasse o espirito da massa inerte das férmulas ou de consideracoes
metafisicas nebulosas. Acontecia isto, em particular, a respeito da geometria
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algébrica, onde certos teoremas, apreendidos por intuicdo, nédo tinham podido
ser demonstrados rigorosamente.

Como se disse atras, os novos métodos axiomadaticos ndo sdo exclusivos da
dlgebra: estendem-se a todas as matematicas modernas. A par das estruturas
algébricas, tem-se desenvolvido o estudo das chamadas estruturas topologicas
(v. topologia) ; e os casos mais interessantes, pela riqueza e importancia dos resul-
tados, sdo aquelés em que, hum mesmo conjunto, aparecem associadas uma
estrutura algébrica e uma estrutura topologica (por exemplo, uma adi¢do, uma
multiplicacdo e uma operacdo de limite). Tais estruturas algébrico-topoldgicas
formam precisamente o objecto de estudo da moderna andlise infinitesimal.
Assim, algebra e topologia, ramos independentes da andlise moderna (também
chamada andlise geral), acabam por conjugar-se numa unido fecunda — a nova
sintese do discreto e do continuo —, que é a matematica da hora em que vivemos,
a matematica do futuro.
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