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GAZETA DE MATEMATICA

SOBRE A MANEIRA DE ESTABELECER A FORMULA DE TAYLOR
por J. SEBASTIAO E SILVA (C. E. M. L))

No ensino das matematicas, deve sempre ter-se
a preocupacdo de fazer surgir as nogdes dum
modo perfeitamente natural. Consegue-se, por esta
via, ndo s6 estimularas faculdades de investigagdo
do aluno, como ainda reduzir consideravelmente
o papel da memoéria. Nao é infelizmente assim
que se procede muitas vezes: por exemplo, a
maneira artificiosa e deselegante como é deduzida,
na maioria dos tratados, a férmula de Taylor,
para fungdes durha s6 varidvel, contrasta singu-
larmente com a simplicidade estética e sugestiva
do resultado. Ora, no caso simples em que o resto
assume a forma de Lagrange, € possivel estabele-
cer a referida formula dum modo natural, como
se pode ver em alguns livros. A dedugdo aqui
apresentada nao difere essencialmente da que
vem exposta na excelente obra de Commis-
saire et Cagnac, «Cours de Mathématiques Spé-
ciales», T, 1I; simplesmente, o modo como aqui
€ conduzida parece-nos mais aconselhivel do
ponto de vista didictico.

-Seja 2 um numero real qualquer, diferente de 0,
e f (¥) uma fungdo real, de variavel real, que, no
segmento (0, %), admite derivadas até a ordem #,
-inclusive. Proponhamo-nos resolver o seguinte
probema : determinar um polinémio
1) ? (x)=ap+a; x+ay x*+---+a, x",
de modo que sejam verificadas as condic¢Ges
2)  pO=s©0), 2 0=, (0),

21 ©O)=f"(0), - ,pV (0)=fo (0)

e ainda a condicdo
3) pB)=fU).

De 1) deduz-se, facilmente, @
1) p(O)=a, #'(0)=ai, p"(0)=2/az, -,

PV O)=(n—-1)!a,,, p¥(x)=n/a,;

donde, atendendo a 2),

~ 1
5)  a=f(0), a=1'(0), az=2—!'f” 0y, -,

A= 1 £ @1 (0)
=t (m—1)! )

Consideremos agora a funcido o(x)=f(x)—2(x).

Notemos que, em virtude da condigo 3) e da pri-

meira das condicdes 2), ¢ (x¥) se anula para x=0
e para x=#h; entdo, pelo teorema de Rolle, exis-
tira, entre 0 e %, pelo menos, um ntumero 7
tal que ¢'(%#)=0. Do mesmo modo, a fungio
o' (%)= f'(x)—p' (x) anula-se, como acabamos de
ver, para x=#4; e, em virtude da segunda das
condi(;(')es 2), anula-se também para x=0; logo,
pelo teorema de Rolle, ter-se-a o'' (4,)=0, sendo
7%, um certo niimero compreendido entre 0 e %,

portanto entre 0 e %, Continuando a raciocinar
déste modo, chega-se 2 conclusdo de que existe,
entre 0 e %#, um nimero #4,, tal que
6) o ()= () —p™ () =0,

Mas, pela ultima das condicGes 2), tem-se
™ (h)=n!a,; sera portanto, em virtude de 6),

1 1
= n) 1 [ ()
a, n.’f( (k,) ou ainda a, n!f (64), onde

y/3
e=—hi (tem-se 0 <6< 1, visto %, estar com-

preendido entre 0 e %#). Daqui e de 5) resulta,
finalmente, por substituicio em 1), eatendendo a3).

U= F Q)+ BT O+ 1O+t

n—1

Ty O e

Obtivemos assim a férmula de Mac-Laurin.
Desta passa-se imediatamente para a férmula
de Taylor, fazendo f(a+#4)=g (%), aplicando a
& (#) a féormula de Mac-Laurin e notando que
g£O)=f(a), &O)=1 (@), 8" 0)=Ff""(a),
g(n) (6]5)=f(") (a+9h) .

Achamos razoivel que se faca preceder a fér-
mula de Taylor, da férmula dos acréscimos finitos,
embora tal nio seja necessario do ponto de vista
légico. Eis a ordem que se nos afigura mais con-
veniente: 1) estabelecer intuitivamente a for-
mula dos acréscimos finitos, por consideragSes
quer de ordem geométrica (corda e tangente) quer
de ordem fisica (velocidade média e velocidade
verdadeira); 2)transformar a justificacdo anterior
em demonstracio analitica rigorosa, traduzindo
em simbolos a imagem geométrica ; 3) generalizar
o resultado, passando a férmula de Taylor ; 4) tra-

‘tar da aplicagdo desta férmula. ao cilculo de limi-

tes, a teoria dos maximos e minimos e aos desen-
volvimentos em série.

Recordaremos por tltimo que a expressdo en-
contrada por Cauchy para o térmo do resto
(incluida na expressiao geral de Schlémilch) é uti-
lizada nos cursos de anilise, tinicamente para legi-
timar o desenvolvimento em série inteira das fun-
¢oes L(1+x) e (1+x)*. Orando ha necessidade
nenhuma de proceder déste modo: é muito mais
elegante e exige bem menor esforgo de memoria o
processo adoptado, para ésse fim, na obra ja citada,
de Commissaire et Cagnac.

Devemos entdo insistir em velhos métodos?

(1) Néo vemos necessidade de pormenorizar esta pas-
sagem.

@ E clato que 0 ficard a ser uma funcéo de 4.



