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A TEORIA DOS LOGARITMOS NO ENSINO LCEAL
por J. Sebastiso e Silva (C. E. M. L.)

«Tem-se desenvolvido e espalhado muito o
conhecimento dos logaritmos, a tal ponto que jd
os.alunos manejam as tabuas de logaritmos e delas
se utilleariz para o cdlculo prdtico; hd contudo
estabelecimentos de ensino (no meu. tempo era
isto o normal) em que nada se diz de como se
construem essas tabuas. Ndo podemnos deixar de
condenar éste facto, inspirado no mais baixo
utilitarismo e contrdrio a todo o principio de
elevada pedagogiay.

(F. Klein, «Matematica Elemental desde
un punto de vista superior», traducéo espa-
nhola de R. Aradgjo, p. 194).

«... ndo deve estranhar-se, nem parecer ca-
sual, que um homem como Leibniz, pensador abs-
tracto de primeiralinha, mas dotado dum espirito
eminentemente prdtico,
pai da Matematica formal e o inventor da primeira
méquina de calcular»,

(F. Klein, obra citada, p. 22).

Para n6s e para muitos, é indiscutivel que a
Matematica deve desempenhar no ensino liceal
um papel essencialmente formativo. Pouco inte-
ressa que o aluno fique a conhecer muitos teore-
mas e os processos de resolu¢io de muitas classes
de problemas: o que importa, acima de tudo, &
que éle tenha exercido as suas faculdades na de-
monstragio dos teoremas e na resolugao dos pro-

blemas; é que tenha adquirido o hébito de pensar:

matematicamente, quer estudando o desenvolvi-
merto légico das teorias, quer aplicando os factos
estabelecidos a resolu¢io de numerosas questSes
procedentes da realidade tangivel. Exige-se, evi-
dentemente, um minimo de informagio matema-
tica, a aquisi¢do duma técnica segura de cilculo
elementar (numeérico e algébrico); mas isso-pouco
devera ser, comparado com o trabalho de criacdo
dos habitos de raciocinio, de abstracc¢ao, de disci-
plina mental, que distinguem a formac¢do mate-
matica. E €& ainda manifesto que ésse minimo de
informagdo se refere quisi exclusivamente aos
alunos que vio seguir determinados cursos, en-
quanto. os beneficios da formacdo matematica
interessam 2 Zfofalidade dos alunos.

Ora o estudo dos logaritmos constitui, ha muitos
anos, um dos assuntos capitais dos programas de
Matematica dos liceus  portugueses, e ndo nos
parece plausivel, por ora, que se mude de orien~
tacdo, suprimindo essa parte do programa. E pos-
sivel, sim; que venha a reconhecer-se a neces-
sidade de néle introduzir o ensino de outros

métodos expeditos de calculo numeérico, nomea-
damente métodos mecinicos; mas isso mesmo
ndo implicara a vantagem de excluir o ensino dos
logaritmos. E ndo se devera entao deixar de en-
sinar, na medida do possivel, o principio teérico
désses métodos — a ndo ser que o objectivo da
Educacio consista em formar autématos, em vez
de homens. (Ver nota final).

Do ponto de vista informativo, parece-nos ina-
tacdvel a inclusdo dos logaritmos no ensino liceal
— mas & do ponto de vista formativo que mais
util se deve considerar ésse estudo, pela oportu-
nidade que oferece de por em evidéncia aspe-
ctos importantes do método matematico, dando
uma idéia das suas admiraveis possibilidades.
Nio & portanto razoavel que se faca predominar
a feicdo pratica, estreitamente utilitaria, no modo
de ensinar ‘essa matéria, sem preocupacdes a
respeito do seu enquadramento légico no con-
junto harmonioso das aquisi¢gées matemaiticas.

E como se tem procedido, néste assunto, entre
noés ? Costuma dar-se, é verdade, a demonstragio
de virios teoremas, relativos ao logaritmo dum
produto, dum cociente, etc. etc. — mas todos nos
sabemos quanto é preciria 4 base em que vio
assentar semelhantes demonstra¢des. E preciso
ter a coragem de o afirmar: essa maneira de pro-
ceder ndo passa de pura mistificacdo, desde que
se ndo tenha dado ao aluno uma nogio conve-
niente de logaritmo. E o que temos visto fazer,
neste ponto, é apresentar uma defini¢do nominal,
com a mais insensata despreocupacdo a respeito
da existéncia das entidades definidas; isto &, sem
ter o cuidado de mostrar que a equacio a*=b
admite solugdo, quaisquer que sejam a e b positi-.
vos. Por exemplo, segundo a definicao, o logaritmo
de 8no sistema de base 2 é o expoente da potén-
cia a que se deve elevar 2 para obter 8: muito bem,
ésse logaritmo é igual a 3. Mas qual é entdo o-lo-
garitmo de 2 no sistema de base 10? Aqui enve-
reda-se pela via condendvel do siléncio e do
mistério: o aluno pode ‘ir a saber, socorrendo-se

“duma tabua de logaritmos, que o logaritmo- pro-

curado é aproximadamente 0,30103; mas nunca
lhe é dado penetrar nas altas razdes que decidem
ser ésse e nio outro, o logaritmo decimal de 2,
com cinco casas decimais. E é na mais santa igno-
rancia do que sejam afinal os logaritmos, que o
aluno se dara ao luxo de demonstrar belos teo-
remas s6bre essas entidades, de que &le sabe
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tanto, quanto nés sabemos dos habitantes do pla-
neta Marte!...

Nio se pode negar que o problema é delicado.
Parece que chegamos a éste dilema: ou renunciar
de todo a uma teoria matematica dos logaritmos,
contentando-nos com o ensino de regras mecani-
cas, de receitas a aplicar cegamente ; ou sujeitar
o inditoso jévem a um estudo sério dos irracio-
nais e das fun¢bes continuas, para, sobre essa
base inabalavel, erigir o soberbo edificio dos
logaritmos, Ora é forgoso encontrar aqui uma
safda, uma terceira hipétese menos cruel... ®

Pois bem : n6s cremos na possibilidade de re-
solver a questio, sem recorrer ao luxo duma
exploragdo analitica do corpo real, e sem cair em
mistificagdes escandalosas. Basta lembrar que os
logaritmos foram inventados muito antes de Dedi-
kind, Cantor e Weierstrass terem vindo ao mundo
— e que ndo devemos acusar Neper de ter feito
uma descoberta prematura ...

Aqui a norma a adoptar parece-nos que deve
ser esta: dar ao ensino uma orientacdo de tal
modo natural, que o aluno seja levado a aceitar
os factos sntuitivamente, ¥ e com uma forga de
conv1cgao semelhante a2 que nos vem da demons-
tragdo rigorosa désses factos. A solugio que va-
mos propor ndo constitui propriamente novidade.
Nio. Achamos, contudo, ;nosso dever chamar a
aten¢do das pessoas distraidas para uma solu-
cdo aceitavel, que, apesar da sua singeleza, tem
andado imerecidamente oculta e desprezada.

Suponhamos que foi dada a definicdo usual de
logaritmo dum niimero, relativamente a uma de-
terminada base, e procuremos, armados com essa
definicdo, calcular, por exemplo, o logaritmo deci-
mal de 3. Trata-se portanto de achar um nimero £
tal que 10*=3. Diga-se ao aluno: se #m nimero
tal existe, € natural que esteja compreendido entre
0 e 1, pois que 10°=1,10"=3,10'=10e 1 <3 <10 ®,

1) Como solucéo, ja ouvimos propor que se voltasse ao
ensino dos logaritmos a partir de duas progressGes, uma
aritmética e a outra geométrica, com os termos em corres-
pondéncia biunivoca; mas nés achamos que déste modo
as dificuldades apontadas subsistem completamente, com
acréscimo de inconvenientes.

Ha dez anos fazia-se na 7.2 classe um estudo pretencioso
das fungSes exponencial e logaritmica.

(2) Que nos perddoem aquéles para quem a palavra intuigdo
deixou de ter sentido e ainda aqitéles para quem a intuicdo
matemdtica termina, onde os nimeros itracionais come-
cam,

@) Supomos, evidentemente, que ji foi demonstrada a
proposicédo: «Se a>1 e p>q, tem-se a®>a?, parap e
q racionais». Aqui, procura-se determinar log3, como se
&le fosse racional. Veja-se que néo se trata por enquanto

Dividamos entdo em 10 partes ignais o intervalo
de extremos 0 e 1: os intervalos obtidos terdo
por extremos 0; 0,1; 0,2;---;0,9; 1. Em qual dés-
tes novos intervalos se deve encontrar 27 Para
o saber, basta comparar o niumero 10*=3 com
cada uma das poténcias 10%1,10%2,...,10%%; mas
isso equivale a comparar, entre si, as décimas
poténcias désses nimeros. Ora

310==[(3%)%]2 - 32=6561><9=59049
e por outro lado
(100,1)10=10 , (100,1:)10.=102 oty (100,9)1o,=109 .

Como 10%<59049<10*, segue-se que 10%%<C
<10* < 10% e portanto 0,4 << %2< 0,5, Assim, o
logaritmo decimal de 3, se exisfe, deve encontrar-

-se entre 04 e 0,5. Tomando 04 para valor

aproximado désse logaritmo, comete-se portanto
(na hipétese de éle existir) um érro por defeito
inferior a 0,1: podemos entdo convencionar dizer
que 0,4 é o logaritmo decimal de 3 a menos de
uma décima.

Pretendendo calcular log3 a menos de uma
centésima, procederemos analogamente, dividindo
o intervalo de extremos 0,4 ¢ 0,5 em 10 partes
iguais, ‘e comparando 10*=3 com os niumeros
1004, 10%2 ... | 10%°, Mas tem-se 3! =(3%)"0=
= (5,90 10410 =~ 5,1 > 10 @ e, por outro lado,
(1004t)100 =104, (10042)t00 — 182 | ... | (10%49)100 — 1049 ;
como 1047 <5,1<10¢ < 10%, sera 10%7 <10¥(=3)<
< 10%%, donde 0,47 < k< 0,48. Tem-se portanto,
a menos de uma centésima, log3=0,47,

Anilogamente se calculava log 3 a menos de
uma milésima, etc, E agora que ja o descobrimos,
podemos reduzir o método as suas linhas estrutu-
rais, dando-lhe até maior generalidade: Seja a o
nimero dado. Calculemos a sua poténcia de ex-~
poente p, sendo # um inteiro qualquer. Se for

o

10" < @? < 10", ter-se-a 10” <a<10* e, por-

de demonstrar, mas apenas de investigar. S6 depois se
colocaré o aluno perante a hip6tese da irracionalidade, sem
que o resultado fique ldgicamente comprometido. Supomos
aqtu jd definida poténcia irracional de expoente racio-
nal, mas ndo poténcia de expoente irracional.E o estudo
dos logaritmos que faz sentir ao aluno a necessidade de
introduzir esta tltima nogéo.

% O sinal = deve ler-se.«aproximadamente igual as,
Nestes cdlculos, basta operar com valores aproximados;
mas € necessirio, evidentemente, fixar o niimero de alga-
rismos significativos.a conservar de cada vez, para que o
resultado néo seja comprometido. Patenteia-se aqui, uma
vez mais, a necessidade premente de ministrar, nos nossos
liceus, algumas nog¢des sObre calculo aproximado — neces~
sidade que, desgracadamente, ainda néo foi tomada em
devida consideracéo. '
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tanto (se existe loga), —;'T< loga <

atingir depressa um expoente p bastante elevado,
pode adoptar-se o processo de repetidas eleva-
¢oes ao quadrado, utilizando uma tabua de qua-
drados ®, que nada tem ja de misterioso para o
aluno. Com 10 consultas da tdbua e uma divisdo
por 1024 — calcula-se um logaritmo com 3 deci-
mais, ‘

E... o problema da existéncia? Mas & evidente
que ésse problema perdeu agora grande parte do
seu.interésse pratico, e mesmo légico! O aluno
encontra-se apto a determinar nimeros % que
'satisfazem aproximadamente 3 condicdo 10¥=3,
com um €rro tdo pequeno, guanio éle quiser; isto €,
niameros £, tais que a poténcia 10" seja tdo pro-
xima de 3, guanto éle quiser. E nio € isto sufi-
ciente nas aplicacdes ao mundo fisico? Ndo sabe
o aluno ja que, nessas aplicagdes, os niimeros
exprimem medidas, irremediavelmente sujeitas
a érro? Que signifiéado pode ter, por exemplo,
num resultado, um érro inferior a uma d¢cima de
milimetro, quando o processo de medigdo utili-
zado é insuficiente para distinguir grandezas infe-
riores a ésse limite? E toda a teoria dos logaritmos
pode ser adaptada a éste novo modo de encarar
o assunto, sem cometer a minima falta em relagao
a légica. Bastara, entdo, estabelecer os teoremas,
's6 no caso em que logaritmos sdo racionais, e
mostrar ao aluno como, aplicando ésses teoremas,
se pode fazer o calculo logaritmico dum produto,
dum cociente, ete., com um érro inferior a um li-
mite préviamente fixado.

Mas também a atitude filoséfica ndo deve ser
desprezada, mesmo nesta fase de iniciacio! E que,
além do mais, ha nessa orientacdo ainda um sen-
tido pratico, embora de outra ordem — uma utili-
dade que nio se refere ja as relacdes da Matema-
tica com a Técnica, mas as necessidades intrinse-
cas da propria Matematica. Uma noc¢do matema-
tica impde-se na medida em que & cémoda e
fecunda — ¢ éste principio € verificado com o
conceito de nimero irfacional ®. Toda a Analise
Matematica podia ser feita sem recorrer a tal con-

(3) Estas tabuas, muito tuteis para abreviar os célculos,
no método dos minimos quadrados e no método de Griffe
(equactes algébricas), tém ainda interésse pedagdgico e
prético por oferecerem uma possibilidade de calcular pro-
dutos, efectuando apenas adicdes, subtraccdes e divisdes

. ) -5\ 2 —b\2
por 2— com o emprégo da férmula ab= (—a—;—b) _(aT'b) .

No livro de J. Holiel «<Recueil. de Formules et Tables Numé-
riques», encontra-se a p. 62-65 (duas paginas apenas!) uma

ceito: simplesmente, os enunciados das proposi-
¢o6es perderiam muito da sua luminosa simplici-
dade. quebrando-se aquela harmonia que nio so6
lisonjeia o sentido estético, como também é con-
dic¢do de fecundidade. Praticamente, ndo chegam
a ser criados novos niimeros — apenas é adoptada
uma nova linguagem, que faz conceber como equi-
valentes a nimeros, certas sucessdes infinitas de
ntimeros. E ji isso representa alguma economia...

Tornemos agora ao calculo dos logaritmos. De-
pois das consideragbes que foram feitas, & muito
natural que o aluno sinta espontinea curiosidade
em saber se as operagdes indicadas tém ounao um
térmo. Mesmo. que esta sua curiosidade nio seja
entdo satisfeita (pode satisfazé-la mais tarde, em
Aritmética Racional) ficara éle a conhecer os dois
casos que se podem verificar, no calculo dologa-
ritmo dum numero @, pelo método apresentado:
a possibilidade ou a,impossibilidade de encontrar,
ao fim dum certo tempo, um nimero decimal %,
tal que 10*=a; e terd aprendido a distinguir duas
hipoteses, no segundo caso: a da periodicidade e
a da ndo periodicidade da dizima obtida., Final-
mente, vird a saber que, s6 na altima hipétese, &
impossivel determinar um nimero racional £, tal
que 10k=@; mas que, nesse caso, a sucessdo dos
nimeros decimais (ou a dizima infinita) a que
conduziria a aplicacdo indefinida do método indi-
cado, define, por comven¢do, um niumero irracio-
nal 2, e que se tem, ainda por convencdo, 10*=a .

Mas ndo serd preciso continuar a desenvolver
éste ponto de vista. Resta-nos lembrar que, ja
antes do estudo dos logaritmos — a. propo6sito dos
radicais — o aluno tomou um primeiro contacto
com o fen6meno da irracionalidade. E observa-
¢6es em tudo andlogas as precedentes devem ser
feitas acérca da nogdo de raiz aritmética ‘dum
nimero.

Agora, outro aspecto da questdo. Com as aute-
riores indica¢des e pouco mais, fica o aluno habi-
litado a construir uma tibua de logaritmos: — é
tudo ! ‘
cionada com o niimero de casas décimais a_dop_tédo.
Como exercicio, ndo sera preciso ir aléem de 3 ou 4

tdbua de quadrados a quatro decimais —que permite ainda,
sem grande trabalho, calcular quadrados de ntimeros com 8.
algarismos significativos. ) '

6 Somos levados a aplicar aqui o critério de comodi~
dade, de que H. Poincaré usou, mas também abusou,-nas

-suas explicacdes.

S6 no século xix.se reconheceu que os conceitos de. nii-
mero negativo, numero. irracional, etc., nfio obedecem a
uma necessidade logica.
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décimais: uma tabua para 4 decimais ndo ocupa
mais de duas paginas duma tibua vulgar. Mesmo
que o aluno ndo chegue a construir uma dessas
tabuas, ficara (e € isto o fundamental) a ter a legf-
tima convic¢do de que seria capas de a construir,
se tapfo quizesse, — e déste modo se evita o seu
complexo de inferioridade perante um instru-
mento que nio se deve, positivamente a artes
magicas — que nio foi criado por entes sobrena-
turais, mas poy homens!/ A construgio efectiva
duma tabua é na verdade uma tarefa macadora,
mondtona, mas isso também ndo constitui razdo
para a condenar. Perigosa educagio a que leve
ao convencimento de que tudo se consegue na
vida sem grande magadal De-resto, &ste trabalho
é dos gqtie se podem repartir por uma équipe de
alunos, aplicando o salutar preceito do trabalho
colectivo,

«Trabalho vio! Tempo perdido!» ouvimos cla-
mar. «A trdoco de alguns escudos, o aluno pode
adquirir uma tabua de logaritmos nalivraria mais
proéxima!» Mas —insistiremos-—-ndo se trata aqui de
atingir uma finalidade pratica imediatal Também,
segundo é&sse critério, cem por cento utilitirio,
sera #nuéil que o aluno aprenda a improvisar, por
exemplo, certos aparelhos de fisica (supondo que
tem um bom laboratério a sua diposigdo, e que
ndo tenciona especializar-se nésse género de cons-
tru¢des) — e, ndo obstante, o prazer que fruira,
trabalhando com os sews ‘aparelhos, & um dos
mais poderosos agentes de que pode socorrer-se
a bda pedagogia.™ Esse prazer tem algo de seme-
lhante 2 emocdo que se apodera do investigador
{pensamos em Pasteur, neste momento,,.), ao
pressentir o éxito das suas pesquisas — mesmo
que dai ndo venha a resultar nada que possa ex-
primir-se em unidades do sistema monetirio Ai
da Ciéncia, ai da Humanidade — se deixasse de
haver gente son/adora, capaz de sentir essa emo-
Gdo!

Também se pode objectar que as tdbuas loga-
ritmicas de que nos servimos hoje ndo foram cons-
truidas pelo processo aqui apresentado, mas por
outro mais expedito, que ndo se pode ensinar
devidamente a alunos do liceu. Os anteriores argu-
mentos servem ainda para nos defender desta
objeccdo.

Resta-nos responder aquelas pessoas que se
consomem em eternos cuidados, a respeito da
extensdo dos programas, incompativel com a
satide preciosa da juventude que se bate... por
um diploma. — E evidente que, ao preconizar a
introdugdo de uma nova matéria, ndo se exclui a
hip6tese de compensar ésse acréscimo, sacrifi-

cando outra parte, menos importante, do programa
— e no nossc caso nio sera dificil descobrir, onde
cortar... Nio deixaremos, contudo, de lembrar
humildemente éste humilde preceito: nunca se
deve lamentar o lempo gasto ems estabelecey solida-
menle uma nogdo fundamental. Mais até: hd acréds-
cimos que tém o valer de simplificacoes — principio
que s6 repugna a guem sofra de miopia intelec-
tual. Tudo que sirva para elucidar — longe de
constituir um péso, uma sobrecarga -— s6 contri-.
bui para suavizar a marcha... E —como diria
ésse inimitavel observador que é ainda M. de la
Palisse — nunca se perde tempo num trabalho gue
oferece a garantia de chegar mais depressa ao
fim.

Nota: As consideracdes precedentes sdo, em grande
parte, o produto da nossa legitima reacc#o, a vdrias criticas
quie nos foram dirigidas a proposito da nossa 3. interroga-
¢do, formulada na seccédo pedagdgica do n.°11 da «G. M.s.
Em especial, referir-nos-emos as observacdes feitas, no
mesmo nimero, pelo Sr. Prof. Bento Caraca, com quem
estamos em desacérdo neste ponto — mas a quem apoiamos
na enérdica atitude que tem mantido a' favor duma reforma
do ensino das matemdticas em Portugal. Algumas das-suas
observacdes acérca do nosso ponto de vista referem-se a
necessidade de ensinar, a alunos do liceu, 0o manejo da régua.
de cilculo, e a gradual substituicdo dos logaritmos pela ma-
quina de calcular. E interessante notar que F. Klein, na sua
tdo celebrada obra, a que temos aludido, depois de afirmar
categoricamente que nenhum aluno devia sair da escola
sem ter manejado uma mdquing de calcular (cujo segrédo
nos revela, num exemplo tipico), dedica um extenso e subs-
tancial capitulo ao ensino dos logaritmos... E que wem a
ser, afinal, uma régua de cilculo? E ainda F. Klein quem
no-lo diz: «...como se sabe, ndo € outra coisa senéo uma
tdbua de logaritmos com 3 decimais...» (Aqui se vé ainda
um belo exemplo de unido da Matematica e da Técnica, da
teoria e da pratica!)

Finalmente, transcrevemos do artigo «Os logaritmos»,
publicado na sec¢do «Antologia» do n.° 11 da «G. M.», a se-
guinte passadgem : ¢E uma ves os logaritmos inventados,
éles conduziram a uma teoria dos limites, das exponen-
ciais, dos Indivisiveis, que vieram a ser os preliminares
essencialis da criagdo da andlises.

Somos levado a crer que o Sr. Prof. Bento Caraca néo
reflectiu maduramente, ao escrever a sua nota, em que
afirma o propésito, na verdade simpético, de iniciar a dis-
cuss#o a volta das nossas interrogacdes. Mas o que € um
facto — e muito grave — € que os seus argumentos (?) se
insinuaram facilmente no espirito duma extensa camada de
leitores, alimentando erros e confusdes, que € precisg a
todo o transe desenraizar.

) E absolutamente necessdrio que o aluno adquira a
suficiente confianga em si, para que néo se sinta mais como
um estranho, um timido visitante, um espectador inerte e
mudo, no imenso domfnio da Ciéncia.



