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, 
CONSULTORIO 

Com oste número a G. M. inicia uma nova seeção na qual serão dadas respostas às perguntas que nos forem dirigidas pelos 

nossos leitores. Procuraremos sempre que os assuntos sejam tratados por especialistas, com o desenvolvlmeuto necessário, de modo a 
que a resposta constitua um verdadeiro esclarecimento do ii.ssun�o .. 

Pretende-se, deste modo fazer com que a Gazeta se tQr(19 um elemento útil aos seus leitores e sirva as suas necessidades 

e preocupações. Esta secção visa, pois, um maior contacto com os leitores cujas perguutas 110S indicarão as su;s.s dificuldades, os 

pOlltos que mais necessitam ser esclarecidos. 

Para os assuntos de maior interesse ou que careçam de um amplo desenvolvimento, as respostas serão dadas em artigos 

especiais, fora mesmo da secção. 

o que é uma axiomática? 

o conceito de axiomática é dos que mais têm evo­
luído ao longo dos séculos. Distinguiremos aqui duas 
formas sucessivas de tal conceito: a forma clássica e 
a forma moderna. 

O conceito clássico de axiomática é o que se en­
contra implícito na teoria das ciências dedutivas, se­
gundo ARISTÓ"rELEs: A designação ciência deàutú,a 
aplica-se então a todo o sistema S de termos e de 
proposições àcerca desses termos, que se sucedem inde­
finidamente uns aos outros de "tal modo que: 

a) Toda a proposição que seja ou venha a ser de­
monstrada a partir de proposic;ões de S pertencerá 
ainda aS. 

b) Existe em S um número finito de termos (cha­
mados termos primltivo.�), que não podem ser definidos 
logicamente, e a partir dos quais se definem todos os 
restantes termos de S (chamados termos derimdos). 

c) Existe em S um número finito de pl·ol'osições 
(os postulados ou axiomas *), que não se demonstram 
logicamente e das quais se deduzem todas as outras 
proposições de S (os te01·emas) . 

Pressupõe-se, além disso, que o sistema S de ter­
mos e de proposições diz respeito a um, e um só, do­
mínio de seres, cuja existência é postulada. Os termos 
primitivos corresponderiam a dados da intuição - a 

conceitos psicologicamente elementares, de apreensão 
imediata. Anàlogamente, os axiomas proviriam da 
intuição e teriam assim um carácter de evidência, 

que permitiria aceitá-los corno verdadeiros, sem mais 
explicações. 

Modêlo perfeito. e mesmo único, de ciência dedutiva 
era entãu a Geometria de Euclides. 

A axiomática numa ciência dedutiva seria, natural­
mente, o conjunto dos seus axiomas. Vma primeira 
nuance, uma primeira tendência no sentido da evolu­
ção do conceito de axiomática, manifesta-so ao ser 

"' Antecipamos aqui nm pouco o ponto de vista moderno, se­

gundo O qual não há que fazer distinção entre "postulado. e 
«axioma)). 

reconhecida uma certa arbitrariedade na escolha dos 
termos que hão de figurar como primitivos e das pro­
posições que devem aceitar-se corno postulados. Mas 
o que provoca deeididamente a passagem à nova for­
ma do conceito é o aparecimento sensacional das geo­
metrias não-euclideanas, no século passado, com 
incalculáveis repercussões em todos os sectores do 
pensamento. 

Para dar uma primeira idea do que se entende hoje 
por «axiomática» começarei por tomar como exemplo 
a seguin te definição de «eonjunto ordenarlo)): 

«Chama-se conjunto ordenado todo o conjunto U 
não vazio no qual esteja definida urna relação binária 
que designaremos pelo símbolo « -< )) (ler: «pl·t'cede» 
ou «é anterior a»),"de modo que resultem verificadas 
as seguintes condições: 

I. Dados dois elementos x, y de V, é sempre verifi­
cada uma, e uma só, das três hipóteses: 

x-<y, x=y, y-<x 

II. Todas as vezes que, dados trê.� elemento.. x, y , z 

de V, se tit:er x -< y e y -< z, w·á também x -< z ». 
(Costuma exprimir-se a condi�ão I, dizendo que 

a rela�,ão -< é tricolómica e a condição II, dizendo 
que a relação -< é transitit'a). 

Estamos em presença duma definição axiomá,uca; 
porém, não haja equívocos: o que se define aqui não 

é o termo « . -< » (termo primitivo), mas sim a classe 
dos conjuntos ordenados ou, o que é equivalonte, o 
conceito de relaç'ão de ordem. As condições I, II são 
os axiomas da definição: proposições que envolvem o 

termo indeterminado «-<)) (sinóuimo de «precede))) 
e lhe fixam, por assim dizer, os limites da variabili­
dade, de maneira implícita. Na vercla(le, o símbolo 
«-<» pode ser interpretado de infinitos modos diver­
sos, até dentro dum mesmo conjunto lI. POI· exemplo 
o conjunto de todas as palavras duma língua é um 
conjunto onlenado, se adoptarmos o conhecido crité­

rio de ordenayão alfabética; sào ainda conjuntos 
onlenados o conjunto R dos números reais ou o 
conjunto N dos- números naturais, quando o termo 
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«precede» significa {( menor que». Mas não resultará 
ordellado o conjunto dos números complexos, se 
adoptarmos por exe m plo o seguinte critédo : 

a + b i -< c + di, se, e só se, a < c, b < d (a , b , c , d 
núm\!ros reai s ; i2 = -1), visto não ser então verifi­
cada a eondiyão Ii porém tal conjunto pode ser orde­
nado, definindo dUIll outro 1IJ0do a rela<;ão -<. 

O" conjuntos ordenados constituem as chamadas 
realizações da axiomáti ( a cunside l'ada. Dados dois 
co nj un tos ordenados U, [JI, e desig!lando por -<,-<' 
as re"pecti vas relayões de ordem, diz-se que tais con­
juntos ordenadus são isomorfos (ou, em terminologia 

mais específica : semelhantes) , quando, entre os ele­
mentos x, v, . . . . de [J e os elementos x', Vi . .. . de 
U' se podt:l estabeler uma correspondência biuní voca 
x:; x' , y  � Vi , "', de tal modo que se tenha 

x -? y, se, e só se, x' -<' Vi , 

quaisquer que sejam os elementos x,y de U consi­
derados. 

Por exemplo, o conjunto P dos números positivos 
e o conjun to R dos números rea is, com a habitual 

noção de « menor que", são conjuntos ordenados iso­
morfos, pOl'llue entre os elementos de P e os de R 
se pode e"tabelt:lcer a correspondência biunívoca 

que respeita nos dois sentidos a relação de ordem . Mas 
o conjunto ordenado R dos números reais não é iso­

modo ao cO lljunto or(lenado N dos números naturais: 

para o reconhecer, basta observar que, dados dois 
elemen tos x, y de ii tais que x < v, existe sem­
pre, pelo menos um outro elemento z de R tal que 
x < z, < y; ora esta propriedalle não se vel'ifica em N. 

Diz-se que dois conjuntos órdenados tôm o mesmo 
tipo de ordem, quando sào isomorfos. Também se dirá 
neste caso que repl'esentam a mesma solução da axio­
mática dos con j untos ordenados. O facto ne existir 
peto menos uma solução desta axiomática traduz-se 
dizendo que a axiom ática é compatí:vel (ou possí"el); 
o facto de existirem várias soluções (isto é, várias 
realizações da mesma, não isomorfas entre si), expri­
me-se dizendo que a axiomática não é cate.fJórica. 

Mas nós podemos restringir o domínio das soluções 
da axiomática, am pl iando-a com axiomas independen­
tes dos primeiros, isto é, com novas condi<;ões que não 
sej am consequências lógicas de I e II. Por exemplo 
impouhamos à relaç\ão -< Ilsta outra condição : 

III. Para todo o subconjunto X de U não vazio 

exi.�te um elemento y de X tal que, qualquer que seja 

o elemento x de X, se tem y = x ou y -< x (o que se 

exprime dizen(!o que todo o subconjunto X de U 
não vazio tem um primeiro elemen to) . 
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Dizem-se bem ordenados os conjuntos ordenados qu.e 
verificam esta condição suplementar. As realizações 

da axiomática I, II, III são pois os conjuntos bem 
ordenados. 

O conjunto dos números naturais, com a usual re­
lação <, é um conjunto bem ordenado. Mas já não o 
é o conjunto dos números reais: basta observar que, 
por exemp lo o conj unto dos números reais maiores 

que 1 não tem primeiro elemento; o próprio conjunto 
R não tem primeiro elemento. Estes simp les exemplos 
provam que o axioma III é independente dos axiomas 
I, II. 

Porém, há conjuntos bem ordenados que não são 
isomorfos à sucessão dos números naturais. Exemplo: 
o conjunto dos números 

.!,�, . .. ,_n_ , . . . ,1,2, .. . ,m,'" 
2 3 n + 1 

ordenados com a habitual relação «menor que». Mas 
introduzamos este novo axioma: 

IV. Para todo o elemento x de U que não seja o 
primelro *, existe um elemento imediamente anterior a 

x, isto é um elemento y de U anterz'or a x e tal que, 

qualquer que seja o elemento z de U menor que x, se 

tem z = y ou z -< y . 
É fácil ver que, no último exemplo citado, não se 

verifica a condição IV, porquanto o elemento 1, que 
não é ali o primeiro, não tem antecessor (isto é, ele­
mento imediatamente anter ior). 

Todavia, a adjun ção do axioma IV ainda não con­
duziu a uma axiomática categórica: são realizações 
da nova axiomática, lião só a sucessão dos números 
naturai s, como ainda todo o conjunto ordenado finÜo. 

A categoricidadc pode ser atingid a com a adj unção 
dum ú ltimo axioma, que exclue os conjuntos ordena­
dos finitos: 

V. Para todo o elemento x de U existe um elemento 
y de U tal que x-< y (o que se exprime dizendo que 

não existe em U um último elemento) . 

Com efeito, a axiom ática I, II, III, IV, V admite 
uma única solução, constituída por infinitas realiza­
ções isomorfas à sucessão dos números naturais. Pode­
mos pois dizer que se trata duma axiomática dos nú­

meros naturais, com a se.fJuinte reserva: a sucessão dos 

números naturais fica apenas d�finida a menos dum 

isomorfismo. Na verd ade há infinitos conjuntos orde­

nados, isomorfos a este : a sucessão dos números pares, 
a sucessão dos números primos, etc. etc. O que fica na 

realidade definido é o tipo de ordem de tais conjuntos 
ordenados. 

• O termo .primeiro. define-se fàeilmente a partir do termo 
upreeede., eonforme está íudieada na condição lU. 
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Note-se que a mais conhecida axiomática dos núme­
ros naturais não é esta, mas sim a de PEANO, em que 
se toma para primitivo o termo «sucessor de,), a partir 
do qual se define depois o termo «menor que» 
(enquanto nesta se deflne «sucessor de» a partir de 
«menor que») . 

Mas até agora apenas apresentei exemplos de axio­
máticas. Sobre a maneira de chegar a uma concepção 
geral das axiomaticas no sentido moderno, limitar­
-me-ei a muito breves e esquemáticas indicações. 

Ohamarei estrutura matemática a todo o conjunto U 
(domínio de individuos ou universo lógico), sobre o 
qual sejam designadas como primitivas certas entida­
des o;,�, . . . . Estas entidades podem ser: individuos 
(elementos de U), classes (subconjuntos de U, famÍ­
lias de subconjuntos de U, etc.) ou relações (deflni­
das em U ou em conjuntos construidos a partir 
de U) *. 

No exemplo dos conjuntos ordenados há uma só 
entidade primitiva que é uma relação binária. Mas a 
Matemática apresenta-nos ainda, a cada passo, rela­
ções terniÍrias, relações quaternárias, etc. (um dos 
grandes progressos da lógica moderna a respeito 
da lógica clássica é precisamente o de fazer um 
estudo sistemático das relações, em pé de igual­
dade com as classes). Por exemplo, sejam X, Y, Z 
pontos de variáveis do espaço ordinário e considere­
mos a expressão 

«X, Y e Z estão em linha recta" 

Trata-se manifestamente, duma propriedade rela­
Um, que se verifica para determinados ternos de pon­
tos e não se verifica para outros (não terá sentido 
quando aplicada a pares de pontos, e menos ainda 
quando aplicada a pontos, individualmente). Diremos 
então, que a expressão considerada define uma relação 
ternária entre pontos; designando tal relação pelo 
símbolo Rt, convenciona-se escrever a mesma expres­
são, abreviadamente, tal como segue: 

Rt (X, Y, Z). 
Anàlogamente, se escrevermos Tr (X, Y, Z) como 

abreviatura da expressão «X está situado entre Y 
e Z», será Tr o simbolo duma relação ternária dis­
tinta de Rt (há ternos ordenados que verificam Rt 
sem verificar Tr); se escrevermos E q (X, Y, U, V) 
como abreviatura da expressão «a distância de X a 

.. Também se podem apresentar estruturas matemáticas com 

mais de um domlnio de Indivíduos, mas a redu<;i\o ao caso de 

um só domínio é sempre possível, que mais nlo seja considerada 

a reunião dos primeiros. 
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Y é igual à distância de U a V» será Eq o simbolo 
duma relação quaternária; etc. As relações Rt, Tr 
e Eq são as entidades tomadas para primitivas 
em algumas axiomáticas da Geometria euclideana 
(note-se porém que é possível definir Rt e Tr por 
meio de Eq). 

Postas estas considerações preliminares, poderemos 
dizer que uma axiomática é um conjunto de condições 

PI(<7.,�,· .. ) 
P2(0!.,�,"·) 
Ps (<7.,�, ... ) 

impostas a certos símbolos indeterminados ao, � , ... , 
representativos de entidades definidas sobre um con­
junto fundamental U, t'gualmente indeterminádo. 
Os símbolos de <7., �,'" serão os termos prl:mitivos e 

as condições impostas a ao, � , .. , os axiomas da axio­
mática em questão, 

Realização da axiomática será toda a estrutura 
matemática [U', ao' , �' , ... ] que a verifique, isto é, 
tal que, substituindo U por U', ao por o!.', � por 
�' , "', todos os axiomas se convertam em proposi<;ões 
verdadeiras. A axiomática dir-se- á compatil:el se 
admitir pelo menos uma realização. 

O conceito de «realizações isomorfas» pode ainda 
ser definido no caso geral, tal como segue: Dadas 
duas estruturas [Ul,!Xl,�l,"'] e [U2,0'2,�z" "1, 
diremos que estas estruturas são isomorfas, relatiya­
mente à ordem por que são nomeados os entes primi­
tivos, quando fôr possível aplicar biunivocamente Ui 

sobre Uz, de modo que 0.1 se converta em IX2, �1 em 
�2, etc.* 

Daqui decorrem imediatamente os conceitos de 
«solução» e de «categoricidade» duma axiomática. 

O conceito de «axiomática categórica» é o legítimo 
descendente do conceito clá8sico de axiomática, tal 
como o delineamos no início destas considera\,ões. Mas 
que imensa distância os separa! Que profunda diver­
gência de pontos de vista! 

Agora os termos prÍlllitivos já não designam seres 
bem determinados, dos quais «temQs um conheci­
mento intuitivo imediato»; agora os termos primiti­
vos são simplesmente indeterminadas, semelhantes às 
incógnitas ou variaveis dum sistema de equações. 

" o sentido da palavra «converter>' aqui empregada não 
carece de explicações qualldo se trata de individuos (elementos 

de U, U,); Se IX, for uma classe, diremos que !x, se converte 

em IX" quando IX, fõr a classe dos elemelltos de U, correS­

pon dentes aos elementos de ri,; se IX, for uma relaçlio biná-
1'la, diremos que ctt se converte em CI..!r quando ::x.! for a 
a relação binária verificada pelos p ares ordenados de element09 

de U, correspondentes aos pares ordeu ados de elementos de U, 

que verificam «'; e assim por diante. 
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E os axiomas estão bem longe de ser aquelas «verda­

des de tal moelo intuitivas, de tal modo elementares, 
que se nos tornam evidentes» : agora são apenas con­
dições, verificadas por certas estruturas, não verifica­
das por outras. Por sua vez, os teoremas relativos à 
axiomática serão torlas aquelas condições implicadas 
pelos axiomas (isto é, que resultam autom àticamente 
verificadas desde que o sejam todos os axiomas) . 

O que interessa fundamentalmente é que a axiomática 
seja compatí/lel, isto é, que exista pelo menos Ulr.a sua 
realização. Mas aqui levanta-se um problema em que 
só muito superficialmente posso tocar: Como averi­
guar se uma dada axiomática é ou não compatÍl;el ? 

Quando se trata, por exemplo, duma axiomática de 
Geometl'Ía euclideana, formula,la com os termos pri­
miti vos Rt, Tr e E q, pode obter-se uma realização 
da axiomatica, do seguinte modo: Chamemos pontos 
aos termos ordenados de números reais, tais como 

(O, - 1, {"2) , (V2, O, -1), etc. e façamos ainda 
as seguintes convenções: dados três pontos 

X=(Xl�X2,X3), Y=(Yl'Y2,Ya) e Z=(Zl,Z2,Z3), 
diremos que «X, Y, Z estão em linha recta» quando 
as diferenças 

forem ordenadamente proporcionais "" às diferenças 

Yi - zl, Y2 - Zz, Ya - Za ; 

diremos que «Z está situado entre X e Y", quando 
verificarIa a hipótese anterior, a constante de propor­
cionali(lade é um determinado número negativo ; 
finalmente ... darlo um quarto ponto U = ("1 ,u2 ,ua) 
diremos que «a distância de X a Y é igual à dis­
tâcia de Z a U» quando se tiver 

(Xl - Yl)2 + (X2 - Y2)2 + (xa- YaP = (Z1 - ul)2 + 

+ (zz - uz)2 + (za - ua)2 

Pois bém, é facil reconhecer que o conjuto Ra de 
todos os ternos ordenados de núméros reais, com as 
rel ações Rt, Tr e Eq assim definidas, constitui 
uma estrutura matemática [R3, Rt, Tr, Eq] que 
satisfaz à referida axiomática da Geometria eucli­
deana**'. Esta axiomática será pois compatível, de.�de 
que se admita a existência da totalidade dos número8 

• Aqnl o termo uproporcionals» é tomado no seotloo com que 
eostuma. sar aplicado em geometrIa analítica, ao euuneiar a eon ... 
diçl10 de eolillea,ldade de trlls pontos rlados . 

.... Prova-Re fàcllmente que uma t"1 8xlomátlCII é categórica. 

Quanto ao prohlema de saher se o modllIo euelideaDo se ajusta 

bem ou D!tO a descrever a realidade em�irica, Isso Dilo compete 

própriameDte ao matemático, mas aDtes 80 físico e ao filósofo. 
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reais. Suponhamos por sua vez provada a existência 
do conjunto R, desde que se admita a existência do 
conjunto N dos números naturais. Mas existe o con­
junto N? Por outras palavras : 

É compatível a axiomática d08 números nat'urais ? 
HILBERT e os lógicos do sua escola tentaram provar 

a compatibilidade de certas axiomáticas dos números 

naturais (amp liadas com axiomas da lógica formal) , 
demonstrando que tais axiomáticas não são crmtradi­
tórias. (<<Existência)) e (mão-contradição» são termos 
inicialmente assumidos como equivalentes, de acordo 
com a frase célebre de POINCARÉ: (cEm Matemática, 
existir significa ser isento de contradição»). 

O objectivo ideal do programa hilbertiano pode 
considerar-se inatingível, sobretudo após os resulta­
dos sensacionais de GÕDEL, cuja descrição está fora do 
âmbito deste apontamento. Mas o impulso que tal 
programa deu às investigações lógicas foi uma recom­
pensa gen�rosa do esforço dispendido. Graças a esse 
impulso, o mecanismo lógico do pensamento mnt,'má­
tico foi dissecado com profundidade e agudeza extre­
mas, fazendo uso do instrumento mais adequado a 
esse fim: a lógica simbólica. Deu-se início a uma 
teoria da definição e a uma teoria da demonstração, 
que tomam o lugar da lógica formal de ARIST6TELES 

e se encontram hoje em pleno desenvolvimento, com 
repercussões filosóficas· e um alargamento de pers­
pectivas que chegam a causar vertigens. 

E mais não ouso dizer sobre questões de tal enver­
gadura"". 

Quais as vantagens dos métodos axiomáticos? 

A resposta depende, naturalmente, do conceito de 
axiomática em questão . Se nos reportarmos ao con­
ceito clássico de axiomática, a pergunta parece equi­
valente a esta outra:' «Quais são, em geral, as vanta­
gens das ciências dedutivas, como por exemplo a 
Geometria de EUCLIDES, a Mecânica de NEWTON ou a 
Termodinâmica de CLAUSIUS? «Na verdade, basta ter 
presente a definição de ccciência dedutiva)), para se 
reconhecer que ciência dedutiva não há onde não hou­
ver axiomática. Racionalizar uma ciência, isto é, 
torná-la dedutiva (o que, a ser possível, se costuma 

interpretar como investidura no grau de perfeição 
máxima) o mesmo é que a xiomatizar essa ciên­
cia. Verda,leiramente, a Geometria de EUCLIDES 

só foi totalmente racionalizada no século passado, 
porque só então foi dada uma sua axiomática com­
pleta, como é a que figura nos «Grundlagen der Geo­
metrie», de HILBERT. Porém, os arquitectos do edifício 

• A melhor maneira de estar ao corrente sobre o qne se pass a 
neste camfO é consultar .The Jonrnal of Symbollc Logic •• 
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euclideano foram sem dúvida os antigos, que deixa­
ram traç-adas as linhas mestras da edificação, me�mo 
no que se refere aos fundamentos. 

Axiomatizar é necessidade imperiosa, desde que se 
faça qualquer tentativa séria de construção racional 
POl'que se eu quero demonstrar uma proposição admi� 
tindo como verdadeiras outras. proposições, que, por 
sua vez, foram demonstl'adas a pal·tir de outras ainda, 
e assim por diante (ou antes, para t".ás . . .  ), tem de 
de haver por força um termo deste processo; de llon­
trário, estou condenado a uma regressão ao infinito, 
por naturesa inconcludente - ou, pior ainda, a um 
círculo vicioso. E o mesmo se diga a respeito das defi­
nições. Não me hei-de esquecer de uns apontamentos 
de Física que me vieram em tempos às mãos, no qual 
figuravam, uma após a outra, estas duas definições: 

Uorpo - é toda a porção limitada de matéria. 
Matéria - é aCJ.uilo de que os corpos são formarlos. 
O autor, se não era um ironista, não se po,le dizer 

que fosse um hábil prestidigitador de ideias, como 
tantos que por aí andam, a deitar poeira em olhos de 
incautos. 

Se passarmos porém ao conceito morlerno de axio­
mática, as vantagens são de outra ordfHn, principal­

mente no que se refere às ax.wmáticas não cate.q6ricas. 

Basta lembrar que são deste tipo as axiomáticas 
dos conceitos de grupo, de anel, de corpo, de espaço 
vectorial, de espaço topológico, de espaço métrico, 
de espaço vectorial topológico, de espaço normado, 
de anel topológico, de grupo ordenado, de conjunto 
parcialmente ordenado, de reticulado, de álgebra de 
BOOLE, etc. etc .. Neste sentido, o método axiomático 
(ou, como também se diz, formal ou abstracto) é a 
principal característica das matemáticas modernas. 
Cada teoria formal engloba, com a indeterminação 
dos seus termos primitivos inúmeras possibilidades de 
concretização: - inúmeras teorias e.�pecíficaç que se po­
dem desenrolar nos mais variados ramos do saber. As 
teorias formais constituem deste modo, sistemas de 
raciocínios, mecanismos mentais, construi(los uma vez 
por todas e prontos a serem utilizados em bloco, na 
primeira ocasião. 

Uma das vantagens deste método é, como se vê 
desde logo, uma considerável economia de pensamento, 
evitando a repetição de raciocínios análogos em cam­
pos diversos, com terminologia e notações diversas. 

Mas há também aquela aproximação de ramos dis­
tintos da Matemática sob uma teoria comum, que tem 
sido sempre uma fonte de estímulo� fecundos. 

Com esta nova orientação, a Matemática ganha 
muito, certamente, em rigor lógico e em valor esté­
tico; e, embora haja quem diga que se afasta assim 
da. intuição criadora, a verdade é que se torna mais 
apta a penet.rar no âmago das questões, por um maior 
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poder de esquematização e ne separação entre o que 
é acidental e o CJue é essencial. 

É preciso acreSllentar flue a Matemáti/�a mOllerna 
utiliza ainda, frutuosamente, certas axiomáticas cate­
góricas, que não encon tram IErecta interpretação 
intuitiva no mundo empírico Tal é, por exemplo. a 
axiomática do espaço hilbertiano - e�paço com infi­
nitas dimensões, dotado duma geometl'Ía muito seme­
lhante à do espaço eucli,leano ordinál'Ío. Trata·se 
duma axiomática, flue admite infinitas realizações, 
todas isomorfas entre si: as mais usarIas são aquelas 
em que os pontos se apresentam, ou corno sucessões 
infinitas de númel'OS (tais flue a série dos respectivos 
quadrados seja convergente), ou como cbsses fie fun­
ções de quadrado somável. Estes dois tipos de reali­
zação correspondem às cluas orit'ntações Iii versas flue 
se podem seguir na estruturaç'ão matemática da Me­
cânica quântica - a da «Mecâniea matrieial» de 
HEIS&NB&RG-BollN-.JORDAN e a na «!\1ecânica oll,lulató­
ria» cle SCHRÕDINGER - cuja equivalência formal in.]u­
ziu VON N�JUMANN a estabelecer a respectiva axiomá­
tica unificadora *. 

Todas 8S ciências dedutivas devem ser axioma­
tizadas? 

Creio que já respondi em parte a esta CJuestão. 
A resposta pode formular-se nos sel!uintes termos: 

Atendendo à própria definição de ciência dedntiea 

no se ntido aristotelico, uma Ciência que não estiver 
axiomatizada. não é dedutiva **. 

Naturalmente, há nesta resposta um certo extremis­
mo que convém mitigar. POI' exemplo, seria contrário 
a todo ° bom-senso pretenrler ensinar nos liceus uma 
Geometria cem-por-cerlto dedutiva. O ensino da Geo­
metria elementar como se a/Imite hoje correntemente 
em pedagogia, deve começar por ter um carácter 
intuitivo-experimental, com a preocupação de con­
duzir o aluno, a pouco e pouco, ao pensamento racio­
nal. O contacto com as primeiras formas de demons­
tração � com aquela possibilidalle de provar ri gorosa­
mente leis geométricas não evidentes, sem fazer 

• VON NEUMANN chama «espaço ·de HILBERT> à primeira das 
roalizações consideradas e «espAço de [JILB�RT ahstraC!to n ao 
tipo das estruturas i.samarras à primeira. isto é, à.f�uilo que, 

segundo a nossa terminologia, é a 8olILÇão (únÍca) da axiomática 
do espaço hll hertian o. 

�f: QURudo !Oe trata, por exemplo, da teoria do espaço hílher­

tiano, ou hem se considera tal teoria como' um capít "]0 da teo­
-ria dos númerOs l'eais, ou bem se cons idera como teoria autóno­
ma, e então precisará de ser axiomalizada. Por sua vez, a teoria 

dos números reais, . se nao for cOlIsider"dé::L como fazeudo p'arte 

da aritmátk.a dos inteiros (ou da teoda das �raudezas coutínua ... ), 
precisará de ser �.xiornatizada. Em. -última anáU,e, uma axiomá. 
tlca deverá. sempre existir. 
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verifica�õcs experimentais, mas apenas a(lmitin
'
do 

ver,la,les elementares eIJiden/es e ,lesenvo l vendo racio­
cínios -é um momento grand ioso, de súbita e lumi­
nosa re vel a"ão, comparável ao momento histórico em 
,\ue o espírito grego descobre o racionalismo-em que 
a razão toma conhecimen to de si mesma. A partir de 
entílo, o ensino deve e ncaminhar-se ràpidamell te do 
in tuiti vo para o racional, embora, no curso dos liceus 
não s�ja possível a racionalização completa. Deveria 
contudo aludir-se então à passibilidade ele lá chegar, 

mediante '.una axiomática con/'eniente, 
Não pretendo com isto insinuar que, no ensino supe­

rior, o racional deve substituir por completo o intituivo 
(o que mesmo, de resto, seria metafisicamente impos­
sível). Muito pelo contrário, tanto na teoria como na 
prática do ensino, o ideal que me norteia é: conciliar 
o máximo ele racionalidade com o máximo de intuiti/Ji­
dar/e. 

No ensino superior, pode e deve fazer-se um largo 
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emprego dos métodos axiomáticos j mas perderá sen­
ti,lo e vitalidade o en sino que não se apoiar em só­
lidas intuições, criadas pelos problemas reais que ao 
ser humano se levantam, nesta árdua luta pela exis­
tência à superfície da Terra. 

NOTA-Tenho o dever de lembrar que a introdução 
dos modernos métodos axiomáticos em Portugal se 
deve ao Professor António Aniceto Monteiro, cuja 
acção no domínio das matem áticas, entre nós, foi 
notoriamente profunda e renovadora, apesar de se ter 
desenvolvido num período infelizmente tão breve. É 
sobretudo na perspectiva do tempo (apenas são pas­

sados uns dez anos) , que o alcance da sua obra pode 
ser devidamente apreciado . O que há de essencial nas 
ideas acima explanadas, dele o recebi, transmitido 
.com o cunho da sua personalidade, com aquele fervor 
comunicativo que o situa, fundamentalmente, no 
campo da actividade científica pura e desillteressada. 

José Sobastião e Silva 


