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Sur la définition el la structure
des distributions vectorielles®

par J. Sebaslido e Silva

Introduction et plan général. M. L.
ScawarTz appelle distributions vectoriel-
les (i. e., a valeurs dans un espace vecto-
riel E) les applications linéaires continues
de 'espace D (des fonctions numeériques
indéfiniment dérivables a support borné)
dans l'espace E. Cest la une définition
synthétique, immédiate, mais elle est a
l'origine d’'une théorie difficile, qui a exigé
la mise en oeuvre de puissantes ressour-
ces de l'analyse fonctionnelle moderne
(voir [12] et [6], dans la Bibliographie).
Comme les distributions vectorielles inter-
viennent couramment dans les importan-
tes recherches de M. ScawarTz et de ses

éleves sur les équations aux dérivées
partielles et sur d’autres types d’équations
fonctionnelles, la lecture de ces travaux
est rendue de ce fait assez difficile pour
la plupart des physiciens et, méme, des
mathématiciens.

D’autre part, mon article «Sur une
construction axiomatique des distribu-
tions» [16], dont I'un des buts était juste-
ment de rendre plus acessible la théorie
des distributions scalaires, a été écrit
beaucoup plus comme un travail de

(*) Extraido de um trabalho a publicar na
revista «Portugaliae Mathematicas.
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recherche que comme un exposé didacti-
que, ce qui rend peu commode sa lecture,
en masquant, par une formulation trop
abstraite, le caractére foncierement élé-
mentaire et facile de cette construction.
Cest pourquoi j'expose ici des prélimi-
naires assez détaillés (n.° 2): le lecteur
moins informé y trouvera tout I'essentiel
de la théorie algébrique des distributions,
généralisée au cas des distributions vec-
torielles.

Or, en rédigeant cet article [16], je me
suis aper¢u que les mémes méthodes
pourraient s'appliquer, avec avantage,
au cas des distributions vectorielles. Une
seule difficulté essentielle se présentait dans
ce cas: tandis que toute distribution sca-
laire s’exprime, localement, comme déri-
vée généralisée, d’'ordre fini, d’'une fonction
continue, cela n’est plus vrai, en général,
pour les distributions vectorielles. Cepen-
dant M. A. GROTHENDIECK [4] s’était trouveé
devant une difficulté exactement analogue,
dans la recherche des applications linéai-
res continues de certains espaces de fonc-
tions holomorphes, dans un espace
localement convexe E (complet), et il
I'a résolue au moyen de sa notion de
«fonction holomorphe au sens large a
valeurs dans E». Il ne s’agit plus la de
vraies fonctions a valeurs dans E, mais
de fonctions a valeurs dans des espaces de
Bavaca E,, dont E se compose (comme
sous-espace du produit des E.); mais
cette désignation est suggestive et, au
fond, naturelle.

Donc, nous n’avons qu’a suivre un che-
min tout a fait parallele: les distributions
T au sens large, telles que nous les défi-
nissons ici (n° 6) résolvent, d'une fagon
naturelle et directe, Je probléme de la
détermination des applications linéaires con-
tinues des espaces O, C%, elc. dans un
espace localement complet E; deux formu-
les simples établissent alors une corres-

pondance biunivoque © - T entre ces
applications ® et ces distributions T
(voir théorémes 4.1 et 7.1). Comme con-
séquence de ces théorémes on retrouve,
d'une fagon presque élémentaire, le célé-
bre «théoréeme des noyaux» de SCHWARTZ.

Il conviendra de commencer par donner
ici un aper¢u de cette orientation. Soit
d’abord E un espace de BavacH et consi-
dérons l'espace Dk des fonctions numé-
riques ¢(x) d’'une variable, indéfiniment
dérivables et nwulles en dehors d’'un inter-
valle borné K=[a,b]. On démontre alors
que 'expression générale des applications
linéaires continues ® de Dx dans E est:

L1)  @p=(—1y f”f(x)cp(x)doc,.

pour toute ¢ € Dk,

ou f est une fonction continue dans [a,6],
a valeurs dans E, et » un entier >0,
le couple (f,n) dépendant de © (mais
pas de fagon univoque). En particulier, il
peut arriver que la fonction f soit # fois
continiment différentiable; alors, en inté-
grant par parties, la formule (1.1) peut
s'écrire plus simplement:

L2) ©p= f"fW(x)q»(x)dx,

puisque 2 s’annulle, ainsi que toutes ses
dérivées, aux points a@,b. Dans ce cas,
Lapplication O est représentée, uniquement,
par une fonction continue, F = {®) = Dr-{,

Dans le cas opposé, la formule (1.2)
n’est plus applicable, la dérivée f™» de f
n’existant pas comme fonction. Mais on
peut convenir de désigner par f® la
classe de tous les possibles couples
(fiym), (fa,7),--- (constitués par une
fonction continue dans K a valeurs dans
E et par un entier >0), qui déterminent,
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pour toute ¢ 6 Dk,

ou f est une fonction continue dans [a,5],
a valeurs dans E, et » un entier >0,
le couple (f,#n) dépendant de © (mais
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d’apres (1.1), la méme application ©;(1)
et cette classe de couples’ (f,#), que 'on
pourra nommer, par convention, la dérivée
généralisée d'ordre n de la fonction f, sera
dite une «distribution dans K a valeurs
dans E». Dans ces cas, done, l'application
O sera représentée par la distribution unit-
que F = f®. (Pour commodité, les fonec-
tions continues f= f©® seront dites aussi
distributions). La formule (1. 2) peut main-
tenant s'interpréter comme une simple
abréviation de (1.1); mais on peut aussi
la justifier par une généralisation natu-
relle du concept d’intégrale.

Soit maintenant E un espace locale-
ment convexe complet, quelconque; alors
E se «compose» d’'une infinité d’espaces
de Banacu E, (n.° 6) et 'expression géné-
rale des applications linéaires continues
® de Dk dans E devient un peu plus
compliquée: pour toute ¢e Dk, la com-
posante (®9), du vecteur ® ¢ de E, dans
chacun des espaces E., sera donnée par
une formule du type:

©9). = f T.(%)0 (%) dx,

ot T, est une distribution dans K a
valeurs dans E,, dérivée D® f, d’une
fonction continue dans K a valeurs dans
E. (n., et f, dépendant de © et de a).
Dans ce cas genéral, donc, lapplication ©
seva représentée par le systéme T = (T,) de
distributions, que nous appelons une «distri-
bution au sens large dans K, a valeurs

() On démontre aisément que pour que deux
tels couples (f,») et (g,m), avec m>n, déter-
minent d’aprés (1.1) la méme application o, il
faut et il suffit que & admette au sens usuelle
dérivée g™ continue, différant de f au plus
par un polynéme de degré >#n. Le parallele
avec les nombres rationnels, congus comme clas-
ses de couples d’entiers, est toujours ici efficace,
par 'analogie frappante des situations.

dans E». Nous dirons alors que T est
la «distribution indicatrice» de 'opérateur
0, par analogie avec les «fonctions indi-
catrices» des fonctionnelles analytiques
de L. Faxrappit,

Cette notion de «distribution au sens
large» n’est pas nécessaire pour certaines
catégories d’espaces E: espaces de Baxacy,
espaces (&) etc.; mais elle s'impose dans
le cas général. D’ailleurs nous abandon-
nons ensuite, pour commodité, le complé-
ment «au sens large», en disant simple-
ment «distribution» en accord avec
M. ScawaRTz. »

Voila l'idée essentielle; tout le rest
n'est que détails techniques, pas trés
compliqueés. Il s’agissait donc de résoudre
un probléme typique d’analyse fonction-
nelle. Sa résolution est évidemment une
des fagons les plus naturelles d’introduire
les distributions, considérées cependant
comme entités formelles, qu'il convient de
distinguer des opérateurs linéaires qu’elles
représentent, de méme qu’il convient de distin-
guer les transformations linéaives dans des
espaces de dimension finie ou hilbertiens, de
leurs représentations matricielles. Cela
devient méme indispensable lorsqu’il y a
des changements de base et, en particu-
lier, dans le cas des distributions sur des
variétés sans élément de volume spécifié

(cf. [3)).

Ce type de probleme de l'analyse fonc-
tionnelle — détermination des applications
lindairves continues d'un espace U dans un
autre espace E —rentre dans une catégo-
rie beaucoup plus générale, concernant
une théorie de GaLors métamathématique,
dont j’ai abordé I'étude en 1945 (cf. [14]) (*):

(1) Je n’ai plus retrouvé l'opportunité de pour-
suivre cette étude, dont une partie seulement est
contenue dans [14]. Mais il me semble important
d’attirer I'attention des mathématiciens sur l'inté-
rét de ces méthodes metamathématiques.
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Pour le cas considéré des espaces vecto-
riels topologiques, la méthode de recher-
che peut s’esquisser rapidement.

On cherche d’abord une base vectoriel-
~topologique de U, c’est-a-dire un systéme
(#,), fini ou infini, de vecteurs u, ,u, ,---
de U, en fonction desquels on puisse

exprimer tout vecteur z de U, au moyen

d’'une «formule de représentation»

v=F [(ul)] )

construite exclusivement a l'aide de no-
tions vectoriels-topologiques définies dans
U («somme», «produit par scalaires» et
«limite»). On vérifie ensuite si cette for-
mulle est respectée, dans sa structure
logique, par n'importe quelle application
linéaire continue ® de U dans E. Cela
étant, si 'on pose ¢, =®u, (pour toute
valeur de }), la formule de représenta-
tion (1.3) donne aussitot

(1.3)

(1.4) @2 =F|(e)], pour tout veU.

Toute application 9 e L (U,E) sera donc,
nécessaivement, de cette forme(2). 1l reste a
voir réciproquement, quelles conditions
devra vérifier un systéme (¢), donné
d’avance dans E, pour que la formule
(1. 4) définisse une application ®e £(U,E);
ces conditions on les trouvent, évidem-
ment, en cherchant les propriéiés vectoriel-
-topologiques de la base (u,) de U qui sont
respectées par toute application ®eL(U,E) et
que l'on devra, par suite, retrouver dans (e,).

Dans le cas fini (espaces R* ou C*) la
formule de représentation la plus simple
est donnée par

(1.5) x"“zamxa, t=1,2,,..,n,

=1

(*) Je désigne par 2 (U,E), avec Boursaxi,
Pespace vectoriel des applications linéaires con-
tinues de U dans E.

ou &, est le symbole de KRrRONECKER
Bu=1 si i=a, 53=0si i50a). Ici le
paramétre générique } devient l'indice «,
prenant les valeurs 1,2,.--,#, auxquel-
les correspondent les vecteurs de base

(@) =(1,0,..-,0), () =
= (0;1 ,0,---,0),---,(’5;,,)=(0,---,0,1).

Dans la formule (1.5), que l'on peut
écrire ¥ = X1 ¥»¢,, en posant x = (x;) et
¢s = (3w), pour a=1,...,2, il n'y a que
la somme des n produits des wvecteurs de
base par les scalaires x, (coordonnées de
x). Mais, dans le cas des espaces de
dimension infinie, on ne peut plus éviter
lopération de limite, souvent déguisée
sous un signe d’intégrale remplagant celui
de somme finie.

On sait que, dans un passage hardi du
fini a l'infini, dans sa systématisation de
la mécanique ondulatoire, M. Dirac a
substitué au J;, de KroNECKER sa fameuse
«fonction» (qui n’est plus d’ailleurs une
fonction) (¥ —a), ou x est la variable
réelle et o« un parametre réel, jouant
resp. les roles de 7 et de « dans d;,; et
il a introduit intuitivement la formule de
représentation

f(x) = f”a(x— ) f(@da,

-

pour toute «fonction» f définie dans R.
Simplement, comme ces ¢ (¥ —«) ne sont
pas des fonctions de x, mais des distri-
butions, ce que M. Dirac a obtenu est en
réalité une formule de représentation pour
les distributions (cf. [16], § 3) exactement
analogue a la formule intégrale de Cavcry
pour les fonctions analytiques (cf. [8), [4],
[5), [15], [18] et [19]).

Or, tandis que notre méthode générale
de recherche s’ajuste parfaitement a ces
espaces de distributions et a certains
espaces de fonctions analytiques, on ne
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peut l'appliquer que par des détours inat-
tendus, au cas d’espaces U de fonctions
indéfiniment dérivables. La raison en est
que, pour la représentation des éléments
de U, il devient plus commode, dans ce
cas, de pendre pour vecteurs de base, des
éléments, étranges a U, des espaces de
Bawace U, dont U se «compose». Et
c’est la bien la vraie origine du concept

de distribution.

Dans une deuxiéme partie de ce travail
je m’occupe de la topologie et de la théorie
de lintégration, pour les distributions
vectorielles considérées au point de vue
direct. Cela conduit a définir l’espace
vectoriel topologique C_(K,E), des dis-
tributions dans un intervalle compact K,
a valeurs dans un espace de B.wacu E,
comme la limite inductive des espaces
normés C,(K,E)=D"C(K,E), et l'es-
pace C_(K,E), des distributions (au sens
large) dans K a valeurs dans un espace
localement convexe complet E, comme
limite projective des espaces C_(K,E,).
Alors on pourra aussi justifier la désig-
nation «distribution au sens large a
valeurs dans E», chacune de ces distri-
butions étant exprimable comme limite
de dérivées formelles de fonctions conti-
nues a valeurs dans E. En particulier
on démontre, d'une facon tout a fait sim-
ple et directe, que les espaces de distri-
butions scalaires considérés sont nucléai-
res.

Enfin, ces résultats s’appliquent a I’étude
des transformations de Fourier et de
LarLacg, pour les distributions vectoriel-
les. En particulier, on pourra définir
I'espace des fonctions holomorphes au sens
large, a valeurs dans E et a croissance
lente a droite (cf. [18]).
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