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Mais je ne m'arréle point & expliquer ceci plus en détail, & cause que
je vous oterois le plaisir de I'apprendre de vous méme, et [ utilité
de cultiver votre esprit en vous y exercant, qui est 8 mon avis la
principale qu'on puisse lirer de cette science.

René Descartes —La Géométrie

SOBRE O CALCULO SIMBOLICO

por José Sebaslido e Silva

Ja desde Lieisniz foram observadas curiosas analo-
gias entre as propriedades formais de certos simbolos
ndo numéricos e as regras de cdlculo elementar. Mas,
por muito tempo, estes factos pouco interesse desper-
taram, considerados como simples coincidéncias a que
nada correspondesse de essencial.

Nio foi senfio em fins do século passado, com os

importantes trabalhos de Heavisioe relativos a inte-
gragdo de vdrios tipos de equagdes diferenciais linea-
res, ligadas a questdes de electrotecnia, que as pos-
sibilidades do chamado «cdlculo simbdlico», como
elegante e fecundo instrumento de descoberta, foram
postas plenamente em evidéncia. Ele revelou-se par-
ticularmente itil na telefonia e na telegrafia a longa
distdncia, e foi, juntamente com o Célculo das Varia-
¢Bes, uma das origens da Andlise Funcional.

Consideremos, & titulo de exemplo, a equagdo linear

ordindria ) com coeficientes constantes

1) aDo+ay Do+ +a,  Dota,o=9,

em que ¢ representa uma fungdo conhecida, ¢ a fun-
¢do incégnita, ay,a,,-:-,a, os coeficientes constantes
da equag8o (reais ou complexos) e Di¢ a derivada de
ordem 7 da fun¢do ¢ (=1,2,---,n). Posto isto, pro-
ponhamo-nos determinar o integral geral da equa-
¢do (1), admitindo que o simbolo D de derivagdo possa
ser tratado com as regras usuais de calculo, aplicdreis
a simbolos numericos; e vejamos até que ponto nos

(1) Os sistemas de equa¢des lineares ordinarias a coeficientes
constantes apresentam-se no estudo dos circuitos eléctricos a cons-
tantes concentradas, enquanto as equag¢des lineares as derivadas
parciais (a coeficientes constantes) se apresentam no estudo dos
circuitos eléctricos a constantes uniformemente distribuidas (caso
da equagdo dos felegrafistas).

pode conduzir este método, ponde de parte, por en-
quanto, preocupagdes de rigor. Comecemos entfo por
dar & equagdo (1) a forma seguinte:
(@ D*+ay D"+ +a,_y D+a,) g=¢
ou ainda
1

@) A ay D" +-ay D"“-l—»~v;+a,,_1D+a,,,.¢'

A expressdo que, no segundo membro desta dltima
igualdade, figura a multiplicar por ¢, apresenta-se
como fungdo racional de D. Utilizemos entdo, a pro-
pdsito, o conhecido processo da decomposi¢do de uma
fungdo racional em soma de fracgdes simples, e, para
maior clareza, comecemos por supor que as raizes
a0y, 0y, daequagdo ag2" +a,2" 4 -+ @,y 2+ a,=0
(chamada a equagdo caracteristica de (1)) sdo todas
simples. Como se sabe, serd possivel calcular ent3o

n nimeros k,,ky,---,k, tais que
1 I,
ag2"+ay 2"t ta,_ 2+a, %
ks k
+ +oedt——;
z—a z—a,

o que imediatamente nos sugere a ideia de dar & ex-
pressdo (2) a forma

3 Iy k,
@ e~pttp vttt ¢
Se, por outro lado, fizermos

k; .
@ ?‘=D—a;¢ (@=1,2,--+,n),

vird

Dg—o;i=k;¢ (1=1,2,:--,n)
ou ainda, em notagdo mais usual,
#@—aue @ =ky() (=1,2,",n).
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Mas estas n3o s3o mais do que equagdes diferen-
ciais lineares de 1.2 ordem, cujos integrais gerais séo
dados, como se sabe, pelas férmulas

a
) o @) =keus fexit () di+cens (1=1,2,---n),
a

em que c; representa uma constante arbitriria e a
um ponto do dominio da fungdo ¢, escolhido como
origem das integragdes.

Ter-se-4 portanto, atendendo a (3), (4), (5) :

7

¢ (2)= 2 (%; elmfze-ﬁiw (&) dt+c; exiz) .

=1
Para passar agora ao caso geral, observemos que,
se representarmos por « um nimero complexo qual-
quer, e se pusermos

Xy
(»—D)

1 o1 1
a—Dq”Zﬁ'=a—Dm’ v _DXv—1

donde, por indugdo, e atendendo aos resultados prece-

(V=1;2)3) )7
vird

2

dentes, - ty-1
%y (2) _=_e"“4fdt1fdt2 »--fe_”“q’ () dt, +
a a a

+c4 Vledz ... _|_ Cy—y 2€%54-c, %7
ou ainda, aplicando repetidamente o método da inte-
gragdo por partes,

1 )
Yy (Z)E(v—_ﬁ / (z—1)v1 ex(+1) § (¢) de+-
a
+ (e V14 o +ev-1 2+0v) €22,

Este resuitado permitir-nos-4 construir, como ante-
riormente, o integral geral de (1), no caso em que a
equagdo caracteristica admita raizes multiplas, visto
que, em tal caso, a fung¢fio racional de D que figura
no segundo membro de (2) admitird uma decomposi-

¢do do tipo A
oy~ .
2‘ (a—D)>

Ora o que é verdadeiramenté belo é que, por veri-
ficagdo directa em (1), a expressio assim obtida, re-
sulta ser efectivamente o integral geral da equagdo
proposta. Em particular, para ¢=0, reencontra-se a
férmula que nos cursos cldssicos costuma ser indicada
para a integra¢do da equag¢do homogénea a coeficien-
tes constantes. E claro que, para {0, se poderia
usar ainda o método de LieraNgE; mas o processo
agora indicado é mais simples e elegante.

Os factos a que acabamos de nos referir fazem re-
cordar, por uma natural associagdo de ideias, o que
se passou, por exemplo, a respeito da introducio dos

nimeros imagindrios em Matemdtica. Com o auxilio
de tais nimeros (que chegaram a ser tidos na conta
de diabélicos), tornou-se ficil dominar vérias questoes
relativas aos niumeros reais, como a resolugdo algé-
brica das equagdes de 3.° e 4.° grau, as quais de outro
modo nfo fora possivel resolver. O simbolo ¢, intro-
duzido para designar uma inexistente, imagindiria raiz
da equagdo x24+1=0, s6 muito mais tarde veio a re-
ceber uma interpretagdo geométrica adequada (que
ndo era -de nenhum modo indispensdvel como garan-
tia de rigor 16gico) ; e, todavia, tratando aquele sim-
bolo como se fosse realmente wm nimero, obtinham-se
resultados positivos, com uma elegincia por vezes
prodigiosa.

No exemplo anterior fomos levados a considerar uma
Jungdo racional _do simbolo.D®. Passando porém a
equagdes as derivadas parciais (lineares, a coeficien-
tes constantes), como por ex. a equagdo da propaga-
¢@o do calor, no caso simples

D, T—a®D:T=0 (—co <z <+00);

a téenica do cdlculo simbdlico tornou-se ainda mais
audaciosa, e chegou a utilizar fungdes ¢rracionais e

transcendentes do simbolo D, tais como &, /D,
etc., etc., servindo-se de desenvolvimentos em séries
de poténcias de D ou D™, sem a minima preocupagio
de rigor. .

A verificagio directa vinha, com frequéncia, con-
firmar a justeza da solugfo, obtida de modo t3o aven-
turoso ; mas ndo raramente se acabava por esbarrar
em insucessos ou paradoxos que refreavam o entu-
siasmo inicial e faziam desejar uma delimitag¢do rigo-
rosa das condigdes de aplicabilidade do método em
questgo.

‘Tornava-se pois necessario dar uma base' de racio-
nalidade ao que n3o passava de método empirico,
conquanto fecundo.® E eram primeiro que tudo razdes
de ordem prdtica que o exigiam: principalmente a
necessidade de evitar perdas de energia em tentativas
imiteis ou em verificagOes por vezes laboriosissimas.
Vidrios esforgos foram empregados neste sentido de
racionaliza¢do: por um lado, foi-se levado a conden-
sar todo o método simbdlico no uso da transformagio .
de Larrace®; por outro lado, procurou-se uma jus-
tificagdo mais directa do cdlculo operatédrio, respei-
tando na medida do possivel o seu espirito original.

(1) Este porém, ao contrario do que sucedia com o simbolo %,
é j4 inicialmente provido dum significado preciso. -

(2) Aos matematicos impacientes que lhe pediam uma teoria
do seu método, HEAVISIDE respondia: «Para comer eu ndo pre-
eiso de conhecer a teoria da digestion. Todavia ele morreu de-
siludido e semi-louco, em grande parte por causa das criticas
recebidas.

() No préximo niimero darei indicagdes bibliograficas sobre o
calculo simbélico em geral.
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A segunda categoria pertence a tentativa de justi-
ficagdo do cdlculo simbélico do Prof. L. Fainraeeit,
como aplicagdo da sua teoria dos funcionais analiticos.
Esta, por sua vz, nasceu como aplicagio, ao campo
das fungOes analiticas, dos métodos da Andlise fun-
cional instituidos por V. Vorterra e por S. PiNncHERLE
em fins do século passado.

Nogdo russelliana de tipo. Analise funcional e

Analise geral. Observemos que, no caso simples do
exemplo anterior, o cdlculo simbdlico pode justificar-se
por meio de consideragdes muito elementares. Convird
entretanto aproveitar esta oportunidade para recor-
dar e por em foco vérios conceitos fundamentais que
deverdo ser utilizados mais adiante.

Sejom A, B dois conjuntos, finitos ou infinitos,
constituidos por entidades cuja natureza deixaremos
por enquanto indeterminada. Diremos definida uma
correspondéncia univoca, &, entre os elementos de A e
os elementos de B, ou, mais simplesmente, uma trans-
Jormagdo univoca ® de A em B, quando se tenha
estabelecido um critério, pelo qual fique associado a
cada elemento = de 4 um determinado elemento y
de B, chamado imagem ou transformado de x por
meio de @ e representivel por ¢ (x) ou ®x.. Duas
transformagGes univocas ® ,¥ de A com B serio con-
sideradas idénticas, se, e sé se, for verificada a con-
digdo:

@ (x)=Y¥ (v),
qualquer que seja o elemento x de 4.

Para exprimir este facto poderd escrever-se indife-

rentemente

o=¥, ¢ (x)=¥ (), ¢(x)=¥(z),

As transformagdes univocas ® de A em B s3o ainda
chamadas operadores univocos, operagdes unitarias uni-
vocas ou fungdes univocas duma varidvel, de dominio A
e de contradominio B. Os elementos x de A serfo
chamados objectos ou dados da operagdo @, e os ele-
mentos ¢ (x) de B, resultados da operagdo ®.

Em particular, 4 pode coincidir com B: neste caso
tratar-se-4 de transformagdes univocas do conjunto A
em st mesmo.

Particularizemos agora, em sucessivos exemplos, a
natureza dos elementos de 4 e de B:

1) — Suponhamos que A é o conjunto dos nimeros
reais e que B=A. Transformagdes univocas do con-
junto 4 em si mesmo s3o, p. ex. o operador sen, o
operador 3/~, a fun¢do ¢ dada pela formula ¢ (x) =
=3 (z—1)?, etc, etc.; mas ndo ji o operador log ou
o operador ¢ dado por ¢ (x) =+ ¥/ «*—1, os quais
880 definidos somente numa parte de 4.

2) — Suponhamos agora que o conjunto A é cons-
tituido por todas as fungdes derivaveis até qualquer
ordem, num mesmo dominio; e seja ainda B=A. Exem-
plo duma transformag8o univoca do conjunto A4 em si
mesmo 6, neste caso, o operador de derivagdo, D, o
qual faz corresponder a cada fungdo ¢ pertencente a 4
uma determinada fun¢3o ¢' pertencente ainda a A.
Mas tal operador jd ndo é definido, p. ex., no conjunto
das fungdes continuas.

3) — Seja agora A o conjunto das fungdes integra-
veis num mesmo intervalo (a,b) e B o conjunto dos
numeros reais. Exemplo duma transformagdo univoca
de A em B serd, neste caso, o operador de integragdo,
que faz corresponder a cada func¢io ¢ do conjunto 4

b
o mimero real y= ['¢ (¢) dt.

4) —Seja finalmente A o conjunto dos nimeros
reais e B o conjunto das fungdes reais definidas no
intervalo (— oo, + o0). Uma transformag3o univoca
de A em B é, neste caso, p. ex. aquela que faz cor-
responder a cada elemento x de 4 a fun¢lo ¢, defi-
nida por ¢, (y) =senyfx (costuma dizer-se, neste
caso, que ¢, 6 uma funglo dependente do parime-
tro x; substancialmente trata-se duma func¢io de
duas varigveis).

Ora é de notar que, enquanto no primeiro caso se
apresentam operadores que transformam nimeros em
nimeros (isto é, operagdes cujos dados s3o nimeros e
cujos resultados sdo ainda mimeros), nos casos restan-
tes trata-se de transformagGes de natureza mais com-
plexa: operadores que transformam jfungdes em fun-

goes, operadores que transformam fungdes em nimeros

e operadores que transformam nidmeros em fungdes.
No caso considerado em 1), os operadores dir-se-do
de tipo 1 a respeito do conjunto dos numeros reais;
nos casos restantes, dir-se-3o de tipo 2 a respeito do
mesmo conjunto. Poder-se-3, naturalmente, prosse-
guir na elevago de tipo, considerando p. ex. opera-
dores que transformem operadores de tipo 2 em nu-
meros ou em operadores de tipo 1, ete., ete. @. Logi-
camente nenhuma limitag8o se apresenta, e poderd
mesmo prosseguir-se no transfinito.

O que importa é n3o confundir fungdes de tipo 2,
com fungdes compostas. Quando, p. ex., se pde

1
Y= fq; (¢) dt, supondo ¢ variavel, pode dizer-se que  é
0

Sfungdo da fungdo ¢; pois que, p. ex., afunc¢do ¢(x)=x?+1,
corresponderd o numero y=4/3; & fung¢do ¢ (x) =
=+y1+3z, corresponderdi o numero y=—14/9,

1) Dum modo geral, o tipo duma operagdo serd imediata-
mente superior aos tipos dos seus dados e dos seus resultados.
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ete., etc. Mas n3o se poderd de nenhum modo dizer
que y ¢ fungdo da varidvel ¢, a qual, por isso mesmo,
recebe neste caso o nome de varidvel aparente. Nio
convird portanto usar aqui a notaglo y=o [¢ ()] .-
Para evitar confusfes com as fungdes compostas,
costuma escrever-se entdo a varidvel ¢ como indice
de ¢, isto é:
y==[o (9)]5

ou mais simplesmente ainda
y=2(9)-

Infelizmente, a palavra «fun¢fo» costuma ser usada
em duas acepgdes diversas: no sentido de «varidvel
dependente» e no sentido de «operador»; dai, em
grande parte, as dificuldades conceituais que a And-

‘lise funcional apresenta ao principiante.

O conceito de tipo 1égico foi introduzido por Ber-
TraND RusseLL, com o objectivo de resolver os parado-
xos da teoria dos conjuntos. A intervengfo déste
conceito em Andlise funcional é de tal modo essencial,
que ndo se pode deixar de pd-lo em evidéncia. Pode
bem dizer-se que a distingdo fundamental entre a

Aniglise cldssica e a Andlise funcional estd em que,
enquanto a primeira se ocupa predominantemente de
numeros ou de operagdes sObre numeros, a segunda se
dedica sistematicamente ao estudo de operagdes de
tipo superior.

Mas comega, por outro lado, a fazer-se sentir a ne-
cessidade duma sintese, que resolva o antagonismo
entre a Andlise cldssica e a Andlise funcional, e res-
titua & Matemdtica aquela unidade que tem sido sem-~
pre o seu ideal. E é assim que surge, por obra de
M. Frécmer e de M. H. Moorg, a Andlise geral, cujo
método consiste precisamente em deixar indetermi-
nada a natureza dos elementos sdbre os quais incidem

as operagoes, fixando apenas, por meio de condigGes

mais ou menos largas (axiomas, no sentido moderno
da palavra) propriedades ldgicas, formais, das rela-
¢Oes definidas entre tais elementos. Estes podem, ser
mimeros, fungdes, etc. A orientagdo da Analise geral
é portanto aquela orientaglo awmiomatica, formal ou
abstracta que caracteriza todo o movimento da Mate-
mética moderna, desde a Algebra 4 Topologia e &
Légiea matemgtica.
(Continua)
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Il. Sobre o Célculo Simbélico

{continuagdo do n.° 3l}
por José Sebasligo e Silva

Produto de operadores. Consideremos trés con-
juntos A, B, C quaisquer, e sejam: ®, uma transfor-
magdo univoca de 4 em B; ¥, uma transformagio
univoca de B em C. Chama-se produto de @ por ¥,
e representa-se por ®.¥ (ou simplesmente por ®¥),
aquela transformag3o univoca de 4 em C que equivale
a aplicar sucessivamente ¥,® (primeiro ¥ e depois d);
isto é, em simbolos:

(@.9) (x) =@ (¥ (x)), paracada zed.®

(1) A expressio zgd deve ler-se aqui «X pertencente a A».

E claro que, em particular, os conjuntos 4,B,C
podem coincidir entre si.

Exemplo: Se representarmos por H a classe dos
seres humanos e escrevermos «y=pad ©» como abre-
viatura de «y € pai de x» e «y=mad x» como abrevia-
tura de «y € mdede x» (designando por w,y elementos
indeterminados de H, sem disting8o de sexo), é claro
que os simbolos pad ,mad representardo operadores
definidos pelo menos numa parte H* de H—opera-
dores que fazem -corresponder a cala elemente =
de H* um e um s6 elemento (padx ou madx) de H.
Ora é ficil ver que o produto pad . mad n3o é mais do
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Y

que o operador correspondente & expressdo «avd
materno de», pois que, por defini¢do:

(pad.
enquanto o produto mad . pa
dente 4 expressio «avé paterna dew. E vé-se ime-
diatamente que

mad

o que basta para pOr em evidéncia este facto de
notdvel interesse em Matematica: que a multipli-
cagdo entre operadores nio €, no caso geral, uma opera-
¢do comuta

Dir-se-4 que dois operadores @, V¥ sfo permutdvers,
quando se tiver, excepcionalmente, dW=¥a. '

Exemplos: 1) As fungdes numéricas ¢ (x) =x—1,
¢ (&) =%/z, que constituem, manifestamente, trans-
formagGes univocas do conjunto dos numeros reais
em si mesmo, n3o s3o permutdveis®, pois que
se tem o (¢ (1) ="/=—1, § (¢ (2))=%=—1, e por-
tanto ¢.¢~¢.¢ (isto é, as operagdes de «subtrair
uma unidade» e de «extrair a raiz cubica» nfo sio
permutédveis). Mas se pusermos ¢ () =z, § () =
=ua? serd ¢.¢=¢.¢, pois que se tem Vai=(Yx)
(isto é, as operagOes de «extrair a raiz cubica» e de
«elevar ao quadrado» s3o permutdveis).

2) Seja A um conjunto formado por 4 elementos,
que designaremos por a,b,c,d. Uma transformagdo
univoca do conjunto A em simesmo ¥ serd, por exem-
plo, o operador ¢ assim definido: o (a)
o(c)=b,c(d)=a; ou, mais condensadamente, con-
forme a notagdo usual da teoria de Garvos:

b ¢ b
G =

a b c
formada por meio de o). Uma outra transformagio
univoca do conjunto 4 em si mesmo serd, por exem-

a
d> (por cima de cada letra a sua trans-

plo, o operador 0=< . er-se-4 entdo

a b c d
a c b b b a b d
ee=(a b e d>’ ec=<a b e d) e, portanto,
sb+06s. Mas ji, por exemplo, os operadores

c a d e\ . .
sdo permutdvels, como
a a b.c d

é ficil verificar.

(1) Convém notar que, no caso das fun¢Ses numéricas, se
apresentam dois conceitos ndo equivalentes de produto de duas
fungbes @, 4!: 1) o produto de ¢ por d/ é a fung¢do ) tal que
(@) =9 () .{ () [conceito usual]; 2) o produto de ¢ por ¢
é afungiio O tal que O(x)=¢ (q* (z)) [conceito aquiconsiderado].
Para os distinguir, chamaremos ao primeiro produto elementar e ao
segundo produto operatdrio.

(2 B facil ver que entre o conjunto 4 e ele mesmo se podem
definir ao todo 4'=256 transforma¢des univocas.

Todavia, a multiplicagdio entre operadores
uma opera
=(®v¥) 0, quaisquer que sejam os operadores ®, ¥, ©
e os conjuntos entre os quais &les operam; podendo es-
crever-se entio mais simplesmente ®¥0O em vez de
®(¥0) oude (P¥)6.

Observa
usa a notagdo @, é comodo dizer que ®x representa
o produto do operador ® pelo elemento = . No resultars-
dai qualquer inconveniente, mas apenas vantagem,
desde que se evite  confusfio entre o simbolo de ope-
rador

Poténcias de operadores. Do anterior conceito de
produto de operadores resulta imediatamente uma natu-
ral defini¢8o de poténcia &* dum operador @ (com n
inteiro > 1). Serd, por defini¢do:

=@ .d...d (n vezes).

Assim, por exemplo, se representarmos por- D o
operador de derivagdo, serd D" a operagio que con-
siste em derivar n vezes sucessivas (derivagdo de
ordem n). Analogamente, o simbolo pad" designard,
segundo as convengdes precedentes, o operador corres-
pondente & expressdo «o n-ésimo antepassado em linkha
masculina de». Outro exemplo: se for ¢ (v) =y/1—=,
serd
(@) =V1— Y1z, ¢ (@) ‘E’V1 V1= 1=z, ete..

Por outro lado, é natural por ainda, por definigdo :
¢l=a, qualquer que seja o operador @.

Finalmente, é natural convencionar que a poténcia
de expoente 0 dum operador ® qualquer seja o opera-
dor idéntico (ou identidade), isto é, aquele operador
que faz corresponder a cada elemento = o mesmo
elemento «; operador que representaremos por I.
De acordo com tal convencgo estd o facto de se dizer
que a derivada de ordem 0 de qualquer fungdo ¢ é a
prépria fungio ¢, o que, simbdlicamente, se exprime
déste modo: D°p=¢ (isto é D°=I).

Todas as anteriores defini¢gdes de poténcia podem
manifestamente resumir-se no seguinte esquema de
recorréncia: '=7I;0"*!=9" 0. E é ficil ainda
demonstrar as propriedades: @™ "= @" d" = pmtn,
(¥™)"=qmn as quais resultam de associatividade da
multiplicag3o.

Soma de operadores. O conceito de soma ¢ +W¥ de
dois operadores ®,¥ (com um mesmo dominio A4 e

M E preciso nio perder de vista que, no caso das fun-
¢bes numéricas, teremos dois conceitos
dentes aos dois conceitos de produto atrds citados. Assim,
por exemplo, a expressio sen’z é susceptivel de dols significa-
dos diversos: 1) sen®z=senx.senxz.senz [significado. usual];
2) sen® z =sen (sen (sen «)) [conceito aqui considerado].
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um mesmo contradominio B) sé costuma apresen-
tar-se. de modo natural, quando o conceito de adigdo
se encontre ji definido a respeito dos elementos de B .
Em tal hipétese, chama-se soma de ® com ¥, e re-
presenta-se por ®+V¥, aquele operador que faz corres-
ponder a cada elemento = de A o elemento dx+¥x
de Bj isto ¢, em simbolos

(@+¥) x = dx+¥x, para cada xe 4.

No caso das fungdes numéricas tal conceito coincide
manifestamente com aquele usual. Assim, por exem-
plo, a soma das fun¢des ¢,¢ dadas pelas expressdes
oo =y at—1,{z=e"sen = é a funglo ¢+¢ dada pela
expressdo (p+¢) e =y x*—1+e*senx.

Por outro lado, visto que entre as fungdes numéri-
cas se encontra assim definida uma adigHo, ¢ claro
que tambem, pelo mesmo processo, ficard definida uma
adigBo entre os operadores que operam sgbre fungGes
numéricas (operadores de tipo 2) ; e assim sucessiva-
mente. Ter-se-a, por exemplo, segundo a definig3o
geral (representando por ¢ uma qualquer fun¢do de-

rivdvel) :
(D3+D+1) g = D3¢+ De+g.

N&o fard porém sentido falar, por exemplo, da soma
dos operadores pad ,mad atrds considerados, por isso
mesmo que ndo estd definida nenhuma adi¢3o entre
seres humanos (isto é, nenhuma operagio que faca
corresponder a cada par de pessoas «,y uma deter-
minada pessoa x+y chamada soma das duas pri-
meiras).

Mas ja faz sentido falar da soma das fungdes nimero
de irmdos de x, numero de irmds de x, definidas
em H, mas de contradominio numérico (dados: seres
hkumanos ; resultados: nimeros).

E f4cil agora verificar o seguinte facto importante :
Se a adigdo definida em B € associativa, comutativa e
tnvertivel M, o mesmo acontecerd a respeito da adigdo
por ela induzida entre,os operadores de contradominio B.

Ocorre ainda preguntar se a multiplica¢fo atrds de-
finida entre operadores é distributiva respeito da adi¢do
agoraintroduzida entre os mesmos ; isto é, se as igual-
dades © (¥+0)=0o¥+20, (¢0+¥)O0=00+¥0 tém
lugar quaisquer que sejam as transformagdes univocas
@, ¥, 0 de A em si mesmo (supondo definida em 4 uma
adi¢do). Ora, como o leitor pode facilmente consta-
tar, tal propriedade ndo se verifica mo caso geral®,
mas ela verifica-se, com certeza, se nos limitarmos a

(1) Chamamos naturalmente invertidilidade da adigdo & possi-
bilidade de subtrac¢io em qualquer caso.

2) £ todavia ficil ver que a segunda igualdade, (p+v) @=
= o0+ w0 (distridutividade & direita) se verifica em qualquer
caso.

familia daqueles operadores ® que satisfazem & con-
digdo
o (z+y) =dx+dy,

quaisquer que sejam os elementos x,y de 4; opera-
dores que diremos distributivos a respeito da adig3o.

Exemplo notdvel dum operador (de tipo 2) distribu-
tivo a respeito da adi¢3o é, precisamente, o operador
de derivagdo, pois que se tem: D(p+¢)=De+ D¢
quaisquer que sejam as func¢des derivdveis ¢, ¢. Mas
j4 ndo é distributivo a respeito da adigdo, por exem-
plo, o operador © assim definido: @, ¢(x)=[D, ¢(x)]%
Distributivos a respeito da adi¢fo s3o ainda os ope-
radores M da forma M, ¢ (x)=v(x).¢ (x), em que
v () representa uma fungfo fixada arbitrariamente.
E interessante observar que os operadores desta forma
nfo sio permutdveis com D.

Operadores numéricos. Entre os operadores defi-
nidos em campos numéricos ou funcionais figuram,
em primeiro lugar, os multiplicadores numéricos. Seja,
por exemplo, & o conjunto das fungdes reais definidas
num mesmo intervalo: todo o numero real a fars cor-
responder a-cada fun¢do f pertencente a & a func¢lo
a . f pertencente ainda a . Déste modo, cada
numero real a definird uma transformag¢io univoca
de & em si-mesmo, de tal maneira que :

1) A soma dos operadores definidos por dois nime-
ros a,b coincide com o operador definido pelo nimero
a+b; pois que se tem af+bf=(a+d)f, qualquer
que seja fe &.

2) O produto dos operadores definidos pelos niime-
ros a,b coincide com o operador definido pelo nimero
a.b; pois que se tem a (bf)=(ab)f, qualquer que
seja fe &.

3) O operador definido pelo nimero 1 coincide com
a operagdo idéntica, I.

Nestas condigdes, n3o haverd qualquer inconve-
niente em confundir os nimeros com os operadores
por éles definidos (como multiplicadores). Assim,
por exemplo, o simbolo 2/3 representard indiferente-
mente o ndmero 2/3 ou aquele operador que faz cor-
responder .a cada fungdo f a fun¢lo 2/3f, etc.
Analogamente, o operador idéntico I poderd confun-
dir-se com o ndmero 1 e o operador nulo com o
nimero 0. Por outro lado, ficard automdticamente
estabelecido o que deva entender-se por soma a+®
dum nimero a com um operador ®, por produto a.®

() B claro que consideramos aqui como produto dum nimero a
por wma fungdo f a fun¢io a.f assim definida: (a.f)(@)=a.f(x).
Também é manifesto que as considera¢des aqui desenvolvidas
se aplicam, mutatis mutandis,aos conjuntos de fungdes complexas
de varidvel complexa definidas num mesmo dominio: entio os
muitiplicadores numéricos serio nimeros complexos.
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dum nimero a por um operador ® e por produto @.a
dum operador ® por um ndmero a—uma vez estabele-
cido que os ‘niimeros se podem conceber como opera-
dores.

[Para concretizar ideas, tomemos para exemplo um
circuito eléctrico simples, com uma resisténcia r,
uma indutincia I e uma férga electromotriz & (9,
funcio do tempo. A intensidade &(f) da corrente
deste circuito deve, como se sabe, verificar a equagdo

d
diferencial » g () +{ 77 9 (/) =6 (t), ou seja, mais

condensadamente : (r+!D)g§=¢. Se entdo puzermos
r+! D=0, vird ® §=§, e podemos dizer, por analo-
gia com a lei de OAm, que o operador ®—soma do
operador numeérico r com o operador diferencial 1D —
representa a resisténcia funcional do circuito conside-
rado. Mas é preciso ndo esquecer que nem &, J sdo
nimeros (mas sim fungdes), nem © é um coeficiente
numérico, tal como 7] .

Posto isto, poderemos ji definir fung¢do racional
inteira dum operador ®. Daremos &sse nome a toda
a fungdo de ® que se exprima por meio dum mimero
finito de sucessivas adigles e multiplicagdes a partir
de @ e de constantes numéricas.

O que desde logo ocorre preguntar é se é licito
tratar as fungdes racionais inteiras de operadores com
as mesmas regras que se usam para as funges racio-
nais inteiras de varidveis numéricas V), e se, em par-

‘ticular, toda a fun¢3o racional inteira de @ é reduti--

vel 4 forma dum polinémio inteiro em &:
a, ¥ +a, 4. Fa,y PFa,

(em que a,, a,,.. ., a, designam constantes numéricas
arbitrdrias e » um ndmero natural qualquer).

Ora, como se pode ver ficilmente, a resposta € nega-
tiva no caso geral, mas afirmativa se nos limitarmos
_classe da queles opéradores @ que verificam as condigdes

sequintes : 1) @ (f+g)=0f+dg; 2) ¢ (af)=a (vf),
quaisquer que sejam o nimero a e as fungdes f,g
-pertencentes ao dominio de ®. A primeira desias
propriedades ji.sabemos que se exprime dizendo que
® & distributivo a respeito da adigio ; quanto 3 segunda
ela exprime-se, naturalmente, dizendo que ® ¢ per-
mutdve! com os multiplicadores numéricos [podiamos
escrever mais simplesmente da=a® em vezde @ (a f)=
=a (¢ f)]; finalmente, as propriedades 1), 2), verifi-
cadas conjuntamente, exprimem-se dizendo que o
operador @ é linear.

Exemplo notdvel dum operador linear é, precisa-

(1) Deter-nos-emos oportunamente sébre o sentido preciso desta
questio. Trata-se agora apenas de sugerir o problema.

mente, o operador de deriva¢do, D, pois que, além
de ser, como jd vimos, distributivo a respeito de
adlgao, éle é ainda permutivel com os factores numé-
ricos [D (af)=a (Df), qualquer que sejam o nimero
a e a fungdo derivdvel f]. Déste modo, todas as
regras aplicdveis 4s fungBes 1acionais inteiras duma
varidvel numérica, sero ainda apliciveis s fungdes
racionais inteiras do simbolo D, Assim, por exem-
plo, ter-se-a:

(D*+2D—3) (D*—2D—3)=Dt—10 D24+9; Di—
—5 D—36=(D—3) (D +3) (D—21) (D+23), etc., etc.

Exemplos de operadores lineares sdo os préprios
operadores numericos. Tem-se, com efeito:1) a (f+g)=
=af+ag; 2) a(df)=> (af), quaisquer que sejam as
fungbes f,g e os mimeros a.,b.

Outro exemplo de linearidade é-nos dado pelos
operadores M atrds citados.

Todavia, nés aqui limitdmo-nos a definir o concelto
.de linearidade para operadores cujos dominio e con-
tradominio s8o constituidos por fungdes ¥. Ora a ver-
dade é que tal conceito se estende fecundamente a
muitos outros campos, e se quizermos, por uma racio-
‘nal medida de economia de pensamento, abragar
numa mesma teoria o maior nimero possivel de domi-
nios, devemos manter-nos fidis ao método da Anilise
Geral: abstrair completamente da natureza dos entes
que constituem os dados e os resultudos dos operadores,
retendo apenas as propriedades formais de certas rela-
¢es definidas entre esses entes (por exemplo, as pro-
priedades formais da adig¢3o).

E-se déste modo levado, naturalmente, ao conceito
abstracto de. sistema vectorial.

Observe bem .o leitor como o conceito que vamos definir
(para o qual se adoptou a designagio ¢sistema vectorials) corres-
ponde exactamente ao fim que nos propomos atingir. Ele permi-
tird definir com a maxima amplitude possivel o conceito de
linearidade, conservando o que nd8ste existe de essencial. Em
particular, tornar-se-a licito falar de fungbes racionais (inteiras
ou fraccionarias) de um ou mais operadores lineares permutdveis
entre &i, e aplicar a tais fungdes as regras do célculo algébrico
ordinario.

Quando - depois. se - tratar de definir funcdes irracionais ou
transcendentes de operadores lineares, serd necessario restringir o
conceito de «sistema vecterialn, inserindo nele uma conveniente
nogio de «limiten. Poderemos entio instituir em bases rigoro-

.sas um' caleulo dos operadores lineares, de que serd apenas um

caso particular o cdlculo simbdlico dos electrotécnicos (pelo menos
numa parte em que este é admissivel).

() O conceito estende-se imediatamente ao caso dos operado-
res de dominio e contradominio numéricos ;- mas é ficil ver que
as inicas fun¢des lineares duma variivel numérica sio aquelas
da forma 9x=ax, em que a designa uma constante numérica
arbitraria. Os operadores log, /=, %/~ sen, cog, etc. s&0 notd-
rlamente nZo lineares.
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~ B n3o haverd nisto nada 'de arbitrdrio ou de artificioso.
Tudo tenderid naturalmente para um fim, como o leitor vai ter
acasiio de constatar.

Sistemas vectoriais. ! Por sistema vectorial ou sis-
tema.-de vectores relativo ao corpo real, R, entende-se
toda a classe S de entidades u,v,... de natureza
qualquer, a respeito das quais sejam definidas duas
opéragdes —adigdo e multiplicaglo escalar—de acdrdo
com os preceitos seguintes :

V3) ‘Para todo o par u, v de elementos de S existe

um e um 8¢ elemento de S chamado soma de u com v
e representivel por u+v;

V,). u+v=v+u, quaisquer que sejam u,veS®
(comutatividade) ;

Vi) (u+v)+w=u+(v+w), quaisquer que sejam -

u,v,we S (associatividade) ;

V) Dados dois quaisquer -elementos u,v de S,
existe sempre um e um s8¢ elemento x de S, tal que
u+x=v; podendo escrever-se entio x=v—u (inver-
tibilidade) ;

Vs) Para cada par.a,u formado por um nimero
réal a e por um elemento u de S, existe um e um
86 elemento de S chamado produto de a por u e repre-
sentdvel por a u;

Ve) a (W+V)=au+av;
V1) (a+d) u=au+bv;
Vs) a(dbu)=(abd)u

Vg 1.u=u;

quaisquer que sejam u,veS; a,be R.

As propriedades V; a V4, quando verificadas con-
juntamente, costumam também exprimir-se, dizendo
que a classe S constitue um grupo comutativo ou abe-
liano a respeito da adigBo. De tais propriedades
resulta, em particular, que existird necessiriamente
em S um e um s6 elemento x tal que: u+x=u, qual-
quer que seja u € S. Representaremos por O &ste ele-
mento e chamar-lhe-emos o zero do sistema S.

Os elementos u, v,... do sistema vectorial S serfio
chamados vectores, e os elementos a,b,... do corpo
R serfio chamados escalares .

Na anterior defini¢80, o corpo real R pode ser
substituido por umoutro corpo qualquer, por exem-

(1) Muitos autores usam a designaglo «espago vectorial» ou
-alnda «espag¢o linearn, com o significado que atribuimos aqui a
usistema vectorialn.

"(2) A expressdo «u,v € S» deve ler-se aqui «u,y periencene
tes a S».

3 A razio de tal terminologia estd em que ela sugere anae

logias fecundas com as nogdes do cdlculo vectorial ordinédrio.

plo, o corpo complexo, K, o corpo racional, Ra, etc.,
e assim teremos: sistemas vectoriais relativos ao eorpo
complexo, sistemas vectoriais relativos ao corpo racio-
nal, etc.

Exemplos: a) Um primeiro exemplo dum sistema
vectorial relativo ao corpo real é-nos fornecido pelos
.vectores do cdlculo vectorial elementar. Comeo se sabe,
cada vector é, neste caso, definido por um segmento
orientado AB, isto é, um segmento ao qual se atribui
um determinado sentido de percurso, dizendo-se que
dots segmentos orientados definem o mesmo vector, se, e
s6 se, tém a mesma direcglo, 0 mesmo sentido e o
mesmo comprimento. Por outro lado, sabe-se o que se
entende ent3o por soma de dois vectores (obtida segundo
a regra do paralelogramo) e por produto dum nimero
real por um vector; e é bem fdcil constatar que as
operagdes assim introduzidas verificam as condigGes
Vi aVy.

b) Convencionemos agora chamar vecfor n-dimen-
sional a toda a sucessdo (x;,%;,...,2,) de » nmimeros
reais, chamando soma de dois vectores (x,,%q,...,2,),
(o7 ,5,...,x) Asucessdo (xy+xy,xe+23,...,0,+x))
e produto dum niimero real a por um vector (q, Ly ., L,)
a sucessdo (ax;,ax,,...,ax,). E. fécil ver entdo que
o conjunto R, de todas estas sucessdes (chamadas
agora vectores n-dimensionais). constitue, com as duas
operagdes que nele introduzimos, um sistema de vecto-
Tes relativo ao corpo real. A tal sistema R, di-se o
nome de espago vectorial cartesiano a n dimensdes reais.

Se, em vez de sucessdes de » nimeros reais, conside-
rarmos as sucessdes de » ndimeros complexos, seremos
conduzidos ao conceito de espago vectorial carte-
stano K, , a n dimensdes complexas, o qual constitue,
manifestamente, um sistema vectorial relativo 4o
corpo complexo.

¢) Um outro exemplo dum sistema de vectores rela-
tivo ao corpo real é o conjunto &, j4 atrds conside-
rado, das fungdes reais de varigvel real definidas num
mesmo intervalo, dando &s expressdes «soma f+g de
duas fungdes f,g» e «produto af dum ndmero real a
pela fung@o f» o significado que usualmente lhes &
atribuido. Os wectores s3o portanto, neste caso, as
Sungoes £,8,...

Se, em vez das fungdes reais da varidvel real, con-
siderarmos fung8es complexas da varidvel complexa
(definidas num mesmo dominio), teremos ai um novo
exemplo dum sistema vectorial relativo ao corpo
complexo.

Muitos outros exemplos de sistemas vectoriais
podiam ser citados ainda.

Operadores lineares. Anéis. Sejam S,S8* dois
quaisquer sistemas vectoriais (relativos ao mesmo
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corpo) e seja & uma transformagdo univoca de S em
S*. Diz-se que o operador @ & linear, quando veri-
fica as condigles: ® (u+ V) =du+ov,® (au) =
a (¢ u), quaisquer que sejam os vectores u,ve S eo
escalar a. E fdcil ver desde logo que o produto ou
a soma de dois operadores lineares € ainda um operador
linear.

Representemos por A (S) o conjunto de tddas as
transformagdes lineares do sistema vectorial S em s¢
mesmo. Facilmente se reconhece que a adigio e a
multiplicagdo definidas em A (S) conforme as conven-
¢Oes precedentes gozam das seguintes propriedades :

I) Propriedades da adiglo: univocidade, associati-
vidade, comutatividade e reversibilidade (isto §,
A (8) forma um grupo comutativo a respeito da adi¢8o).

IT) Propriedades da multiplicagdo: univocidade,
associatividade e existéncia de unidade (o operador
idéntico).

IIT) Propriedade mista: distributividade da multi-
plicagdo a respeito da adig3o.

Todas estas propriedades, assim verificadas con-
juntamente — excluida a da existéncia de unidade —
exprimem-se dizendo que o conjunto A (8) constitue
um anel a respeito das duas operagdes consideradas.

Nota: Observemos que também o conjunto dos
ndimeros inteiros (positivos e negativos), o conjunto
dos mimeros pares, o conjunto dos polindmios intei~
ros em x, etc, etc. constituem aners a respeito da
adigdo e da multiplica¢8io ordindrias, mas com estas
diferengas capitais: 1) néstes tltimos conjuntos a
multiplicagdo é comutativa; 2) o produto a.b de
dois elementos nésses conjuntos ndo pode ser nulo,
sem que um pelo menos dos factores o seja; ao passo
que, na familia A (S), excluido o caso de S ser uni-
dimensional ), a multiplicagio nfo é comutativa e
existem pares de elementos (chamados divisores de
zero) cujo produto é nulo sem que nenhum dos facto-
res o seja. Pois bem: dd-se o nome de dominios de
integridade Aquéles anéis, como o anel dos inteiros,
em que a multiplicagdo é comutativa e o anulamento
do produto implica o anulamento de um, pelo menos,
dos factores.

‘Observemos por outro lado que também o conjunto
dos nimeros racionais, o conjunto dos nimeros réais
o conjunto das fungGes racionais, ete., sio dominios
de integridade —mas com esta diferen¢a ainda: que,
néstes Wltimos conjuntos, ao contrdrio do que sucede

(1) Diz-se que um sistema vectorial 8 é unidimensional quando
todos os elementos de 8 se podem obter de um deles (+0),
multiplicando-o por escalares.

nos primeiros, a equagdo ax=b ¢é resolivel para
todos os pares de elementos a,b tais que a=s=0".
Dé-se o nome de corpos ou dominios de racionalidade
a tais dominios de integridade.

E ainda de notar que o anel A (S) contém sempre
um corpo: o corpo dos operadores escalares.

Transformag8es lineares entre espagos carte-
sianos — Supondo fixado, no espago ordinirio, um
ponto O como origem, cada ponto 4 do espago defi-
nird um vector: o vector 1epresentado por OA. Trans-
formagdes lineares deste sistema vectorial em si
mesmo s30, por exemplo, as homotetias em relagio 2
origem (correspondentes aos operadores escalares), as
rotagdes em torno da origem, as projecgdes cilindricas
sobre planos que passam pela origem, etc., ete.

Consideremos, para fixar ideas, o espago vecto-
rial R,, cujos elementos s30, como sabemos, os pares
ordenados de nimeros reais (vectores do plano);
e representemos por ® o operador que faz correspon-
der a cada elemento (wy,x,) de B, o elemento (zy, ;)
de R, dado pelo sistema

) { ©=ay T +ag 0
Ty=ap1 T4+ Gz Ty
em que dy,dqy,ay ,dz representam numeros reais
quaisquer. Pois bem: é fdeil ver que ndo sé a trans-
Jormagdo ® assim definida € linear, como toda a trans-
Jormagdio linear de R, em R, se pode reduzir & forma (1)
mediante uma fixagdo oportuna dos coeficientes aqq,aqz,
a3 , @y . Déste modo, cada transformac¢do linear de
R, em R, serd univocamente representada pelo qua-

aqq agp

dro ou matriz { } — de tal maneira que matrizes

G2 G2
distintas representario operadores distintos. O opera-
dor idéntice, 1, serd entfio representado pela matriz

10 . (00
{0 1}, e o operador 0 pela matriz {0 0};dum
modo geral, cada operador escalar a terd a represen-
ay aiz}

0
tagdo {a } A soma de dois operadores {
0a ay ay

by b
{ u 12} serd, como ¢ fdcil ver, o operador
bat ba2
Ay +by agp+ i
; € 0 produto dos mesmos ope-
G +by  ant+bn

(1) A referida propriedade do -anulamento do produto estéd ja
implicita pa resolubilidade de ax=1>4 para az=0 (admitidas as
restantes propriedades). D8ste modo, podemos definir corpo como
todo o anel que, com a exclusio do zero, forma um grupo comuta-

‘tivo a respeito da plicag




14

GAZETA DE MATEMATICA

radores, na ordem em que estdo escritos, serd o operador
{ agy by +agady  ag1 b1zt agp ba }
axnbdut+anbdy  ayby+axpby
O leitor -pode agora constatar que, por exemplo, as

wonsormagtes | 4 01,11} saostopermative
" : [ ()
ransrormagoes {—1 1 y 01 naosaopermutavels,

dut {10 007, | .
u . -
e que o produto 00} {Ol}enuosemquene

nhum dos factores o seja — o que mostra que o anel
A (Ry) ndo é um dominio de integridade.

Todas estas consideragbes se extendem imediata-
mente ao caso dos espagos vectoriais cartesianos com

um ndimero # qualquer de dimensdes, reais ou com-
plexas; entdo, os operadores lineares serdo represen-
tados por matrizes de ordem n, isto é, matrizes com n
linhas e n colunas.

(Continua)

Nota : Nio tendo sido possivel terminar no presente
nimero esta série de artigos, fica transferida para o
nimero seguinte a bibliografia jé prometida.

Errata: No artigo do nimero precedente, pig. 2.
linhas 13, 15, 30, onde estd escrito «—D, deve ler-se
D—a.
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1.

Sobre o Célculo

Simbélico

(Continuagdo dos n.* 31 e 32)

por José Sebastiao e Silva

Fungdes racionais inteiras de operadores lineares.
Sejam S um sistema vectorial e ® uma transformagio
linear do sistema S em si mesmo. Por fungdo racio-
nal inteira do operador ¢ (suposto varidvel ou inde-
terminado) entendemos toda a fungio F'(P) que se
possa exprimir mediante um ndimero finito de adigdes
e multiplicagdes a partir de ® e de constantes numdé-
ricas (isto &, escalares). Visto que a soma e o produto
de dois operadores lineares ¢ ainda um operador linear,
segue-se que toda a func¢do racional inteira dum ope-
rador linear é ainda um operador linear.

As mais simples fungdes racionais inteiras de ® que
se possam apresentar s3o, naturalmente, a fungio
F(0)=9 e todas aquelas do tipo F'(¢)=a, em que a
representa uma constante numérica qualquer. Por
defini¢do, todas as outras fungdes racionais inteiras
de ¢ se obtém a partir destas fungdes elementares,
mediante um nimero finito de adigdes e de multipli-
cagdes. Donde resulta que toda a fun¢io racional
inteira de @ se pode escrever sob a forma dum poli-
nomio inteiro em @ :

F@)=ao"+ g, 0" + -+ +a,_, 0 + a,;
pois que, como ¢ fdcil ver: 1) a fun¢io F(¢)=0 e
as funges do tipo F (¥)=a (fun¢les de grau zero)
ja se podem considerar escritas sob aquela forma;
2) a soma e o produto de dois polindmios inteiros em ®
calculam-se exactamente como se . fosse uma varidvel
numérica— o que se reconhece atendendo s pro-
priedades da adi¢8o e da multiplicagio entre opera-
dores lineares (distributividade, comutatividade da
adigdo, etc.) e i permutabilidade entre operadores
lineares e factores numéricos. ‘Dos factos precedentes
resulta por sua vez que, se forem F (v),G () fungies
racionais inteiras de ©, os operadores F (¢),G (@)
serdo permutiveis, isto € ter-se-¢ F (b) . G (d) =
=G (). F (o).

Consideremos agora n transformagdes linearcs
®y,-++,®,, do sistema vectorial S em si mesmo, as
quais sejam permutdveis entre si'duas a duas. A defi-
nigio de fungdo racional inteira K (dg,---,d,) dos
operadores ®¢,---®, serd andloga a preccdente, e o
que foi dito a respeito das fungdes racionais inteiras
de © aplica-se mutatis mutandis is fungdes racio-
nais inteiras de @, ,---,®,.

Exemplo: Seja @ o conjunto de todas as fungdes
analiticas de n varidveis complexas z,:--,z,, defi-

nidas num mesmo dominio, e convencionemos repre-
scentar por D; ¢ a derivada parcial em ordem a z; de
cada fun¢do 9e@ (t=1,..:,n). E manifesto que
os operadores Dy,--+, D, constituem transformagdes
lineares do sistema vectorial @ em si mesmo permu-
taveis entre si duas a duas, sendo portanto licito
definir fungOes racionais inteiras de tais operadores.
Em particular, a poténcia (b Dy + -+ + k,D,)?, em
que Ry,---,k, representam escalares quaisquer e p
um nimero natural também qualquer, poderd desen-
volver-se segundo a foérmula cldssica— o que serd
agora, ndo apenas uma simples coincidéncia simbdlica,
mas um facto matemdtico demonstrdvel, ligado a
teoria dos operadores lineares. Finalmente, podere-
mos definir com maior generalidade fungdo racional
inteira das varidveis ®g,---,®,, admitindo que as
constantes a que se refere a defini¢io (em particular,
os coeficientes dos polinémios) possam ser, em vez
de nimeros, operadores lineares quaisquer, per-
mutdveis com cada um dos operadores @y,:--,®,.
As regras de cdleulo usuais sfo ainda aplicdveis
neste caso.

Fungdes racionais fraccionarias de operadores
lineares. Seja S um conjunto qualquer (que nfo serd
portanto, necessariamente, um sistema vectorial) e
seja ® uma transformagdo univoca do conjunto S em si
mesmo. Diremos que a transformagdo @ é ¢nvertivel,
quando existir uma outra transformagdo univeca E do
conjunto S em si mesmo, tal que Ed=dvE=1; em tal
hipdtese, o referido elemento = sera chamado inverso

1
de ® e poderd representar-se por ®~! ou por . Ora,

como ¢ fdcil ver, para que o operador @ seja inverti-
vel, é necessdrio e suficiente que ele constitua uma
transformag8o biunivoca do conjunto S em si mesmo;
isto é, serd necessdrio e suficiente, que, para todo o
elemento v de S, exista um e um s6 elemento u de S,
tal que vu=v®,

Assim, por excmplo, o operador D n3o serd inver-
tivel, segundo tal conceito. Mas j4 a fungdo gz =23 é
uma trausformago biunivoca do conjunto dos nimeros
reais em si mesmo, e portanto um operador invertivel,

,—

tendo-se ¢~ ="y . Do mesmo modo, o operador

(1) DAste modo, «biunivocan serd sinonimo de «invertiveln.
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cabd . . be a\?V _ .
0= admite o inverso @~ = ). Seja
abec abec

finalmente ® uma transforma¢do linear do espago
cartesiano R, em si mesmo: condi¢gio necessiria e
suficiente para que o operador ® admita inverso é
que o determinante da matriz representativa de ® seja
diferente de zero; em tal hipdtese, o operador o~
poderd ser determinado segundo a regra de Cramer.

Os operadores invertiveis dir-se-30 também regu-
lares e os operadores n3o invertiveis seério também
chamados singulares ou degeneres.

Da anterior detinigio deduzem-se ficilmente as
seguintes propriedades: 1) Se @ € um operador regu-
lar, tem-se (b~')7'=d; 2) Se os operadores ®,¥ sdo
regulares, tem-se (P¥)"'=v"10~1; 3) Seos operadores
o,V sdo permutdveis entre s e ¥ € regular, também
®, ¥ sdo permutdveis entre si @,

Nesta iltima hipdtese, chama-se cociente de ® por ¥

[
e pode representar-se por g o operador wi=y"1o

Entdo, das proposigdes 2) , 3) deduz-se imediatamente
que : Dados quatro operadores &y ,¥y, 3, %3, permu-
taveis entre si dois a dots, e dos quais Wy e ¥, sepam
P D2 DD
regulares, tem-se TV, T,
Dados trés operadores ® ,¥,0, permutdveis entre st
dois a dois e dos quais ¥,® sejam regqulares, tem-se
[ ()
v ve’

Temos suposto até agora que S é um conjunto
qualquer. Pois bem, vamos supor a partir deste momento
que S € de novo um sistema vectorial. Em tal hipotese,
se forem ®,¥,® trés transformagdes univocas do sis-
tema S em si mesmo, sendo @ regular, ter-se-4 ainda:
g v o4 ¥
" e “e

Como se vé, é possivel extender ao caso presente,
uma a uma, tddas as propriedades formais das fracgdes
numéricas, sob convenientes restrigdes . Por outro

* Em particular:

(1) Recordemos que, na teoria de (taLoIS, sio chamadas subs—
tituigdes estas transformagdes biunivocas dum conjunto flnit®
em si mesmo.

(2) Tem-se com efefto y-1 p=y-! ¢ -t =yt ¥ oy =
=¥, g.e. d.

) Tal nlo deve surpreender-nos. A maneira mafs natural
de introduzir os nimeros raclonais (¢ mesmo os niimeros reals)
consjsto em aprosentd-los como operadores lineares deflnidos
num sistoma de grandezas conlinuas. Institue-se ddste modo
uma teoria sintética dos nimeros, que serd 14gicamente impecavel,
quando se tiver dado uma conveniente axiomatica dos sistemas
de grandezas continuas, e se tiver demonstrado a nio-contra-
digdo dessa axiomaética (reduzindo-a & nio contradi¢io da arit-
mética dos inteiros). Em particular, observando que os niimeros
positivos formam um sistema de grandezas continuas a respeito da
multiplicagio, é-so conduzido a uma tooria dos logaritmos, que é a
mais simples, a mais natural e a mais elegante que se possaconceber.

lado, recordando que duas fungdes racionais inteiras
dum mesmo operador linear sio sempre operadores
lineares permutgveis entre si, e atendendo 3 proposi-
¢80 3), torna-se natural agora definir Jungdo racional
fracciondria dum operador linear & (suposto varidvel).
Daremos esse nome a toda a fungio R (¢), que,
sem ser racional inteira, se possa reduzir 4 forma

(@)
R(d)=

() 7 (@)
fungdes racionais inteiras (de coeficientes numéricos).
E claro que a fungdo R (®) s6 serd definida para
aqueles valores de ® que tornem o operador g (%)
regular.

Podemos agora abordar o problema da decompo-
sigio duma fracgo racional prépria em soma de
fracgdes simples: Dados dois polinémios inteiros em z,
p (2) , g (2), dos quais o primeiro tenha grau inferior
ao segundo, sabe-se que, representando por A, iy, ... A,
as raizes (oportunamente repetidas quando multiplas)

em que f,g designam duas quaisquer

da equagdo ¢ (2)=0, a fungfo racional Iq)—g} admite
uma decomposi¢do do ti () K m
a decomposigdo do tipo e g T e
que os k; representam determinados nimeros comple-
x0s e os r; determinados numeros inteiros. Pois
bem, atendendo aos resultados. precedentes, é bem
fécil agora demonstrar que, dado um operador linear ®,
para o qual os operadores ®—3iy,...,P—2, sejam
regulares, poderd ainda escrever-se

PO _ & ki
(@)~ & o

Todavia, éste resultado nio permite ainda justificar
o cdlculo simbdlico, tal como nds o utilizimos de
inicio, na integra¢do da equag3o linear ordiniria a
coeficientes constantes :

(1) aD'¢+a; D¢+ +a,Dota,o=y,

pois que, para nenhum valor de A, o operador D —2
é invertivel: com efeito, a equagio Do—2p=0 admite
infinitas solugdes em ¢, para cada fungdo 6, dada
sob certas condigGes. Ora ndo seria dificil, mediante
consideragGes relativas a operadores plurivocos, jus-
tificar o uso do método simbélico em tal caso. E con-
tudo preferivel encarar o problema de um outro
ponto de vista ",

(1) O processg que vamos seguir 6, na sua esséncia, devido a
FANTAPPLE,
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Representemos por @ o conjunto das fung¢des com-
plexas, definidas num intervalo fechado (a, &) e con-
tinuas nésse intervalo . Se pusermos

@  of=ffOa (@<e<b; fee),

imediatamente se reconhece que & representa uma
transformagdo linear do sistema vectorial @ em si
mesmo. Ora o operador §—X\ é regular qualquer que
seja o nimero complexo A 0, pois que, como ¢ fécil
verificar, a equacdo integral
Jo—2re=0 (x£0)

admite, para cada 6e @, a soluglo dnica

x

» 2—t

1 -
3) 'o(w)E"‘;" (x)—ﬁje‘ o (¢) dt,

a qual pertence ainda, manifestamente, ao conjunto @.
(Para x=0, o operador §—x converte-se no operador
J, que € visivelmente singular).

Estamos portanto habilitados a integrar a equagio
(1), eom as condigdes iniciais ¥ (a)=c; (¢=0,---
n—1) . Supenhamos, para fixar ideias, n=2:

(1*)  aD¢t+ayDetaze=¢ (a950);
aplicando duas vezes o operador & a ambos os
membros de (1*) (admitinde que ¢,p€e@), ter-se-d
sucessivamente, pondo ¢ (a)=cy, ¢' (@)=c;:

. ao_Dcp—a.oc,+a, e—ay o+ a To=9Y¢

g 9—ay Co— A C1 T+ Ay Jo—ay CoT+ay FLo=J2 ¢
ou ainda, pondo =2 ¢+ay co+ (a9 ¢, +ay co) o
(1*%) (@2 92 +a; 9 +aq) 9=,
equagdo integral equivalente & equagdo diferenciat
(1*), completada com as condigdes iniciais ¢ (@) =¢g
¢' (@)=c,. Podemos ainda escrever (1**) sob a forma’
¢=(az §2+a, J+ag)~1y. Entdo, atendendo a todas as
consideragdes precedentes ® e utilizando a férmula (3)
serd fdcil achar a solugio dnica de (1*¥), expressa

y

por meio de quadraturas a partir de § e das cons-
tantes ¢y, ¢;. Para que o processo fique completa-
mente justificado, serd necessdrio verificar no final
que, pertencendo ¢ a @, também ¢ pertencerd a @,
hipétese esta em que o processo foi aplicado. Tal
verificagdo é porém imediata.

Analogamente se resolve um sistema de equagBes
diferenciais lineares ordindrias a coeficientes cons-

. () Trata-se portanto de fun¢des complezas da variivel real
E claro que uma parte deste conjunto sera counstituida pelas
fungdes reals deflnidas em (a,b) o ai continuas. Podiamos
tratar o assunto com malor genoralidade, considerando espagos
funcionais mais amplos do que este, mas isso levar-nos-ia
demasiado longe.

(2) Trata-se, evidentemente, do decompor a frac¢io propria
do segundo membro numa soma de fracgdes simples. (Veja-se o
artigo do n.° 31 desta revista). ’

tantes. Como jd tivemos ocasifio de observar, os pro-
blemas relativos a circuitos eléctricos a constantes
concentradas conduzem sempre a sistemas déste tipo.
A questio requere, porém, uma andlise cuidadesa,
que nio é possivel desenvolver aqui.

Espacos de BANACH — Até agora tratdimos inica-
mente de fung¢des raeionais de operadores lineares.
Se quisermos ir para além das fun¢les racionais de
operaderes lineares, sem. abandonar o método da And-
lise geral que temos seguido até aqui, serd necessirio
restringir o conceito de «sistema vectorial».

Ora notemos que, no espago cartesiano K, (a n di-
mensdes complexas), costuma ser definida uma nogdo
de «comprimento», «mddulo» ou «norma» dum vector:
a cada vector . u=(z,,2p,+-+,32,), atribui-se, como seu
com primento, o nimero real I Ve P28 +- - '+lzn|il ,

que representaremos aqui por |u|.® Por outro lado,
esta avaliagdo (chamemos-the assim) verifica as qua-
tro condigdes seguintes :

M) |u|>0, se us=0;
My |u|=0, se u=0;

M3y lu+v|<|u|+|v|] quaisquer que sejam o es-
M) lau|=fa||u| calar a e os vectores u,v.

Dum modo geral, chamaremos sistema vectorial nor-
mado a todo o sistema vectorial —relativo ao corpo
real ou ao corpo complexo—no qual, a cada vector u,
se considere associado, de karmonia com as condigbes
M a M4, um ntimero |u| chamado norma, comprimento
ou modulo-de u. _

Um exemplo dum sistema vectorial normado rela-
tivo ao corpo complexo, além do ji citado (o espago K,),
¢ o conjunto @ das fungdes complexas continuas num
intervalo fechado (a, b), chamando norma |¢| duma fun-
¢80 9 € @ ao maximo valor de |¢ (x) | no intervalo (a, b);
isto é, em simbolos:

o] =max|¢ (@) | (@<w<b).

(B bem fécil ver como, em tal caso, sio verificadas
as condi¢des My a M)).

Seja S um sistema vectorial normado. Diremos que
uma dada sucessdo ug,uy,---,u,,--- de elementos
de S converge para um determinado elemento u de S,
e escreveremos entdo u=Limu,, quando, a todo o ni-

n

mero >0, se possa fazer corresponder um nuimero
natural N, tal que, para > N,, se tenha necessaria-
mente |u—u,|<e.

Consideremos de novo o espago cartesiano K,.

, .
(1) B claro que, dado um nimero complexo z=a -} bi, repre-
sentamos aqui, como habitualmente, por |z |, o médulo de =;

isto é, pomos ];;|=+\/a’+b’ .

0y
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Neste espaco é, como se sabe, aplicdvel o critério de
convergéncia de Caucny: Condigio necessiria e sufi-
ciente para que uma sucessdo de vectores Ug, Uy« Uy, -+
seja convergente € que, para todo o nimero ¢ >0, exista
um niamero natural N, tal que, quarsquer que sejam
P;a> Nq, se tenka u,—u,| <e.

Por outro lado, n3o é dificil demonstrar que também
no sistema normado @ ¢ vélido o referido critério de
convergéncia.

Pois bem, chamam-se espagos de Banach todos aqueles
sistemas vectoriazs normados em que € valido o critério
de convergéncia de Caucuy. Um espago de Banacm
diz-se real ou complexo conforme ele for um sistema
veetorial relativo ao corpo real ou relativo ao corpo
complexo. Os espagos K, e @ s8o, portanto, espagos
de Banacu complexos. Variadissimos outros exemplos
de espacos de Banacu poderiamos citar aqui, se esta
exposi¢do nio fosse ji demasiado longa.

Espagos funcionais analiticos. Um primeiro con-
ceito de espago funcional analitico deve-se a SALVATORE
PixcuerLe . Dados um ndmero complexo a e um
nimero real »>0, representemos por [«,r] o con-

00
junto de todas as séries f(z) = 2 a, (z—a)", cujos
n=0
raios de convergéncia s3o superiores a r. Como se sabe,
cada uma destas séries define univocamente, no inte-
rior do seu circulo de eonvergéncia, uma fungfo anali-
tica (isto 6, uma fungdo provida de derivada em todos
os pontos interiores ao circulo). Adoptando os concei-
tos usuais de soma de duas séries e de produto duma
série por wm nimero complexo, o conjunto [«,r] torna-se
manifestamente um sistema vectorial relativo ao corpo
complexo.

Diremos que uma sucess3o fy, fi, -+, fay--+ de ele-
mentos de [a,r] converge para um determinado ele-
mento- f de [x,7] e escreveremos entio Lim f,=f,

n

quando existir pelo menos um circulo com centro em
e de raio ao mesmo tempo malor que r e menor que 0s
raios de convergéncia de todas as séries fy, f1,°+*y . us° <)
sobre o qual a fun¢io f, (z) tendauniformemente para
a fun¢lo f(z), quando n—oo. Com tal conceito de
«limite» (que n3o chegou a ser introduzido por Prn-
CHERLE), 0 sistema [a,7] torna-se um caso particular
dos espagos funcionais analiticos por mim considera-
dos na nova sistematizag¢8o que dei & teoria dos fun-
cionais analiticos de Fanraepiis @, Para maior brevi-
dade, limitar-me-ei a este caso particular.

(1) Veja-se PINCHERLE na lista bibliografica.

(2)  Sull’analisi funzionale lineare nel campo delle funziont ana-
litiche, Redicontl Acc. Lincei, 1946, pag. T11. A ideia destes
espagos ja se encontra esbogada num artigo de R. CACCIOPOLI
sobre o mesmo assunto.

Ocorre desde logo preguntar se é possivel introdu-
zir no espago [«,r] uma noglo de «norma», da qual
se possa deduzir, conforme as convengdes precedentes,.
a nogdo de «limite» que nele definimos. Creio que a
resposta é negativa. Todavia, & facil reconhecer que o
espago [«, 7] se pode exprimir, de certo modo, como
soma duma infinidade numerdvel de espagos de Banace.

FungGes analiticas de operadores lineares. Con-
sideremos de novo um espago funcional analitico [«,7].
Seja por outro lado S um espago de Bawaca complexo,
e representemos por A (S) o conjunto das transforma-
¢0es lineares do sistema § em si mesmo. Pregunta-se:
¢ Dado um operador @€ A (S) e uma fungfo fe[«,r],
que significado devemos atribuir ao simbole f(®),
que se obtém substituindo- em f(2) a varidvel com-
plexa z pelo simbolo ®? Vou apenasindicar, em linhas
muito gerais, como se responde a esta quest3o,

Observemos, em primeiro lugar, que o conjunto [2,7]
contém todos os polindmios inteiros em z (supde-se,
naturalmente, « = c0). Em particular, eonterd a fun-
¢80 f(2)=2 e as funcles do tipo f(2)=a (@, const.
numérica qualquer); todas as outras fungdes perten-
centes a [x,r] se obtém a partir dessas fungGes ele-
mentares, mediante adi¢Ges e multiplica¢Ges efectunadas
em numero finito ou infinito, com passagens ao limite.
Ora a atribui¢o dum signiticado ao simbolo f ()
deve ser feita de modo que subsistam as regras de
cdlculo usuais e, para isso, devem ser verificadas as
seguintes condigGes: '

1) £(®) e A(S), desde que ®eA(S).

2) Se for f(z)=z, sera f(®)=(®); e se for f(z)=a,
serd f(®)=a.

3) Se f(2)=f1 (?) +/2 (2), entlio f(®)=1; (&) + (¢),
e se g(2)=g1(2) - g2 (s), entdo g (®)=g1(®)-g2(®).

4) Se for f=Lim f,, serd f(¢)=Limo,.

(Diremos, naturalmente, que uma sucessio (&,) de
operadores pertencentes a A (S) converge para um
determinado operador ®e A(S), quando se tiver
Lim (¢, u)=®u, qualquer que seja ueS).

Ora bem: Condigdo necessiria e suficiente para que
tal problema seja resoliwel € que o operador (A—®)~
seja uma funglo de N univocamente definida e anali-
tica™ no conjunto complementar do cireulo com centro
em o e de raio r; em tal hipdtese, a solugdo € unica e

dada pela féormula
1 .
@ r@ = [

we r—0
(o]

() F claro que o significado do termo c«analitica» aqui em-
pregado deriva do anterior conceito do- «limite duma sucessio de
operadoresn. O mesmo se diga a raSpalto do integral que apa-~
rece na formula (4).
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em que C representa o contorno, percorrido no sentido
positivo, dum circulo com centro em a e de raio ao
mesmo tempo maior que r e menor que o raio de con-

vergéncia da série £ (2) = Y a, (z—a)".
n=0

Supusemos que S & um espago de Banacn complexo;
mas podiamos supor que se trata de um espago fun-
cional analitico ou, mais geralmente, de um espago

que se possa exprimir, de certo modo, como soma duma.

infinidade de espagos de Banacu complexos .

Na kipétese de o operador & ser continuo ®), demons-
tra-se que a fungfio (\—®)~! de \ resulta analitica em
todos os pontos A em que é definida, isto é, em que o
operador \—® € invertivel. Chama-se conjunto resol-
vente de @, precisamente, o conjunto desses valores
de \ para os quais (\—®)™! existe, e chama-se espectro
de ® o complementar do conjunto resolvente de ®.
Portanto,no caso de & ser continuo, a condi¢do precedente
reduz-se a exigir que o espectro de @ esteja contido no
circulo de de centro a e raior.

Ainda na hipdtese de @ ser continuo, deduz-se do
que foi dito a proposi¢io seguinte: Dada. uma fun-

00
gdo f(z) = 2 a, (z — )", condigdo necessaria e sufi-
n=0 w
ciente para que a serie. 2 a, (0 —a)" seja convergente
n=(
e a sua soma coincida com o valor de f () dado pela
SJormula (4), € que o espectro de ® seja interior ao cir-
culo de convergéncia da série dada.

Uma outra conclusdo importante é ainda esta:
Seja f (z,t) uma fungio analitica das duas varid-
veis z, t, e seja ® uma transformagdo linear de S em
s7 mesmo, para a qual o simbolo f (®,t) tenha um sen-
tido, fixado pela férmula (4), para convenientes valores

do parametro t; entdo, se pusermos g (z ’t)Ec%i f(z,t),

d
serd g(sb,t)s(-ﬁf(tb,t).

* ¥k

Vou agora indicar brevemente, sem entrar em por-
menores, algumas aplicagdes do que acaba de ser

(1) A férmula (4) foi estabelecida por FANTAPPIE para o caso
das matrizes finitas.- A sua extensio aos operadores em espagos
a icfinitas dimenses foi sugerida por E. CARTAN em carta a
G. Gioral, e pode considerar-se efectuada por E. R. LorcH (ver
bib]iograﬂa). Todavia, LorcH limita-se a operadores lineares
continuos em espagos de BANACH.

2 O operador ® diz-se gontinuo se, para cada sucessio con-
vergente Ugs Uy, «ee Up,y ... de elementos de S, se tem

¢ (imu)=limpu,.
n

estabelecido. Consideremos a equagdio integro-dife-
rencial

) Msfq;(w,t)dt (aSySb),

ox
a
com a condi¢fo inicial ¢ (x,y)=06(y), supondo 6
pertencente.ao conjunto @ das fungdes complexas, con-
tinuas no intervalo (a,b); e admitamos que a fungfo
incdgnita ¢ (z,y) ¢, para cada valor de =, uma
fungdo de y pertencente a @. Entfo, se puzermos

v

fq; (x,t)dt=Je(x,y) ", a equagdo (5) tomari o
aspecto 9

%) s 2@y =90 (@)

Ora, se & fosse um simbolo numérico, a solugdo
desta equagfo seria, evidentemente,

(6) ¢(z,9)=¢(a,y) eeI=e=T g (y).

Mas notemos que, segundo a formula (3) atrds con-
siderada, o espectro do operador & se reduz ao ponto
A=0®; donde se conclui que o simbolo e=d tem sen-
tido para todo o = real ou complexo. Por outro lado,
atendendo ao iiltimo dos resultados precedentes, vé-se
que €26 (y) é de facto uma solugio de (5%) e portanto
de (5), solugdo cuja unicidade é ficil estabelecer.
Resta-nos calcular e=d6 (y) ; para isso basta utilizar

! 1
o desenvolvimento ezd = z —e gn e observar
’ n=0 n

v
1
que é: "0 (y) = (n_—l)—; f (y—¢)y~16 (8 dt®; chega-se

deste modo ao resultado:

©) e =0 [LRiVEE=]e 0 @,

em que J, representa a conhecida fun¢io de Brsser
los x2n .

ja tabelada: J,(z) = E (1) W - E é fcil agora

constatar a legitimidade da hipétese segundo a qual

(1) Seria mais correcto escrever J, ¢ (z,y) em vez de ‘J%(z,),

mas prefiro a ultima nota¢io por me parecer mais sugestiva
neste caso.

(2) K facil ver que o simbolo & representa uma transformagfo
linear continua de € em si mesmo.-

(3) Para reconhecer a validade desta férmula, basta derivar
n vezes sucessivas em ordem a y (sem esquecer que ¥ & ao
mesmo tempo parimetro e limite superfor de integra¢io) e
observar que as primeiras n—1 expressdes se anulam para y=a.

(4) Pode alnda vwerificar-se que o integral que figura nesta

Y  —
férmula & igual a J J, [2i Vat] 6 (v —8) dt.
a
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¢ (x,y) é, paracada valor de x, uma fun¢dode y con-
tida em @.
Em vez de (5), podiamos considerar a equag¢do mais
geral
v
de(®,y) _ (
(M) = e e, di+§ (2,y)
Jdx
com a condigdo inicial ¢ (a,y)=0(y) e designando por
w(y,£), ¢ (x,y) fungdes dadas sob convenientes restri-

v
¢oes. Entdo, pondo K¢ (z,?) Efy. W, ) eo(x,0)dt, a

equagdo (7) tomaria o aspecto duma equagio dife-
rencial linear de 1.* ordem, com o pardmetro y, cuja
integragdo faria surgir uma func¢io inteira do opera-
dor linear K. Notando, por outro lado, como a inver-
sio de A—K consiste na resolugdo de uma equagdo
linear de VoLTErRA, ver-se-ia que o espectro de K se
reduz ainda, neste caso, 4 origem, e que, portanto,
o simbolo f(K) tem sentido para toda a fungfo f(z)
analitica na origem®’. Em tudo o mais, proceder-
-se-ia de modo andlogo ao precedente, aparte o
emprego da fungdo J,.

Também poderiamos substituir em (7) o limite de
integracdo varidvel y pelo limite constante b, e assim»
em vez do operader K, teriamos um outro operador
linear K, cujo espectro ji n3o coincidiria necessiria-
mente com a origem, mas seria ainda um conjunto

Uimitado ®, o que é suficiente para que o simbolo

f(K) tenha sentido quando f(z) é uma fungo inteira.
Notemos ainda que o sistema de equagdes dife-
renciais

d n
E‘Pi(w)=§a£‘ o (@) +4i(x) [(=1,2,---, 2],

com ~a condic¢do 1plclal ¢ (@) = ¢, des‘lgnando por ¢,
fungdes dadas e por af nimeros quaisquer, se pode
" integrar por consideragdes inteiramente andlogas as

precedentes, com a inica diferenga de que, em vez do .

operador K, nos aparece agora o operador definido
pela matriz finita ja¥{ (¢, k=1,.--, n).

Em todos estes exemplos, as equagles diferenciais
sdo apenas da primeira ordem. Passando a equagdes
de ordem superior, é-se levado a considerar fungdes
analiticas de operadores lineares, que j4 ndo sdo
fungGes inteiras.

(1) Facilmente se demonstra que o operador linear K é contfnuo:
transformagZo linear continua do espago € em si mesmo.

(2) B facil demonstrar que o espectro dum operador linear
continuo & sempre um conjunto limitado: ora K_é, como K, um
operador continuo. Observe-se ainda como a inversio do opera-
dor )_—1? se traduz na resolu¢io duma equa¢dio integral linear
de FREDHOLM,

* ok Kk

O célculo operacional baseado na férmula (4) pode
extender-se s fungdes de mais de uma varidvel. Seja
S um espago de Baxacu (ou mais geralmente um
espago que se possa exprimir como soma de infinitos
espagos de Bavacm) e sejam &;,.-.,®, transforma-
¢Oes lineares do ‘espago S em si mesmo permutdveis
entre st duas a duas. Ent3o, em condigdes inteira-
mente analogas Aas precedentes, designando por
f(?1, +-,2,) uma fun¢do analitica das varidveis
2y, +*,2,, a atribuigdo dum significado ao simbolo
f(®1,°-+,®,) pode fazer-se mediante a férmula

f(‘bh""d)n):

=1 S Oayeeyha)
- (2’.:2‘)11‘/; ce :/‘()‘l_‘bi) "“ Ty d;‘h""dl'f’

Cy C

em que Cj,--.-,C, designam convenientes. curvas
fechadas percorridas no sentido positivo. Tudo o que
foi dito a propdsito das fun¢Ses analiticas dum opera-
dor linear pode estender-se sem gualquer dificuldade
ao caso presente.

E mediante consideragdes deste género que Fan-
TAPPIE resolve por quadraturas o problema de Caucry
para os sistemas de equagbes as derivadas parciais,
lineares e a coeficientes constantes. N#o me deterei
sobre tal assunto: na lista bibliogrifica sio indicadas
as memorias de Fanrarpii em que o problema é resol-*
vido. Limitar-me-ei a recordar que, em muitos casos
da prdtica (como, por ex., a propésito da equagio do
calor, da equagio dos telegrafistas, etc.) ndo é o pro-
blema de Caucay que interessa resolver. Em tais
casos, o cdlculo operacional atras exposto tem-se mos-
trado ineficaz, ou pelo menos pouco cémodo, sendo
entdo aconselhdvel o método baseado na transfor-
mag¢do de Larvace ). Este, porem, n3o ¢ isento de
inconvenientes, aos quais n3o posso aqui referir-me
com detalhe. A verdade é que ambos os métodos
constituem um campo aberto & investiga¢fo, onde
muito hd ainda a esclarecer e a profundar.

Para ésse campo me é grato chamar a aten¢fio dos
estudiosos portugueses que desejem familiarizar-se
répidamente com os métodos de matemgtica moderna.
e obter em pouco tempo resultados animadores, que
os lancem abertamente no caminho da investigac¢do

Lista bibliografica
A literatura sobre este assunto é vastissima. Limi-
to-me a indicar as obras e os artigos de que tenho
mais directo conhecimento :

(1) Veja-se a lista bibliografica.
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S. PincrerLe e U. Amarpi— Le operaziont distribu-
tive e le loro applicazioni all’ Analisi, Bologna, 1901.

0. Heavisioe— Electromagnetic theory, London, 1922.

G. Grorar — Nuove osservazioni sulle funzioni di
matrici, Rendiconti Acc. Lincei, Roma, Luglio, 1928.

J. R. Carson— Electric circuit theory and the opera-
tional calculus, New York, 1929.

P. HomserT— Le calcul symbolique, Paris, 1934.

R. Courant und D. HiLeerT — Methoden des Mathema-
tiscken Physik. Bd. II, Berlin, 1937.

G. Dozrsca — Theorie und Anwendung der Laplace
Trans formation, Berlin, 1937 (reeditado em 1943 pela
empresa Dover publications, New York).

H. ScawerptFEGER— Les fonctions de matrices, Her-
mann, Paris, 1938.

L. Faxrareik 1) — Integrazione con quadrature de:
sistemi a derivate parziali, ecc. Rendiconti del Cir.
Mat. Pal., 1933.

2) Sulla soluzione del problema di Cavcny, ecc.,
Comm. Pontificia Acc. Scient. 1939.

3) Risoluzione in termint finiti del problema di Caveny
con dati iniziali su una superficie qualunque, Rend.
Acc. Italia, 1941.

K. W. Waaener— Operatorenrechnung nebst Anwen-
dungen in Physik und Technik, Leipzig, 1940.

H. ErteL— Elemente des Operatorenrechung, Berlin,
1940.

H. S. Canstaw and J. C. Jagecer — Operational me-
thods in applied mathematics, Oxford, 1941.

K. Fan—Exposé sur le calcul symbolique de Heavi-
side, Revue scientifique, 1942.

E. R. Lorce—1) The spectrum of linear transforma-
téons, Trans. Amer. Math. Soc., Sept. 1942.

2) The theory of analytic functions in normed abelian
vector rings, Trans. Amer. Math. Soc., Nov. 1943.

N. Duxsroro — Spectral theory, Trans. Amer. Math.
Soe., Sept. 1943.

A. Gaizzerri— Calcolo simbolico ( La trasformazions
di Laplace e il calcolo simbolico degli elettrotecnici)
Zanichelli, Bologna, 1943.

Muitas destas obras referem-se exclusivamente ao
método baseado no uso da transformagdo de LarLack.
Entre estas é particularmente notdvel o tratado de
Dogrscu.

Errata : No artigo do mimero precedente, pig. 8,
1.2 coluna, linhas 2 e 3 (a partir do titulo), deve
substituir-se ® por ¥ e ¥ por ®.

No artigo do nimero 31, p4g. 3, 2.* coluna, linha 17,
deve substituir-se «reais» por «positivos».
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