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A O L E

Todas as publicagdes que desempenham uma funcio ttil
estdo sujeitas a evoluir — a prépria natureza da sua fungéo o
impde.

Uma publicacdo é lan¢ada com um determinado objectivo
que procura realizar de certa maneira, dirigindo-se a um certo
publico. Ao fim de alguns numeros, as reac¢des do publico,
os seus desejos, o agrupamento dos seus leitores em sectores
determinados, indicam claramente se a publica¢do tem condi-
¢oes de vida e, nesse caso, em que sentido deve orientar-se
para bem servir o seu piiblico.

A «Gazeta de Matematica» possui ja a experiéncia neces-
saria 2 sua orientagdo definitiva e vem portanto no seu 5.°
nimero, dar conta dos resultados dessa experiéncia :

1.0 A «Gazeta de Matematica» tem condicdes de vida, e
verifica-se que ela correspondeu a uma necessidade da nossa
populacdo académica.

2.2 A «Gazeta» deve fazer incidir a sua acgdo, em especial,
sObre a preparacdo para a aptiddo as Escolas Superiores e
sobre os primeiros anos dessas Escolas. E ai que a expe-
riéncia mostrou residir principalmente o ptiblico que dela
necessita.

3. Em conseqiiéncia desta verificagdo, a «Gazeta» vai,
ndo dizemos mudar a orientagdo, mas rectifici-la e afirma-la
melhor no seu sector principal de acgao.

I T O R

Como ? Dedicando, ao ensino das cadeiras gerais das Esco-
las Superiores — Algebra, Calculo Infinitesimal, Mecanica
Racional — uma actividade maior do que a simples publicacdo
e resolugdo de pontos. Vai passar a dar indicages mais gerais,
mais completas, porventura mais uteis. A partir do préximo
numero, vai publicar exposigdes sistematicas da pratica refe-
rente a capitulos das cadeiras referidas. Quantas vezes o estu-
dante se sente embaracado pela falta de um bom guia que o
ajude na resolugido de problemas — o estudo duma curva, a
realizagdo dum calculo numérico, etc. A «Gazeta» vai procurar
suprir essa deficiéncia; daqui por diante publicard, em cada
numero, um guia pratico dum problema geral.

O mesmo vai procurar fazer-se no que diz respeito as
preparagdes para admissdo as Escolas. Cada numero ficara
constituido por uma parte, digamos, transitéria — os pontos
saidos nos periodos imediatamente anteriores — e uma parte
permanente que, acumulada, nimero a nimero, formara ao
fim de algum tempo um instrumento —guia de trabalho pre-
cioso.

A «Gazeta» julga, déste modo, orientar o seu esforgo
naquéle sentido em que a pratica indica que éle pode ser mais
1til ; os nossos leitores dirdo se acertamos.

B.C.

A LOGICA MATEMATICA E O ENSINO MEDIO

As convengdes e os métodos da Légica matematica tém-
-se imposto gradualmente, como valiosos instrumentos de
analise das idéias, a despeito das fortes reacgdes que de ini-
cio se opuzeram 2 sua introducdo no dominio da Ciéncia @,
Pareceu-nos, em particular, que, para uma clara e perfeita
compreensio da parte do programa de matematica do 3.° ciclo
dos liceus, que se refere aos métodos da Geometria, muito
haveria a lucrar com o emprégo judicioso de alguns ele-
mentos de Logica matematica, ministrados préviamente ao
aluno, numa extensdo do programa que, sem o sobrecarregar
em excesso, teria a compensadora vantagem de o favorecer
em grande parte do seu trabalho, contribuindo apreciavel-
mente para o desenvolvimento das suas faculdades de analise.
No esbdco que, em seguida, apresentamos, fomos além do
que seria necessario para uma simples aprendizagem dos
métodos da Geometria: a idéia que nos orientou foi a de mos-
trar, ainda que modestamente, até que ponto chegam, tanto
neste como em outros dominios de aplicagdo, as possibilida-
des didacticas da Logica matematica. Assim, ver-se-4 que
também o estudo da Aritmética racional e o das inequacdes
podem ser nitidamente beneficiados com esta orientagao.

1 — Considerando as trés proposi¢des seguintes:

o — X € um triangulo;

88— O Sol é uma estréla;

1 — Todos os miiltiplos de 3 sdo pares;
vé-se imediatamente que, enquanto a primeira é falsa ou ver-
dadeira conforme a figura geométrica a que X, na realidade,
se refere, a segunda é Zncondicionalmenie verdadeira e a
ultima, #ncondicionalmente falsa. A veracidade da proposi-
¢do o &, pois, condicionada pela natureza de X, por isso que .
sera verdadeira para umas deferminagdes, e falsa para outras
determinagdes, daquela variavel ®: diremos entdo que o €
uma proposicio eondicional em X (ou, simplesmente, uma

(1) Estas reacg¢des foram devidas, em grande parte, a alguns exagéros
reprovaveis dos logisticos. E inteiramente justa a ironia de H. Poincaré,
ao comentar as célebres defini¢Ges do nimero 1, dadas em simbolos do
sistema de Peano.

2) Pressupde-se, € claro, que X satisfaz a uma condicéo prévia, neste
caso expressa pela proposi¢céo <X € uma figura deométrica». Frases, como
«A alma é um triangulo», em que néo seatende a éste preceito, sio—néo
propriamente falsas, porque ndo se chega a pdr aqui o problema do «ver-
dadeiro ou falso» — mas antes vazias de sentido.
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condi¢do), e para o por em evidéncia podemos escrever o (X),
em vez de o. Por outro lado, as proposi¢des tais como B e 7
dir-se-d0 categoricas, por isso que a sua veracidade nao
depende de circunstancia alguma: ou bem sdo verdadeiras,
e sdo-no entdo em qualquer caso, ou bem sdo falsas, e nédo
ha possibilidade de as tornar verdadeiras. Se lembrarmos
que toda a igualdade entre expressdes algébricas encerra, na
verdade, uma proposicdo, apenas formulada em linguagem

diferente da usual, encontraremos, logo, exemplos de propo-
si¢des categoricas verdadeiras, nas identidades; de proposi-

¢Oes categoricas falsas, nas igualdades impossiveis, e de pro-
posicdes condicionais, nas equagdes. Exemplos anialogos nos
fornecem as inidentidades, as desigualdades impossiveis e as
inequagdes.

Podem ainda, naturalmente, apresentar-se proposicdes
condicionais em mais de uma variavel, como por exemplo a
seguinte « X, Y e Z sdo trés rectas que se intersectam no
ponto U », que é, como se vé, condicionalem X, Y, Ze U;
mas tudo o que dissermos para as proposi¢Ses condicionais
em uma s6 variavel facilmente se generaliza a todas as outras
proposigdes; além de que, como é evidente, um sistema qual-
quer de variaveis, X,Y,Z, ..., pode sempre, mediante um
acto mental simples, considerar-se como uma variavel tnica,
de categoria diferente, W =(X,Y,Z,-..).

2 — Dadas as duas proposigoes:

o—X € um multiplo de 6;

B—X é um multiplo de 3;
nota-se que, sempre que a primeira é verdadeira, a segunda
também o &, ou o que vem a dar o mesmo, que, sempre que
esta é falsa, aquela & falsa também ; de modo que podiamos
escrever: «Se X é um miltiplo de 6, X serd também um
multiplo de 3» ou «X é divisivel por 6, logo é divisivel por 3».
Diremos entdo que o implica B, ou que B & conseqiiéncia de o,
ou que B resulta de o (todas estas expressdes sdo equivalen-
tes), e escreveremos, simbodlicamente, « — .

E facil ver que, dadas trés proposi¢des oy, op € 23, Se
01 —> 3 € ag—> 0y, entdo aq1—> 23; 0 que se exprime dizendo
que a ‘mplicagdo logica goza da propriedade transitiva. Por
exemplo: a proposi¢do «X & um quadrado» implica a pro-
posicdo «X & um rectangulo», a qual por sua vez implica a
proposigdo «X é& um paralelogramo», donde resulta que a
primeira implica a terceira.

Convém notar que as proposi¢des categéricas se compor-
tam como proposicdes condicionais, quando ainda se ignora,
ou se supde ignorar, se elas sdo afinal verdadeiras ou falsas.
Assim, antes de averiguar se qualquer das proposigées «153 &
maultiplo de 6» e «153 & miiltiplo de 3» & ou ndo verdadeira, ja
se pode assegurar que a segunda é verdadeira, se a primeira
o for, e que esta sera falsa, se a segunda for por sua vez falsa;
isto &, podemos dizer, como para as proposi¢des condicionais,
que a primeira implica a segunda. ObservacSes analogas se
devem aplicar a tudo o que dissermos em seguida.

3 — Os exemplos anteriores bastam para mostrar que,
dadas duas proposicdes oy € 2, se oy —> a3, ndo se deve dai
concluir, sem mais, que também o, —> o4 ; isto &, a implicacdo
légica ndo goza da propriedade simétrica, embora goze da
propriedade reflexiva (qualquer proposi¢do se implica a si
mesmo). Pode no entanto acontecer que se tenha, ao mesmo
tempo, o4 —> a3 € oy —> oy dir-se-a entdo que as proposicdes
oy € 23 S0 equivalentes, e escrever-se-a a2y =a.

Exemplos: as proposigdes «X é um triangulo equilitero»
e «X é umtriangulo equiangulo» sdo equivalentes; do mesmo
modo sdo equivalentes as proposicdes «x € um numero com-
preendido entre 3 e 4» e «x verifica a desigualdade x*—7x+
+12<0». Outros exemplos:

I —(» é divisivel por 3, por 4 e por 5)=(# € divisivel por 60)
3
II—(—G<2x<3)E<—3<x<§>

III — (X é um ser vivo)=(X é um animal ou uma planta).

Quando uma prop. » implica uma prop. 8, também se diz
que o € condi¢do suficiente para que se verifique B, ou que B
& condi¢do mecessdria para que se verifique «; e ainda se
costuma dizer que B & uma condigdo maiss restritiva ou mais
forte do que o, ou que o & uma condicdo menos restritiva ou
mais fraca do que B. Se «=p, é também usual dizer que «
(ou B) é condicdo necessdria e suficiente para que se verifi-
que B (ou «). Esta terminologia é muito conhecida.

A equivaléncia logica goza evidentemente das proprieda-
des reflexiva, simétrica e transitiva.

E também manifesto que todas as proposicdes categoricas,
veconhecidas como verdadeiras, sdo entre si equivalentes, o
que levou a representa-las, indistintamente, pelo simbolo 1.
Analogamente, as proposi¢des absolutamente falsas sdo equi-
valentes entre si, e recebem, por isso, a representagdo
comum 0. Posto isto, eu direi que toda a prop. o implica a
prop. 1, baseando-me na seguinte consideracdo: sempre que
2 € verdadeira, a prop. 1 também o €&, por isso que & sempre
verdadeira. Do mesmo modo direi que 0 implica qualquer
prop. «.: com efeito, sempre que o é falsa, a prop. 0 também
o &, por isso que é sempre falsa. Assim, qualquer que seja a
prop. «, ter-se-d: 0 —> o —1.

4 — Sejam agora as proposicdes:

o — X é divisivel por 5;
B — X é divisivel por 3;
7 — X é divisivel por 15.

E facil reconhecer que, sempre que as proposi¢des « e
se verificam simultaneamente, e s6 entdo, a iltima é verda -
deira. Portanto, afirmar simultineamente o. e B equivale a sim-
ples afirmagdo de y. Diremos, néste caso, que a proposigao y
equivale ao produto logico das proposicdes « e B, e escreve-
remos y=oc.f. Déste modo, o sinal . substitui a conjuncdo
copulativa e¢. Outros exemplos:

I — (X é um losango). (X é um rectangulo) = (X é um qua-
drado) ;
II—(-3<x<4).A<x<N=(1<r<d);
Il — (12=n).(18=n)=(6=n).

Como facilmente se pode verificar, a multiplicacio logica
goza das propriedades comutativa e associativa. Além disso,
tem-se, qualquer que seja o.: 2.1=a«, 2.0=0. Por outro lado,
se »—>f, ef=a, e reciprocamente, se af=a2, o —> f; em
particular o..a=o.

Consideremos ainda as proposi¢des formuladas em se-
guida :

2 — X divide 4;
B— X divide 6;
y— X é um divisor de 12, menor que 10.

Veé-se facitmente que a tltima é verdadeira, quando, e s6
quando, uma, pelo menos, das primeiras se verifica. Déste
modo, afirmar y equivale a dizer que uma, pelo menos, das
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proposicoes « e B é verdadeira. Diz-se entdo que a proposi-
¢do y € a soma logica das proposigdes o e B, e escreve-se
y=2+B, onde o sinal + substitue a conjuncdo disjuntiva ou.
Outro exemplo: (X ¢ um numero inteiro)+(.X € um nimero
fraccionario) = (X é um numero racional).

A adigdo logica goza das propriedades comutativa e asso-
ciativa, e ainda das seguintes: 1) 24+0=4; 2) »+1=1, qualquer
que seja a proposicdo z; 3) o+ p=8 & equivalente a »—> 8,
(donde, em particular, e42=a).

Pode ainda verificar-se, o que é muito importante, que,
nao s6 a multiplicagdo légica é distributiva em relacdo a adi-
Gdo logica, como esta é distributiva em relagdo aquela; isteo é,
quaisquer que sejam as proposicdes «, B, 7, tem-se: a.(B+7)=
=a.ptz.y e at+B.y=(z+B).(x+7).

Muito facilmente se definem somas e produtos légicos,
com mais de dois dados, 0 que deixamos ao cuidado do leitor.

5 -— Considerando agora as proposi¢des
o.— O numero inteiro X é par;
B— O ntmero inteiro X é impar;
vé-se que nao podem. tais proposicdes ser simultineamente
verdadeiras, nem simultineamente falsas; isto &, se uma é
verdadeira, a outra é necessariamente falsa, e se uma é falsa,
a outra & necessiariamente verdadeira. Diremos entdo que
estas proposicdes sdo contraditorias, ou que umanega a outra,
e escreveremos: B=a«' ou a=f®, Outros exemplos:
[—(x>5)=(x<5);
II — (Todos os miiltiplos de 6 sdo multiplos de 3)=(Alguns
multiplos de 6 ndo sdo multiplos de 3)'.

Dada uma proposigéo o & facil reconhecer .o/ =0 (prin-
cipio da n#o._contradi¢do) e a4-o'=1 (principio do terceiro
excluido). As duas condigdes «.f=0, a+B=1 sdo além disso
suficientes para que a=§'.

Sao muito importantes as seguintes propriedades :

1) (@) =a; 2) Sea—>p, ' —>o'; 3) (a+pf' =a!.p';
4) (@.B)=a+B; 5 =0

A negac¢do légica pde assim em evidéncia a dualidade
que se verifica, por exemplo, entre a soma ldgica e o produto
logico.

E necessario nio confundir proposices: contraditérias
com proposicdes incompativeis, aplicando esta designacdo a
duas ou mais proposigdes cujo produto légico seja igual a 0.
Exemplo: as proposi¢es «X é um nimero primo» e «X é um
multiplo de 6» sdo incompativeis, mas nao contraditorias, por-
que podem ser simultineamente falsas.

6 — As convencdes anteriores constituem a base do cha-
mado cdlculo proposicional, em que o papel dos numeros apa-
rece desempenhado pelas proposi¢des, e em que os sinais de
relagdo e de operacédo correspondem as palavras se, #do, ou, e.
E manifesta a analogia entre as relacdes »—>f (onde « e B
designam proposigdes) e @ > b (onde @ e b representam niume-
ros); e ainda entre as relagdes 2=p e @a=6. Uma diferenga
ha, porém, que desde ja convém assinalar: enquanto, para
cada par de numeros @ e &, se verifica necessariamente uma
das relagdes a<b, a=b, a>b (ou, o que é o mesmo, uma
das relacées ¢ <&, b>a), pode acontecer que, dadas duas
proposicdes » e B, nido se verifique nenhuma das relagdes
«—>pB, p—>a. Porém, conforme o que se viu, as regras for-
mais do cilculo proposicional nio diferem consideravelmente
das do calculo numérico, como também se pode ajuizar do

exemplo: (e+B) (y+3)=oy+ad+fy +

relagdes 2 —B, y—=9, deduz-se a+y—f+3, e ainda
ay —> B5. Convém, contudo, nunca perder de vista as dife-
rencas que existem entre um e o outro calculo.

7— Devemos agora notar que toda a proposigido categé-
rica pode apresentar-se sob a forma duma implicac¢do légica
(afirmada ou negada) entre duas proposi¢es condicionais,
como facilmente se infere dos seguintes exemplos:

I — (5 € um nimero digito)= (X € igual a 5— X € um digjto);
II — (Todos os miltiplos de 6 sdo pares)=(x# &€ 6§ —> » & par);
III — (Alguns multiplos de 3 ndo sdo pares)=(Y ¢35 — Y ¢
par)';
IV — (Nenhum multiplo de 6 & primo)= (W & 6 — W ndo &
primo);
V — (Alguns losangos sdo rectangulos) = (X & um losango —~
—> X ndo é um rectangulo)’.

Assim, em geral, a tdda a proposigido categética « pode
dar-se uma das formas seguintes : # -—>+ ou (h —+)', onde %
e t designam proposicdes condicionais ; isto &, ou x=(h —1),
ou a=(h—>t). No primeiro caso, da-se a # o nome de /ipo-
tese e a t o nome de f¢se da proposigdo o ; podemos dizer entdo
que o fransforma # em £, e escreveremos « | 4 =4. Duas pro-
posicdes o e B, tais que o= (¢ —>a,), B=(6 —%,), sendo
ay=%, e ay=4% (atese de cada uma coincide com a hipétese
da outra), dizem-se reciprocas, e, quando enunciadas conjun-
tamente (isto é, quando se efectua o seu produto légico),
obtém-se a proposicdo mais forte aj=a,; por exemplo, as
proposicdes «todo o divisor do m. d. c. de dois niimeros divide
também ésses niumeros» e «todo o divisor comum de dois
ntimeros divide o seu m. d. c.» sdo entre si reciprocas, e fun-
dem-se na proposicdo «para que um dado numero » divida
dois nimeros @ e b quaisquer, & necessario e suficiente que
divida o seu m. d. c.».

Ha ainda outros modos de enunciar proposigdes categé6-
ricas, empregando proposi¢des condicionais : assim, a propo-
sicio do exemplo V pode formular-se do seguinte modo :
«(X €& um losango).(X & um rectangulo)=0®; a do exem-
plo II & equivalente a «(X #do € 6)+ (X é par)=1»@, ete.

Observagdes : 1) Uma proposicdo categoérica o escrita sob
a forma (h—t) ou (f—+)' ndo depende, evidentemente,
do simbolo escolhido para representar a variavel que figura
nas proposicdes 4 e +, contanto que ésse simbolo seja o
mesmo em ambas; assim, em II podfamos por Z, X ou
qualquer outra letra, em vez de #» . A proposicdo « traduz,
por assim dizer, o que existe de constante entre # e +, atra-
vés de todas as mudancas possiveis do simbolo representa-
tivo da variavel.

2) Para especificar que uma proposi¢do o (X ) ndo é veri-
ficada por mais de uma determinagdo de X, pode fazer-se
uso da seguinte implica¢do: ¢ (Y).a(Z)—> (Y=2Z2). Assim,
por exemplo, a expressdo «(.X € um miiltiplo comumde 4 e 6,
menor que 20).(Y é um multiplo comum de 4 e 6, menor
que 20) — (X=Y)» significa «ndo existe mais de um multiplo
comum de 4 e 6, inferior a 20».

(U O sinal  substitui, portanto, o advérbio ndo.

2) ¢Existem losangos que também s@io rectangulos».

() ¢«Dado um namero inteiro, de duas uma: ou &sse niimero € par ot
n#o € maltiplo de 6».

) Deve, € claro, respeitar-se qualquer convengdo prévia, relativa a
escolha do simbolo.



GAZETA DE MATEMATICA

Exercicio : Mostrar que o produto l6gico das implicactes
a-—>c,b—>0, é equivalente 2 implicacdo tinica a+ 6 — a'd 4
+ blc 4¢3,

8 — Nas suas modalidades mais freqiientes, o silogismo
ndo é mais do que uma aplicagdo da propriedade transitiva da
implicacdo logica. Seja, por exemplo, o raciocinio «Todos os
miultiplos do 6 sdo pares; 12 é multiplo de 6, logo 12 & par»,
cujas premissas, postas sob a forma de implicacdo légica, sdo
as seguintes :

a: Xé6—> Xénpar;

B: Y éigualal1l2— Y é 6;
‘e representemos por «,%,c,d, respectivamente, a hip6tese
de o, a hipotese de B, a tese de o e a tese de B. Atendendo
a observagdo 1 do paragrafo anterior, podemos substituir Y
por X, em B, o que permite identificar « com 9, isto &, por
a(X)=9(X), e, portanto, escrever ¢ —> 9 —>c, donde 6 — ¢,

EXAME DE APTIDAO AS

Cursos da Faculdade de Engenharia da Universidade
do Pdrto

433 — Encontrar os trés lados dum triangulo rectangulo,
sabendo que o lado médio é igual a2 semi-soma dos outros
dois e que o ntimero que exprime a sua superficie ¢ o mesmo
que exprime o seu perimetro. R: Se forem b o cateto médio,

. be
c o outro ¢ a a hipotenusa serd: 2b=a+c; E=a +b+c e

a?=b2+c? donde, resolvendo o sistema, a=10, b=8, ¢ ¢=0.
J. C.

434 — Qual a razdo entre os quintos termos dos desen-
volvimentos dos binémios (1—a)' e (1+a)*? Se a ordem dos
termos correspondentes for par, qual serda a sua razdo?

m m Ty
R: Ty= —a)t; T,= at donde =1.
s={, ) (=a)% 4 T
correspondente fosse par, entdo a razdo seria —1, como é 6bvio.
J. C.

Se a ordem

435 -— Na equacdo 9224 12x+4=0 indicar, sem resolver,
qual a natureza das raizes; dizer os sinais, a sua soma e o seu
produto.. R: Como a=b%?-—-4ac=144—

e iguais. Por ser a soma S=—4/3, as raises sdo negativas e
0 seu produto é P=4/9. J.C.

436 — Calcule por logaritmos o volume dum paralelipi-
pedo de que se conhece a diagonal da base 20,35m e um &n-
gulo adjacente 28030'4" e a altura 7,50m. R: Se o para-
lelipipedo for rectingulo a base é um vectdngulo de drea

20,352 .
A =20,352. sen « cos am2= -sen 2am2 designando por o o0
7,50><20,35?
dngulo de 28°30'4", ¢ o volume é V=—2-- sen 2qm3

logo log.V =log 7,50 + 2 log 20,35 + log sen 57°0'8'" + colog 2= -

=3,11475 ¢ por isso V=1302,5m3. J.c.

_3=
cos |« 2>
3r —4x 1
CE 1+tg?x

437 — Simplificar a expressdo

sen

A proposi¢do 6 —>c¢, que podemos representar por v, &, evi-
dentemente, a conclusido do raciocinio, e resulta, como se
acaba de ver, da aplicacdo sucessiva de B e de o sobre 6:
Bl6=2, donde a|B|t=7y|b=c. Podemos entdo
escrever z| =7 e dizer, por analogia com o que fizemos para
as proposicdes condicionais, que « fransforma j em ~; para
justificar esta convencio, basta notar que, escrita soba forma
«12 & b», a proposicdo B coincide afinal com a hipétese de «,
desde que se ponha 12 no lugar de X, e assim «12 & 6» —
—> «12 é pary, isto &, B—> (segundo «).

Consideremos agora um raciocinio cujas premissas sejam
do tipo: (« — %) (proposicido «;), c — & (proposigdo ,) . Néste
caso a conclusdo serad (a —>c)', pois que, se a implicagdo
a —>» ¢ fosse verdadeira, como se tem ¢ — % (segundo 2,) ter-
-se-ia o —> %, o que, segundo o, & falso.

(Continua) JOSE SEBASTIAO E SILVA

a|d=c,

ESCOLAS SUPERIORES

-
Ccos | x 2>

R: ER—p T

sen T Thigix

cos <x + £>
2

3
sen <E 7:—2x> +costx

_ —sen x
— cos 2x 4+ cos?x

= — cosecx.

J.C.
438 — Pelo método geométrico do problema inverso, da-
das duas rectas paralelas 4X e BY e um ponto fixo O com-
plano a distancia 4 da mais proxima, determinar a posigdo
duma perpendicular comum CD as duas paralelas dadas tal
que do ponto se veja CD sob um angulo dado o. Discutir as
solugdes possiveis. ¢ Qual o valor maximo que pode ter «.?

(Vér solugdo no proximo niimero).

439 — a) ; Com os algarismos 0,1,2,.--,8 e 9 poder-se-a
escrever um nimero na base 13? ) ¢ Qual o nimero no sis-
tema decimal que corresponde a 371 na base 7? R: a) Nem
todos os mimeros do sistema da base 13 podem escrever-se com
os algarismos dados, pois devem adoptar-se simbolos novos
para representar no sistema da base 13 os nimeros 10, 11 e 12
do sistema decimal, b) Na base 1 os unicos algarismos adopta-
dos na escrita dos nimeros séo 0,1,2,3,4,5 ¢ 6. O simbolo
371 ndo representa pois um nimero da base 7. J.C.

I. S. C. E. F.— 23 de Juiho de 1940

440 — a) Defina ntimero primo e diga em que consiste a
decomposi¢do de um nimero em factores primos, que pro-
priedades e aplica¢des conhece. 6) Sejam os dois nimeros
A=p*.q" B=qg®.p", onde p e g sdo ntmeros primos e #»
inteiro e positivo. Quantos divisores comuns tém 4 e B e
quais? R: Se n>2 o nimero de divisores é 9: 1,p,p?,q, q?,
P.-q,p%q,p.q% e p%.q?; se n=1 o numero de divisores ¢ 4:
1,p,qep.q.

441 — Diga o que é um sistema de equagdes; defina solu-
¢do. Resolva o seguinte problema: determinar p, ¢, » de
modo que a fungdo y=a3+pa%4-gx+r tome para x=0,1,2
os valores 3,7,19, respectivamente.

S r=3 p=1
R: { p+ q+r=6 {q=2
24p+2q+r=11 r=3.
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GAZETA DE MATEMATICA

A LOGICA MATEMATICA E O ENSINO MEDIO

(CONTINUADO DO N.° 5)

9 — Dada uma proposicdo condicional «(X), suponhamos
que existe uma, e uma s6, determinacido de X, que represen-
taremos por X*, para a qual a proposi¢cdo «(X) € verda-
deira (?, Déste modo, a proposicdo = (X #), incondicionalmente
verdadeira, traduz uma propriedade exclusiva de X#, e sera
portanto possivel definir o elemento X* a custa dessa mesma
propriedade: «X* & o elemento que satisfaz a condigdo ».(X*)»,
ou, em termos de Légica matemitica, «(X=X*)=u(X)» .
Obtém-se, por_éste processo, uma defini¢do logica da entidade
X*. Por exemplo, «X é o sucessor de 4» é uma propriedade
que pode utilizar-se para definir o nimero convencionalmente
representado pelo simbolo 5, e assim teremos, por defini¢do,
«h & o sucessor de 4».

Para que, segundo o processo indicado, uma dada propo-
sicdo o (X) possa conduzir 2 definicdo dum elemento, é evi-
dentemente necessario que exisfa uma, e uma so, entidade X*,
que satisfaca a condicdo « (X*). Todaa defini¢do dum elemento
deve, portanto, ldgicamente, ser precedida duma proposicio
de existéncia e de unicidade. E, contudo, natural admitir a pos-
sibilidade de um mesmo elemento ser definido de modos dife-
rentes, isto €&, utilizando proposicdes condicionais distintas;
assim, a anterior defini¢do (do nimero 5) sera equivalente a
seguinte : «(X=5)=(X é o m.d.c. de 20 e 15)». Havera por-
tanto, entre as propriedades dum ser, uma que se toma, %
tanto arbitrariamente, como propriedade definidora (em geral,
produto légico de um conjunto de propriedades), sendo as
restantes consideradas apenas conseqiiéncias da definicdo.
Convém, evidentemente, aceitar como definidora a proprie-
dade que se afigure mais simples, — mas compreende-se que,
muitas vezes, se torne dificil, at¢ impossivel, a determinacdo
duma tal propriedade elementar @,

Notemos agora que, 2iém das definicdes de elementos, se
devem considerar ainda as defini¢des de classes (ou de con-
juntos). O processo é analogo ao anterior: define-se uma
classe (ou um conjunto), indicando uma propriedade comum
a todos os elementos dessa classe (ou désse conjunto), e s6 a
ésses. Exemplos: I) Definicdo de quadrado perfeito: «(x é um
quadrado perfeito)=(Existe um inteiro y tal que x=22)>»;
II) Definicdo de mediatriz dum segmento: «(X é um ponto da
mediatriz do segmento AB)=dist (1,X)=dist (B, X))». Neste
caso, as condigdes de existéncia e de unicidade deixam de
constituir um motivo de preocupacdo, visto que o conjunto
dos elementos que satisfazem a uma dada proposicio condi-
cional «(X) existe sempre e ¢ vinico; pode apenas tal conjunto
nio conter elemento nenhum (recebe entdo o nome de con-
Junto vazio) . Assim, existe, e & determinado, o conjunto dos
numeros primos multiplos de 4, embora tal conjunto seja
vazio ; analogamente, é vazia a classe dos tridangulos rectan-
gulos equilateros.

Devemos, finalmente, referir-nos a definicdes de operado-
res ou relagbes. Exemplo: Por meio da equivaléncia «(A recta «
& paralela ¢ recta y)=(As rectas & e y pertencem ao mesmo
plano) (Ndo existe nenhum pontocomuma x e a y)», fica defi-
nida a relacdo «paralelo a», entre duas rectas, Nao deixare-
mos, contudo, de afirmar que se pode, mediante um artificio
muito simples, fazer entrar éste tipo de definicdes, no pre-
cedente.

Como se vé, uma defini¢gdo néo é, no fundo, mais do que a
atribuicdo dum nome ou, o que vem a dar o mesmo, a repre-
senta¢do por meio dum simbolo, da entidade ou da classe de
entidades, que gozam duma certa propriedade: o objectivo &,
pois, resumir, por meio dum unico simbolo, o que, antes disso,
s6 era exprimivel por meio de varios simbolos. Assim, as
defini¢des sdo proposicdes, incondicionalmente verdadeiras
por nossa propria deliberagdo, isto &, por convengdo, e tém por
fim, ndo s6 a economia de tempo, como ainda maior clareza
de expressdo: &, sem diivida, muito mais comodo dizer «cir-
cunferéncia» do que «conjunto dos pontos dum plano situados
a uma mesma distancia de um outro ponto désse planoy, prin-
cipalmente, se notarmos que esta nogdo é de uso correntis-
simo em Geometria,

10 — Em qualquer teoria matematica, construida segundo
os preceitos da Loégica, comeca-se por fixar um certo niimero
de nogdes (as nogdes primitivas) e um certo niimero de pro-
posicdes (os postulados), de modo que satisfacam as seguintes
condi¢Ses: 1) Todas as entidades consideradas nessa teoria se
podem definir a custa das nog¢des primitivas ; 2) Todas as pro-
posicdes categoricas que, na mesma teoria, se formulam como
verdadeiras (excepto as defini¢des) sdo conseqiiéncias logicas
dos postulados; 3) Os postulados sdo compativeis, isto &, ndo
conduzem a contradi¢do; 4) Nenhuma nocdo primitiva se pode
reduzir, por meio duma definigfo, as restantes nogdes primi-
tivas; 5) Nenhum postulado se pode deduzir dos restantes pos-
tulados ®. Em virtude destas condigdes, os conceitos pri-
mitivos ndo serdo susceptiveis de defini¢do, e os postulados
serdo indemonstrdveis : uns e outros se aceitam geralmente,
como dados fornecidos pela infui¢do, no contacto com a reali-
dade sensivel. Assim, por exemplo, na Geometria que se
estuda nos liceus, ou Geometria euclidiana, ¢ #so tomarem-se,
como primitivas, entre outras, as idéias de «ponto», «rectay,
«plano», «situado entre»; e como postulados, entre outras, as
seguintes proposigdes: «Por dois pontos distintos passa uma
recta, e uma so6» ; «Dados trés pontos distintos, pertencentes a
uma recta, existe um, e um sé déles, situado entre os restantesy;
«Por um ponto exterior a uma recta passa uma, e uma so,
paralela a essa rectas.

Além dos postulados, consideram-se em Matematica mais
dois tipos de proposigdes: as defini¢Ges nominais e os teore-
mas. As primeiras, de que ja tratimos desenvolvidamente no

() Pode comparar-se 2 (X) a uma equacfio que admite uma solugéo
fnica X#; déste modo, o (X#) corresponde a identidade em que €é con-
vertida essa equacdo, quando sé faz X=X*,

@ Como jd fizemos anteriormente (obs. 2), § 7), usamos o sinal =
para exprimir identidade; assim «a=0b» significa que a representa o
mesmo elemento que b,

@ A propriedade com que, histdoricamente, uma entidade se d4d a
conhecer pela primeira vez, nem sempre € a mais indicada para uma defi-
nic#o 16gica dessa entidade: é o que sucede por exemplo, com o niimero «,

(9 Ha nisto, € claro, apenas uma convencéo: uma extenséo natural do
conceito de conjunto, em vista da comodidade de linguagem que dai
resulta.

() As condigdes 4) e 5) ndo sdo indispensdveis para o desenvolvi-
mento lddico da teoria; compreende-se, todavia, a vantagem que hd em
reduzir a um minimo o numero das entidades que néo se definem e o das
proposi¢cdes que ndo se demonstram, sendo 6bvio que tal minimo exisie
necessariamente.
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§ anterior, introduzem novas nogdes, a custa dos conceitos
-primitivos, com o objectivo de contribuir para a brevidade e
a clareza do discurso. Os teoremas sdo aquelas proposicdes,
distintas dos postulados e das defini¢bes que, segundo a con-
dicdo 2), se podem deduzir dos postulados, isto &, que s3o sus-
ceptiveis de demonstragdo.

Pode suceder que, dado um teorema o, ndo s6 seja pos-
sivel deduzir «; dos postulados admitidos, como até exista
um postulado «, que seja implicado por «;, quando se admi-
tem os restantes postulados; isto &, as proposicdes « e o4
serdo, em tais condigdes, equivalentes, e podera substituir-se
2 por oy. Isto mostra que a escolha das proposicées que
hdo-de figurar como postulados, numa dada teoria, apresenta
um certo grau de arbitrariedade : devem preferir-se, & claro,
as proposicdes de enunciado mais simples, mas podem surgir
neste caso, as mesmas hesitagdes que apontamos, a respeito
das definicGes. Analoga liberdade de escolha se veritica para
as nog¢des primitivas. Por exemplo, em vez do conceito de
«recta», podem tomar-se como primitivos o conceito de «dis-
tancia (entre dois pontos)», o de «direccdoy, etc. Analogamente,
demornstra-se que o postulado das paralelas (Por um ponto
exterior a uma recta passa uma paralela a essa recta, e uma
s0) se pode substituir pelo teorema, segundo o qual a soma
dos angulos internos dum tridngulo é igual a um angulo raso
(a ultima proposicdo passaria entdo a ser um postulado e a
primeira, um teorema).

Em virtude do que dissémos nos §§ anteriores, fica per-
feitamente esclarecido o significado de expressdes, tais como
«hipétese» e «tese» (dum teorema ot dum postulado), «teore-
remas reciprocoss, etc.

Devemos ainda notar que nio existe uma distingdo fun-
damental entre definicdes e postulados: éstes sdo apenas,
como ja se tem dito, definicGes disfargadas, que limitam a in-
determinacdo dos conceitos primitivos.

11 — E normal, no ensino médio, para demonstrar (e até
para enunciar) um teorema de Geometria, fazer uso de figu-
ras, cujo papel ndo é, inicamente o de facilitar a compreensao
da matéria, mas ainda o de substituir uma parte importante
da demonstragdo (ou do enunciado): omitem-se muitas passa-
gens, apenas porque sdo sugeridas, intuitivamente, pela figura,
Perde-se, déste modo, em precisdo, o que se ganha em clareza,
— se pode chamar-se claro ao que & superficial V. As pro-
priedades que, intervindo na demonstracdo dum teorema, ndo
sdo geralmente invocadas, sdo as que envolvem os conceitos
de «pertence a» e «situado entre», — chamadas propriedades
topolégicas. Por exemplo, o facto de um ponto ser interior ou
exterior a um poligono ¢ uma propriedade topolégica. Tém
de especifico estas propriedades nio serem alteradas quando,
por exemplo, se substituem segmentos iguais por segmentos
diferentes, angulos rectos por angulos ndo-rectos, segmen-
tos de recta por convenientes linhas curvas, etc. — contanto
que a posicdo relativa dos pontos seja respeitada ®. Dai o
dizer-se que «a Geometria é a arte de raciocinar sobre figuras
mal feitasy.

Para que uma demonstracdo seja impecdvel, do ponto de
vista logico, é necessdario que ndo dependa, de maneiva nenhuma,
da figura utilizada, de modo que, abstraindo desta, a demons-
tracdo ndo seja afectada em qualquer pormenor. Ndo preten-
demos, com isto, insinuar que se deva por completamente de
parte a figura: pelo contrario, ha grande vantagem no seu

uso (devidamente acautelado), como poderoso auxiliar da
intui¢do. Nao deixaremos, contudo, de aconselhar, como 6ptimo
exercicio para combater os habitos de raciocinio provenientes
do uso imoderado das figuras, fazer a demonstracio de alguns
teoremas, sem recorrer a imagem geométrica intuitiva. El, porém,
necessario, para tal conseguir, além dum conhecimento per-
feito de tdodas as propriedades que intervém na demonstra-
cdo, o emprégo dum sistema de notacdes, muito mais minu-
cioso do que os ordinariamente adoptados (ndo esquegamos
que as notacdes correspondem a verdadeiras defini¢Ges, e qual
o papel simplificador das defini¢cdes). Os simbolos vém déste
modo substituir o desenho, o que representa um progresso
decisivo no sentido da depuragdo légica dos métodos.

12 — Vamos, neste §, introduzir algumas convengdes
que teremos necessidade de utilizar. Como simbolos repre-
sentativos de entidades, empregaremos letras do alfabeto
latino em redondo: maiusculas (A, B, -), para 0s pontos;
minusculas, (a,b,x,:-:), para os nUmeros; minusculas
encimadas dum trago (x,a,:), para as rectas; minis-
culas entre colchetes (|y],[b],---), para as figuras geomé-
tricas em geral. Em particular usaremos letras latinas mints-
culas, em italico, (e, x,---), para designar nimeros inteiros.
Quando nada se diga em contririo, estes simbolos repre-
sentardo seres indeterminados, dentro dos limites impostos
pelas condicBes anteriores : assim, A e B designardo dois pon-
tos quaisquer, independentes (coincidentes ou distintos) ; resulta
ainda das convencdes estabelecidas que proposicoes, tais como
«A,P e X sio pontos», «r e y sdo rectas» «k é um nimero»
sdo proposicdes reconhecidas, uma vez por tédas, como incon-
dicionalmente verdadeiras, e, por isso mesmo, dispensaveis
nos enunciados das outras proposicdes. O sinal ' sera aqui
utilizado com a mesma fun¢do que se lhe atribui vulgarmente
(excepto quando se aplica as proposicées, caso em que
exprime negacio).

Em vez do térmo «igualdade» aplicado as figuras geométri-
cas, usaremos o de «congruéncias: «[a] é congruente a [b]» signi-
fica o mesmo que, no sentido ordinirio, «[a] & igual a [b]»;
e escreveremos, para exprimir éste facto, [a]=[b], em vez
de [a]=([b]. O sinal = ficareservado para exprimir identidade.
Notemos que, no caso dos nimeros, «igualdade» é sinénimo
de «identidades.

Adoptaremos ainda as seguintes notacdes : & (pertence a);
=+ (distinto de); || (paralelo ou paralela @); AB (recta def. por Ae
por B); AB (segmento de extremos A e B); AB (semi-recta que
tem por origem A e que passa por B); AB (semi-recta oposta
a AB); AOB (angulo convexo cujos lados sio OA e 6B)
a.b (ponto de intersecgdo das rectas @ e b); [ABC] (triangulo
de vértices A, B e C); Ae[P, Q] (A estasituado entre P e Q).
Convém ainda ter presentes algumas regras: num triangulo
[ABC] o angulo oposto aolado AB ¢ ACB (asletras exteriores

O E inteiramente justificdvel a orientacdo intuitivo-racional, que
se imprime ao ensino da Geometria, nestg fase de iniciac#io (ainda n#o vai
longe o tempo em que se ensinava Euclides, a maneira de Euclides...);
o que ndo podemos aceitar, é que muitas vezes se apresente como demons-

racdo, o que ndo é demonstragdo, e como defini¢do... o que nada define.

) Poincaré da intuitivamente a idéia de «propriedade topoldgdica»,
dizendo que s&o topologicas aquelas propriedades duma figura que se
conservam, mesmo quando esta € drosseiramente reproduzida por uma
crianca.
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sdo as que designam os vértices do lado opdsto); AOB™! sera
um angulo adjacente a AOB (lado comum OA); A~ OB, o
angulo verticalmente opdsto a AOB; AOA-', um angulo
raso, etc.

15 — Podemos agora, por meio do simbolismo adoptado,
enunciar algumas proposi¢ées da Geometria euclidiana :

=:([a] = [b]).([b) = [¢]) — ([a] = [c]), (Propriedade tran-
sitiva da congruéncia entre figuras geométricas).

¢:(A,B,C naosiao colineares).(A§C>A€B) —> (AC>AB)",
(Em qualquer triangulo, a um maior angulo opde-se um maior
lado).

«:(P,Q,R nio sdo colineares).(PQR=1recto) — (PR>PQ),
(A hipotenusa dum triangulo rectingulo é sempre maior do
que os catetos).

Teoremade Thales: (M,N,P,Q sdocolineares). (M'N'P'Q’
sdo colineares). (MM'||[NN'||[PP'||QQ'). M £ N). (P £ Q) —
s < MN =E>.

MN  PQ

Veja-se que, por éste processo, a hipotese e a tese ficam
sempre postas em relévo. Além disso, os enunciados em lin-~
guagem corrente néo sio, de nenhum modo, mais precisos do
éstes, apresentados em linguagem simbélica. Ndo esquegamos
ainda que (Obs. 1), § 7)) é indiferente adoptar éste ou aquéle
simbolo no enunciado dum teorema, desde que se respei-
tem as convencdes: assim, no enunciado do teorema o,
podemos, por exemplo, substituir A, B, C, respectivamente,
por P,Q,R. Em particular, fazendo em o a substituicio:
P por R, Q por Q, R por P, a hipétese ndo muda de aspecto,

enquanto a tese toma a forma «PR>QR» (o cateto PQ foi

substituido pelo cateto QR , sem que tivesse havido alteragio
do teorema). E ainda para notar como o enunciado, que apre-
sentamos, do teorema de Thales, inclui todos os casos possi-
veis: possibilidade de alguns dos pontos M,P,N, Q, coinci-
direm ; arbitrariedade na disposi¢do dos mesmos; possibili-
dade de as rectas MQ e M/Q' serem paralelas, etc.

Visto que, segundo as propriedades 1) e 2) do § 5, se
tem (h—>t)=(¢'—H!), sera sempre possivel enunciar um
mesmo teorema, pelo menos de duas maneiras distintas.
Assim, o teorema® «(M pertence 2 mediatriz de AB) —
—> (AM =BM)» [Qualquer ponto da mediatriz dum segmento &
equidistante dos extremos désse segmento], pode ainda enun-
ciar-se como segue: «(EE BP) — (P ndo pertence a mediatriz
de AB)» [Todo o ponto nio equidistante dos extremos dum
segmento ndo pertence a mediatriz désse segmento] ; notemos
ainda que o reciproco déste teorema é verdadeiro, o que per-
mite substituir a seta pelo sinal =.

14—Proponhamo-nos demonstrar agora o teorema «, enun-
ciado no § anterior, admitindo comoverdadeiros o teorema ¢ do
mesmo § e o teorema (3 seguinte: «(U, V,X ndo sdo colinea-
res) (U\7X =1 recto) — (UXV <UVX)». Para isso, represen-
temos por #; e f,, respectivamente, as proposi¢des «P,Q,R
ndo sdo colineares» e «PQR =1 recto» ; a hipotese 4 de « sera
entdo fi=#,,.H,, De # resulta, pelo teorema B: P@R > PﬁQ
(prop. 9); de #; e 3, deduz-se, conforme 6: PR >PQ (tese ¢
do teorema o, que déste modo fica demonstrado). Podemos
por em evidéncia tdodas as passagens da demonstragdo, utili~
zando o seguinte esquema (a chaveta indica que se deve tomar

o produto légico das proposicdes abrangidas):
9
fi=hy by oy g —t,

ou, mais simplesmente, 5 —>f2—>4%, donde f—>1t (teo-
remaa); a implicacio #—9 (ou, o que é equivalente,
f—#,9) ndo ¢é mais do que o teorema B; por outro lado, a
implicagdo #;0—>1t vem a ser o teorema §. Para reconhecer
a identidade entre estas implicacdes e os teoremas indicados,
basta fazer nos enunciados uma conveniente mudanga dos
simbolos, tendo em vista a obs. 1) do § 7. Pode escrever-se
ainda (§ 8): B-— o (segundo 6).

Nesta demonstragdo empregou-se, como se vé, um tnico
silogismo: mas raramente isto acontece. O exemplo seguinte
dara uma idéia do numero surpreendente de propriedades
que se aplicam numa demonstracdo, aparentemente simples,
de Geometria elementar.

Seja o teorema y seguinte: «Todo o aAngulo inscrito numa
circunferéncia é congruente a metade do angulo ao centro
correspondente» ; e demonstremos éste teorema no caso em
que um dos lados do angulo inscrito passa pelo centro da cir-
cunferéncia ; isto é, demonstremos o teorema ¢*, cuja hip6-
tese A* é o produto légico das condic¢bes: 4,: [X] é uma circun-
feréncia de centro em O; #,: Ae[x]; #3: Be[x]; f4: Ce|x];
f5: A £Bj fg: A£C; At B5£C; fig: OeBC; ecujatesetéa

condicdo : ABC= Y AOC. Paraa demonstracdo, suponhamos

conhecidas as seguintes proposi¢des categéricas verdadeiras :
8 — Defini¢do de «didmetro» duma civcunferéncia; vi: «[k] €
uma circunferéncia de centro em O)(PQ & um diametro de
[k]) (Re [k]) (R£P) (R#Q) — (0, P, R nio sdo colineares)»;
3y — Defini¢do de «civcunferéncia de centro em O; 13: «(A,B,C

o A 1 _ .~
ndo sdo colineares) (AB=AC)— (ACB= rY BAC—1)®ly; vy

«XY ¢ um diametro duma circunferéncia de centro em C) —-
—>(Ce [X,Y])»; 74: (Pe [M,N]) — (APN-'= APM) (AMN =
:':AﬂP);» vs — Propriedade transitiva da congruéncia entre

- A 1 1~
angulos; 16: «(ABC=PQR)— <E ABC= Y PQR) ». Posto

isto, vira, sucessivamente: & : BC é um diametro de [x] (de
#1, fi3, h4, 7 e fg, por 3)@; &: A,0,B ndo sdo colineares

(de Hy, fip,fi5,%g € 9, por y1); %: OA=0B (de fu,H; e ha,
por 3,); 9: ABO = % AOB-! (de 3 e 3, por y5); 3: O [B,C]
(de 1 e 3, por 1s); %: (ADB~'=A0C)(ABC = ABO) (de 3,
por Y4); =4 AﬁC%;— AOC (de 9 e 3;, pelas propriedades

() Admitimos aqui, como 6bvia,a seguinte equivaléncia: «(A,B,C nédo
s#io colineares) = (A,B,C s#o 0s vértices dum triangulo)»,

@ Admitimos aqui, como teorema, o que no § 7 aceitimos como defi-
nicdo. Tomamos agora, como definidora, a seguinte proposicéo: <A media-
triz dum segmento é a perpendicular ao meio désse segmento».

() Consegiiéncia dos teoremas: «Qualquer dngulo externo dum trian-
dulo é congruente 4 soma dos internos opostos» e «Em qualquer triangulo
alados congruentes opdem-se angulos congruentes»,

) Quando, por exemplo, escrevemos: 3, ... (de 9, e 33, por T,)»
pretendemos com isto afirmar que 2,3,—>9,, sendo esta implicaco
equivalente ao teorema (on postulado) V2. Se, em vez dum teorema ou pos-
tulado, se tratar duma definicéio, ter-se-d, mais do que uma implicacéo
simples (—>)—uma equivaléncia (=). Note-se que foram omitidos os
sinais . nos produtos 16gicos.



5 € ¢ combinadas). Tem-se, pois, # —>'%, como se pretendia
demonstrar. Deixamos ao cuidado do leitor a construcdo dum
esquema analogo ao do exemplo anterior.

15 — Na maior parte das demonstracdes, em Geometria
elementar, é necessario recorrer a intervencio de elementos
que nio figuram no enunciado, mas que se consegue eliminar
antes de atingir o térmo dos raciocinios. Tais elementos sdo
introduzidos por meio de Aipdteses adicionais, cujo papelcon-
siste portanto em tornar exequivel a demonstracdo, Assim,
para demonstrar o teorema: «Se, num triangulo [PQR], se
tem PQ > PR, sera também PRQ>POR», faz-se intervir um
ponto M (elemento estranho}, tal que: Me PQ, PM = PR (hipé-
tese adicional); entdo, visto que PQ>PR, o ponto M ficara
situado entre P e Q, e portanto sera PRQ > PRM; por outro
lado, como PMR =PRM (visto os lados PM e PR do trian-
gulo [PMR] serem congruentes, por construcdo), ter-se-a
P§Q> PMR; além disso, PMR sera maior do que P@R, por
ser angulo externo do triangulo [MQR], oposto a MOR=POR,
e assim vira (tese do teorema): PRQ>PQR®™. O elemento
M foi, como se vé, eliminado. Averiguemos, no entanto, em
que medida é legitimo éste procedimento, tdo usual em Geo-
metria elementar.

Seja f1(X)—>t(X) o teorema a demonstrar, e suponha-
mos que foi possivel estabeleceraimplicacdo #(X).a(X,Y)—
—t(X), em que «(X, Y) representa uma hipétese adicio-
nal, introdutora do elemento estranho Y. Entdo, para que,
da tltima implicagdo, se possa deduzir a primeira, basta que
se verifique a seguinte condigdo de existéncia : «Qualquer que
seja a determinagdo X* de X que verifique a proposicdo
h(X), existe, pelo menos, uma determinacio Y* de Y paraa
qual é verdadeira a proposi¢do « (X*, Y )». Com efeito, seja
X* uma determinacido de X que verifica 4(X) e, supondo veri-
ficada a condicdo anterior, designemos por Y* um elemento
tal que a proposi¢do o (X*, Y# seja verdadeira; entdo, em
virtude da implicagdo estabelecida, a proposicdo #(X*) tam-
bém sera verdadeira. Assim, tdoda a determinacdo de X que
verifique # (X) verificara também +(X): isto quere dizer que
se tem H(X)-—>£(X).

Além disso, é facil ver que, se esta condi¢do se ndo veri-
car, nada se pode concluir, Portanto, sempre que se introdu-
zirem elementos estranhos numa demonstragdo, é preciso
ter o cuidado de estabelecer as respectivas proposi¢des de
existéncia. Assim, no exemplo apresentado, deve acrescen-
tar-se- que o ponfo M existe, necessarviamente, em virtude do
seguinte postulado: «Dados um segmento AB, uma recta a
e um ponto Pea, existe, para cada lado de P, um, e um s6
ponto M, tal que: Mea,PM =AB».

Tornemos agora ao téorema y do § anterior. O seu enun-
ciado, em lingvagem simbélica, obtém-se a partir do de +*
suprimindo apenas as condi¢des %z e fg, na hipétese deste,
Jintdo, para demonstrar o teorema em tdda a sua generalidade,
bastard demonstri-lo em cada um dos seguintes casos:
pi: (A#£C).(0eBC); pa: (A+£C).(OeBA); p3: A=C; ps: (A£C).
. (ﬁO é interior a AﬁC); ps: (A%C).(BO é exterior a ABC).
Com efeito, tem-se, como facilmente se verifica, representando
por f a hipétese de y: fipi+hpa+hps+hpi+hp=h (pr+p2+pst+
+p4+ps)=H; isto &, os casos considerados sdo todos os possi-
veis. Mas as implicacGes fip; —»t e fipy—> 4 coincidem com o
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teorema ~*, ja demounstrado; por outro lado, é 6bvio que se
tem hpy;—>{; resta-nos pois provar que se tem hp;—>1 e
fps —> £, visto que, pela adicdo logica ordenada de todas estas
implicagGes, se obtém #—>1t. Ora, para demonstrar as duas
ultimas implica¢des, basta introduzir um ponto D, tal que:
De[x],DeBO,D + B; ésse ponto existe, necessariamente, em
virtude do seguinte teorema: «Toda a recta que passa por um
ponto interior a uma circunferéncia encontra esta em dois
pontos distintos». Entdo, vira, no caso py: ABC=ABD +D§C;
€ no caso p;: ABC=ABD-CBD ou ABC=CBD-ABD;
mas, em qualquer dos casos, os angulos ABD e CBD téem
um lado que passa pelo centro, o que permite aplicar-lhes o
teorema y*: déste modo se chega, facilmente, a tese do teo-
rema, sendo elimirado o ponto DD, elemento auxiliar.

16 — Nos exemplos apresentados, a demonstracido consis-
tiu em passar da hipotese para a tese, por meio de varias
implicagdes, equivalentes a outras tantas proposi¢cdes categé-
ricas, conhecidas como verdadeiras (teoremas, postulados ou
defini¢bes). Por éste processo, sio formuladas, umas apés
outras, diversas proposices condicionais, de modo que: 1)
toda a proposigdo, que nao faga parte da hipotese do teorema
ou duma hipétese adicional, é conseqiiéncia logica de algumas
(ou mesmo tddas) formuladas anteriormente ; 2) a tltima pro-
posicdo formulada coincide com a tese. Equivale isto a dizer
(§ 8), que, partindo de proposi¢des admitidas como verda-
deiras, se é conduzido a proposicdo que se pretende demons-
trar, pela aplicacdo sucessiva de silogismos, O caso mais sim-
ples sera aquéle em que a hipotese fica ligada a tese por uma
cadeia linear de proposi¢des: # —> 2 —>»9y —> <. —>9,_, —> ¢
(donde # —1); mas sera éste também o caso menos freqiiente.
Em geral os raciocinics sdo mais complicados: apresentam-se
ramificacGes muito variadas, em que as proposicoes se com-
binam entre si, quer pela soma légica, quer pelo produto
légico.

Devemos contudo notar que ndo é esta a inica maneira
de proceder, o tnico método possivel de demonstragido:
podera ainda adoptar-se a marcha inversa, isto é, da fese para
a hipotese, ou, o que vem a dar o mesmo, da proposi¢io a
demonstrar, para as proposi¢bes categoricas admitidas como
verdadeivas. O primeiro método é chamado sinfético ou dedu-
tivo : vdrias proposicdes (pelo menos duas!) combinam-se
entre si, por meio do raciocinio dedutivo, para conduzir a uma
proposicdo unica; o seguudo método é chamado analitico ou
redutivo : redus-se, em ultima andlise, a veracidade duma wnica
proposicdo, a veracidade de de duas ou mais proposicdes.
O método sintético é o mais conveniente para a exposicdo
duma teoria ja construida; o método analitico é o mais indi-
cado para a investigagdo, quando se pretende saber se uma
dada proposicdo é ou nido verdadeira.

Ocupar-nos-emos adiante, dum terceiro método de de-
mounstragdo.

17 — Apliquemos o método analitico 2 demonstragdo do
seguinte teorema: «(u é perpendicular ao meio de AB)
(P ¢ u) > (AP =BP) » Designemos por M o ponto u.AB,
que, por hipétese, é o ponto médio de AB. Entdo, pata que

() Neste exemplo e nos seguintes, limitamo-nos, paramaior brevidade,
a esbogar a demonstragdo, a maneira ordindria, fazendo um largo apélo a
intuicdo,
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se verifique a condi¢do AP = BP (tese), basta que se tenha
[AMP] = [BMP) e AMP = BMP (visto que, em triangulos con-
gruentes, a angulos congruentes se opdem lados congruentes);
mas a dJtima congruéncia resulta da hipétese, pois que, sendo u
(ou MP) perpendicular a AB, os angulos AMP e BMP serdo
rectos e portanto congruentes: resta-nos, pois, a condicido
[AMP] = [BMP] ; mas, como os triangulos [AMP] e [BMP] sdo
rectangulos, e um cateto dum é congruente a um cateto do
outro (o lado MP comum , a tltima congruéncia sera satis-

feita, desde que se tenha AM =BM ; ora, esta condigio resulta
imediatamente da hipétese, pois, como dissemos, M é o ponto
médio de AB: assim o teorema fica demonstrado.

Muitas vezes, as demonstracdes feitasi pelo método ana-
litico sdo conduzidas de modo que o térmo inicial seja a pro-
posicdo dada, «, e o térmo final, uma proposi¢do, », conhe-
cida como verdadeira, conforme o seguinte esquema: o <—
< e < - <—op<—o0. E claro que, na reducio de « a o,
de «, a «, etc.,intervém proposigdes conhecidas, em geral dis-
tintas de », mas na demonstragio é atribuida aestaum papelde
relévo, como se a veracidade de » ficasse reduzida, por éste
processo, a veracidade de », e s6 a dessa proposicdo — o que
ndo é exacto.

EXAME DE APTIDAO AS

Licenéiaturas em ciéncias fisico-quimicas e em ciéncias
matematicas, cursos preparatorios das escolas mili-
tares e curso de engenheiro gedgrafo.

555 — Para que valores de m sdo reais e desiguais as
quatro raizes da equagio: 2x4—(3m--2) x24+m2—4=0. R: Para
que as quatro raises sejam reais e desiguais é necessdrio e sufi-
ciente que o descriminante, a soma e o produto das raises da
equacdo resolvente 2x2—(3m—2)x+m?—4=0, sejam positivos,
0 que torna as suas raizes reais, desiguais e positivas. Quere
diger serd: (3m—2)2—8m2+32>0; 3m—2>0 ¢ m?—4>0.
Estas desigualdades sdo satisfeitas: a 12 para qualquer valor
real de m; a 2.5 para m>2[3 ¢ a 3.2 para valores de m tais
que m>2 ou m <—2. Satisfasem pois as trés desigualdades
simplesmente os valores de m reais tais que m > 2. J. C,

556 — Aplique a f6rmula do desenvolviménto do binémio
de Newton ao desenvolvimento de (1+x)t. R: (1+x)i=
=1+44x+6x24+4x3+x4. ’ J. C.

557 — Defina algébricamente o logaritmo do nimero N
no sistema de base a. Calcule o logaritmo de 16 no sistema
de base 2. R: Chama-se logaritmo do nimero N no sistema
de base a ao niimero x tal que a*=N. Assim log, 16 =x ,2v=16
x=4, J. C.

558 — Os comprimentos das bases de um trapézio rectan-
gulo sdo 16m,32 e 13m86 e o da altura é 4m,29, Calcule recor-
rendo ao calculo logaritmico, os valores dos argulos do tra-
pézio. R: Como ¢ 6bvio dois dos angulos sdo rectos e os outros
dois sdo os dngulos agudos dum triangulo rectingulo de que
0s catelos sdo 4m29 ¢ 2m46.--16m32—13m86, E serd entdo

2,46 donde logtge=0,3909441,36754—1,75848 ¢ »—=29049' 52"

4,29
e 8=60°10'8""=90°—29° 49 52i/. J. C.

o g =
S %

559 — Verifique a igualdade: sen(a+b)sen(a—b)=sen2a—

Em geral, aplica-se éste método, quando as sucessivas pro-
posi¢des sdo mesmo equivalentes entre si. Sd0 déste género as
demonstracdes que, vulgarmente, se apresentam como «veri-
ficaces de identidades», em que a passagem de cada térmo
para o seguinte é feita com a aplicacdo dos chamados «prin-
cipios de equivaléncia das equagdes». Exemplo: Seja o teo-
rema: "ya.”Y/b="yab"; para a sua demonstracdo con-
sideremos, sucessivamente, as seguintes proposicées, equiva-
lentes entre si: ("Va.”yDb)" = ("yab)", ("Va)".("VDb)" =
= ("y/ab)", ab =ab; mas a tltima proposi¢io & incondicio-
nalmente verdadeira (trata-se duma identidade): logo, também
a primeira, equivalente a esta, sera incondicionalmente verda-
deira, e assim o tecrema estid demonstrado. Notemos que, neste
exemplo, intervieram ndo s6 os principios de equivaléncia,
mas ainda : 1) propriedade relativa 2 poténcia dum produto;
2) definicdo de poténcia; 3) propriedades da igualdade.

(Continua) JOSE SEBASTIAO E SILVA

() Em virtude das convenc¢des adoptadas no § 12, a hipétese déste
teorema («a € b sdo niimeros» e «m € um nimero inteiro») é supérflua,
e assim o teorema fica reduzido a tese, proposicéio incondicionalmente
verdadeira neste caso, Supomos, € claro, que se trataaqui apenas de raizes
positivas.

ESCOLAS SUPERIORES

—sen?b. R: sen(a+b)sen(a-—b)=(sena cos b+sen b cos a)><
X (sena cosb—sen b cos a)=sen?a cos’b—sen?bcos?a=sen?acos?b--
sen?b(1--sen?a)=sen’a(cos?’b-+sen?b)—sen*b=sen?a—sen?b .
J.C.

560 — Determine, sem recorrer as tabuas, os valores de:

13
cos 75°=cos (30°445°) e de tg <~ 3 ‘IT> - 'R: cosT5°=cos(30°+

+450)=cos 30° cos 45°—sen 30° sen 45° — @ . l/2£ - % . %ZA =
2 13 . -
=‘/T(t/3‘1);tg(—§n>=—tg1§3==—tg—.§=—\/3- J.c

561 — Considere uma circunferéncia de raio #.
uma outra circunferéncia de raio

r . : .
g’ e que seja tangente interior-

mente & primeira. Demonstre
que ha um ntdmero inteiro de cir-
cunferéncias nas condigdes da 2.2
e que sdo tangentes entre si.
R: Da figura, considerando o
triangulo |OAC], dedus-se que

o, o AC 1
R2=0C T 2

portanto AOB=60°. Como 360°=
=60° conclue-se que hd um niimero inteiro de circunferéncias
nas condi¢des do enunciado; ésse niimero é evidentemente 6. j, C.

donde 0.=30° ¢

562 — Numa divisdo, com resto diferente de zero ;qual é

o menor numero de unidades que pode juntar ao dividendo
sem alterar o resto? Justifique a resposta. R: Tem-se
(1) D=dq+r, r < d; adicionando m a ambos os membros de (1)
vem (2) m+D=dq+r+m. Para que m seja o menor niimero
nas condicdes do enunciado, deverd ser (3) m+D=d(q+1)+r
ou atendendo a (2) ¢ (3) r+dq+m=d(q+1)+r e portanto m=d.
J. C.
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GAZETA DE MATEMATICA

A LOGICA MATEMATICA E O ENSINO MEDIO

(CONTINUADO BO N.° 6)

18 — Tratemos agora do terceiro método de demonstra-
cdo: o método de reducdo ao absurdo,também chamado método
analitico indirecto. Este e os anteriores constituein os métodos
gerais de demonstragdo, por isso que, para demonstrar uma
proposicdo gqualquer, &€ forcoso adoptar um déstes métodos,
além de que o emprégo de cada um déles ndo é privativo
duma classe particular de proposicdes. Pode até acontecer
que, na mesma demonstracdo, se acumulem dois ou mesmo
os trés métodos: tratar-se-a, neste caso, duma demonstragio
de tipo misto.

O método de reducdo ao absurdo consiste essencialmente
em demonstrar a proposicado dada «, estabelecendo a falsidade
da sua contraditéria, »': ora (§5), se o' € falsa, = & necessaria-
mente verdadeira. Para demonstrar a falsidade de 2, segue-se
a marcha dedutiva: deduzem-se de »' novas proposicées;
destas, outras ainda, e assim sucessivamente, até se chegar a
uma proposicao «' que seja a contraditéria duma proposicao
©',’conhecida como verdadeira; assim o' sera falsa, e como
se tem o' —> ', também o' sera falsa. Quando se chega 2
proposi¢do «', manifestamente falsa, diz-se que tal conclusdo
é absurda, donde a designacdo do método (de reducdo ao
absurdo); por outro lado, é visivel a analogia entre éste
método e o analitico, o que justifica, em parte, a segunda
designacao.

Como exemplo, demonstremos em Geometria plana, par-
tindo do postulado das paralelas, a seguinte afirmacgao : «Duas
rectas distintas, paralelas a uma terceira, sao paralelas entre
siv. A contraditéria da proposicdo a-demonstrar é a seguinte :
«Existem, pelo menos, duas rectas distintas a e b, que, sendo
paralelas a uma terceira ¢, nio sdo paralelas entre si» ; mas
notemos que, se as rectas a e b sio distintas e ndo paralelas,

se encontram num ponto M=a.b, e, assim, a tltima propo-

si¢do é equivalente a seguinte: «[Existe uma recta ¢ e um
ponto M, tais que, por M, passam duas rectas a e b, dis-

tintas, paralelas a c». Mas esta proposicio é incompativel
com o postulado das paralelas, e portanto falsa:a proposigao
dada é pois verdadeira.

Muitas vezes, éste método reduz-se a simples aplicacdo
das propriedades 1) e 2) do §5, ao teorema # — ¢, a demons-
trar: como as implicacdes # —- t e t' — £' sdo equivalentes,
demonstrar que se tem h—+4 é o mesmo que demonstrar a
implicacdo #' —- &' (parte-se da contraditéria da tese e é-se
conduzido a negacdo da hipotese).

19 — Em Matematica, ndo se consideram apenas tcore-
mas, postulados e definicdes — verdades estabelecidas: estu-
dam-se também problemas — verdades a estabelecer. (Modifi-
cando as convengdes introduzidasno § 12, passaremos neste §
a representar elementos determinados ou conkecidos pelas
primeiras letras do alfabeto e elementos variaveis ou descoznte-
cidos pelas ultimas letras do alfabeto). Esquematitamente, um
problema consiste em, dada uma proposigdo condicional «(.X),
pedir a determinagdo dos elementos que satisfazem a condi-
cdo = (X). Assim, resolver um problema ndo ¢ mais do que
passar duma proposigdo «(X) para outra p(X), que seja
equivalente & primeira, e que se considere definidora da
classe dos elementos que as verificam. Por exemplo, o
problema «Determinar os niumeros x, tais que x?--Tx -
4-10==0» fica resolvido quando se passa a proposicio condicio-
nal «(x==2)+(x-:5)», equivalente a2 que & expressa pela equa-
cao do enunciado.

Mas, tendo em vista as observacdes do § 9, é de prever
que surjam duvidas, quando se procura interpretar o sentido
da locucdo «resolver um problemas. Assim, os problemas que
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se propdem, geralmente, em Geometria elementar, deverao ser
resolvidos, sd com anxilio da regua edo compasso. Néste caso, a
referida locugdo adquire um sentido particular, e devem con-
siderar-se como definidoras, correspondentes a problemas
elementares, as proposicdes condicionais dos seguintes tipos:
«Xx é a recta que passa pelos pontos A e B»; «[x] & a cir-
cunferéncia de centro em O e de raio congruente a PQy;
«X=a.b»; «X & um ponto de intersecgio das circunferéncias
(2] e [b]»; «X & um ponto de intersecgdo de a com a circun-
feréncia [cj»; «(X,Y e Z sdo distintos e pertencem a a).
(Xe[Y,Z])». Deéste modo, deve considerar-se fecoricamente
resolvido um problema, quando se chega a um conjunto de
proposicoes déste tipo, como equivalente a condicdo apresen-
tada; é obvio que a resolugdo de tais problemas elementares
nio interessa a Matematica, mas apenas ao Desenho : matema-
ticamente, ésses problemas consideram-se, por sua propria
natureza, ja resolvidos.

Daé-se o nome de solugies do problema, correspondente a
uma condicdo « (X), as determinac¢des de X que verificam a
condigdo dada : havera problemas com varias solugdes (inde-
terminados), uma unica solu¢do (determinados) e nenhuma
solugdo (impossiveis). Assim, o problema ¢Dados A e B, de-

. =1
terminar X, de modo que AX=BX EE{AB» admite duas

solugdes, no plano, e uma infinidade de solugdes, no espago,
se m <2; admite uma unica solucdo, se m=2; e nao admite
solugdo nenhuma, se m>2. Mas é ainda manifesto que o
ntimero de solu¢des dum problema esta condiciongdo pelo
sentido que se atribui 4 locugdo «resolver um probleman ;
assim, ha problemas, como o da trisec¢do do angulo, o da
duplicagdo do cubo e o da quadratura do circulo, que, na Geo-
metria da régua e do compasso, ndo admitem solugdo nenhuma,
embora sejam resoliveis por outros processos.

Para resolugdo de problemas de Matematica existem
dois métodos gerais: o analitico® e o sintético. Con-
siste o primeiro em reduzir a resolugdo do problema pro-
posto a de outros que parecam mais simples, cuja resolugio
se reduz, por sua vez, a de outros ainda, e assim sucessiva-
mente, até se chegar a problemas de resolugdo imediata; é

éste o método que se usa, por exemplo, na resolucio das
equagdes, com a aplicacdo dos principios da equivaléncia.
Pelo método sintético, resolvem-se, uns a seguir aos outros,
varios problemas conhecidos, de modo que, ao resolver o
dltimo, fique também resolvido o problema proposto. Ndo
entraremos em -pormenores a respeito déstes métodos, nem
sequer apresentaremos exemplos da aplicacdo de cada um
déles a resolugdo de problemas. Limitar-nos-emos a observar
que deve haver todo o cuidado em estabelecer a equivaléncia
entre a condigdo final, »(X), definidora das solugdes, e a con-
dicdo dada, «(X); em particular, se «(X)— o (), sem
que se tenha o (X) — 2 (X), sdo introduzidas selugdes estra-
shas ; ao passo que, se o (X) —>2(.Y), sem que se verifique
a implicagdo inversa, serdo omitidas solugoes.

Antes de terminar, desejamos formular algumas conclu-
soes. A exposicio que fizemos ndo é tdo desenvolvida que
mostre todos os recursos da Logica matematica (ou simbolica),
na analise do raciocinio matematico; nem tdo reduzida, que
possa, sem qualquer simplificacdo prévia, ser utilizada no
ensino médio. I'oi nosso intento apresentar sugestdes, de pre-
feréncia a indicar um modélo definitivo para o ensino. Uma
conclusdo, porém, se impde, entre todas: a dificuldade dum
estudo criterioso dos métodos gerais da Matematica, e duma
justa compreensdo do encadeamento das proposi¢des no racio-
cinio matematico, sem recorrer a I.ogica simbélica, e sem uma
cuidadosa preparac¢ido que desenvolva no aluno hébitos de
rigorismo légico, libertando-o progressivamente dos processos
intuitivos.

Algumas nogdes, como as de produto logico e cle soma
logica, podem ser uteis no estudo das desigualdades.

Por outro lado, a Aritmética, com a simplicidade dos seus
conceitos e das suas propriedades, constitui, mais do que a
Geometria, um campo privilegiado para a aplicacdo da Logica
matematica.

JOSE SEBASTIAO E SILVA

(I Também chamado método do problema resolvido, perque se comeca
por supor ja resolvido o problema, a-fim-de mais facilmente se descobrir
o processo de resolucdo,
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