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INTROITO

«Quem diz matemdtica diz" demonstra¢dor
BOURBAKI

Era objectivo inicial destas palestras mostrar como é fécil ini-
ciar em pouco tempo qualquer pessoa, mesmo um aluno do liceu, de
16 ou 17 anos, nos elementos da légica simbélica. Todavia, como nos
dirigimos a professores — e principalmente a professores de matema-
tica — tal objectivo deverd ser bastante ultrapassado, para minucioso
esclarecimento de vérios aspectos dos assuntos tratados e discussdo
das suas possiveis repercussdes no dominio da didéctica liceal.

Ao mesmo tempo, irdo sendo introduzidas, a propésito, algu-
mas nog¢des de mateméatica moderna, especialmente de 4lgebra abs-
tracta, que se reputam hoje indispensaveis a formag¢do do professor
de matematica.

No espirito de todos os que ensinam esta disciplina deveria sem-
pre estar presente a frase de BOURBAKI acima transcrita. Na verdade,
matemdtica sem demonstragdo o que é, sendo caricatura grotesca,
abomindvel, da verdadeira matematica, tio nociva no campo peda-
goglco quanto a segunda é benéfica e necessaria ? H4 certamente uma
posi¢do extremista na referida frase, que quase equivale a afirmar:
quem diz matemdtica diz logica formal. N3o, a mateméatica ndo é s
légica ; as suas origens intuitivas e aplicagdes concretas sdo tdo im-
portantes no ensino como a sua propria estrutura¢io racional (ocorre
perguntar qual destes aspectos é mais curado entre nés). Mas o que
se pode desde ja afirmar é que:

(') — Este artigo reproduz uma parte das ligdes proferidas pelo autor no
Liceu Normal de Pedro Nunes nos dias 7, 14, 21 e 28 de Janeiro, 4 de Fevereiro
e 4 de Margo de 1959.

A parte restante, relativa a teoria dos conjuntos e das relagées, serd publi-
cada oportunamente.
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1) A légica formal deu lugar a um ramo da matemaética, que,
com o nome de ldgica niatemdtica, l0gica simbdlica ou logistica, inclui,
entre outros capitulos, o cdlculo proposicional e a teoria dos conjuntos
(sem topologia).

2) Toda a matemdatica moderna estd intimamente penetrada
do espirito da légica matemaética.

Compete hoje portanto aos professores de matemética ensinar
légica nos liceus, de maneira explicita ou implicita (e melhor fora de
maneira explicita). Por outras palavras: compete, por defini¢do, a
esses professores, ensinar os alunos a pensar correctamente, o que é
muito diferente, e por vezes o oposto, de ensinar a resolver pontos-
-modelo para os exames.

Ora n3o se pode ter uma ideia exacta e clara do que é uma
axiomdtica, uma defini¢do ou uma demonstm;ao — e, portanto, do
que é pensamento racional — sem recorrer a légica simbodlica, que
estd para a matematica dos nossos dias, como a ldégica formal de
ARISTOTELES estava, hd mais de 20 séculos, para a geometria dos hele-
nos. Ainda hé cerca de 50 anos, mateméticos de primeira plana come-
tiam incorrecgdes de raciocinio, que sdo hoje apontadas como indice
de preparagdo légica deficiente. Este e outros factos evidenciam como
o estudo de léogica matemética (incluindo nesta designag¢do a teoria
dos conjuntos) é essencial 4 formag¢dao do matematico moderno.

H4a cerca de 20 anos, sustentdmos, na «Gazeta de Matemdtica»
(n.* 5, 6 e %), a ideia de introduzir a légica simbdlica no ensino secun-
dario. Hoje a mesma ideia é defendida com insisténcia em congressos
internacionais, e ja tem sido experimentada com éxito nalguns paises.

§ I. SISTEMAS DE LINGUAGEM ESCRITA

Qualquer lingua, falada ou escrita, consiste em agrupamentos
de sinais elementares, que podem ser fomemas (na linguagem falada)
ou letras ou ainda ideogramas (na linguagem escrita). H4 assim duas
espécies principais de escrita: fonética e ideogrdfica. Na primeira, os
sinais elementares (letras) representam sons; na segunda, os sinais
elementares (ideogramas) representam directamente ideias (escrita chi-
nesa e japonesa, por exemplo).

Nesta segunda categoria podemos incluir a prépria escrita sim-
bélica da matematica. Assim, os sinais 5, 3, =, +, <<, etc. represen-
tam, ndao sons, mas sim directamente ideias,

Entre todos os possiveis agrupamentos de sinais elementares
numa lingua, haverd uns com szgmfzcado e outros sem significado.
Assim, a sucessdo de letras AMRO nZo tem qualquer significado na
lingua portuguesa; mas tém-no, por exemplo, os agrupamentos
ROMA, ARMO, MORAR, MORARA, etc. Tais agrupamentos distinguem-se
entre si, ndo sé pelas letras que os formam, mas também pela ordem
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em que essas letras estdo dispostas, podendo inclusivamente ser repe-
tidas: trata-se pois dos agrupamentos denominados, em andlise com-
binatéria, arranjos com (ou sem) repetigdao (*).

Observemos ainda que, enquanto nas escritas fonéticas os agru-
pamentos tém normalmente caracter umidimensional, na escrita sim-
bélica da matemdatica aparecem também agrupamentos bidimensio-
nais (fracgdes, determinantes, etc.). Note-se que a escrita bidimensio-
nal pode sempre ser substituida por escrita unidimensional ; assim,

3
pode escrever-se 3/4 em vez de —, exp x em vez de e*, etc. Mas
4

em certos casos (por exemplo o dos determinantes) é manifestamente
mais cémodo o sistema bidimensional.

Numa lingua, as palavras sio agrupadas em frases ou periodos,
estes em pardgrafos, etc.: existem assim diferentes ordens de agrupa-
mentos. Em matemética e em légica matematica essas diferentes or-
dens distinguem-se pelo uso da parénteses ou de pontos.

E natural chamar sinais compostos aos agrupamentos de sinais
simples ou elementares. A todos os sinais, simples ou compostos, po-
deremos ainda chamar expressdes, conquanto este termo seja usado,
de preferéncia, para sinais compostos.

§ 2. DESIGNACOES E PROPOSIGOES. DISTINGAO ENTRE A DESIGNAGAO
E O DESIGNADO

Em qualquer lingua encontramos duas espécies principais de
expressoes com significado: designagdes e proposi¢oes. As designa-
¢cOes, também chamadas em certos casos ‘nomes’, designam ou no-
meiam seres (*). As proposi¢des, também chamadas ‘frases’ ou ‘sen-
tengas’ exprimem juizos, verdadeiros ou falsos (°).

() — Vem a propésito lembrar que haveria toda a conveniéncia, quer cien-
tifica quer didactica, em introduzir no ensino secundario o estudo dos arranjos
com repeti¢do, precisamente no inicio da andlise combinatéria. Na verdade, nio
sé é esse o conceito mais usual da andlise combinatéria (na vida corrente, nos
fundamentos da matematica, no calculo das probabilidades, etc.), como até o de
mais facil estudo. Chega a ser desconcertante que, para resolver problemas tais
como ‘Quantos numeros difeventes de 3 algavismos se podem escvever com os al-
gavismos de 1 a 9?’ o aluno seja obrigado a seguir um caminho mais longo que
o natural, recorrendo ao calculo de arranjos sem repetigio...

(*) — Recordemos que se d4 o nome de ‘ser’, ‘ente’ ou ‘entidade’ a tudo
o que, numa dada teoria, se considera como existente. Trata-se de um conceito
extremamente abstracto que procuraremos esclarecer, mais tarde, ao tratar
dos conceitos de ‘individuo’, ‘classe’ e ‘relagdo’. Como sinénimo de ‘ser’, poderia
usar-se ainda o termo ‘coisa’, mas este normalmente nio se aplica a pessoas ou
animais.

() —Em terminologia gramatical, as designa¢Ses dizem-se substantivos
ou locugdes substantivas (de ‘substincia’, ser), e as proposicbes, oragbes (de
‘orar’, falar).
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Por exemplo, a expressio ROMA, na lingua portuguesa, é uma
designagéo visto que nomeia um ente, neste caso uma cidade. Mas
j& a expressio ROMA E A CAPITAL DA ITALIA é uma proposi¢do, visto
que exprime um juizo, neste caso verdadeiro.

Na escrita simbélica da matemética encontramos, a cada passo,
exemplos de ambas as espécies de expressdes. Assim, os simbolos 2,
2+3,4/3, log 5, senw, €', etc. sdo designages (nomeiam niimeros) ;
por outro lado as expressdes 2+3=5, 3>7, e'" = - 1 sdo proposi¢des,
verdadeiras a primeira e a terceira, falsa a segunda. Mas note-se que,
em matemdatica, as proposi¢es simbélicas sio habitualmente chama-
das férmulas, enquanto as designagdes se dizem simplesmente expres-
sbes e algumas vezes termos.

A propésito das designagdes hd uma observagdo fundamental
a fazer: nao se pode, em geral, confundir uma designa¢ao com o ente
que esta nomeia ; isto é, hd que distinguir, normalmente, a desig-
nagdo do designado (*). A ndo observincia desta simples regra con-
duz muitas vezes a situa¢des paradoxais. Consideremos, por exemplo,
as duas seguintes proposicoes :

Roma € a capital da Itdla.
Roma é um substantivo proprio formado por 4 letras.

Se tomdssemos a letra o que esti escrito, viria, pela transiti-
vidade da igualdade, a seguinte conclusdo:

A capital da Itiia €é wm substantivo préoprio formado
por 4 letras.

Ora esta conclusio, conquanto seja formalmente correcta, é
obviamente 11eg1t1ma se atendermos ao 51gn1flcado dos termos: na
primeira proposi¢ao a palavra Roma refere-se a cidade que nor-
malmente nomeia (o designado): na segunda, a palavra Roma
refere-se a essa propria palavra (a designagdo). O que se verifica
portanto aqui é uma ambiguidade de escrita: duas coisas diferentes
designadas pela mesma expressdo. A fim de evitar ambiguidades deste
tipo, adopta-se geralmente em légica a seguinte convencdo: para
designar uma expressio qualquer (em vez do que esta porventura
designa) escreve-se a referida expressao entre aspas simples (*). Assim,

() — Em casos excepcionais ndo ha inconveniente em confundir um ente
com a expressio mais simples que o representa. Sucede isto, por exemplo, com
os numeros imaginarios e, de um modo geral, com todas aquelas entidades que,
em matemadtica, se diz terem existéncia formal ou simbdlica.

(*) — Note-se que as aspas duplas ja tém outro significado, pois conduzem
A designagdo da designag¢do da designagdo inicial. Alids, para ndo complicar as
notag¢des, o uso das aspas pode ser evitado, sempre que ndo haja perigo de confusio.
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a maneira correcta de escrever a segunda proposi¢ao do exemplo seria :

‘Roma’ é um substantivo proprio formado por 4 letras,

servindo as aspas para indicar que se estd designando a prépria pala-
vra Roma e ndo a cidade que essa palavra normalmente designa.

Em matematica é corrente confundir-se a designa¢ido com o
designado, o que importa muitas vezes evitar. Sejam por exemplo
as duas proposicdes :

= € um numero wracional, = € uma letra grega,
Se o sujeito das duas proposi¢des fosse 0 mesmo, concluir-se-ia :
Hd uma letra grega que € um numero irrvacional

Vem a propésito lembrar uma dificuldade tipica que se depara
muitas vezes no ensino inicial da dlgebra: o facto de parecer ao aluno
que chamamos ntimeros as letras, o que se lhe afigura, com toda a
razdo, uma excentricidade. Ora n3o é verdade que chamamos nu-
meros as letras: apenas passamos a usar as letras como se fossem de-
signagoes de numeros. O equivoco do aluno provém pois de tomar a
designag¢do pelo designado — o sinal pela coisa.

§ 3. EQUIVALENCIA DE DESIGNAGOES. IDENTIDADE DE ENTES

Dum modo geral, chamaremos valor de uma designagdo ao
ente por esta designado. Pode acontecer que duas designac¢des tenham
o mesmo valor: dizem-se entdo equivalentes ou sindnimas. Assim, a
proposi¢ao ‘Roma é a capital da Itilia’ afirma que o ente designado
por ‘Roma’ é o mesmo que o ente designado por ‘capital de Italia’
e que portanto estas duas expressdes sao equivalentes. E o verbo *ser’,
ou melhor, a expressdao ‘¢ a’ que, neste caso, exprime a identidade dos
entes designados. Em légica simbdlica a relagdo de identidade é ex-
pressa, sistematicamente, pelo sinal ‘=’. Poderiamos pois escrever:

Roma = capital da Italia

O sinal ‘=’ equivale portanto as expressGes usuais ‘¢ o’ ou ‘¢ a’
‘é 0 mesmo que’, ‘€ idéntico a’, etc. Podemos contudo transigir com
o habito, continuando a ler ‘igual a’ este sinal, desde que ndo esque-
¢amos que ele exprime identidade e ndo apenas igualdade.

E claro que tal convengio se aplica em particular & matemética.
Por exemplo, a férmula ‘2+3=5" afirma que o ente designado por
‘2+3’ é 0o mesmo que o ente designado por ‘5’. Portanto, ‘2+3’ e ‘5’
sdo expressOes equivalentes ou sinénimas, mas ndo idénticas entre si,
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visto que ndo sdo, evidentemente, a mesma expressio (a palavra
‘idéntico’ vem de ‘tdem’ sin6nimo latino de ‘o mesmo’, ‘a mesma
coisa’). E portanto verdade que 2+3=5, mas é falso que

)

‘2+3’="5";
apenas poderemos escrever:
‘2+3’=‘2+3" , ‘5’'="5", efc.
Exemplos andlogos nos oferecem as férmulas

V3 4+ 2y2=14+y2 , & =—1 , ctc

O sinal ‘=" exprime pois identidade, ndo entre as expressoes
que liga, mas entre os seves que estas nomeiam : nao entre as designa-
¢Oes, mas sim entre os designados. Indica que as duas expressoes,
embora distintas, designam um mesmo ente. Como vimos as designa-
¢Oes dizem-se neste caso equivalentes. Também se diz entdao que os
entes designados sdo idénticos, mas hd aqui um abuso comodo de lin-
guagem (como tantos outros a que recorremos), pois é evidente que
nao se trata entdo de dois entes, mas de um so.

Para indicar que duas expressdes ndao designam o mesmo
ente, escreve-se entre ambas o sinal ‘F’, que se 1€ ‘é distinto de’.

‘¢ diferente de’, ‘ndo é o mesmo que’, Assim tem-se
Va+9+2+3, 24 3 55, Portugal & Espanha, etc.

A mnogdo de identidade é pois um conceito logico de aplicagdo
universal. Pena é que se tenha atribuido a este termo, em dlgebra, um
significado muito mais restrito: o de ‘igualdade absoluta’, em oposi-
¢ao a ‘igualdade condicional’ ou ‘equagao’ ; mas este ponto s6 podera
ficar devidamente esclarecido, ao tratarmos das expressdes com
variaveis (').

Para ilustrar as consideragdes anteriores, um exemplo muito sugestivo e

3 b
de real interesse para o ensino é o das fracgdes. Escrevendo por exemplo — = -—
5 10

afirmamos que as duas fracgdes designam o mesmo ente (neste caso o mesmo
numero fracciondrio). O sinal ‘=’ exprime pois aqui identidade, n3o entre as frac-
¢oes (que sdo distintas, embora equivalentes), mas sim entre os numeros que estas
representam. O significado de ‘frac¢do’ ndo ¢ portanto o mesmo de ‘ndmero frac-
ciondrio’, embora muitos autores, até dos melhores, usem por vezes estes termos

(') — O leitor que se considere ji devidamente esclarecido sobre este ponto
poderd passar aos parigrafos seguintes
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como sinénimos. Para reconhecer a necessidade de tal distingdo, basta lembrar
que dizemos, por exemplo

6 3
‘A fracgdo — é redutivel e a fracgdo — irredutivel’;
10 5
mas j4 ndao dizemos, com certeza:
a
‘O numero fracciondrio — ¢ irredutivel’,

o

7

visto que o nimero 3/5 é o mesmo que 6/10.
Alids é bem sabido que uma fracgdo pode designar um niumero que ndao

i3 : z .2 ~ l ’”
seja sequer fracciondrio: tal é o caso da fracgdo ?, que representa um numero

. . -~ 2 . .
inteiro, o da fracg¢io —, Qque representa um numero irracional, etc., etc.

Em resumo, as frac¢des sdo designagdes e, portanto, ndo devem ser con-
fundidadas com os entes (numeros) que designam.

§ 4. VALORES LOGICOS DAS PROPOSIGOES

Vejamos agora o que sucede quanto as proposi¢Ges.

Situando-nos no esquema da légica classica, bivalente, uma
proposicdo ou é verdadeira ou é falsa, nio podendo dar-se os dois
casos ao mesmo tempo (principio da ndo contradi¢do) e nio existindo
uma terceira possibilidade (principio do terceiro excluido). Podemos
entdo convencionar dizer que as proposi¢Ges verdadeiras tém o valor
verdade e as proposi¢Oes falsas tém o valor falsidade : tais sdo pois
os dois unicos valores logicos cuja existéncia vamos admitir.

Por convengdo ainda, designaremos o valor verdade pelo sim-
bolo 1 e o valor falsidade pelo simbolo o. Alguns autores usam, para
representar os valores légicos, as iniciais maitsculas das palavras que
os designam nas respectivas linguas: assim, em portugués, teriamos
respectivamente as letras V e F como designagdes desses valores ().

Podemos agora estender o conceito de equivaléncia as proposi-
¢des. Diremos, naturalmente, que duas proposi¢des sao equivalentes,
quando tém o mesmo valor légico, isto é, quando sdo ambas verda-
deiras ou ambas falsas.

Podemos ainda usar o sinal ‘=’ para indicar a identidade dos
valores légicos, mas, para a distinguir da identidade em geral, con-
vém usar neste caso um sinal diferente : indicaremos que duas proposi-

¢Oes sdo equivalentes, escrevendo entre ambas o sinal ‘<— ’. (Even-
tualmente, usaremos ainda o sinal ‘=’ para o mesmo flm). Assim,
escrevendo

24+ 3 =5« yg=23,

(') — Recordemos que, no cilculo das probabilidades, se representa por 1 a
certeza e por o a impossibilidade.
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queremos significar apenas que as duas proposi¢des ‘2+3=5" e
‘4/0=3" tém o mesmo valor légico (neste caso I).

§ 5. OPERAGCOES LOGICAS SOBRE PROPOSICOES

a) Negagdo. A mais simples opera¢do légica é a negagio,
que consiste em converter uma dada proposi¢do numa outra, que é
verdadeira se a primeira é falsa, e falsa se esta é verdadeira. A pro-
posicdo assim obtida também se diz negag¢do da primeira.

Na linguagem comum a negagao efectua-se, nos casos mais
simples, antepondo o advérbio ‘n3o’ ao verbo da proposi¢io dada.
Assim, por exemplo, a negagdo de ‘O Sol € um planeta’ é ‘O Sol ndo
¢ um planeta’. Mas j& a negacgao de ‘Todos os homens sdo inteligentes’
é ‘Nem todos os homens sdo inteligentes’ e a de ‘Nenhum homem é
inteligente’ é ‘Algum homem € inteligente’.

Em légica simbdlica a nega¢do é indicada antepondo um de-
terminado sinal a proposi¢do a negar. Para esse fim, usaremos o si-
nal‘~’ que se pode ler ‘ndo é verdade que’ ('). Assim, a negag¢do de
‘Todos os homens sdo inteligentes’ escreve-se :

~Todos os homens sido inteligentes

o que se pode ler: ‘Nao é verdade que todos homens sdo inteligentes’.
Analogamente, a nega¢ido da proposi¢do ‘7 > 3’ (verdadeira) é a pro-
posicdo (falsa):

~7>3

que se lé: ‘Ndo é verdade que 7 é maior que 3’ ou simplesmente ‘7 ndo
é maior que 3 .

b) Conjungdo. Consideremos as duas seguintes proposigoes :

‘O Sol é uma estrela’ , ‘A Lua € um satélite da Terra’
Ambas sio verdadeiras e é portanto verdadeira a proposi¢ao:

‘O Sol € uma estrela e a Lua é um satélite da Terra’.
que se obtém ligando as duas primeiras pela conjunc¢io copulativa ‘e’.
Mas j4 é falsa a proposi¢io:

‘Vénus € uma estrela e a Lua é um planeta’

(') — Alguns autores usam o sinal ‘—’ para a nega¢io; mas este tem o
inconveniente 6bvio de se confundir com o sinal de subtracgio.
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por ndo serem verdadeiras ambas as proposi¢des ligadas pela palavra
‘e’ (embora seja verdadeira a segunda).

A palavra ‘e’ funciona pois aqui como sinal de uma operagdo
légica que, aplicada a duas proposi¢cOes, da origem a uma nova pro-
posi¢do, que serd verdadeira se as proposi¢oes dadas forem ambas
verdadeiras (e s6 nesse caso). A esta operacdo logica di-se o nome de
conjungdo, diz-se também que a proposi¢ao obtida é a conjun¢do das
duas primeiras.

Em l6gica simbdlica, indicaremos a conjun¢io com o sinal A’
que se 1é ‘e’ (*). Assim, poderemos escrever :

O Sol € uma estrela N\ a Lua é um satélite da Terra.

Analogamente, sdo verdadeiras, como é facil ver, as proposi¢des:

23 =5Ayo=3, T V3 A k<35
J 2
e falsas as proposiges:
24 3=5Ar>4, 3<IAYV—4=—2

c) Disjungdo. Consideremos as duas seguintes proposi¢Ges:

‘Carlos é médico ou professor, ou ambas as coisas’
*Dou-lhe uma bola ou um automovel de corda, mas ndo as duas coisas’

No primeiro caso esta-se a indicar que uma pelo menos das
proposi¢des ‘Carlos é médico’, ‘Carlos é professor’ é verdadeira,
podendo sé-lo ambas. No segundo caso esti-se a precisar que uma
e s6 uma das proposi¢des ‘Dou-lhe uma bola’, ‘Dou-lhe um automoé-
vel de corda’ serd verdadeira.

De um modo geral, quando, a respeito de duas proposi¢des,
se indica que uma delas, pelo menos, é verdadeira, forma-se uma nova
proposi¢do, que se chama disjungdo inclusiva das primeiras. Quando
se indica que uma, e uma sb6, das proposi¢oes consideradas é verda-
deira, forma-se uma nova proposi¢ao, denominada disjungdo exclusiva
das primeiras Também se dd o nome de disjungdo (inclusiva ou
exclusiva) & operagao légica que consiste em passar das proposigdes
dadas para a sua disjungdo (respectlvamente inclusiva ou excluswa)

Assim, a primeira proposi¢do do exemplo anterior é a disjun-
¢ao inclusiva das hipéteses ‘Carlos é médico’, ‘Carlos é professor’,

(*) — Muitos autores usam para o mesmo fim o sinal ‘&’.
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enquanto a segunda é a disjun¢do exclusiva das hipéteses ‘Doulhe
uma bola’, ‘Dou-lhe um automdvel de corda’.

Como se vé, a palavra ‘ou’ (que em gramdtica se chama con-
jung¢do disjumtiva) ndo permite, sé por si, distinguir a disjun¢ido in-
clusiva da exclusiva. Em latim, a palavra ‘vel’ tem aproximadamente
o significado do ‘ou’ inclusivo; dai o adoptarse, em légica mate-
mética, para a disjun¢do inclusiva, o sinal ‘ V", que, por comodidade,
se 1& simplesmente ‘ou’. Assim, a primeira proposu;ao do exemplo
anterior pode escrever-se agora, sem perigo de confusdo:

Carlos é médico NV  Carlos é professor

Segundo esta convengdo, serdo verdadeiras, como € facil ver,
as proposigoes :

3<5\V3+2=7, V=3=2iV Vi0o>3,
e falsas as proposigdes:
53V 34+2=17, V—4=—2V yio=13

Para a disjungdo exclusiva usaremos o sinal ‘\

Normalmente, quando se diz apenas ‘ disjungdo’ subeniende—se
que se trata da disjungdo nclusiva.

§ 6. AS OPERACOES LOGICAS CONSIDERADAS COMO OPERACOES SOBRE
VALORES LOGICOS

Ja atrds se disse (§ 4) que designamos por ‘1’ o valor verdade
e por ‘0’ o valor falsidade. Para determinar o valor légico da negagdo,
da conjungdo e da disjung¢do, a partir dos valores légicos das proposi-
cOes dadas, podem utilizar-se as seguintes tabelas, habitualmente cha-
madas tabelas de verdade :

pAQq p Vq
P |~P NIEEE o |
° ! o] (0] o) (o] (o] 1

As duas ultimas sdo tabelas de duas entradas, semelhantes a
tdbua pitagérica da multiplicagdo: por elas se vé imediatamente que
o valor da conjung¢do é 1, quando ambos os dados tém o valor 1 (e
s6 nesse caso) ; e que o valor da disjun¢do é 1, quando um pelo menos
dos dados tem o valor 1 (e s6 nesse caso).
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Estas tabelas induzem-nos a considerar a negagao, a con]ungao
e a disjung¢do, ndo proprlamente como operagdes sobre proposigdes,
mas sim como operagdes sobre valores légicos. Assim, o resultado da
negacgao sobre os valores légicos 0 e 1 serd, respectivamente, I e o,
ou seja, em simbolos:

~0=1 , ~I=0.
Analogamente, ter-se-a:

INI=I , OoAI=1Ao=0 , oANO0O=0

1Vi=r1 , oVi=oVi=1 , oVo0=0

Poderemos ainda escrever, para a disjun¢do exclusiva:
IVI=0 , OVI=IVyYO=I , O0VO0=0

Trata-se agora, muito simplesmente, de operac¢des definidas
num conjunto formado apenas por dois elementos (o valor o e o va-
lor 1), conjunto que podemos designar abreviadamente pela nota-
¢io {o, 1}

Tais operagdes sao definidas pelas anteriores tabelas, tabuadas
dessas operagoes.

Este novo ponto de vista simplifica consideravelmente o es-
tudo da légica, como teremos ocasido de verificar.

§ 7. PROPRIEDADES ALGEBRICAS DAS OPERAGOES LOGICAS (*)

As operagGes légicas de disjungdo, conjun¢do e negac¢do defi-
nem uma estrutura algébrica no conjunto {o, 1} (conjunto for-
mado pelos dois valores logicos 0 e I). Interessa agora estudar essa
estrutura algébrica, isto é, as propriedades formais das referidas opera-
cOes. Para esse efeito, e a fim de facilitar a comparagdo com as pro-
priedades das operag¢Ges elementares sobre nimeros, convém mudar
as notagGes atrds adoptadas. Assim, usaremos o sinal -+’ para a dis-
jun¢do (também chamada adzgao logzca) e um ponto ou um simples
espago em branco para a conjun¢do (também chamada multiplicagdo
logica). Para a nega¢do (também chamada complementagdo), conti-

(‘) — Embora o assunto deste pardgrafo seja muito importante, a sua lei-
tura, bem como a dos trés paragrafos seguintes, ndo é indispensdvel para a com-
preensio do que se segue. O leitor poderd pois, se quiser, passar agora ao § I0,
e tornar a este ponto quando mais lhe aprouver.
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nuaremos a usar o sinal ‘~’. Portanto, sendo a e b dois valores logicos,
escreveremos, segundo estas convengoes,

a+b e a.b (ouabd) ;
em vez de

aVb e alb

para indicar respectivamente, a disjun¢do (ou soma Idgica) e a con-
junc¢do (ou produto légico) dos valores dados. A negac¢do do valor a,
também chamada complemento ou contrdrio de a, continuard a ser
designada por ‘~a’ (ler ‘nio 4’ ou ‘complemento de a’) (%).

Mas convém observar que estas notag¢Ges, convenientes para o
fim indicado, e adoptadas por muitos autores, nomeadamente em cal-
culo das probabilidades, prestam-se todavia a confusio, quando usa-
das conjuntamente com os sinais de opera¢des usuais entre numeros.

A disjungio e a con]ungao sdo, como vimos, operagoes sempre
possiveis e uniformes, isto é, conduzem sempre a um valor légico, e
um s6, quando aplicadas a qualquer par de valores légicos. Além
disso, possuem as propriedades que vamos indicar, designando por
a, b e ¢ valores logicos quaisquer:

A — Propriedades da adigdo logica

1) E uma operagdo comutativa, isto é: a+b=b+a
2) E uma operagdo associativa: (a+b)+c=a+(b+c)
) Tem um elemento neutro (que € o): ato=a
) Tem um elemento absorvente (que é 1): at+i=1

B — Propriedades da multiplicagdo logica

1) E uma operac¢ao comutativa. ab=ba
2') E uma operagido associativa: (@ b)c=a (bc)
3’) Tem um elemento neutro (que é 1): a.1=a
4’) Tem um elemento absorvente (que é o) : a.0=0

C — Propriedades mixtas

5) A multiplicagdo é distributiva a respeito da adigdo:

a.(b+c)=(a.b)+(a.c)

() — E de notar que, enquanto os termos ‘conjun¢do’, ‘disjungdo’ e ‘nega-
¢do’ designam indiferentemente operagdes e resultados dessas operagGes, os resul-
tados da adigdo légica, da multiplicagdo légica e da complementagdo sio designa-
dos por nomes diferentes: soma Idgica, produto légico e complemento (ou
contrdrio).
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5) A adigdo é distributiva a respeito da multiplicagdo :
a+(b.c)=(a+b).(a+c)

E claro que a demonstra¢do das propriedades enunciadas se
pode reduzir a simples verificagdo, utilizando as tabuadas destas duas
operagdes (§ 6) e agrupando os dados de todos os modos possiveis,
visto que, tomando estes apenas os valores o e I, tais agrupamentos
serdo sempre em numero fimito.

Exemplificando com a propriedade 5), teremos:

0 0.0=0 , 0.0+0.0=04+0=0
I.(14+41)=1.1=1 , I.I+I.I=I+I=1I
0 0.I=0 , 0.I+0.I=04+0=0

e assim por diante. Neste caso, trata-se de formar os arranjos com
repeti¢ao dos elementos 0 e 1 trés a trés (havera portanto 2°=8 arran-
jos) ; porém, supondo ji demonstrada a comutatividade, o nimero
de casos a examinar reduz-se a 6.

O que desde logo chama aten¢do, na anterior lista de proprie-
dades, é a perfeita identidade entre as propriedades formais das duas
operagdes : passa-se dumas para as outras apenas mudando o sinal ‘+’
em ‘.’ e trocando ‘0’ por ‘1’. Nisto consiste o principio da dualidade
lo’gica Tal circunstancia ndo se verifica com a adi¢do e a multiplica-
¢do usuals, sobre nimeros: em particular, ndo se verificam ai as pro-
priedades 4) e 5') que vemos surgir agora mo campo da ldgica
matemdtica.

Recordemos entretanto que, no campo dos numeros reais, a adi-
¢do é reversivel, isto é: dados dois nimeros a e b quaisquer, existe
sempre um (e um s6) numero x tal que a+x=>b, Ora a adigdo ldgica
ndo € reversivel. Para o reconhecer, basta observar que nenhum dos
valores logicos 0 e 1 verifica a equagao

I+x=0

Todavia, a adi¢do légica e a multiplicagﬁo légica possuem a
segulnte proprledade muito notdvel, que ndo encontramos nas opera-
¢Oes usuais com nUimeros:

6) Para todo o elemento a existe um (e um so) elemenio x
tal que a+x=1 e ax=o0.

Este elemento x ndo é mais do que o complemento ou contrdrio
de a, que convenciondmos representar por ~ a. Temos com efeito,
quer seja a=0 quer seja a=1:

a. ~a=0 , at~a=1
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Supondo que no lugar de a figuram proposi¢des, estas duas fér-
mulas exprimem respectivamente, sob forma simboélica, os dois conhe-
cidos principios da légica formal de ARISTOTELES (logica bivalente):

PRINCIPIO DA NAO CONTRADICAO. Uma proposigdo ndo pode ser
ao mesmo tempo verdadeira e falsa.

PRINC{PIO DO TERCEIRO EXCLUIDO. Uma proposi¢do ou € verda-
deira ou falsa (isto é: ndo existe um terceiro valor ldgico).

Daquelas mesmas férmulas resulta imediatamente a ler da du-
pla negacdo: ~~ a=a.

Finalmente, de 6) e das propriedades anteriores resultam as
duas primeiras leis de DE MORGAN

~(a.b)=~a+~b , ~(at+b)=~a.~D

Supondo que nos lugares de a e b figuram proposicGes, estas
duas férmulas exprimem os seguintes factos:

I. Negar que as proposigoes a e b sdo ambas verdadeiras
equivale a afirmar que uma pelo menos é falsa.

II. Negar a proposi¢io ‘uma, pelo wienos, das progboszgoes
a,b é verdadeira’ equivale a afirmar que a e b sdo
ambas falsas.

Por exemplo negar a proposi¢do ‘A Lua é uma estrela A a Terra
¢ um planeta’, equivale a afirmar ‘A Lua n3o é uma estrela \v a Terra
nao é um planeta’. Analogamente, negar ‘Carlos é médico V Carlos
é professor’ equivale a afirmar ‘Carlos ndo é médico A Carlos ndo é
professor’.

Na sua forma algébrica, operatéria, as primeiras leis de DE MOR-
GAN exprimem o seguinte facto essencial, que est4d na base do ji re-
ferido PRINCIPIO DA DUALIDADE LOGICA :

A negagdo transforma a adigio logica em multiplicagdo logica
¢ vice-versa.

Assim, poderiamos definir ‘soma légica’ a partir de produto
légico’ ou vice-versa:

at+tb=~(~a.~b) , a.b=~(~a+~Db)

E de notar que os sinais ‘N’ e v’ para a conjungdo e a dis-
jungdo tém a vantagem de chamar a atengdo para a dualidade logica.
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§ 8. NOCOES DE SEMI-GRUPO, GRUPO, ANEL E CORPO (%)

Antes de prosseguir o estudo da légica simbdlica, convém recor-
dar certa terminologia da matematica moderna.

Diz-se que, num conjunto de elementos quaisquer, é definida
uma operagdo bindria, quando é dado um processo pelo qual, a cada
par ordenado (a, b) de elementos desse conjunto (dados), corresponde
em geral um elemento ¢ do mesmo conjunto, que se chama o resultado
da operagdo aplicada aos elementos dados. Se indicarmos com o sim-
bolo O a operagdo considerada, o resultado desta aplicada ao par
(a, b) de elementos pode ser designado pela expressﬁo a O b.

Por exemplo a adicdo e a multlphcagao sdo operagOes bindrias
definidas em varios conjuntos de nimeros, pois que, a cada par de
nimeros &, b, a primeira faz corresponder um determinado ntimero:
a soma a+b, e a segunda outro ntimero: o produto a. b. S3o ainda
operagdes bindrias a subtrac¢do e a divisdo. Analogamente, a con-
jungdo e a disjungﬁo sdo operag6es binarias definidas no conjunto
{0, I}; mas j4 a negac¢do é uma operac¢do undria definida no mesmo
conjunto, pois faz corresponder, a cada elemento dado (#m sé de cada
vez), um outro elemento do conjunto.

Diz-se que um conjunto C é um semi-grupo, relativamente a
uma operagdo bindria definida em C, quando esta operagdo possui
as trés seguintes propriedades: ¢ sempre possivel, uniforme e associa-
tiva (*). Se além disso a operagdo é comutativa, o semi-grupo diz-se
comutativo.

Nos casos mais frequentes, a operagdao de um semi-grupo cha-
ma-se uma vezes adi¢do (sinal +), outras vezes multiplicagdo (sinal
X ou . ou espa¢o em branco). Por exemplo, o conjunto dos niimeros
naturais {1, 2, 3, ...} é um semi-grupo comutativo, quer a respeito
da adig¢do, quer a respeito da multiplica¢do, visto que estas operagdes
binarias sdo ali sempre possiveis, uniformes, associativas e comuta-
tivas ; o mesmo se pode dizer para a conjun¢do e a disjun¢do no con-
junto {o , } dos valores logicos. Porém o conjunto dos ntiimeros
naturais ndo é um semi-grupo a respeito da subtrac¢do, visto que esta
operagdo ndo é associativa (nem sequer é sempre possivel naquele
conjunto).

Diz-se que uma operagao bindria O, definida num conjunto C,
é reversivel, quando, dados dois elementos a, b quaisquer desse con-
junto, existe sempre um (e um s6), elemento x de C tal que

a0 x=b
e ainda um elemento y (e um sg) de C tal que
vy Oa=b

() — Como ji se disse atras, a leitura deste pardgrafo, bem como a dos
dois seguintes, ndo é indispensavel para a compreensio do que se segue.
(*) — Supde-se que o conjunto C tem pelo menos um elemento.
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E claro que, se a operagdo é comutativa, tem-se x=y. Se além
disso esta opera¢do se chama adi¢do (O=+), o elemento x diz-se a
diferenga entre b e a e escreve-se x=>b -a ; se a operagao se chama
multiplicagdo (O= .), o elemento x diz-se quociente de b por a
e escreve-se x=b/a.

Pois bem, di-se o nome de grupo a todo o semi-grupo cuja
operagao é reversivel.

Por exemplo, o conjunto dos nimeros naturais ndo é um grupo,
nem a respeito da adi¢do, nem a respeito da multiplicagdo ; o conjunto
dos ntimeros inteiros relativos é um grupo a respeito da adi¢do, mas
ndo a respeito da multiplicagdo ; o conjunto dos numeros racionais
positivos é um grupo a respeito da multiplicagdo, mas ndo a respeito,
da adi¢do ; o conjunto dos niimeros racionais (relativos) é um grupo
a respeito de adi¢do, mas ndo a respeito da multiplicagdo (a ni3o ser
que se exclua o zero), etc. etc.

Dada uma operag¢do biniria O qualquer definida num conjunto
C (semi-grupo ou nao), diz-se que um elemento » de C é elemento
neutro da operagdo O, quando se tem:

u O a=a O u=a, qualquer que seja o elemento a de C.

Demonstra-se que, num semi-grupo, ndo pode existir mais de um ele-
mento neutro. O elemento neutro da adi¢do, quando existe, chama-se
zero ou elemento nulo e representa-se geralmente por 0. O elemento
neutro da multiplicagdo, quando existe, chama-se elemento unidade e
representa-se muitas vezes (mas nao sempre) por I.

Dada uma operag¢ao bindria O definida num conjunto C, com
elemento neutro #, diz-se que um elemento a de C é regular ou inver-
tivel, quando existe um (e um s6) elemento 4’ de C tal que

a0a=a0Oa=u;

esse elemento diz-se entdo o associado de a. Se a operagao tem o
nome de ‘adi¢do’ o associado de a (quando exista) chama-se o simé-
trico de a e representa-se por —a. Se a opera¢ao se chama ‘multipli-
ca¢do’, o associado de a diz-se inverso de a e representa-se por I/a
ou por a~'. Demonstra-se em 4lgebra abstracta o seguinte facto:

Para que a operagcdo O de um semi-grupo G seja reversivel (e
G seja portanto um grupo) é necessdrio e suficiente que exista em G
um elemento neutro de O e que todo o elemento de G seja invertivel
em G (a respeito da operagdo O).

Pode acontecer que num conjunto C estejam definidas duas
opera¢Ges bindrias, uma chamada ‘adi¢do’ e a outra ‘multiplicagdo’
Diz-se que C é um anel a respeito dessas opera¢bes, quando se veri-
ficam as trés seguintes condicoes:

’

I) O conjunto C é um grupo comutativo a respeito da adigdo.
II) O conjunto C é um semi-grupo a respeito da multiplicagdo.
III) A multiplicagdo é distributiva a respeito da adigao.
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Se além disso a multiplicagio é comutativa, o anel diz-se
comutativo.

Dé-se o nome de corpo a todo o anel que seja um grupo a res-
peito da multiplicagdo, excluindo o elemento nulo. Um anel serd pois
um corpo, quando tiver elemento unidade e todos os seus elementos
ndo nulos forem invertiveis (no anel).

Por exemplo, sio aneis comutativos com elemento unidade
(mas ndo corpos) o conjunto dos inteiros relativos, o conjunto dos poli-
némios em x de coeficientes numéricos, etc. (a respeito da adi¢do e
da multiplica¢do usuais). Sdo corpos comutativos o conjunto dos nu-
meros racionais, reais ou complexos, o conjunto das fracg¢les racio-
nais em x, etc. O conjunto dos nimeros pares relativos é exemplo
de um anel comutativo sem elemento unidade.

Um exemplo bastante sugestivo de anel comutativo com 4 ele-
mentos é o seguinte:

No conjunto C={0, 1, 2, 3} convencionemos chamar soma’
x+y de dois nimeros x, y, ao resto da divisdo por 4 da soma de x
com y no sentido usual ; e analogamente para o produto x. y. Tere-
mos entdo as seguintes tabuadas de adi¢do e de multiplica¢do, neste
conjunto de quatro elementos:

x4ty T .y
N o 1 2 3 27| o 1 2 | 3
o lol1|al3 olololol|o
a3 0 IR
202|301 Slolalole
% s v v el R e e vl vl

Estas convengdes tornam-se naturais se interpretarmos 0,1, 2,3,
ndo como numeros propriamente, mas como classes de congruéncia
para o mddulo 4. Note-se que a adi¢do se efectua, como se os nimeros
estivessem dispostos em circulo ou anel, 3 maneira das horas num re-
légio (no caso das horas o mddulo é 12).

Facilmente se reconhece que o conjunto considerado é de facto
um anel, relativamente as operagdes nele definidas. Este anel é mesmo
comutativo e possui elemento unidade, mas ndo € umni corpo. Com
efeito, o elemento 2, embora diferente de o, ndo é invertivel no anel,
isto é, ndo existe nenhum elemento x deste conjunto tal que 2.x=1.

Mais geralmente, a teoria da divisibilidade permite -nos estabe-
lecer os dois seguintes factos: 1) qualqu que seja o numero natural
m, o conjunto das classes de congruéncia para o médulo m € um anel
comutativo com umidade, 2) este anel serd um corpo, se, e SO se, o
numero m for primo.
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Encontramos exemiplos de aneis e de corpos mndo comutativos
em conjuntos de operadores ou transformagdes, de que trataremos
oportunamente ; em particular, as matrizes quadradas de ordem #» > 1
(com elementos numéricos) formam um anel ndo comutativo com
unidade.

NOTA — No exemplo anterior (das classes de congruéncia para o médulo
4) tem-se 2.2=0. Quando num anel se tem a.b=o0, com a== o e b & o, diz-se que
que a e b sdo divisores de zevo. Chama-se dominio de integridade todo o anel comu-
tativo que nio tem divisores de zero (em que é valido, portanto, o principio de anula-
mento do produto e a equivalente lei do corte: se ac=bc, com ¢ = 0, entdo a="»).
Sdo dominios de integridade o anel dos inteiros relativos, o anel dos polinéminos
de coeficientes num dado corpo ou anel, etc. etc.

E facil ver que todo o corpo comutativo é um dominio de integridade.
Mais ainda, demonstra-se que, para que um anel comutativo A se possa ampliar
num covpo, é necessdarvio e suficiente que A ndo tenha divisoves de zevo.

A auséncia de divisores de zero equivale ainda ao principio das identidades
dos polindmios, isto é: para que, aos polindmios P(x) de coeficientes num anel
A, seja aplicdvel o principio das identidades, é necessdvio e suficiente que A seja
um dominio de integvidade. Por exemplo, supondo que os coeficientes do poli-
némio de 2.° grau

2x°+2x

pertencem ao anel das classes de congruéncia para o mddulo 4, vé-se que o tri-
némio tem mais de duas raizes (1, 2 e 3), sem ter os coeficientes nulos.

§ 0. NOGAO DE ALGEBRA DE BOOLE

O conjunto dos valores légicos 0, I ndo é um corpo, nem
mesmo um anel, a respeito da adi¢ao légica e da multiplicagdo légica,
porque, como vimos, a primeira ndo é reversivel: ndo existe o simé-
trico do elemento 1. Todavia, o conceito de complemento de um ele-
mento a, desempenha aqui um papel semelhante aos de simétrico e
de nverso:

at~a=1 |, a.~a=o

De um modo geral da-se o nome de dlgebra de Boole (em home-
nagem ao criador da ldégica matematica) a todo o conjunto com mais
de um elemento, no qual estejam definidas duas operagdes bindrias,
a que podemos chamar adi¢do (sinal +) e multiplicagdo (sinal . ),
que possuam as propriedades 1) a 6) indicadas no § 7.

O mais simples exemplo de algebra de Boole é pois o conjunto
{0, 1} dos valores ldgicos; mas veremos exemplos de algebras de
Boole com um ntmero qualquer de elementos, finito ou infinito.

O conceito de algebra de Boole assemelha-se ao do corpo, em-
bora se trate de estruturas algébricas diferentes. Em particular, num
corpo nunca se verifica o principio da dualidade, que é valido em
toda a &lgebra de Boole.
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O estudo das algebras de Boole tem adquirido uma grande im-
portincia, sobretudo ultimamente, em virtude das suas aplicagdes ao
estudo dos circuitos eléctricos e a construcio dos cérebros electrénicos.

§ 10. APLICAGAO DAS OPERAGOES LOGICAS NAS MODERNAS MAQUINAS
DE CALCULAR (%)

As operagdes légicas intervém essencialmente no funcionamento
das modernas calculadoras de tipo aritmético, em especial nas ma-
quinas electréonicas. Para dar uma ideia de como se efectua essa inter-
ven¢dao, convém primeiro recordar o conceito de ‘disjunc¢ido exclusiva’
que introduzimos no § 5; esta operagdo bindria, a que chamaremos
agora adigdo logica exclusiva e que indicaremos com o sinal ‘4, pode .
ser definida no conjunto {0 , 1} a partir das operag¢Bes anteriores,
por meio da férmula:

Tty=x. ~y+y ~2x
A tabuada da disjun¢do exclusiva serd entdo:

1 I o

O resultado desta opera¢io serd pois 1, quando, um, e um s0,
dos valores dados for 1 (na disjungdo usual o resultado é 1, quando
um pelo menos dos valores dados é 1).

Olhando para a tabuada anterior, imediatamente se reconhece
que, interpretando 0 e 1 como representantes das classes de congruén-
cia para mddulo 2, a disjun¢do exclusiva coincide com a adigdo usual
sobre estas classes. Como a multiplicagdo légica também, neste caso,
coincide com a multiplicagﬁo usual e o médulo 2 é primo, segue-se que :

O conjunto {0 , 1| € um corpo a respeito da disjungdo exclusiva
(comio adigdo) e da conjungdo (como multiplicagdo).

Interessa-nos ainda considerar as duas seguintes operagoes ter-
ndrias (isto é com trés dados), derivadas das anteriores:

S=x4+y += (operagdo de soma)
T=xy +xz 4 yz (operagdo de transporte)

[

(*) — Para desenvolvimento deste assunto pode ler-se, por exemplo, o artigo
do Doutor A. CEsarR DE FRrEiTas, ‘Os principios fundamentais dos computadores
digitais automdticos’ a aparecer na «Gazeta de Matematica».
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Vejamos agora como as operagdes logicas permitem efectuar,
por exemplo, adi¢des sobre niimeros escritos na base 2 (as modernas
maquinas trabalham directamente com o sistema bindrio de numera-
¢d0). Suponhamos que se trata de efectuar a adigdo dos dois seguintes
nimeros (base 2):

IOIOII
IIOO0II

Comegando pela primeira coluna da direita, a maquina calcula,

por um lado, a soma 1+1=0, relativa a essa coluna, e, por outro
lado, o produto 1. 1=1, que serd tramsportado para a coluna se-
guinte, a fim de ser somado com as outras parcelas (com efeito
I1+I=10, no sistema bindrio). Agora a maquina calculard a soma

S=1+14+1=1,
relativa a segunda coluna, e ainda o transporte
T=1.141.141.1=1,

que ird para a coluna seguinte (na verdade I+I+I=1II, no sistema
binério). Na terceira coluna vira

S=14+040=1 , T=1.041.040.0=0,

e assim sucessivamente.

Para multiplicar os mesmos numeros, a miquina segue a regra
usual de multiplicagdo, para niimeros escritos no sistema binério, utili-
zando a tabuada da multiplicagdo no conjunto {0 , 1} e somando
sucessivamente os produtos parciais deslocados sucessivamente de uma
casa para a esquerda.

A titulo de curiosidade, vamos apresentar os esquemas dos cir-
cuitos eléctricos que efectuam as operagoes logicas elementares (con-
juncdo, disjungiio e negagao) em maquinas de tipo simples, com base
em electro-imanes (nas maquinas electrénicas, muito mais rapidas, a
ideia é essencialmente a mesma, sendo os electro-imanes substituidos
por vélvulas electrénicas).

O circuito de comnjungdo (ou circuito ‘e’) é esquematizado na
fig. 1; o circuito de dzsyung:ao (ou circuito ‘ou’), na fig. 2, e o circuito
de negagdo (ou circuito ‘ndo’) na fig. 3.

a
+ a.b L —— ? | a+b
3 )
= = b
Fig. 1 _%

Fig. 2
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O valor légico 1 51gn1f1ca neste caso passagem de corrente, en-
quanto o valor o significa auséncia de corrente.

No primeiro esquema, os interruptores estdo postos em série e
portanto s6 haverd corrente no circuito quando se langar corrente nas
duas bobines ao mesmo tempo, fechando os dois interruptores, que,
de outro modo, se mantém abertos por meio de uma mola. Assim, o
resultado serd 1, s6 quando ambos os dados, a e b, forem 1: trata-se
pois da conjunc3o.

No segundo esquema os interruptores estdo posto em paralelo,
e portanto, havera corrente no circuito quando se langar corrente numa
pelo menos das bobines (mas s6 nesse caso) : trata-se pois da disjung¢3o.

Finalmente, no terceiro esquema, o langamento de corrente na
bobine produz interrup¢dao no circuito e existe uma mola que fecha
automaticamente o interruptor, quando ndo hi corrente na bobine:
trata-se, pois, manifestamente, da negacdo.

=
Z
Fig. 3

A partir destes trés tipos de circuitos elementares, que podemos
indicar respectivamente pelos simbolos

’ _

ou‘—,—n—,

é facil construir vérios circuitos, que efectuem outras operagdes 16gi-
cas, mais ou menos complicadas, visto que todas, em ultima analise,
se podem definir a partir daquelas trés, ou mesmo de duas (por exem-
plo, a disjun¢ao pode-se definir a partir da conjun¢do e da negagio,
como vimos no final do § #%).

Ainda a titulo de exemplo, apresentamos na fig. 4 o esquema
de um circuito que pode efectuar a disjungdo exclusiva, definida se-

segundo a férmula, a+b=a.~ b+b. ~a




Ainda se podem imaginar outros circuitos para efectuar esta
operagao, visto que podemos defini-la de outros modos, a partir das
operagdes fundamentais.

Por exemplo, tem-se, como é facil ver

aib=(@a+0b).(~at+~b)=(atb).~(ab), etc.

Um dos problemas relativos a dlgebras de Boole, que sdao postos
pelas maquinas de calcular, consiste precisamente em reduzir @ ex-
pressdgo mais simples (ou a uma expressdo particularmente simples)
determinadas fungOes booleanas, exigidas pelos cdlculos.

§ II. IMPLICAGAO MATERIAL E DEDUGAO LOGICA

No conjunto {o , 1} definem-se ndo s6 operagdes, mas também
relagoes. Uma das mais importantes é a implicagdo material, de
que vamos tratar.

Consideremos, por exemplo, a proposi¢ao:

‘Se Carlos ndo telefona, vem a hora marcada’

Trata-se aqui de uma proposi¢do condicional, isto é de uma
proposi¢ao que relaciona os valores logicos, ainda ndo conhecidos, de
duas proposigoes :

a) ‘Carlos ndo telefona’, b) ‘Carlos vem a hora marcada’

de tal modo que, se a primeira for verdadeira (valor 1) a segunda
também o serd (valor 1), mas se a primeira for falsa (valor o), a
segunda tanto pode ser verdadeira como falsa (valores o e 1). Ex-
prime-se este facto dizendo que a proposi¢do a) implica a proposi-
¢do b); para o indicar em légica simbdlica, escrevemos entre a pri-
meira e a segunda o sinal ‘ —>’ (ler *implica’), tal como se segue:

Carlos ndo telefona —> Carlos vem a hora marcada

Exemplos intuitivos como este sugeriram a seguinte

DEFINICAO. Dados dois valores légicos a e b diz-se que
a wmplica b, quando o numero representado por a4 ¢é menor
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ou igual ao numero representado por b. Escreve-se entdo a — b
(ler “a implica b’). Assim teremos

0o — 0, 0o — I, I — 1,

mas nio I —> o, isto é, I ndo wmplica o, ou ainda: ~ (I — 0).

y

A seta estd pois a substituir simplesmente o sinal ‘<’, se tra-
tarmos os valores 16gicos 0 e T como se fossem numeros. Porque se
usa entdo aqui o sinal “—’ em vez de ‘ <’ e se diz ‘implica’ em vez
‘menor ou igual a’? Trata-se de uma convengdo comoda de linguageni,
como tantas outras que é habitual introduzir em matematica, e cujas
vantagens sé com o uso se tornam evidentes.

Na verdade, a palavra ‘implica’, segundo esta defini¢do, tem
um significado que nio coincide com o usual, embora tenha sido
sugerido por exemplos, como o anterior, em que o conceito de impli-
cacdo se apresenta na sua forma corrente.

Para salientar que se trata de dois conceitos distintos, embora
associados entre si, costuma ainda dar-se a relagdo agora definida
entre valores légicos o nome de implicagdo material; entdo o sinal
‘—>’ ]é-se ‘implica materialmente’, em vez de ‘implica’, simplesmente.

Nesta ordem de ideias, se p e g sdo duas proposi¢oes, a for-
mula ‘p —> g’ significa u#nicamente que o valor légico da primeira
proposi¢do (chamada antecedente) é inferior ou igual ao valor légico
da segunda (chamada consequente). Convenciona entdo dizer-se que
p implica (materialmente) g, mas isto ndo quer dizer necessariamente,
que p implica g no sentido usual, isto é, que g se deduz de p, depende
de p ou é uma consequéncia légica de p. Basta reparar nos dois se-
guintes exemplos, cujo aspecto bizarro tem por unico objectivo fazer
realcar a diferenca entre os dois conceitos:

o

1.° EXEMPLO. Considerem-se as duas seguintes proposigoes:
‘A Lua é um queijo flamengo’ , ‘2+2=4’

A primeira € falsa (valor 0), a segunda verdadeira (valor 1) ;
logo a primeira implica materialmente a segunda, visto que o < 1.

Mas, evidentemente, a segunda n3o é uma consequéncia légica da
primeira.

2.° EXEMPLO. Sejam as proposicoes:
‘O ntimero 9 é primo’ , ‘HA seres vivos em Marte’,
Ninguém com juizo ird concluir do facto de g ser primo (o que

nem sequer é verdade) que existem seres vivos em Marte. Contudo,
podemos desde ja afirmar que a primeira proposi¢ao implica a segunda
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querendo com isto dizer inicamente que o valor da primeira (0) é in-
ferior ou igual ao da segunda (o0 ou 1I).

Outros exemplos ainda: S3do verdadeiras as implicagGes
materiais

2+3=5 —> 5 ¢é primo, VIoO=5 —> ,/8=4, etc.

mas é falsa a implicagdo ‘5 é primo — 5 divide 12’.

Até aqui estes exemplos ndo tém, como dissemos, outro objec-
tivo que n3o seja o de esclarecer as convengles introduzidas. Na
verdade, o conceito de implicagdo material s6 tem interesse quando
comega a aproximar-se do conceito usual, intuitivo, de implicagdo,
tal como se apresenta no exemplo imicial deste pardgrafo. Vejamos
outros exemplos em que isto acontega.

I.° EXEMPLO. Sejam as proposigoes:
‘Existem plantas em Marte’ , ‘Existem seres vivos em Marte’

Embora ignoremos o valor logico de qualquer destas proposi-
¢Oes, ja sabemos que a primeira implica materialmente a segunda,
isto é, que, se o valor da primeira for T o da segunda serd também 1
e que, se o daquela for o, o desta serd o ou 1 (admitindo que os con-
ceitos de ‘planta’ e de ‘ser vivo’ estdo bem definidos). Ora neste
caso também divemos, no semtido usual, que a primeira proposigdao
implica a segunda.

2.° EXEMPLO. E bem facil determinar o valor légico de cada
uma das proposigdes:

‘2°+4° é multiplo de 6° , ‘2°+4° é multiplo de 3’

Porém, mesmo antes de o conhecer, j4 podemos dizer que a
primeira implica materialmente a segunda, visto que esta é, em vir-
tude de um conhecido teorema, consequéncia légica daquela.

Como se V€ por estes exemplos, € nos casos em que se 1gnora
préviamente o valor logico das duas proposigOes entre as quais se es-
tabelece a implicagdo material, que esta comega a concordar com a
nogdo, mais ou menos intuitiva, que temos de implicagdo .

E portanto nesses casos que comega de facto a ter interesse a

[4

implicagdo material (*). Entdo o sinal “—’ que se 1¢ geralmente ‘im-

(*)— Mas note-se que é muito dificil, se ndo impossivel, definir com rigor
a nogdo usual, intuitiva, de implicagio, ao passo que é facilimo, como vimos, definir
a implicagdo material. Dai a vantagem e a comodidade deste #ltimo conceito no
estudo da légica.
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plica’ substitui com propriedade a palavra ‘se’ (conjun¢do condicio-
nal) anteposta & proposi¢io antecedente (‘). Assim a implicagdo:

2°+4® é multiplo de 6 — 23+4% é multiplo de 3
podera ler-se:
Se 2°+4® é multiplo de 6, 2°%+4° é multiplo de 3

Alids, se efectuarmos os célculos, reconhecemos que a primeira
proposi¢dao é afinal verdadeira: conclui-se entdo, semi mais, que a
segunda também o €.

De um modo geral, quando, dadas duas proposi¢des, A e B,
se consegue averiguar, por um lado, que A — B e, por outro lado,
que A é verdadeira, conclui-se logicamente que B também é verda-
deira. Nisto mesmo consiste a dedug¢do ldgica ou raciocinio dedutivo
(silogismo), numa das suas formas mais correntes em matemaética.
O esquema do raciocinio é o seguinte:

A— B (premissa maior)
A (premissa wienor)
~ B (conclusdo)

Aqui o sinal .. 1é-se 'logo’ e indica que a proposicio B se
deduz logicamente de A, segundo a implicacio A — B. Recordemos
que, na légica tradicional, este tipo de raciocinio é denominado silo-
gismo condicional, regra de dedugdo ou modus ponens. Exemplo:

‘Se este livro tem uma folha rasgada, pertence-me. Este livro
tem uma folha rasgada. Logo pertence-me ’.

Mas note-se que sdo errados raciocinios do seguinte tipo
(paralogismios) :
A— B
B

SA
Exemplo: ‘Se este livro tem uma folha rasgada, pertence-me.

Ora este livro pertence-me. Logo tem uma folha rasgada’.

Casos curiosos de paralogismo sio aqueles que nos levam a ndo
confiar excessivamente na prova dos nove (bem como em qualquer
outra prova baseada na teoria de divisibilidade). Com o efeito, o facto

(*) — Na linguagem comum, usam-se ainda, com sentido andlogo, as expres-
s6es ‘desde que’, ‘ contando que’, ‘uma vez que’, ‘quando’, ‘todas as vezes que’,
etc. A proposigio antecedente (em gramatica, ovag¢do subordinada condicional)
pode também vir depois da proposi¢do consequente (orag¢do principal). Exemplo:
‘E sempre possivel dividir @ por b, desde que seja b #o0’.
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de a conta estar certa implica prova dos nove exacta, mas a prova
dos nove pode ser exacta sem que a conta esteja certa...
Note-se que o anterior tipo de silogismo corresponde a uma

dupla implicagdo:

(A—>B)AA —B

Uma propriedade fundamental da implicagdo é a transitividade
(Jj& verificada para a relagdo <), que se pode enunciar do se-
guinte modo:

Se a implica b e b implica c, também a implica c (sendo a, b,
c valores logicos quaisquer ), isto é, em simbolos:

@—>b)A(b—>c)— (a— ¢
Daqui resultam silogismos de novo tipo. Exemplo:

‘Se ele ndo telefona, chega a hora marcada. Se chega a hora
marcada, vem de automovel. Logo, se ele ndo telefona, vem de
automovel’.

§ I2 A IMPLICAGAO COMO OPERAGAO LOGICA. SILOGISMOS DISJUNTIVOS
E SILOGISMOS CONJUNTIVOS

A implicagdo material pode interpretar-se ndo sé como relagdo,
mas ainda como operagdo bindria, definida no conjunto {o , 1} dos
valores légicos. Por exemplo, a afirma¢do 1 —> 1 é verdadeira (tem
o valor légico 1); podemos portanto escrever:

(I —1)=I.
Analogamente se tem
(0 —1)=T1, (0 — 0)=1, (I1—0)=0

Deste modo, a cada par ordenado (x, y) de valores logicos,
corresponde um determinado valor légico que se representa por
x —> y. Fica assim definida, portanto, no conjunto {o , I}, uma
nova operac¢ao bindria, cuja tabuada é:

-y
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Como se vé, a implicagdo ndo ¢ comutativa. Note-se que esta
operacao logica se pode reduzir a operacdes ja anteriormente defini-
das. Tem-se com efeito, como é facil verificar:

(A—B) = B V~A

Se, no lugar de A e de B figuram proposi¢Ges, esta féormula
exprime o seguinte facto:

‘Dizer que A implica B equivale a dizer que ou B € verdadeira
ou A € falsa (podendo dar-se ambos os casos)’.

O mesmo se pode ainda exprimir do seguinte modo:

‘Dizer que A implica B equivale a dizer que, se B € falsa, en-
tdo A € falsa’,

ou seja, em simbolos:
(A—> B) =(~ B— ~ A)

Nisto se baseia o silogismo denominado regra de contraposigdo
ou modus tollens:

A—B (premissa maior)
~ B (premissa menor)
S~ A (conclusdo)

Exemplo: ‘Se Marte é uma estrela, emite luz. Ora Marte ndo
emite luz. Logo ndo é uma estrela’,

Mas observe-se o paralogismo:

‘Se Marte é uma estrela, emite luz. Ora Marte ndo é uma es-
trela. Logo ndo emite luz’.

Além da implicagdo, também a disjun¢do e a conjun¢do ddo
lugar a silogismos, qualificados respectivamente de disjuntivos e con-
juntivos, e que podem ser dos seguintes tipos:

AV B ~ (ANB) A A
~A A B ~ B , etc.
. B .~ B S.AANB o~ (A AB)
Exemplos:

‘Ele é médico ou professor. Ora ele nao é médico. Logo é
professor’.

‘Ele ndo é médico e professor ao mesmo tempo. Ora ele é mé-
dico. Logo ndo é professor’.
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§ 13. EQUIVALENCIA MATERIAL

J4 no § 4 faldmos de equivaléncia entre proposi¢des. Con-
vém agora tratar do assunto mais em pormenor.
Dados dois valores légicos a e b, suponhamos que se tem ao
mesmo tempo

a—>b e b—a (istoé, a<b e b<a)

Entdo serd evidentemente a=b. Aqui o sinal ‘=" exprime a
relagdo légica de identidade entre os valores a e b, mas podemos
ainda chamar-lhe equivaléncia (material), como fizemos para as
proposi¢des, e usar o sinal ‘ < ’, em vez de ‘=’

Assim recaimos no conceito da equivaléncia ja definido no § 4
para proposi¢des. Tal como sucedia com a implicagdo, o conceito de
equivaléncia material concorda com a no¢io usual, intuitiva, de equi-
valéncia, quando se ignora o valor légico das proposi¢des que sabemos
serem equivalentes. Neste caso, o sinal ‘ <— ’ substitui a locugiao ‘se
e so se’, que certos autores americanos costumam escrever ‘iff’ (if and
only if). Por exemplo, a proposi¢do:

[ J—

‘Ele vira, se e so se telegrafar’

exprime equivaléncia entre duas proposi¢es, das quais se ignora
ainda o valor légico. Dizem-se bicondicionais as proposi¢des de
equivaléncia, como a anterior,

Ainda como sucedia com a implicagdo, a equivaléncia pode
também interpretar-se como opera¢ao bindria definida no conjunto
{o, 1}. Tem-se como efeito:

(0o «=0)=1 ) (1= 1)=1
(o <= 1)=0 , (1 <= 0)=o0
donde a tabuada
T sy
AN o| I
o _l_ o

que evidencia a comutativididade da equivaléncia: (a<-b)= (b~ a).

Esta operagdo reduz-se as anteriores, de acordo com qualquer
das férmulas seguintes:

(a <= b)=(a—-b) N(b—-a)
(a <= b)=(aNb)V(~aA~D)
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Tratando-se de proposi¢des, a ultima férmula traduz-se do se-
guinte modo:

Dizer que as proposi¢oes a e b sdo equivalentes equivale a
dizer que sdo ambas verdadeiras ou ambas falsas .

Esta é, alids, a defini¢do de equivaléncia que demos inicialmente.
Registe-se ainda a férmula

(¢ = b)=(~a > ~D),
que também podemos escrever
(a “«—— b) <——>(~a<——-> Nb)

isto é: a equivaléncia de duas proposigbes equivale a equivaléncia
das suas megagoes.

Assim, a equivaléncia a <— b fornece quatro formas correctas
de silogismos: podemos deduzir b de a, a de b, ~ b de ~aou ~ a
de ~ b. Exemplos:

‘Este tridangulo tem dois angulos iguais, se, e sé se, tem dois
lados iguais. Este tridngulo tem dois dngulos iguais. Logo tem dois
lados iguais’.

‘Este tridngulo tem dois 4ngulos iguais, se, e s6 se, tem dois
lados iguais. Este tridngulo ndo tem dois 4ngulos iguais. Logo nio
tem dois lados iguais’.

NOTA. J4 estuddmos cinco operagdes binérias definidas no con-
junto {o , 1}. E ficil ver que, neste conjunto, se podem definir ao
todo 2*=16 operag¢des bindrias distintas: trata-se de um simples pro-
blema de arranjos com repeti¢io. Confrontando a tabuada da equiva-
léncia com a da disjun¢do exclusiva (§ 10), vé-se que uma é a nega-
¢do da outra, isto é, tem-se sempre:

(@ «— b)=~(aVb).

OBSERVAGOES SOBRE AS NOTAGOES. Infelizmente ainda se estd
longe da uniformidade de notagdes, em légica matematica. Muitos
autores, antigos e modernos, usam para a implica¢do o sinal ‘>’ ; mas
este, além de sugerir a relagdo inversa de‘<’, tem ainda o inconve-
niente de estar em desacordo com o sinal ‘c’, (‘contido em’), usado
para a relacdo de inclusdo entre os conjuntos, que descende, por assim
dizer directamente, da relagﬁo de implica¢do material.

Mas também o sinal ‘ —’, que temos adoptado para a impli-
ca¢do material, apresenta os seus "inconvenientes. Na verdade, o mes-
mo sinal é usado, correntemente, para exprimir convergéncia, na
teoria dos limites, e correspondéncia, na teoria geral das fungdes. Es-
tes inconvenientes levaram certos autores (como por exemplo o grupo
BOURBAKI), a substituir a seta simples ‘ " pelo sinal ‘=" (ou por
outras modifica¢gdes do primeiro sinal), para exprimir 1mphca(;a0
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Porém, estas notagdes, além de menos simples, tém o inconveniente
de nio se encontrarem com facilidade em todas as tipografias. Por
isso adoptdmos provisoriamente a seta siniples como sinal de implica-
¢do, aconselhando porém a sua substituicdo em todos os casos em que
possa dar origem a equivoco.

Como simbolo de equivaléncia, muitos autores usam ainda o
sinal ’, outros o sinal ‘ ~’ (que adoptimos aqui para a negagdo),
etc. etc.

§ I4. INTRODUGAO DAS VARIAVEIS

Foi o simbolismo algébrico que, com O uso de letras no papel
de incégnitas e de varidveis, forneceu a matematica um dos seus mais
potentes recursos de expressao exacta, tornando possivel o desenvol-
vimento prodigioso da andlise matemética e da fisica a partir do sé-
culo xviI. Nao é portanto de estranhar que a primeira tentativa séria
de cria¢do da légica simbdlica, devida a LEIBNIZ, apareca justamente
nessa época. A ideia de LEIBNIZ era fundar uma espécie de dlgebra
universal, que estendesse ao dominio de todo o pensamento a nova
linguagem de simbolos, de maravilhosa precisio e maleabilidade.
A ideia ndo se realizou exactamente como a concebera o seu autor,
mas, na verdade, fol o emprego sistematico das varidveis que permi-
tiu 4 légica simbélica refundir e superar, essencialmente, a légica for-
mal de ARISTOTELES, paralisada durante séculos.

Note-se que ja na linguagem corrente se apresentam por vezes
varidveis, de maneira mais ou menos disfarcada. Consideremos por
exemplo a frase ‘Pedro é agronomo’. E verdadeira ou falsa esta afir-
mag3do? Sem mais esclarecimentos, nada podemos responder. Como
hé vérios individuos com o nome ‘Pedro’, esta palavra ndao chega a
ser uma designa¢do: é, a bem dizer, uma wvaridvel, cujo campo de
variagdo € o conjunto de todos os individuos que tém esse nome ; e
a referida afirmacdo sera verdadeira ou falsa, conforme o individuo
a que o nome (ou antes, a varidvel) se aplicar. Se considerarmos agora,
por exemplo, a expressao ‘Fulano é daltémico’, torna-se ainda mais
evidente que o su]elto da oragdo é mdetermmado como se diz em
gramética, ou uma varidvel, como diremos em lédgica ; varidvel essa
que tem agora por campo de variagdo o conjunto de todos os seres
humanos (*). Seria até mais comodo usar neste caso a expressdao
‘X é dalténico’, que permite formular factos gerais, como por exem-
plo o seguinte:

‘Se X ¢ dalténico, X ndo pode conduzir automével’.

() — Um dos inconvenientes da linguagem comum em ldgica é a distingdo
das palavras em géneros. Neste exemplo, como em muitos outros, supde-se que
nio é feita distingdo de sexos, embora as palavras estejam no masculino.
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Agora a varidvel ji é uma letra, tal como na linguagem sim-
bélica da matematica, e escusado serd dizer que, para o efeito, tanto
se pode usar a letra X como qualquer outra.

Outro exemplo ainda. Seja a definicdo matemética:

‘Diz-se que um numero inteiro é divisivel por outro, quando
existe um terceiro que multiplicado pelo segundo dd o primeiro’.

E visivel que, neste enunciado, as expressdes ‘um ntmero in-
teiro’, ‘outro’, ‘um terceiro’, ‘o segundo’, ‘o primeiro’ funcionam,
de maneira tosca e imprecisa, como varidveis que tém por campo de
varia¢ao o conjunto dos nimeros inteiros. Veja-se agora como o uso
das letras, no papel de varidveis, aumenta consideravelmente a clareza
e a precisao da linguagem:

‘Sendo a e b nmumeros inteiros, diz-se que a é divisivel por b,
se (e s6 se) existe um numero inteiro c tal que a=bc’ (*).

Eo progresso serd bem maior ainda, se substituirmos totalmente
a linguagem comum pelos simbolos da l6gica matemética, como fare-
mos mais adiante.

De um modo geral, em matematica e em légica simbdlica, cha-
mam-se varidveis certos simbolos, geralmente letras (ou ainda letras
munidas de indices, plicas, asteriscos, barras, etc.), que desempenham
o papel de designagdes, sem serem propriamente designagles: cada
variavel pode ter como valor gualquer elemento de um conjunto,
denominado o campo de variagdo dessa varidvel. Por oposi¢ao, di-se
o nome de constantes as designagOes propriamente ditas, isto é, aos
simbolos ou expressdes que tém um unico valor (o designado). Por
exemplo, na férmula

[

- — 2
Vv 311:7‘ h,

que exprime o volume (V) de um cone de revolugdo como fungido
do raio (r) da base e da altura (k) do cone, as letras V, &, » sdo

variaveis, que tém por campo de variagio o conjunto dos niimeros

1

reais positivos, enquanto os simbolos =, 5 € 2 sao constantes.

As varidveis assemelham-se, de certo modo, a espagos em
branco de um impresso a preencher, mas com a diferenca de que o

(*) — Recordemos que, em vez de ‘a é divisivel por b’, também se diz
‘a é miltiplo de b’, ‘b divide (ou é divisor) de a’, etc. sempre com o mesmo

significado. Note-se como é vantajoso o uso das varidveis até para indicar estas
equivaléncias de expressdes.
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seu uso é estritamente regulado pelas duas seguintes normas, relativas
a substitui¢do de varidveis por constantes:

I. Se uma varidvel figura em mais de um lugar na mesma
expressao, so podemos atribuir-lhe de cada vez um mesmo valor, em
todos os lugarves em que a varidvel figura na expressao.

II. A varidveis diferentes é licito atribuir umi mesmo valor,
desde que as varidveis tenham o mesmo campo de variagao.

Aqui, a expressdao ‘atribuir um valor a uma variivel’ significa
concretamente: ‘substituir a varidvel por uma constante (que tenha
esse valor)’,

Por exemplo, na expressio ‘x*+x.y-y*’ podemos substi-
tuir ‘x’ por ‘3’ (nos dois lugares onde figura) ey’ por ‘7’ nos dois
lugares onde figura), o que da a expressao ‘3243 .7-%*"; mas tam-
bém podemos substituir ambas as varidveis por uma mesma cons-
tante, etc.

27

NOTA SOBRE O USO DAS ASPAS. Como ji se esclareceu no § 2, as aspas
sdo usadas para designar expressdes. Todavia, na prética, para nido sobrecarregar
as notagdes, pode-se dispensar o uso das aspas, desde que ndao haja perigo de con-

3 )

fusio. Assim podemos escrever ‘substituir ¥ por 3’ em vez de ‘substituir ‘x
por ‘3’’, depois de explicado o que isso quer dizer. Note-se que ‘x’ nada designa,
visto ser uma varidvel, ao passo que ‘3’ designa um ente — um numero.

§ I5. TIPOS DE EXPRESSOES COM VARIAVEIS

As duas espécies principais de expressdes consideradas no § 2
(designagbes e proposi¢ies), correspondem, naturalmente, duas espé-
cies de expressdes com varidveis:

I) expressOes designatorias — que se transformam em desi-
gnacoes, quando as varidveis sdo substituidas por cons-
tantes ;

2) expressdes proposicionais — mais vulgarmente chamadas
fungbes proposicionais — que se transformam em proposi-
¢Oes, ao substituir as varidveis por constantes,

Considere-se por exemplo a expressdao ‘triplo de x’, sendo x
uma varidvel numérica. Visto que x é uma varidvel e ndo uma desi-
gnacdao, também ‘triplo de x’ nao é uma designa¢do, mas sim uma
varidvel — varidvel dependente de x. Esta porém converte-se numa
designagdo, todas as vezes que substituirmos x por constantes ; assim,
substituindo x por 5, obtém-se a designa¢do ‘triplo de 5’ equivalente
a ‘15’, etc. Portanto, a expressdo ‘triplo de x’ (em simbolos ‘3 x’) é
uma expressdo designatéria com a varidvel x. Analogamente, a
expressdo ‘soma de @ com b’ (em simbolos ‘a+b’) é uma expressio
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designatéria com as varidveis a e b; ‘pai de X’ é uma expressio
designatéria com X, etc. Sdo ainda expressdes designatérias com
variaveis as seguintes:

3x*-y, logx, €%, sem», m.d.c.(m,n), etc,etc.

(aqui os simbolos ¢ , 7 s3o constantes, e outro tanto se pode dizer
dos simbolos log, sen, m.d.c., embora os valores destes ndo sejam
niimeros, mas sim operag¢bes ou fungoes).

Consideremos agora a expressdo ‘x é menor que y’ (em sim-
bolos ‘x < y’), sendo x e y varidveis numéricas reais. Esta expressdo
converte-se numa proposu;ao verdadeira ou falsa, todas as vezes que
substituimos as varidveis por constantes ; assim, substituindo x por 3
e y por %7 obtém-se a proposi¢dao verdadelra 3 <7, etc. Trata-se pois
de uma expressdo proposicional ou fungdo proposicional. Sdo ainda
fungGes proposicionais as seguintes expressoes:

A é filho de B, p é divisor de ¢ (em simbolos, p|q)

x*-4 y* <o, x=p cos9 senb, etc. etc.

Em matemadtica, as equa¢Oes e as inequagOes fornecem inu-
meros exemplos de func¢des proposicionais. Mas note-se que o conceito
de func¢do proposicional é muito mais amplo que o de equag¢io ou
inequagio ; assim, as expressoes ‘a|b’ (‘a divide b’) ‘a é primo com
b’, ‘x é filho de y’, etc. etc. sdo fung¢des proposicionais, sem serem
equagdes nem inequagdes.

Como se vé, as expressdes proposicionais com varidveis nao
sao afirmagdes, mas apenas férmulas convertiveis em proposi¢oes.
Exprimem geralmente perguntas, problemas ou condig¢des ; assim, a
férmula ‘x?*=35’ traduz o problema ‘Qual é o nimero cujo quadrado
é 5?°, a férmula ‘x*-4 y* < 0’ traduz uma condi¢gdo imposta aos
valores de x € y, etc. Por isso, as fungdes proposicionais chamaremos
também condigdes (). Em matemdtica é habitual chamar férmulas
as funcbes proposicionais e expressoes (simplesmente) as expressoes
designatorias.

DISTINCAO ENTRE ‘VARIAVEL’ E ‘INCOGNITA’. Historicamente, as
varidveis apareceram primeiro sob a forma de incdgnitas, isto é, como designagdes
de entes desconhecidos (quantidades incégnitas), na resolug¢io de problemas. Se-
gundo este ponto de vista, a letra ¥ na equagdo

37+4=5%

() — BuraLt Forti chamava proposigbes condicionais (por analogia com
‘igualdade condicional’, sinénimo de ‘equacdo’) as fungSes proposicionais, e pro-
posigdes categdricas as proposi¢des propriamente ditas. Mas estas designagdes pres-
tam-se a confusdes.



ndo é uma varidvel, mas sim uma constante, isto é a designagio do niimero que
verifica a igualdade (depois se reconhece ser ¥ =2). Mas entdo trata-se apenas de
uma designagdo proviséria, pois que, por exemplo, na equagdo I—2 ¥=4 ¥+5
o valor de » jA é outro. Por sua vez, na equagdo x*—4 x¥4+3=o0, a incdgnita nio
tem um sé valor, mas dois I e 3. E assim vamos cair, inevitivelmente, no con-
ceito de varidvel, que é na verdade o mais apto a interpretar correctamente situa-
¢Oes deste género. A atitude que leva a denominar incdgnitas certas varidveis tem
apenas interesse psicolégico, numa fase de iniciagdo.

§ I6. CONCEITO DE UNIVERSO LOGICO. UNIVERSOS NUMERICOS MAIS
IMPORTANTES

J4 atrds observdmos que uma expressao com variiveis é com-
pardvel a um impresso com espagos em branco a preencher. Mas,
como vimos, toda a varidvel pressupde um conjunto, que é o campo
de variagdo dessa variavel. Alids, convém desde ji salientar o
seguinte :

Uma determinada teoria matemdtica pressupde sempre a exis-
téncia de um conjunto fundamental, constituido por todos os entes
que nessa teoria sdo considerados os individuos. Tal conjunto é cha-
mado o universo légico, universo do discurso ou simplesmente universo
da teoria considerada ; certos autores (por exemplo HILBERT) usam,
no mesmo sentido, a expressdo ‘dominio de individuos’.

O universo légico varia de teoria para teoria. Assim, na aritmé-
tica elementar o universo légico é o conjunto dos nimeros naturais,
I, 2, 3, ..., conjunto que depois, num estudo mais avangado, é
substituido pelo dos nimeros racionais. Na anélise classica o universo
légico é o conjunto dos numeros reais (andlise real) ou o dos nimeros
complexos (andlise complexa). Na geometrla elementar o universo
varia com a axiomaética adoptada assim, na primeira axiomatica de
HILBERT, os individuos s3o os pontos, as rectas e os planos; mas ja
nos ‘Grundlagen der Mathematik’ o mesmo autor toma para indi-
viduos tinicamente os pontos, considerando as rectas e os planos como
conjuntos de pontos (o que é, sem duavida, uma orienta¢do mais na-
tural e intuitiva).

Para interpretar uma expressao com variaveis, é essencial sa-
ber qual o universo légico a que estd referida. Assim, por exemplo,
a féormula ‘sen x=%’, que, no universo dos numeros reais, é uma
equagdo impossivel, tem sentido e admite uma infinidade de solugdes
no universo dos nudmeros complexos. Analogamente, a expressao
‘a é multiplo de b’, que n3o tem significado util no universo dos
numeros reais, j4 o tem, por exemplo, no universo dos nimeros in-
teiros ou no dos polinémios com uma ou mais varidveis (de coeficien-
tes num dado corpo ou anel). Por sua vez, a expressao ‘x tem vér-
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tebras’ é desprovida de significado num campo numérico, mas tem
sentido no universo dos animais ().

Qualquer conjunto ndo vazio pode ser tomado para umiverso
légico de uma teornia. Por vezes, também é cémodo admitir a exis-
téncia de mais de um universo na mesma teoria, usando simbolos
de tipos diferentes para varidveis em universos distintos. Assim, por
exemplo, na geometria elementar poderiamos considerar trés univer-
sos — o dos pontos, o das rectas e o dos planos — usando, como é
habito, letras latinas maidsculas para pontos, letras latinas mints-
culas para rectas e letras gregas minudsculas para planos.

Convém ainda registar, desde j4, as nota¢Ges geralmente adop-
tadas na matemadtica contemporanea, para designar os universos nu-
méricos mais importantes:

N — Conjunto dos ntimeros inteiros naturais (1, 2, ...... )

Z — Conjunto dos inteiros relativos (o, 1, -1, 2, -2 ...... )

Q — Conjunto dos nimeros racionais (inteiros ou fraccionarios)

Q* — Conjunto dos ntimeros racionais positivos

R — Conjunto dos niimeros reais (inteiros, fraccionarios, irracionais)
R+ — Conjunto dos ntimeros reais positivos

C — Conjunto dos niimeros complexos (reais ou imaginérios)

Convencionaremos ainda designar por N, o conjunto dos #nu-
meros inteiros absolutos (o, 1, 2, ...... ), que se obtém juntando a N
o elemento o; e por R o conjunto dos numeros reais absolutos

(isto é, ndo negativos), que se obtém juntando a R* o zero.

§ I7. POSSIBILIDADE E UNIVERSALIDADE. EQUIVALENCIA FORMAL

Diz-se que uma fung¢do proposicional é verificada ou satisfeita
por um dado valor da varidvel (ou sistema de valores das varidveis),
quando se transforma numa proposi¢ao verdadeira ao ser atribuido
esse valor a varidvel (ou esse sistema de valores as varidveis). Tam-
bém poderemos dizer, por analogia com as equagdes, que esse valor
ou sistema de valores é uma solugao da fungdo proposmlonal consi-
derada. Por exemplo, a condicdo ‘x é a capltal de y’ é verificada
quando substituimos ‘x’ por ‘Lisboa’ e ‘y’ por ‘Portugal’; assim
o par ordenado (Lisboa, Portugal) constitui uma solug¢do dessa fungdo
proposicional.

Uma condigdo diz-se possivel, quando admite pelo menos uma
solugdo ; caso contrario, diz-se impossivel. Assim, por exemplo, a con-

(*) — Por exemplo, a expressio ‘o nimero 3 tem vértebras’ ndo é verdadeira
nem falsa, mas apenas desprovida de significado. Nado é portanto, propriamente,
uma proposi¢do, mas antes um agrupamento de palavras sem nexo.
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dicdo ‘x é um numero impar divisivel por 6’ é manifestamente im-
possivel ; o mesmo se pode dizer da condlgao ‘x é um filho de y
mais velho que y’; por sua vez, a condi¢io x*= -1 (alids equa(;ao)
é impossivel no universo R dos nimeros reais, mas possivel no uni-
verso C dos numeros complexos (cf. § 16); a condigdo x+1=x €
impossivel em C, mas possivel no universo {0, 1} dos valores logicos
(ct. § 7); etc. etc.

Pode ainda acontecer que uma condi¢do seja verificada por
todos os possiveis valores da varidvel (ou sistemas de valores das
variaveis) ; diz-se entdo universal ou absoluta. E universal por exem-
plo a condi¢do ‘x é mortal’ no universo dos seres humanos; a con-
di¢do x*+-1 € universal em R, mas ndo em C; a condigdo x+1 =
é universal em C, mas n3o no universo dos valores ldgicos ; etc. etc.

Como se vé pelos exemplos anteriores, a aplicagdo dos atribu-
tos ‘possivel’ e ‘universal’ a fung¢des proposicionais depende do uni-
verso légico adoptado.

Diz-se que duas fung¢Ges proposicionais sdo formalmente equi-
valentes, quando se transformam em proposi¢des equivalentes (isto é,
ambas verdadeiras ou ambas falsas), todas as vezes que a varidvel
ou as varidveis sao substituidas por constantes, de igual modo, em
ambas as expressoes ().

Para indicar que duas condi¢Ges sao formalmente equivalentes,
escreveremos entre ambas o sinal «—"', que podemos ler ‘se e s6 se’

(veremos que o conceito de equivaléncia formal corresponde ao con-
ceito usual de equivaléncia de proposi¢des). Poderiamos também usar,
para o mesmo fim, o sinal‘ =". Por exemplo, sio formalmente equi-
valentes as condi¢des ‘x é multiplo de y’ e ‘y é divisor de x’, e
assim, poderemos escrever:

x é multiplo de y «— v é divisor de x
Analogamente se verifica a equivaléncia:
X é dalténico - X ndo distingue cores

(que constitui, precisamente, a defini¢io de ‘dalténico’).
Outro exemplo ainda:

224y «— (x—2y) (xt4y)>o0 etc etc.

§ 18. CALCULO PROPOSICIONAL COM VARIAVEIS

As operagdes légicas que no § 5 definimos para proposi¢Ges

(') — Aqui a expressdo ‘de igual modo’ significa que uma mesma varidvel
sé pode tomar, de cada vez, um mesmo valor, em ambas as expressoes.
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(e no § 6 para valores ldgicos) estendem-se automaticamente a fun-
¢Oes proposicionais:

1) Por exemplo, se ligarmos as duas condi¢des ‘X é médico’
e ‘X é professor’ pelo sinal ‘A’ (‘e’) obtém-se a nova condi¢do (ou
funcdo proposicional):

X é médico A X é professor,

que ¢ verificada por todos os individuos que verificam simultinea-
mente as duas condigdes dadas, e sé por esses individuos. E natural
chamar a condi¢do assim obtida conjung¢do das duas primeiras.

Analogamente, a condicdo x >3 A x <7 é a conjungdo
das condigGes x >3 e x <7, que se costuma também escrever
sob a forma 3<x<7. Ahas ¢ sabido que esta condigdo equivale
formalmente 4 inequag¢do x®>-10 x+2I < 0 (no universo R) e assim
poderemos escrever

22 —10ox+21<c0 «—> >3 N <7
Um exemplo no universo das figuras geométricas é o seguinte:

X é um losango A X ¢ um rectingulo - X é um quadrado

Outros exemplos (em N):
z|lyNylaxz «- =y

x|24 N x|36 «— x|12 (0o sinal ‘|’ 1é-se ‘divide’), etc. etc.

2) Se ligarmos agora as duas condi¢des ‘X é médico’ e ‘X é
professor’ pelo sinal ‘V "’ (‘ou’) obtemos a nova condi¢do:

X é médico V X é professor,

que é verificada por todo o individuo X que verifique uma pelo me-
nos das condigdes dadas, e s6 por esses individuos. E natural chamar
a condi¢do assim obtida disjun¢do das primeiras.

Analogamente, a condigdo x <3 V x>7 é a dls]un(;ao
das condi¢des x <3 e x > 7, e sabemos que equlvale a inequagao
x?-10 x -21 > 0. Podemos pois escrever (em R):

x2 — 10X — 21 > O > <3V >y
Outros exemplos em R:

LY «— x<yVre=y,
22 —yt=0 «— y=x V y=—wx, etc. etc.
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3) Antepondo o sinal ‘~’ (‘ndo é verdade que’) & condig¢do
‘X é médico’, obtém-se a condi¢io ‘~ X é médico’, que também
se pode escrever ‘X nao é médico’ e que é natural chamar a negagao
da primeira. Outros exemplos (no universo R):

~ELY > T>Y,
~NEB =y T XEY x>yVxy, etc etc

Duas condig¢des dizem-se compativeis, quando a sua conjungio
é condigdo possivel ; caso contrdrio serdo imcompativeis. Duas con-
di¢cdes dizem-se complementares, quando uma é a negagdao da outra.
E evidente que duas condigdes serdo complementares, se e s6 se veri-
ficam os dois seguintes requisitos‘ I) a sua conjun¢do é condi¢dao
impossivel ; 2) a sua dls]ungao é condi¢cdo universal . Assim, duas
condi¢Ges complementares sio sempre incompativeis, mas a reciproca
nao é verdadeira. Por exemplo, as condi¢des ‘X é casado’ e ‘X é sol-
teiro’ sdo incompativeis, mas ndo complementares, visto que a sua
disjuncdo ndo é universal: ha individuos que n3ao sd3o casados nem

solteiros. Analogamente, as condigdes x < 4/3 e x > /3 sdo incom-
pativeis mas nio complementares no universo R (mas sio comple-
mentares no universo Q dos numeros racionais).

Das propriedades das operagdes logicas resulta imediata-
mente que:

1) A conjungdo de uma condigdo impossivel com outra qual-
quer é ainda condigdo impossivel.

2) A conjungao de uma condicdo qualquer com uma condig¢do
umiversal € equivalente a pmmezm

Por dualidade, substituindo ‘conjun¢dao’ por ‘disjun¢do’, ‘im-
possivel” por ‘universal’ e ‘universal’ por ‘impossivel’, deduzem-se
daqui duas regras andlogas, ainda verdadeiras.

Exemplos no universo R:

22 —_1>0 A 2241 =0 «—- %4 1 =o0 (impossivel)

Z_1>0 A 224 1>0 > 22—1>0, et

OBSERVACOES DE ORDEM DIDACTICA. Alguns dos exemplos an-
teriores comegam j4 a mostrar o papel esclarecedor da légica simbé-
lica, mesmo em assuntos de matemadtica elementar. Note-se que as
nogoes essenciais da loégica simboélica podem ser transmitidas em pou-
cas licdes (trés ou quatro) a um aluno liceal de 15 a 17 anos, que,
em regra, as assimila rapidamente. Entre os assuntos que se prestam
particularmente a aplicagdo da logica simbdlica figuram o estudo das
equacles e das inequagdes (como é natural), a geometria analitica
e a aritmética racional.
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Vejamos alguns exemplos nestes campos, além dos que ja foram
dados. Seja o sistema de inequagdes:

x2 —2x—3<o

x

—— >0
x — 2

Como é sabido, as solugGes do sistema sdo os valores de x que
verificam simultdneamente as duas inequagdes ; tal sistema é portanto
a conjungdo (')

x .
2 —2x—3<o0 AN — > o,
x — 2

expressa em forma diferente (e outro tanto se pode dizer para todos
os sistemas de equagdes ou inequagdes). Ora, como € ficil ver, tem-se:

P—2xr—3<0 0 —1<x<3,
e, por outro lado:

X

— >0 «» x<0 V x>2
xr — 2 .

Finalmente, pela distributividade da conjun¢do a respeito da
disjunc¢do, vem

—1<xz<3 A (x<o0o V 2>2) «» —1<z<o V 2<zx<3

Esta tltima expressdo indica as solugdes do sistema: todos os
numeros compreendidos entre -1 e 0 e todos os compreendidos
entre 2 e 3.

Vejamos agora um exemplo de aritmética racional. Ja atrés

demos como exemplo a equivaléncia x|24 /A x|36 <~ x|12. Ora
este facto resulta de uma propriedade mais geral, caracteristica do
maximo divisor comum (no universo N, por exemplo):

Um numero x é divisor comum de dois numeros a e b, se e
s0 se divide o mdximo divisor comum de a e b .

Em escrita simbdlica este enunciado traduz-se do seguinte modo:

zla N x|b «— x|m.d.c (a, D)

(') — Em casos como este, para evitar o uso de sinais muito semelhantes
entre si, seria talvez preferivel usar o sinal ‘&’ em vez de ‘/\’ para a conjungio.
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Seria de grande interesse que o aluno liceal se habituasse a tradwzir
na linguagem da logica simibolica proposi¢oes matemdticas (axiomas,
teoremas e definigoes), assim como problemas. Alids é isso j4 em parte
o que se faz ao por problemas em equac¢do e ao definir lugares geo-
métricos por equagdes em geometria analitica. Tratava-se pois de le-
var mais longe esse processo de formalizag¢do, para dar ao aluno a
ideia de que toda a teoria dedutiva pode ser formalizada. Em paises
estrangeiros considera-se como objectivo primacial do ensino da alge-
bra, nos primeiros trés anos, habilitar o aluno a pdr problemas em
equac¢dao: nao conseguido este objectivo, o ensino pode considerar-se
falhado. Na verdade, a matemadtica é essencialmente uma linguagem
de tipo especial, que, como qualquer idioma estrangeiro, se adquire,
usando-a e fazendo tradugdes, assim como retroversoes.

§ I0. QUANTIFICADORES

Além das operagOes légicas atrds consideradas, apresentam-se
ainda, no calculo proposicional com varidveis, duas operagdes de im-
portincia capital, que sdo exclusivas deste cdlculo, isto é, que se apli-
cam Unicamente a expressdOes proposicionais com varidveis. Estas
duas operac¢des desempenham agora um papel correspondente ao das
nogdes de ‘todo’ e de ‘algum’ da légica tradicional (baseada na lin-
guagem comum), mas com possibilidades muito mais amplas, como
veremos.

a) Quantificador universal. J& no § 16 falamos de condigdes
possiveis e de condigoes universais. Consideremos uma fungdo pro-
posicional com uma sé varidvel (por exemplo x), e suponhamos que
essa condi¢do é universal. Para indicar este facto, isto é, para indicar
que a condigdo é verificada por fodo o individuo x do universo légico
adoptado, escreve-se antes da condi¢do o simbolo ‘V’, que se & ‘qual-

x

quer que seja x’ ou ‘para todo o x’. Por exemplo a expressao:

Y x é mortal
xr

1é-se ‘Qualquer que seja x, x € mortal’, o que é uma proposi¢do ver-
dadeira no universo dos seres humanos e, mais geralmente ainda, no
universo dos seres vivos ('). Analogamente, a expressdo

‘gm?—|=(a¢+l) (x—1)

(') — A expressio ‘qualquer que seja x’ também se pode ler no final da
proposi¢do, dizendo: ‘x é wmortal, qualquer que seja x’.
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é uma proposi¢io verdadeira, ndo s6 nos universos numéricos, mas

em qualquer universo que seja um anel comutativo (§ 8). Por sua vez,

a expressdo V &> 1 € uma proposi¢ao verdadeira se o universo é N,
vy

mas falsa se o universo é, por exemplo, Z (cf. § 15).
Deste modo, o simbolo ‘V’ representa uma operagio (ou um
X

operador) que transforma toda a condi¢do em x numa proposi¢do
que pode ser verdadeira ou falsa, consoante o universo fixado: a este
operador di-se o nome de quantificador universal (as considerag¢bes
sdo obviamente andlogas, se, em vez de x, a variavel for outro sim-
bolo qualquer).

b) Quantificador de existéncia. Consideremos agora uma con-
dicdo em x que seja possivel. Para indicar este facto, isto é, para
indicar que existe pelo menos um individuo, no universo considerado,

que verifica tal condi¢do, escreve-se antes desta o simbolo ‘3 que
x
se 1& ‘existe pelo menos um (elemento) x tal que’.

Por exemplo, a expressido:

930 x é dalténico

’

16-se ‘Existe pelo menos um individuo x tal que x é dalténico’ (ou
‘Existe pelo menos um individuo x que é dalténico’) o que é uma pro-
posi¢do verdadeira no universo dos seres humanos. Analogamente, a
eXpressao

3 x? = 1

x
1&-se ‘Existe pelo menos uni x tal que x*= -1’, o que € falso se o
universo é R, mas verdadeiro se o universo é C, pois ai a equagio
x*=-1 é posswel admitindo duas solugGes (1 e -1).

O simbolo ‘3’ representa pois um novo operador que trans-
x

forma fung¢des proposicionais em proposi¢cdes: esse operador é cha-
mado quantificador de existéncia ou quantificador existencial.

Assim antepondo a uma condi¢do em x um qualquer dos sim-

bolos ‘¥ 3 » obtém-se uma proposi¢ao, cujo valor légico ndao de-

pende de x. Exprlme -se este facto dizendo que a varidvel estd quan-
tificada ou ainda que é uma variavel ligada, aparente ou muda (com-
parédvel aos indices mudos dos somatorios ou as varidveis de integra-
¢d3o nos integrais) ; por oposi¢do, dizem-se Lvres as varidveis sobre



as quais ndo incide nenhum quantificador. Podem pois apresentar-se
— e apresentam-se a cada passo — expressbes com varidveis que SGo
proposigoes e ndo apenas condigdes, porém, nesse caso, as varidveis
sdo mecessariamente quantificadas.

Por exemplo, a expressao ‘x é dalténico’, atrds considerada,
ndo é uma proposi¢ao, mas apenas uma fun¢do proposicional, isto é,
uma condi¢do relativa a x. Mas ja as expressoes:

V x é dalténico , 3 «x é dalténico,

X x

sdo proposi¢des, a primeira falsa e a segunda verdadeira, no universo
dos seres humanos. Também a expressao

221 =(x+1)(x-1)

ndo é uma proposi¢ao, pois que, na realidade, é apenas uma condigdo
imposta a x (neste caso uma equagdo). S6 depois de termos demons-
trado que todos os individuos a verificam (num universo numérico ou,
mais geralmente, num anel comutativo) é que podemos afirmar:

V2_1=(x+1)(x—-1),

x

e assim ja se tem uma proposi¢dao (verdadeira), que pode escrever-se
mais simplesmente, segundo convengdes usuais:

#*— 1 =(xz+1)(x—1) ouainda #—1=(z+1)(®—1),

)

em que o sinal ‘=’ se & ‘igual qualquer que seja x* e o sinal ‘=’
x

‘sempre igual a’. Trata-se agora de uma identidade (como se diz em
matematica), ao passo que antes se tratava apenas de uma equag¢io.
Uma equagdo é pois uma condi¢do (ou fungdo proposicional),
enquanto uma identidade é uma proposi¢ao.
Anélogas consideragdes se podem fazer a respeito das desigual-
dades. Por exemplo, sabemos que a condi¢do x*+3 > o (inequagio)
é universal em R. Logo tem-se

V x*+3 >0 (no universo R),
X

0 que também se exprime escrevendo x*+3 > o (em que o sinal ‘>’
x X

se pode ler ‘é maior que... qualquer que seja x’ ou ainda ‘é sempre
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maior que’) e é essa afirmac¢do que se deve chamar desigualdade in-
condictonal (ou absoluta).

Assim, como se V€ por estes exemplos, o quantificador umni-
versal ¢ indicado muitas vezes, escrevendo simplesmente a varidvel
sob um sinal de relagdo.

Outras vezes, o quantificador universal é apenas subentendido.
Sucede isto, por exemplo, nas identidades, sobretudo quando se usam
letras iniciais do alfabeto, latino ou grego; exemplos:

a’-1=(a+1) (a-1), sen 2«=2 sen = cos «, etc.

§ 20. ALGUMAS PROPRIEDADES DOS QUANTIFICADORES

Os quantificadores podem combinar-se com a nega¢do, dando
lugar a novos operadores de quantificagdo. Assim, para indicar que
uma condi¢do em x é impossivel, basta antep6r-lhe o simbolo com-

posto ‘~3' (‘ndo existe nenhum x tal que’) ; anilogamente, o sim-
x

bolo ‘~ V¥V’ indicard que a condi¢gio n3o é universal. Assim, por
x

exemplo, no universo dos seres humanos, as expressdes simbolicas:

V «x é mortal , ~ V¥V x fala inglés,
X

8

J x é dalténico , ~ 3 x foi a Lua,
x

8

sdo proposi¢oes que, em linguagem comum, se podem enunciar,
respectivamente: ‘Todo o homem é mortal’, ‘Nem todo o homem
fala inglés’, ‘Algum homem é dalténico’, ‘Nenhum homem foi a
Lua’ (").

E facil agora reconhecer os seguintes factos:

A negagdo transforma o quantificador universal em quantifi-
cador existencial e vice-versa, isto €, em simbolos:

X X x x

Estas duas propriedades sio conhecidas por segundas leis de
De MoORGAN.

() — Aqui ‘homem’ é tomado em sentido lato, sem distingido de sexo ou
idade, isto é, como sinénimo de ‘ser humano’. Um dos inconvenientes da lingua-
gem comum em légica, além da distingdo em géneros, estd na ambiguidade de
certos termos, isto é, na existéncia de mais de um significado para um
mesmo termo.
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Por exemplo, num universo constituido por um grupo de pes-
soas sujeitas a exame médico, s3o com certeza equivalentes as duas
seguintes proposigoes:

~ V¥V «x é dalténico , 3 ~ x é dalténico
X x
que se podem ler, respectivamente: ‘Nem todos os individuos sdo
dalténicos’ e ‘Existe pelo menos um que nido é dalténico’. Analoga-
mente, ter-se-a:

~ 3 x é daltébnico <«— V ~ x é daltdnico
x X

(‘N3o existe nenhum x que seja dalténico’ e ‘Qualquer que seja x,
x nao é dalténico’). Ambas as proposi¢des se traduzem usualmente
dizendo: ‘Nenhum individuo é dalténico’.

Outro exemplo. As duas proposigoes

~ x?2 = — 1 V 22 1
2 B

sdao equivalentes em qualquer anel com elemento unidade: por exem-
plo, sio ambas verdadeiras em R e ambas falsas em C. Analoga-
mente, sdo equivalentes as proposi¢Ges

~\:{ (x+1)2=224+1 |, g(x_|_1)2:#x2+l

que se podem ler, respectivamente: ‘NZo é verdade que (x+1)°=x*+1
qualquer que seja x’ e ‘Existe pelo menos um x tal que (x +1)?#x*+1°.
Por exemplo, sio ambas verdadeiras nos campos numéricos usuais
e ambas falsas no anel das classes 0 e 1 de congruéncia para o médulo 2,

NOTAS IMPORTANTES. As segundas leis de DE MoRGAN traduzem um
prolongamento do PRINCIPIO DA DUALIDADE LOGICA e revelam uma notdvel analogia
entre os quantificadores e as operag¢des de conjun¢do e disjun¢do. Para reconhecer
que esta analogia n3io é apenas acidental, basta notar que, num universo finito,
o quantificador universal equivale a conjung¢des sucessivas e o quantificador exis-
tencial a disjungdo sucessivas; isto é, designando por x,, ¥, ..., ¥, os indivi-
duos (!) desse universo:

‘yc’ p@=p@)Ap @ A ....o. AD(@n) ,

g p@=p@)\Vp@V ... Vplan) ,

(!) —E claro que a conjungdo sucessiva e a disjun¢do sucessiva se podem
definir, mutatis mutandis, como a adi¢do sucessiva e a multiplicagdo sucessiva.
Assim a/\ b /A ¢ serA o mesmo que (a A b) A ¢, etc.
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sendo p(¥) uma condi¢do qualquer em x. Esta circunstincia leva alguns autores
. ‘ ’ . . . ope
a adoptarem os simbolos ‘A" e ‘V’ para indicar, respectivamente, os quantifi-
x x
cadores universal e existencial (sobre a varidvel x). Estas notagées tém ainda
a vantagem de salientar a dualidade ldgica:

Usam-se também, para os quantificadores universal e existencial, respecti-
vamente, os simbolos ¢ J]’ e ¢ 3’, quando a conjungdo (ou multiplicagdo ldgica)
e a disjun¢do (ou adigdo ldgica) sio indicadas com os sinais ‘.’ e ‘+’.

Convém ainda notar que, muitas vezes, o quantificador unversal é indi-
cado com o simbolo ‘(x)’.

Até aqui, para comodidade de exposi¢io, temos referido sistematicamente
os quantificadores a varidvel x. Mas é 6bvio que as consideragdes mantém qual-
quer que seja o simbolo tomado para varidvel. Alids uma das propriedades im-

portantes dos quantificadores é o

PRINCIPIO DE SUBSTITUIGAO DAS VARIAVEIS APARENTES. Quando numa pro-
posigdo figura wma varvidvel quantificada, ndo se altera o valor da proposigdo
substituindo essa varidvel por outra qualquer, em todos os lugares em que aparcce
na proposigdo, inclusivé como indice do quantificador vespectivo.

Por exemplo, se, na proposigdo

’

d »2+r+1=0
T
substituirmos ¥ por » em todos os lugares, obtemos a proposi¢io equivalente
3 wtu+r=o
u

(verdadeiras ambas em C, falsas ambas em R). E contudo evidente que as con-
digées x24x41=0 e u?+u+I=0 ndo sio formalmente equivalentes, isto §&,
nio podemos escrever

¥’4+x+1=0 <+— u'+u+i=o0

visto que as varidveis ¥ e u ndo tomam necessariamente os mesmos valores:
sdo varidveis independentes entve si.

Outro exemplo. A identidade x¥>—1 =(¥+1) (¥ —1) pode escrever-se de mui-
tos modos diversos e equivalentes entre si:

2 —1=¢+1)¢—1) , —1=(x-4 1)(a—1), etc

atendendo a que se trata de uma igualdade precedida do quantificador V¥ . Analo-
X

gamente, a identidade trigonométrica sen 2 ¥ = 2 sen x cos », poderd escrever-se,
sem alteragdo de significado:

sen 2 o = 2 Sen « COS 2 , sen 2 6 = 2 sen o cos 6, etc.
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§ 2I. QUANTIFICAGAO PARCIAL E QUANTIFICAGAO MULTIPLA

E facil ver que os quantificadores podem também ser aplica-
dos a expressOes proposicionais com mais de uma variavel. Antepondo

por exemplo o simbolo ‘3’ & expressdo ‘x é filho de ¥’ obtém-se a

nova expressio ():

3 x ¢é filho de y

Esta, que se pode ler ‘Existe pelo menos um individuo x que é filho
de y’, ainda n3o é uma proposi¢do, visto que o seu valor légico,
embora ndo dependa de x (varidvel aparente), depende ainda de y
(varidvel livre). E pois uma condi¢do em vy, que também se pode ex-
primir dizendo ‘y tem pelo menos um filho’, isto é:

3 x é filho de y <— 1y tem pelo menos um filho

Outro exemplo. O valor légico da expressio:

3 a=bx (‘Existe pelo menos um x tal que a=bx’)

depende de a e de b (mas n3o de x) ; trata-se pois de uma condi¢do
em a € b que, no caso de o universo ser por exemplo N, equivale a
condi¢do ‘b divide a’ (em simbolos ‘b|a’). Podemos assim escrever:

3 a=bx <~ bla,

o que é alids a defini¢do usual do termo ‘divide’ (§ 14).

Como se vé por estes exemplos, quando se aplica um quantifi-
cador a uma condi¢do com mais de uma variavel, obtém-se ainda uma
condi¢do na varidvel ou nas varidveis que ficam livres. E claro que
sobre estas se podem efectuar novas quantificagdes: daqui resultara
uma quantificagdo multipla, que, no caso de atingir todas as variaveis,
transforma a condi¢do inicial numa proposi¢ao, verdadeira ou falsa.

Por exemplo, a expressio ‘3 x*=a’ é uma condigio em a4, que no
T
campo real equivale a condi¢gdo ‘@>0’, mas que no campo com-
plexo é universal ; é pois verdadeira em C a proposigio :
V3 x°=a,
a €

que, em linguagem corrente, se 1&: ‘Qualquer que seja o nimero a,
existe pelo menos um nimero x, tal que x*=a ’. Analogamente, para
indicar que a condi¢do em ¥y :

(Y) — Aqui o termo ‘filho’ é usado em sentido lato, sem distingdo de sexo
(‘ filho ou filha’).
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3 x é filho de y

Y

¢ universal na classe dos seres humanos, escreve-se:
V 3 x é filho de y
z Y

e 1é-se, em linguagem comum: ‘Para todo o individuo x, existe pelo

menos um individuo y, de quem x é filho’. Deixamos ao cuidado

do leitor averiguar se é ou ndo verdadeira esta proposigio ().
Note-se que os quantificadores de tipo diferente mdo sdo per-

mutdvers: niao é indiferente, em geral, escrever ¥V 3 ou 3 V .
xz Yy y =z

Por exemplo, no universo dos nudmeros naturais é verdadeira a
expressao:

V 3 y é sucessor de x,
T Yy

que equivale a dizer: ‘Todo o nimero tem um sucessor’ (axioma de
PEANO) ; mas é falsa a proposi¢ao

3 V y é sucessor de x,
Y T

que diz: ‘Existe pelo menos um ntimero ¥y tal que, qualquer que seja
o nimero x, y é sucessor de x’,

Pelo contrario, quantificadores do mesmo tipo sdo sempre per-
mutdvers. Até, para simplificar a linguagem, usaremos o simbolo

‘vV' (ler: ‘quaisquer que sejam X e y’),

T,y

em vez de ‘YV’ ou ‘VV’ . Andlogamente, usaremos o simbolo
z y

¥y z

‘37 (ler: ‘existem pelo menos um x e um 'y tais que’)
Y

’

em vez de ‘33" ou ‘33" . E assim por diante.
z y y «

Por exemplo, tem-se nos campos numéricos usuais (e mais
geralmente em qualquer anel comutativo, ver § 8):

V (x+y)P=x*+2x y+4?
T,y

(*) — Aqui ‘existe’ é tomado em sentido intemporal, incluindo portanto os
seres humanos existentes no passado.
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o que também se pode escrever sob a forma

(x+v) = x*+2x y+y?
. x,Y
ou ainda

(x+y)’=x*+2x y+y°

tratando-se neste caso de uma identidade nas duas varidveis x, y (cf.
§ 19, final). Analogamente, tem-se em R:

3 P+yi=1 N\ x=y
z,Y

0 que ¢ a maneira simbolica de dizer que o sistema de equagdes
x*+y*=1 A x=9 é possivel (tem duas solu¢Bes, que representam 0s
pontos de intersec¢do da recta x=9y com a circunferéncia x*-y*=1).

Outro exemplo ainda, A expressdao

V3Iatx=>

a,b z

que se lé: Qumsquer que seyam a e b existe pelo menos um x tal
que a+x=>’" é uma proposi¢io verdadeira em Z, R, C, etc. (mais
geralmente em qualquer grupo aditivo).

OBSERVAGOES DE ORDEM CRITICA E DIDACTICA. Os exemplos an-
teriores ddo ja uma ideia do papel que os quantificadores desempe-
nham na linguagem matemadtica. Na verdade, toda a proposi¢ao geral
da matematica (axioma, teorema ou definicdo) faz intervir um ou
mais quantificadores, muitas vezes de tipos diferentes (universal e
existencial). Até nas proposi¢des mais elementares isto se verifica ;
assim, quando em geometria enunciamos o axioma: ‘Quaisquer que
sejam os pontos A e B, sendo A + B, existe uma recta r (e uma so)
que contém A e B’, estamos a fazer uso de varios quantificadores.

Por aqui se vé até que ponto a légica tradicional é ultrapassada
pela légica matemética: a ldgica formal de ARISTOTELES € insuficiente
para dar comta do raciocinio matemdtico, especialmente quando en-
tram em jogo proposigdes de estrutura logica complexa, com diferentes
varidveis quantificadas.

Na verdade, a estrutura légica de uma proposi¢dao é tanto mais
complicada quanto mais quantificadores de tipos diferentes nela se
acumulam. Assim, a dificuldade tipica que os alunos do ensino liceal
costumam ter na apreensdo do conceito de limite e nas demonstra¢des
dos respectivos teoremas estd principalmente em que a defini¢ao desse
conceito envolve varios quantificadores de tipos diferentes (universal
e existencial).

Igualmente tipica é a dificuldade, que encontramos nos alu-
nos, em formularem correctamente a negag¢do de certas proposicdes,
nas demonstrag¢Ges por redugdo ao absurdo. Isso resulta da necessidade
de aplicar as leis de DE MORGAN, por vezes a varios quantificadores.

Destes factos daremos exemplos oportunamente,
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§ 22. IMPLICACAO FORMAL

Ja no § 18 tratimos da aplicagdo das operagGes logicas elemen-
tares, definidas no § 5, a fung¢Ges proposicionais. Resta-nos agora
fazer o mesmo estudo para a implicagdo e para a equlvalenua defini-
das nos §§ 11 e 12. Por exemplo, se ligarmos as condi¢Ges ‘x é portu-
gués’ e ‘x nasceu em Portugal’ pelo sinal ‘“—’ (de implicagio ma-
terial) obtém-se a nova condigdo em x:

x é portugués — x nasceu em Portugal

que ndo é certamente universal (tomando para universo o conjunto
dos seres humanos), visto que nem todos os portugueses tém nascido
em Portugal.

Consideremos agora as duas condig¢des ‘x é um peixe’ e ‘x tem
vértebras’, no universo dos seres vivos. Como sabemos, todo o indi-
viduo x que verifique a primeira condi¢do, também verifica a se-
gunda. Por outro lado, todo o individuo que nao verifique a primeira
condi¢do, da a esta um valor légico inferior ou igual ao da segunda.
Logo, segundo o estabelecido no § 11, todo os individuos do universo
considerado tornam verdadeira a implicagdo material:

x é um peixe —> x tem vértebras

Esta é pois uma condi¢do universal, o que se exprime
escrevendo :

v (x é um peixe —> x tem vértebras)

Para simplificar a escrita, em casos como este, indica-se o quan-
tificador universal, escrevendo simplesmente a varidvel x sob o
sinal ‘“—’.

Assim teremos:

x é um peixe -—> x tem vértebras

O sinal composto * —> 1é-se “wmplica qualquer que seja X’ ou

“implica necessariamente’ . A anterior proposu;ao pode ainda ler-se:
‘Se x é um peixe, x tem vértebras, qualquer que seja x’,

podendo omitir-se a expressio ‘qualquer que seja x’, se ndo houver
perigo de confusdo.

Outro exemplo. No universo N (ou em Z), a expressio ‘z di-
vide 6 —> # divide 12’ é uma condi¢do em » universal. Com efeito,
todo o nimero que divide 6 também divide 12; e todo o nimero
que ndo divide 6 verifica a implicagdo, visto que a condigdo ‘n di-
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vide 6’ toma nesse caso o valor logico zero, inferior ou igual ao que
toma a condi¢io ‘z divide 12’.
Podemos pois escrever, indiferentemente:

V (|6 — n|12) ou n|6 — n|12
n n

Analogamente, em R:

x> —>x>3, x-1=0 — (x-1I) (x+2)=o0, etc.
x X

[ )

—’ ‘—’, etc. podem ainda escrever-se entre ex-
x n

pressGes com mais de uma varidvel ; mas entdo obtém-se uma con-
di¢do na varidvel ou nas varidveis que ficam livres. Por exemplo,

a expressao

Os sinais

x>a — x>0b

x

é uma condi¢do em a e b que, no universo R, equivale obviamente
a condicio ‘a> b’, isto é:
(z>a — 2>b) «—> a>0b
x .

Seja agora a seguinte expressio, no universo dos seres huma-
nos: ‘x é filho de y A y é irmdo de 2 —> x é sobrinho de-z’. Ime-
diatamente se reconhece que esta condi¢do em x, y, z é universal,
(por defini¢io de ‘sobrinho’), o que se exprime escrevendo:

V (x é filho de y A v é irm3o de 2 —> x é sobrinho de 2)

Ty Y, 2

Tal como no caso de uma sé varidvel, podemos agora indicar
a quantificagdo universal, escrevendo as varidveis sob sinal ‘“—’:

x é filho de y A y é irmd3o de z —> x é sobrinho de 2

YT

Porém, neste caso como no primeiro, todas as varidveis que
intervém nas expressoes figuram sob o sinal da implicagdo. Ora, para
simplificar ainda mais a escrita e a linguagem, em casos tais, substi-
tuiremos as varidveis por um ponto, sob o sinal ‘—’. Diremos entdo
que a primeira condi¢do (a2 esquerda do sinal) implica formalmente
a segunda,

Portanto, diz-se que uma condi¢3o implica formalmente outra,
quando todo o valor ou sistema de valores que verifica a primeira
também verifica a segunda. O sinal ‘—’ (de implicagdo formal) pode
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ler-se ‘implica necessariamente’ ou ainda ‘Se ..., entdo necessaria-
mente’. Por exemplo, a implicagdo formal

X é homem —> X é mortal,

pode ler-se ‘Se X é homem, entdo necessariamente X é mortal’, po-
dendo omitir-se a expressio ‘entdo necessariamente’, desde que nao
haja perigo de confusdao. Observagdes andlogas para as implicagdes:

X € um quadrado — X é um rectingulo
x|y Aylz — x|z, etc.

Em geral, quando se diz simplesmente que uma dada condig¢io
implica outra, subentende-se que a implicagdo é formal.

Note-se porém que a implicagdo ndo é formal, quando alguma,
mas nao todas as varidveis que intervém nas condi¢des ligadas pelo
sinal de implicagdo, figura sob este sinal. E o que sucede, por exem-
plo, na definigdo de numero primo:

p é primo «— pF 1N (nlp —>n=1V n=p)

(‘Um numero p é primo, se e sé se sdo verificadas as duas condigdes:

p=+1; se um nimero # divide p, esse nimero ou é I ou é p’). Aqui
o sinal “—’ liga duas condi¢des em que, além da varidvel #, figura

n
ainda a varidvel p: ndo se trata pois de uma implicagdo formal, e
por isso nao podemos substituir o sinal ‘“—’ por ‘— .
" :

NOTA. Ao contrdvio do que sucede com a implicagdo matevial, o conceito
de implicagdo formal concovda sempre com o conceito usual de implicagdo. Como
observamos atrds, o conceito de implicagdo material tem o sentido usual, quando
se ignora o valor ldgico das proposi¢des entre as quais se afirma a implicagdo.
Ora, quando se afirma uma implicagdo entre duas condi¢des, com uma ou mais
varidveis, tudo se passa como se as varidveis fossem incégnitas e as condigbes
fossem proposi¢des cujo valor légico se ignora. Assim, quando se afirma:

x ¢ divisivel por 6 —> x é divisivel por 3,

¢ como se x designasse um numero desconhecido qualquer ; se depois esse nimero
é, por exemplo, 21°+4 3%, podemos desde ji afirmar antes de qualquer verifica-
¢do, que, se 2'°+3' é divisivel por 6, também é divisivel por 3. Isto é pois
uma consequéncia do facto geral ‘x é divisivel por 6 —» x é divisivel por 3’,
0o qual por sua vez resulta do facto ainda mais geral:

x divisivel por y A y é divisivel por z —» x ¢ divisivel por z

‘CONDIGAO NECESSARIA’ E ‘CONDICAO SUFICIENTE’. EQUIVALEN-
CIA FORMAL. Quando uma condi¢do implica formalmente outra, tam-
bém se diz que a primeira é condigdo suficiente para que se verifique
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a segunda ou que a segunda é condigdo necessdria para que se Veri-
fique a prlmelra Por exemplo, a implicagdo

‘n é divisivel por 6 — » é divisivel por 3’
pode ler-se das seguintes maneiras:

‘Para que um niimero n seja divisivel por 6 € necessdario que n
seja divisivel por 3’.

‘Para que um numero n seja divisivel por 3 € suficiente que n
seja divisivel por 6.

O que se disse neste pardgrafo para a implicagdo aplica-se,
mutatis mutandis, a equivaléncia. Consideremos por exemplo a se-
guinte condi¢do em p, a ¢ b no universo N (ou Z):

plab «— pla V p|b

E esta condi¢do universal? Claro que ndo: por exemplo, 6 divide o
produto 4 x9, sem dividir 4 nem 9. Mas sabemos que, se p é um
numero primo, a condigdo € verificada quaisquer que sejam a e b.
Assim teremos, em simbolos:

péprimo — (plab «» pla V p|b),
. a,b

o que se traduz a letra deste modo: ‘Se p é primo, entdo p divide
a b, se e s6 se p divide a ou p divide b, quaisquer que sejam a e b’ ;
ou ainda, em tradu¢do mais livre: ‘Um ntimero primo divide o pro-
duto de dois ntimeros, se e sé se divide pelo menos um desses nu-
meros’, teorema bem conhecido da aritmética.

Pode acontecer que, dadas duas condigf‘)es p e g, se tenha ao
mesmo tempo p —>¢q e g —> p. Ter-se-4 entdo, evidentemente,
p<~q (as duas condlgoes sio formalmente equivalentes). Assim re-
caimos no conceito da equivaléncia formal, que tinhamos apresentado
antecipadamente, no § 17, para comodidade de exposi¢do; vemos
agora que o ponto sob o sinal <~ (de equivaléncia material) esta
a substituir todas as varidveis das condigGes consideradas, tal como
se faz para a implica¢do. Assim o sinal ‘«<—’ também se podera ler:
‘equivale mecessariamente a’.

Sejam por exemplo as duas seguintes condi¢des (*):
‘x é filho de y Ay é irmdo de 2 e ‘x é sobrinho de z’.

J4 vimos que a primeira implica (formalmente) a segunda,
mas é facil ver que a segunda n3o implica a primeira. No entanto,

(*) — Aqui os termos ’filho’, ‘irmdo’ e ‘sobrinho’ sio tomados em sentido
lato, sem distingdo de sexo.
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se aplicarmos a esta o quantificador 3 , jA se verifica implicacdo nos
p

Yy
dois sentidos; e portanto equivaléncia (formal):

3 x é filho de y A y é irmdo de z «— x € sobrinho de z

7 :
Esta é, alids, a definicdo légica de ‘sobrinho’ a partir de ‘filho’ e
‘irmdo’. Note-se a propésito que também o termo ‘irmdo’ se pode
definir, de modo andlogo, a partir de ‘filho’. Para comodidade, tome-
mos a letra F como abreviatura de ‘é filho de’ e a letra H como abre-
viatura de ‘é irm3o de’; entdo vird, por defini¢do:

zHy <—.—>§$FZ/\yFZ/\x:#y

Em virtude do que se disse hd pouco, quando se tem p <~ ¢,
qualquer das condi¢des p e ¢ é a0 mesmo tempo necessaria e sufi-
clente para que se verifique a outra. Assim, por exemplo, a
equivaléncia :

n é divisivel por 15 «— n € divisivel por 3 A # é divisivel por 5
pode ler-se dos seguintes modos:

‘Condi¢do mecessdria e suficiente para que um nuniero seja
divisivel por 15 € que seja divisivel por 3 e por 5’

‘Para que uwm numero seja divisivel por 3 e por 5 € necessdrio
e suficiente que seja divisivel por 15’ ; etc.

Porém esta maneira de exprimir a equivaléncia formal é usada
apenas em Dproposi¢des que se apresentam como teoremas ou como
axiomas. Quando se trata de uma deflmgao sob a forma de equiva-
léncia, para a distinguir de teorema ou axioma, é costume, em lin-
guagem comum, inicid-la com a expressao ‘Diz-se que’, sendo a equi-
valéncia expressa simplesmente pela palavra ‘se’ ou ‘quando’, em
vez da expressdo ‘se e sO se’ (para ndo sobrecarregar o enunciado).

Por exemplo, a anterior definicio do termo ‘irmado’ pode for-
mular-se, em linguagem comum, do seguinte modo:

‘Diz-se que um individuo é irmdo de outro, quando existe pelo
menos um terceiro de quem ambos sio filhos, sendo distintos entre si’

Analogamente, a defini¢io do termo ‘divide’ (a partir do con-
ceito de produto):

alb <— 3 b=ac,
c
pode assim formular-se:

‘Diz-se que a divide b, quando existe pelo menos um c¢ tal
que b=ac’.
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(Aqui os individuos tanto podem ser nimeros inteiros como
polinémios, como outras entidades ainda).

PROPRIEDADES DA IMPLICAGCAO FORMAL. E féicil ver que algumas
das propriedades da implicagdo material se estendem a implicagdo
formal. Entre essas indicaremos a transitividade e a lei da conversdo:

Se A—}B e B_—>C, também A—‘>C
Se A-f>B, entdo NBf>~ A
Por exemplo, da implicagdo:
x € um peixe —> x tem vértebras,
resulta imediatamente :
x¥ ndo tem vértebras —- x ndo € um peixe

A conversio é menos trivial, quando se aplicam ao mesmo
tempo outras regras da légica. Seja por exemplo a proposi¢dao

ab=0 — a=0V b=o0

(‘Se o produto de dois nimeros é zero, um pelo menos desses nu-
meros é zero’), valida ndo s6 nos campos numéricos usuais, mas, de
um modo geral, nos dominios de integridade (ver § 8, NoTA). Apli-
cando aquela proposi¢do a lei da conversdo e, em seguida, as pri-
meiras leis de DE MORGAN, obtém-se a proposi¢ao equivalente:

a+0 AN bF0-—=>absFo
(‘O produto de dois ntimeros diferentes de zero é diferente de zero’).

A transitividade da implicagdo d4 origem a um tipo geral de
silogismo. Exemplo:

‘Se X ndo distingue o azul do vermelho, X é dalténico. Se X
é dalténico, X n3o pode conduzir automével. Logo, se X ndo distin-
gue o azul do vermelho, X n3o pode conduzir automével’.

Alids o raciocinio matemético é, em grande parte, uma cadeia
de implicagdes, com jogo de varidveis.

REGRAS GERAIS SOBRE O USO DOS PARENTESES. Dum modo

geral, quando uma expressao composta é ligada a outra por um sinal
de operagdo légica, deve ser escrita entre parénteses. Todavia, para
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evitar uma excessiva acumula¢do de parénteses, que dificultaria a lei-
tura, convenciona-se dispensi-los em certos casos, de modo que nio
resulte dai qualquer perigo de confusdo. As regras relativas ao uso
dos parénteses variam com os autores; nas presentes li¢es, conven-
cionamos dispensi-los, em geral, nos seguintes casos:

I. Quando a expressdo a ligar mdo contém sinais de opera-
¢Oes logicas.

2. Quando a expressdo ¢ lzgada a uma outra por um sinal de
implicagdo ou equivaléncia, a ndo ser que jd contenha algum
desses sinais.

3. Quando se aplica a expressdo um quantificador, a ndo ser
que a expressdo esteja sob a forma de uma implicagdo ou de uma
equivaléncia.

OBSERVAGOES DE ORDEM CRITICA E DIDACTICA. Escusado serd
salientar a importdncia da implicagdo formal. Basta lembrar que a
maior parte das proposi¢Oes gerais da matemadtica se apresentam sob
a forma:

Hf>T

em que, nos lugares de H e T, figuram condi¢des com varidveis, deno-
minadas, respectivamente, hipdtese e tese da proposicdo. Até as leis
das ciéncias experimentais assumem geralmente esta forma, sendo as
condi¢des H e T denominadas causa e efeito.

Por vezes, a hipétese H apresenta-se sob a forma de uma con-

jun¢do de varias condigdes H,, H,, ..., H

H=H AH,A... \H,

n

Neste caso, as condigbes H , ..., H, também se dizem hipoteses da
proposi¢cdo. Por exemplo, no teorema

péprimo A plab — pla v plb,

as condigdes ‘p é primo’ e ‘pla b’ sdo as hipdteses do teorema.
Analoga situa¢do se pode apresentar na tese de uma proposi¢ao
(mas é preciso que se trate de conjun¢do e ndo de dls]ungao)
A proposi¢do T —> H diz-se reciproca da proposigdo H — T
Pode acontecer que tanto esta como a sua reciproca sejam verda-
deiras ; nesse caso as duas proposi¢cbes fundem-se numa sé, com a
forma de equivaléncia formal:

H~—T

(entdo H é condigdo necessdria e suficiente para T).,
Por outro lado, vimos que toda proposi¢do H — T é equiva-
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lente & proposi¢gio ~T — ~H. A esta é costume chamar contm-
-reciproca ou conversa da primeira. A designagdo ‘contra- rec1proca
parece-nos inconveniente, por colocar de certo modo em pé de igual-
dade duas situagdes bem diversas. Com efeito, a reciproca de uma
proposi¢do verdadeira s ocasionalmente é verdadeira e, mesmo nesse
caso, exige uma demonstra¢do que, muitas vezes, estd longe de ser
imediata. Pelo contrario, a proposi¢do conversa de uma outra é sem-
pre equivalente a esta, de maneira imediata, segundo as leis da légica:
trata-se de um wmesmo facto enunciado de dois modos diversos,
mas obuviamente equivalentes. Em vez de ‘proposi¢do conversa de
proposi¢do dada’, poderiamos chamar-lhe ‘forma conversa da pro-
posi¢do dada’.

Assim, por exemplo, a proposi¢do ‘x € divisivel por 6 —> x é
por 3’ é verdadeira em N (ou Z), mas nio o é, evidentemente, a sua
reciproca. Porém ja sabemos a priori que a sua forma conversa:

‘x ndo é divisivel por 3 — x ndo é divisivel por 6’

lhe é equivalente e portanto verdadeira.

E certo que se trata apenas de uma questio de terminologia ;
mas tais questdes tém importancia, porque uma terminologia mal esco-
lhida pode insinuar no espirito do aluno ideias erréneas preconcebidas.

§ 23. NOVAS NOTAGOES. APLICAGOES DIDACTICAS

J4 atrds observamos que, em certas teorias, é por vezes cémodo
considerar mais de um universo ao mesmo tempo, usando simbolos
de tipos diferentes para as varidveis relativas a esses diferentes uni-
versos. Assim, em geometria elementar, é costume usar letras latinas
maiudsculas para pontos, letras latinas minudsculas para rectas e letras
gregas minusculas para planos. Deste modo, a expressdo (%)

V 3 s conttm P A s é paralela a »

P s

deverd ler-se: ‘Quaisquer que sejam a recta » e o ponto P, existe
pelo menos uma recta s que contém P e é paralela a »’, e analoga-
mente em outros casos.

Também na andlise mateméatica é costume distinguir as varia-
veis naturais (universo N) das varidveis reais (universo R) ou com-
plexas (universo C), usando para as variiveis naturais letras tais como
m, n, p, q, etc. Mas muitas vezes pode haver divida quanto ao

(') — Parece-nos de toda a conveniéncia que, j4 no ensino liceal, se defina
o paralelismo das rectas de modo a incluir como caso particular o da coincidéncia.
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campo de variagdo da variavel, devendo entdo declarar-se explicita-
mente qual este é. Em légica simbélica, podemos indicid-lo nos pré-
prios simbolos dos quantificadores. Por exemplo, a expressao

V 31 x*=a

a>o0 >0

poderd ler-se' ‘Qualquer que seja a> o0, existe (pelo menos) um x>0
tal que x*=a’. O mesmo facto poderia exprimir-se, segundo as con-
vengoes anterlores, do seguinte modo

a>o0 — g x>0 N\ 22=a,

mas a anterior expressdo é mais breve e mais sugestiva.

Outro exemplo. Quando definimos ‘sucessdo u, limitada’ e
dizemos ‘Existe um ntimero L tal que | u,, | <L, qualquer que seja #’,
estamos a usar dois quantificadores, o que se traduz pela expressao
simbélica

IV |u,|< L;
L n

subentende-se aqui que » é uma varidvel natural, enquanto «, e L
sdo varidveis reais; mas se houvesse lugar para davidas poderia in-
dicar-se nos préprios quantificadores o campo de varia¢do das varia-
veis, mediante certa convengdo simbélica que estudaremos oportu-
namente.

J4 atrds aludimos a dificuldade que os alunos encontram em
formular a negacdo de certas proposicdes. A anterior expressdao
oferece precisamente um exemplo, em que a necessidade de aplicar
duas vezes as segundas leis de DE MORGAN conduz facilmente a erro,
em linguagem comum. Pelo contrério, a légica simbélica permite cal-
cular sem dificuldade a negag¢do daquela expressio, conduzindo rapi-
damente ao resultado:

VI u|>L
L n

que exprime simbolicamente o facto de a sucessio u, ser ilimitada.
Como é sabido, o conceito de ‘sucessdo ilimitada’ aproxima-se

do de ‘infinitamente grande’; mas a defini¢do deste conceito é mais

complicada, envolvendo trés quantificadores e uma implicag¢do:

V3Ii(pn>p — |u |>L)
L p n n
isto é: ‘Qualquer que seja L, existe pelo menos um p, tal que, para
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todo o n >p, se tem |u,|> L’.A nega¢do deste facto pode expri-
mir-se do seguinte modo (*):

IVia>p Au <L,
L p n

isto é: ‘Existe pelo menos um L tal que, para todo o p, existe um #
que verifica as condi¢ées » > p e |u, | <L’ (0 que também se ex-
prime dizendo: ‘Existe um L tal que |#,| ndo se torna definitiva-
mente inferior a L’).

Trata-se pois, como se vé, de expressdes com estrutura logica
bastante complexa, o que justifica, em grande parte, as ja referidas
dificuldades dos alunos. Serd isto uma prova de que teoria dos limi-
tes deva ser banida do ensino secundério? Mas de modo nenhum!
Pelo contrario, achamos que deva manter-se, como 6ptimo meio de
educagdo légica, principalmente se, ao mesmo tempo, foram minis-
trados elementos de légica simbdlica.

Vejamos ainda a defini¢do de limite para fungdes, segundo
CAUCHY. Simbolicamente, esta pode formular-se do seguinte modo:

lim f(x) =06 <j—>8V I (|lz—a|<eAxFa—|f(r)—b|<9I)
z—>a >0 £>0 z
Analogamente, a expressao
V 3 (lz—a|<e—> | f@—S(@]<9)
§>0 e>o0 z

traduza a propriedade que se costuma resumir dizendo que a fungdo f é
continua no ponto a ; enquanto a expressio

V 3(lz—yl<e—=> [f@—S(H)]|<I)
§>0 e>o Y,z
significa que a func¢do f é uniformemente continua (no universo con-
siderado). Por sua vez a expressio
3 (jz—al<?d > J@< /@)

resume-se dizendo que f tem um mdximo local no ponto a, enquanto
a expressao

3 3 (lz—al>0 — |[f(®|L)
§>o0 z

L

nos diz que f é limitada numa vizinhanga de a.

(*) — Convém lembrar que a negagdo de ‘a —> b’ é ‘a A~D’ ; e que a
letra # sob o sinal de implicagio indica o quantificador universal X
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A lista dos exemplos que se podem apresentar é intermindvel.
Vé-se agora nitidamente como o jogo das varidveis e dos quantifica-
dores, juntamente com as operagOes logicas elementares, intervém
de maneira essencial e constante em todo o pensamento matemético.

§ 24. EXISTENCIA E UNICIDADE

Suponhamos que, depois de se ter definido o conjunto R dos
numeros reais, se quer demonstrar o seguinte facto: ‘Nao existe mais
de um numero x tal que x*=8’. A demonstragio pode fazer-se do
seguinte modo, admitindo teoremas anteriores:

Sejam x e y dois numeros tais que x*=8 e y*=8. Segundo
a ler da tricotomia, s6 podem dar-se trés casos: ou x >y ou x <y
ou x=v. Se x > vy, também x* > y° (pela lei da monotonia), e entdo
nio pode ser x°=8 e y°=8, porque dai resultaria x’=y°. Se x < v,
a conclusdo é a mesma. Entdo sé pode ser x=1y, e portanto nao pode
existir mais de um numero que verifique a condi¢do x*=38.

O que se demonstrou directamente foi que (%)

=8N yP=8 — =y

e é este facto que se exprime dizendo ‘Ndo existe mais de um x tal
que x*=8’. Mas sabe-se por outro lado que existe pelo menos um x
tal que x*=8, o0 que se exprime simbolicamente escrevendo :

3 x°*=8.

Ora bem, a conjunc¢do desses dois factos, exprime-se dizendo:
‘Existe um e so0 um X tal que x*=8’. Para traduzir esta situagdo
simbolicamente, antepde-se & condi¢do x*=8 o simbolo composto ‘3!’

x

que se 1€ ‘Existe um e um s6 x tal que’ ou ‘Existe um unico x tal
que’. Assim a expressdao

31 x3=28
x
é propriamente uma abreviatura da expressdao

(33 = 8)A (2= 8 Aa} —8 —> o =)

E claro que estas con51dera(;oes se estendem a qualquer outra
condi¢do, com uma ou mais varidveis. Dum modo geral sendo «(x)
uma condi¢do qualquer em x, tem-se, por convengio:

11« () <——>(§a(w))/\(a(w)/\a(y);—;“’=?f)

(*) — E claro que, em vez das varidveis ¥ e y, podemos usar outras quais-
quer, por exemplo, « e v, ¥, € x,, etc. visto que se trata de varidveis aparentes.
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Tornando ao exemplo anterior, note-se que, mais geralmente,
a condi¢do:
3! 22=a

T

é verificada em R, qualquer que seja a, isto é:
(1) ‘g’ 3! 23 =a,

0 que exprime a existéncia e a unicidade em R da raiz cibica de a
(isto é da solugdo da equagao x =a) para todo o ntimero a. E curioso
lembrar que esta proposi¢do ndo é verdadeira em Q (conjunto dos
numeros racionaisl)) embora seja ai verdadeira a afirmac¢do de
unicidade :

‘Z'(:z:3=a/\y3=a—.> x =)

(a solugdo de x*=a, quando existe em Q, € tnica). Note-se que tam-
bém nio é verdadeira em C a proposi¢do (1), embora seja ai verda-
deira a afirmacio de existéncia:

VH s =aqa

(com efeito, qualquer niimero complexo 4 + o tem frés raizes ctbicas
em C). Assim, em Q h4 apenas unicidade, em C apenas existéncia,
e em R, existéncia e unicidade, da raiz ciibica de um nimero qualquer.

Em resumo, o simbolo ‘3 !’ representa um operador légico
T

composto que sintetiza a conjun¢do de duas afirmagdes distintas: uma
de existéncia e outra de unicidade. Anteposto a uma condi¢do em x,
indica que esta tem uma solug¢do Unica.

Em matematica sio numerosas as proposi¢coes de existéncia e
de unicidade, quer sob a forma de axiomas, quer sob a forma de teore-
mas. Quando se diz, por exemplo, que uma operagdo é sempre pos-
stvel e umiformie, esté-se a afirmar que o resultado da operagdo existe
e € tmico, quaisquer que se]am os dados. Analogamente, a reversibi-
lidade de uma operagdo (§ 8) é uma propriedade de existéncia e uni-
cidade ; por exemplo, a reversibilidade da adi¢do, suposta comutativa,
traduz-se pela expressdo simbolica

Vil a+t+ax=0>,

a,b =z
o que sO é verdade em certos universos. Alids, a reversibilidade da
adi¢do equivale ao facto de a subtracgdo ser sempre possivel e uni-

forme. Também atrs estabelecemos a reversibilidade, em R, da ele-
vacao ao cubo, e 0 mesmo poderiamos fazer para qualquer expoente

»n impar.
Por sua vez a expressao:

a>oNa+1 —V 3! y=a",
y>o0 <=

que se 1& ‘Se a é maior que zero e diferente de 1, entdo para todo
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0y > o0 existe um e um sé x tal que y=a®’ exprime a existéncia
e a unicidade (em R) do logaritmo de todo o nimero positivo, sendo
a base >o0e F I.

Na geometria euclidiana encontramos desde logo axiomas que
sdo proposigoes de existéncia e unicidade. Tal é por exemplo o axioma

A+B — 3! 7 conttm A A 7 contém B
r

(‘Dados dois pontos distintos, existe sempre uma recta, e uma so,
que os contém’) ; e ainda o famoso axioma de EUCLIDES:

v 3! s contém P A's é paralela a 7
rP s

Por sua vez a proposi¢ao:
A, B, C ndo sdo colineares — g | AP=BP=CP

é um teorema verdadeiro em geometria plana (o universo légico é
entdo o conjunto de pontos do plano) ; a proposi¢ao ndo é verdadeira
em geometria do espago, a nao ser que se imponha ainda a P a con-
di¢cao de ser complanar com A, B e C.

CONCEITO DE CORRESPONDENCIA. Em vérios dos exemplos an-
teriores intervém o operador de existéncia e unicidade precedido do
quantificador universal. Seja por exemplo a expressao

V=
Y3y

sendo x e y variaveis reais. Temos aqui um simbolo composto que se
1€: ‘Qualquer que seja x, existe um tnico y tal que...’, mas que tam-
bém se pode ler:

‘A todo o valor de x corresponde um valor de y, e um s6,
tal que...’.

O referido simbolo composto estd portanto a indicar uma cor-
respondéncia univoca entre os valores de x e os de y. As correspon-
déncias univocas também sdao chamadas fung¢oes, operagbes ou apli-
cagoes, de que trataremos oportunamente,

Seja agora a proposi¢ao:

V 3 ==
z>0y
também verdadeira em R. Neste caso, o simbolo composto que pre-
cede a condi¢do y*=x, pode ler-se:

‘A todo o x > o corresponde pelo menos um y tal que’.

Tal simbolo indica pois uma correspondéncia nao necessariamente uni-
voca entre os valores de x e de y. Estas correspondéncias também
sdo chamadas impropriamente fung¢des (ndo univocas).
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OBSERVAGOES SOBRE NOTAGOES. Como vimos, o operador de
existéncia e unicidade serve para indicar que o numero de solugdes
de uma dada condi¢dao é precisamente I. Seria por isso talvez conve-
niente adoptar para esse operador um outro simbolo, que facilmente
se generalizasse ao caso em que o numero de solugSes é finito, mas
qualquer. Poderiamos por exemplo convencionar que o simbolo

n

?

anteposto a uma condi¢do em x, indica que esta tem exactamente n
solugdes. Por exemplo, em R, a expressdo:

significa: ‘Existem dois valores de x (e s6 dois) tais que x*=5’, o
que é uma abreviatura da seguinte expressdao

3‘3Jx2=5/\y2=5/\x¢y

K

Por outro lado, o simbolo 20 seria equivalente a ~ g

Registe-se ainda a seguinte proposicao, relativa ao universo dos
seres humanos:

¥ 3 x ¢ filho de y

§ 25. CONSIDERAGOES ONTOLOGICAS ACERCA DE CONCEITO DE VARIAVEL

H&4 um facto que, embora trivial, passa muitas vezes desper-
cebido: se desejamos obedecer ao principio da ndo contradi¢dao 16-
gica, ndo podemos falar de entes varidveis (nimero varidvel, ponto
varidvel, mesa varidvel, pessoa varidvel, etc.); a expressio ‘ente
varidvel’ é tdo contraditéria como ‘constante varidvel’, ‘ndmero par
impar’, etc. (*). S3o as propriedades de um ser, e ndo o préprio ser, que
podem variar, isto é: ser substituidas por outras propriedades. E bem
conhecida a distingdo da filosofia tradicional entre seres e modos de
ser, ou ainda entre substincias (a que correspondem os substantivos)
e acidentes (a que correspondem os adjectivos). A substdncia seria

(*) — Recordemos que foi o receio de infringir o principio da n3o contra-
dicdo que impediu os antigos de construir uma ciéncia racional para além da
geometria e da estdtica. S6 no Renascimento o conceito matematico de varidvel
permitiu vencer essa tremenda inibigdo.
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aquilo que estd sob os acidentes, aquilo que permanece idéntico a
si mesmo sob as alterag¢Ges superficiais, isto é, sob as mudangas de
propriedades que sdo apenas acidentais e nao esssenciais (definidoras
desse ente). Assim, uma pessoa pode mudar de peso ou de habitos (isto
é, passa a ter outro peso ou habitos diferentes), sem deixar de ser a
pessoa que é. '

Mas as propriedades também podem ser concebidas como entes
de novo tipo, que por sua vez tém propriedades de novo tipo, e assim
por diante. Esta mudanca de ponto de vista é marcada na linguagem
comum pela conversao de adjectivos em substantivos abstractos ou
adjectivos substantivados: ‘branco’ dd ‘brancura’, ‘denso’, ‘densi-
dade’, etc. Por aqui se v& como é delicado o préprio conceito de
ente — como é variavel o significado da palavra ‘ente’, que procura-
mos esclarecer melhor quando tratarmos da teoria dos tipos de BER-
TRAND RUSSELL.

Por conseguinte, também ndo existem propriedades varidveis.
Assim, dizer que o volume de um corpo é varidvel, é apenas um
modo abreviado de dizer que esse corpo tem vdrios volumes no decor-
rer do tempo ; dizer que o significado de uma palavra é variavel signi-
fica apenas que essa palavra tem wvdrios significados, conforme as
circunstincias em que é usada. Trata-se pois ai, Unicamente , de
abusos céniodos de linguagem, que sdao uteis na medida em que deles
temos consciéncia, para evitar equivocos.

Em particular, os entes matematicos (ntimeros, figuras, posi-
¢Oes, etc.) sdo seres abstractos, correspondentes a propriedades dos
seres materiais (ou desses mesmos entes abstractos). Assim, por exem-
plo, ndo existem numeros varidveis: os nimeros podem ser reais ou
imagindrios, inteiros, fracciondrios ou irracionais, pares ou impares ;
mas cada um deles é constante, é um ente; ndo existe pois nenhum
numero que seja variavel. O que existem, sim, sdo classes de nuimeros
e varidveis numeéericas.

Na verdade, a palavra ‘varidvel’ é usada em matemética com
um significado preciso (como substantivo e ndo como objectivo), que
a pOe ao abrigo de toda a contradi¢do e de toda a polémica metafisica.
Esse significado foi ja esclarecido no § 14: em mateméatica as varia-
vels s3o apenas certos simbolos, utilizados para fins que j& conhece-
mos. Seria portanto erro grave confundir uma varidvel com um con-
junto (o seu campo de varia¢do) ou mesmo tomd-la como simbolo
designativo desse conjunto, como fazem alguns autores.

Seguidamente trataremos do conceito de conjunto, que, como
acabamos de observar, é bem distinto do de variivel.
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