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GOMO NASCEU A TEORIA DAS DISTRI-
BUICOES. SUAS RELACOES COM A FISICA
E A TECNICA

PROF. DOUTOR J. SEBASTIAO E SILVA
(Centro de Estudos Matemaéticos de Lisboa)

A teoria das distribuicdes, criada em 1945 pelo matematico francés
LAURENT SCHWARTZ, ¢ um dos mais sugestivos exemplos de como a
matematica, longe de ser uma ciéncia cristalizada em moldes definiti-
vos, segue um processo vital de evolucdo, em que novas, ilimitadas
perspectivas se abrem a cada momento, conduzindo a mudangas de
rumo e de cendrio, por vezes completamente inesperadas. Esta aqui,
precisamente, a marca inconfundivel do espirito criador, no seu didlogo
perpétuo com a natureza, que a um fempo o condiciona e lhe da
meios para progredir, libertando-o desses mesmos condicionalismos
naturais.

No caso concreto das distribuicdes, a evolugdo foi deierminada nao
s6 pelas solicitagdes externas, mas também pelas proprias necessidades
infrinsecas da matemética. Na verdade, varios ramos da matemaética, da
fisica e da técnica conspiraram para a gestacdo desta teoria. Durante
cerca de meio século, electrotécnicos, fisicos teoricos e alguns matematicos
usaram correntemente as distribuicdes como M. JourDAIN fazia prosa,
isto é: sem o saber. Até que, no momento oportuno, L. SCHWARTZ, num
golpe de génio, soube congracar todas essas intui¢des dispersas num
corpo légico e eficiente de doutrina. Mais uma vez a intuicdo, vaga e
contraditéria, mas fecunda, cedeu o lugar & ideia — licida, precisa,
coerente.

A situagdo ¢é singularmente semelhante & génese do calculo infini-
tesimal. Este, na sua fase embrionaria, ndo era mais do que o método
dos indivisiveis, usado por varios matematicos (a comecar por ARQUIMEDES)
como meio comodo de descoberta, ndo obstante a sua manifesta incoe-
réncia. Na verdade, o que eram os indivisiveis? Seres absurdos, impos-
siveis: «grandezas infinitamente pequenas», que ndo deviam ser nulas,
mas também ndo podiam ser diferentes de zero, visto serem inferiores a
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qualquer submuiltiplo da unidade. .. E contudo esses entes contraditorios
permifiam de maneira simples, e com impressionante fecundidade, des-
cobrir formulas de areas e volumes, e resolver problemas de mecanica,
que de outro modo pareciam inabordaveis. Depois, com NEwTON e
LeiBNITZ, a intuicdo tornou-se ideia: o método heuristico dos indivisiveis,
alvo de criticas e trocas demolidoras, converteu-se em ciéncia racional,
alicercada no conceito de limite, e assim nasceu a andlise matemaética,
instrumento bésico da ciéncia moderna, que vemos hoje lancada nas
mais audaciosas aventuras ().

Porém, como L. SCHWARTZ insiste muitas vezes em salientar, ndo foi
partindo de consideragdes fisicas, mas sim de um problema de matematica
pura que chegou & sua teoria. Assim o afirmou publicamente, quando
esteve entre nos, ha dois anos (9):

- «A teoria das distribuicGes nasceu em 1945, a propdsito de um
pequeno problema, sem ligagdo com as aplicagées que esta teoria tem
actualmente. Esta aqui uma das melhores provas de uma afirmagao
muitas vezes repetida enfre homens de ciéncia: a investiga¢cdo cien-
tifica deve ser desinteressada; uma teoria que tem aplica¢ées pode mui-
tas vezes nascer de pesquisas - tedéricas aparentemente sem aplica¢do.»

Quando procurava determinar a classe das fun¢des continuas que
verificam uma certa condi¢do, SCHWARTZ foi conduzido a uma equacdo
diferencial que restringia a amplitude do problema, obrigando as fun¢ées
a terem derivada até certa ordem. Como se sabe, é corrente em matema-
tica, pura ou aplicada, utilizar fungGes continuas que ndo admitem deri-
vada em alguns pontos; e pode mesmo acontecer que uma func¢do seja
continua em todos os pontos, sem ter derivada em nenhum: um primeiro
exemplo foi dado por WEiErsTRASS. Porém, o facto de uma fungado f(x)
ndo ter derivada f’ (x), no sentido usual, definida em todo o seu dominio
de existéncia, ndo impede que a venha a ter, num oufro sentido que se
afribua ao termo «derivada». Também os niimeros negativos ndo tinham
raiz quadrada no senfido usual e passaram a té-la num outro sentido,
quando, em 1572, BoMmBELLI introduziu os nimeros imaginarios. Assim,

(1) N&o esquecamos porém que, s6 no século passado, a analise matematica
atingiu uma fase de estruturacdo logica que se pode considerar satisfatéria. Lembremos,
por outro lado, que os fisicos ainda hoje usam a cada passo, por comodidade, o método
heuristico dos infinitamente pequenos, considerando-os porém como quantidades muito
pequenas» e desprezando, explicita ou implicitamente, «infinitésimos de ordem superior».

Note-se que o método heuristico (ou de redescoberta) pode e deve ser usado no
ensino, como fase preliminar intuitiva, mas sempre com as devidas precaugdes.

(2) Numa enfrevista concedida ao “Diario Popular», em 7 de Margo de 1957.
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ou de modo semelhante, pensou SCHWARTZ—e a partir desse momento,
para resolver o referido problema particular de matematica pura, ia ter
existéncia a teoria das distribuicdes, que hoje intervém, de maneira essen-
cial, em varios ramos da matematica e da fisica (!).

Portanto, o conceito de distribuicdo esta para o de funcdo, de certo
modo, como o conceifo de numero imagindrio estd para o de nimero
real ou como o conceito de nimero negativo estd para o de nimero
positivo ou ainda como o de numero fracciondrio estd para o de
niimero infeiro. As sucessivas generaliza¢des do conceito de numero
visaram a fornar sempre possiveis certas operacdes (divisdo, subiracgao,
extraccdo de raiz), introduzindo entes abstractos de nova espécie que
confinuaram a chamar-se numeros. Do mesmo modo, a operacdo de
derivagdo, que ndo era possivel para todas as fungdes continuas, pas-
sou a sé-lo com a infroducdo dos novos entes chamados «distribuicdes».
Por exemplo, a funcdo de WEIERSTRASS, que ndo tem derivada no sen-
tido usual, passou a ter derivadas de fodas as ordens, que ndo sdo
funcoes, mas sim distribuicdes (°).

Nao vamos agora precisar como SCHWARTZ definiu as novas enfi-
dades, tanto mais que, como veremos, ha varios modos de as conceber.
O que interessa desde ja salientar é que uma situacdo semelhante a esta
se tinha ja apresentado em certos campos da matematica, especialmente
no dominio das equacdes em derivadas parciais. Seja por exemplo a
equacdo das cordas vibrantes

%u 1 2%u
ox? % 042

(1)

Costuma dizer-se que o seu integral geral é

©) u=f(x—wvt)+g(x+ot),

(1) Um matematico ‘mais reverenciador da «ciéncia oficials feria renunciado, jul-
gando-se num beco sem saida. '

(?) Nao foram so6 as fungdes continuas que passaram a ter sempre derivadas de
todas as ordens (distribuicGes): o mesmo sucedeu com as fung¢Ges descontinuas que sao
integraveis em qualquer dominio finito e que, por isso, se podem identificar a derivadas
de certas fungdes continuas. Convém desde ja salientar que, em geral, ndo faz sentido
falar de valor de distribuicdo num dado ponto x; na verdade, o que se generaliza ndo é
o conceito de derivada num ponto, mas sim o de fun¢do derivada, concebida como
um todo. -
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sendo f(x) e g(x) funces arbitrdarias (!). Mas é desde logo evidente que
tais fungdes ndo podem ser infeiramente arbitrdrias, pois devem, pelo

menos, admitir derivadas até & segunda ordem, para que existam, no
senfido usual, as derivadas

=['(x—vt)+g" (x+vt)
=[f"(x—vt)+g" (x+vN] 0?2

0%y
0 x?
0%u
kYD

que intervém na equacdo (1). Analogamente, a solucdo do problema
de CaucHy para a equacdo (1) com as condicdes iniciais

(3) u(x,00=20(x), u,(x,0)="Y(x),

sera

x4 vt

x — vt
Mas esta formula s6 da, para a equacdo (1), uma solu¢do no sentido
usual, se ®(x) tiver derivada (usual) pelo menos até a segunda ordem, e
se ¥ (x) fiver derivada de primeira ordem. Recordemos porém o signifi-
cado fisico destas duas funcdes, no problema das cordas vibrantes: a
fungdo incognita
y=u(x,t)

representa, em cada instante f, a configuracdo da corda vibrante,
em coordenadas cariesianas x, y; logo, segundo (3), a funcdo @(x)
representa a configuracdo (conhecida) da corda no instante t =20,
enquanio ¥ (x) representa, para cada valor de x, a velocidade do ponto
de abcissa x da corda, naquele mesmo instante. Deste modo, obrigar as
funcdes ® e ¥ a terem as referidas derivadas é restringir inutilifiente o

(1) Recordemos que x representa a abcissa e u a ordenada de cada ponio da
corda no instante f; as fun¢des f(x —uvt) e g(x+vt), de x e ¢, representam entdo
duas ondas, que se propagam ao longo do fio, em sentidos contrarios, com a velocidade v .

E curioso lembrar que foi o problema das cordas vibrantes, ligado ao estudo dos
instrumentos musicais de corda, que levou os matematicos, no século passado, a admiti-
rem o conceito geral de fungdo, como correspondéncia arbiiréria entre dois conjunios de
nameros. E sdo ainda problemas concretos do mesmo tipo que conduzem, inevitavelmente,
a0 conceito de distribui¢do, que generaliza o de fungdo.
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problema fisico, porquanto a féormula (4) resolve este problema em qual-
quer hipotese, contanto que tais fungdes sejam continuas.

Situagbes como esta levaram diversos autores a procurar definir
mafematicamente <«solucdes generalizadas» de equagées diferenciais, de
modo a poder englobar todos os casos possiveis dos problemas fisicos.
Assim, o matemaético russo S. L. SOBOLEV convencionou chamar solucdo
generalizada de uma equacdo diferencial a toda a funcdo u, que seja
limite de uma sucessdo de solu¢des usuais u, da equacdo, uniformemente
convergente para u em todo o dominio limitado. Por exemplo, a funcado
definida por (4) é sempre uma solucdo generalizada de (1), segundo
SOBOLEV, nos casos em que ® e ¥, sendo continuas, ndo admitem as
referidas derivadas; basta lembrar que toda a funcdo continua se pode
exprimir como limite de uma sucessdio de fun¢des indefinidamente
derivdveis, uniformemente convergente em qualquer dominio limitado.
Ora esta atitude de SoBOLEV equivale ja, no fundo, a admitir a existéncia
de distribuicdes, que sdo derivadas generalizadas ®',®", ¥/ daquelas
funcdes continuas. Na realidade, este matematico, ao estudar as equacdes
hiperbolicas, de que a anterior ¢ um exemplo, chegou a introduzir
em 1936 o conceito de distribuicdo, sem contudo usar tal designacdo e
sem desenvolver a respectiva teoria.

Recordemos ainda que a equacdo (1) (das cordas vibrantes) ndo é
sendo um caso particular, para n =1, da equac¢do das ondas:
1 0%u __

5 _—
©) Au v? 0t

em que A é o conhecido operador laplaciano, em relacdo as varia-
veis X;,..., X,

02 0? o?
0 x3 + 0x; et ox2

1

A=

Como é sabido, os fenémenos de propagacdo do som, da luz, dos
campos electromagnéticos, etc., em meios homogéneos, isotropos e ndo
absorventes, sdo regidos por equacdes deste tipo.

Suponhamos, para fixar ideias, n=13, e ponhamos x, =x, x,=
=y, x;=2z. Geralmente, nos problemas de propagacdo, além duma
equacgdo do tipo (5) costuma ser dado um dominio D do espaco, no qual
se estuda a propagacdao das ondas: a fun¢do incognita u (x,y,z,t),
que representa o perfil da onda em cada instante f, deve entdo verificar,
ndo s6 condi¢des iniciais, do tipo das anteriores (3), mas também condi-
¢Oes nos limites, isto é, sobre a fronteira do dominio D (sendo obrigada,
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por exemplo, a fomar certos valores limites, dados «a priori», na fron-
teira desse dominio) (1).

Ora os fisicos conheciam um processo heuristico, bastante simples e
eficaz, para determinar solu¢ées de problemas deste tipo, mediante certas
expressdes denominadas «funcSes de GREEN» (2). Porém, o que os fisicos
chamavam (e geralmente ainda chamam) <¢funcdes de GREEN para a
equacdo das ondas», ndo sdo muitas vezes funcSes, mas sim distribui-
¢oes. Nelas infervém com frequéncia aquilo a que os fisicos t¢ém chamado
impropriamente «fungdo 9 de DirRAC», em -homenagem ao célebre fisico
inglés que utilizou este conceito, na sua sistematizacdo da mecénica
ondulatéria. Trata-se de uma «fung¢do» 8(x, y, z) (ou abreviadamente 3 (P),
sendo P o ponto de coordenadas x,y, z), funcdo essa que deve satisfa-
zer as seguintes condicdes:

o, se P é a origem dos eixos.
0, se P é qualquer outro ponto.

1 s(P)=§

9) O inlegral de 8 em qualquer dominio D que contenha a origem é

igual a 1, isto é:‘rj‘fn 3(P)dv=1

Ora ndo existe nenhuma funcdo que safisfaca a estas duas con-
di¢cdes! Mesmo admitindo uma nova generalizacdo do conceito de
integral que conservasse as propriedades mais elementares da integra-
cdo—por exemplo a de conduzir sempre a um valor tnico e a de
permutar com as constantes — as referidas condi¢es seriam incompa-
tiveis. Com efeito, segundo a condicdo 1), deveria ser 23=32, visto
que 2><0=0 e 2>< 0=, e portanto o integral de 2% estendido a D
deveria ser igual ao de 3; porém a condicdo 2) exige que esses integrais
sejam diferentes, um igual a 1 e o outro igual a 2. Chega-se pois assim
a uma contradi¢d@o, que so pode evitar-se, considerando 23 =3 e admi-
tindo portanto que 8 é, ndo uma fun¢do definida pela condi¢ao 1), mas
sim uma entidade de nova espécie.

S6 mais adiante indicaremos como se pode definir correctamente
esta entidade 9, a que os fisicos tém chamado funcdo e que é na reali-

(1) Recordemos que, além da equagdo escalar das ondas, se apresenta também a
equagdo vecforial analoga, em que a fungdo incognita é um vector, fun¢do de x, y, z,f
(por exemplo, um campo eléctrico ou um campo magnético).

(3) Por analogia com as fun¢des de GREEN, que permitem resolver problemas nos
limites relativos a equagdes do tipo eliptico, tais como a de LAPLACE ou de POISSON.
Mas essas, sim, sd30 auténticas fungdes.
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dade uma distribuicdo.” Vejamos por enquanto como se é conduzido,
por consideracdes fisicas intuitivas, & pseudo-funcao 3:

Imaginemos primeiramente o dominio D cheio de matéria, distribuida
de maneira continua, com a massa especifica p»(P) em cada ponto P
de D; enido a massa total m contida em D sera

(6) m=[[f w(P)do.

Suponhamos agora que, em vez de uma distribuicdo continua, se tem
toda a matéria concentrada num tnico ponto (por exemplo a origem),
sendo ai a massa igual a 1 e sendo nula em toda a parte restante de D.
Neste caso, a distribuicdo de matéria considerada reduz-se a um ponto
material de massa 1 colocado na origem (a nogdo abstracta de ponto
material ndo é de modo nenhum nova: sabe-se que toda a mecéanica
racional esta baseada nesta nogdo). Nestas condi¢des, poderiamos dizer
que a massa especifica p é nula em todos os pontos de D, excepto na

. . m 1 .
origem, onde ¢ igual a —=F= o, pois que o volume v de um ponto
v

é nulo; e somos tentados a fazer ainda uso (embora indevidamente) da
formula (6), escrevendo neste caso

§Sf, wrao=1.

continuando a supor que o dominio D contém a origem.

Teriamos pois assim uma concrefizacdo intuitiva da «func¢do» 9 (alias
distribuicdo) de DIrAC, visto que sd@o aparentemente verificadas as refe-
ridas condi¢des 1) e 2). Mais geralmente ainda, costuma considerar-se a
«fungdo» de DIRAC relativa a um ponto A qualquer do espaco (em vez
da origem); essa «funcdo» ¢é définida de modo analogo ao anterior, cor-
respondendo a no¢do de massa unitaria colocada em A. Designemo-la pelo
simbolo 34: deste modo, se no ponto A estiver colocada a massa m,
corresponder-lhe-4 a distribuicdo de massa especifica representada por
m?dy4.

Exemplos analogos nos sdo fornecidos pela teoria do electro-
magnetismo. Uma das fungées escalares consideradas nessa teoria é a
funcdo densidade de carga eléctrica, habitualmente representada por
p(x,y,z),p(P) ou apenas p; entdo a carga eléctrica g contida num
dominio D qualquer sera dada pelo integral da fungdo p estendido a D.
Porém, se, em vez de uma distribuicdo continua de carga eléctrica, se
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tem apenas uma carga pontual q colocada no ponto A, ndo podemos
falar de funcdo densidade no sentido usual: trata-se agora da distribuicdo
«densidade de carga eléctrica», representada por q%4, em que d4 é
a ja referida pseudo-fungdo de DIrRAC relativa ao ponto A.

Mas a distribuicdo de DIRAC é apenas um exemplo elementar, entre
muifos oufros mais complexos, que o electromagnetismo nos apresenta,
de distribuicdo. Alids, convém observar que o termo «distribuicdo» foi
sugerido a SCHWARTZ, precisamente, pelas distribuicdes de cargas.

Um dos casos mais simples é o da distribuicdo das cargas eléctricas
num condutor C, em regime electrostitico. Como é sabido, toda a carga
se distribui entdo sobre a superficie do condutor, com uma densidade
superficial o(P), fun¢do do ponto P, sendo nula a carga, e portanto o
campo eléctrico, no interior de C. Supondo que no exterior de C tam-
bém ndo existem cargas livres, teremos assim uma distribuicdo de densi-
dade espacial ou voliimica p, que é nula no inferior e no exterior de C,
infinita na superficie de C e tal que, dado um dominio D que contenha
uma por¢do qualquer S dessa superficie, se tem

§55, rav={f, oda.

Ainda neste caso, p(x,y,z) sera uma distribuicdo que ndo é
uma funcdo.

Nos tratados de electromagnetismo, costuma salientar-se que a vali-
dade das equagdes dos campos, a comecar pelas equacdes de MAXWELL,
s6 é postulada para os pontos «ordindrios» do espaco, isto &, para aque-
les pontos em cujas vizinhancas as propriedades fisicas do meio variam
confinuamente (consideradas, evidentemente, numa escala macroscopica
simplificadora da realidade concreta, que, como sabemos, s6 aproximada-
mente se pode descrever). Deste modo, os casos porventura mais interes-
santes, que sdo os dos pontos de descontinuidade dos campos (por
exemplo, na superficie de separacdo de dois meios, onde se verificam
fenémenos de refracgdo, reflexdo, etc.), requerem um tratamento especial,
nem sempre satisfatorio do ponto de vista matematico. Ora bem, a teoria
das distribuices oferece um meio — o Unico existente — de unificacdo e
racionalizacdo desses métodos.

Por exemplo, a equagdo do campo eléctrico E no vazio

div E=4mp

(em unidades elecirostaticas C. G.S.), que s6 era valida nos pontos ordi-
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ndrios, em que a densidade p tinha sentido, passa a ser agora sempre
aplicavel, juntamente com a equacdo que dela se deduz

(7) Av=—4759,

em que V é o potencial (escalar) do campo eléctrico, isto é: E=—grad V
(recordemos que div grad=A —=02%/0x%4-02/8y? -+ 02/022%). Como se
sabe, a equacdo diferencial (7) em V, chamada equac¢do de PoissoN
(ou de LAPLACE, se p=0 no dominio considerado) é basica na teoria do
potencial.

Em particular, se a distribuicdo de carga se reduz a unidade positiva
de carga eléctrica colocada na origem, vira

AV=—41d

e como, neste caso, o potencial V num ponto qualquer P(x,y, z) é
dado por —:—, sendo r=\/x2—|— y?+ 22 (distdncia de P a origem),

segue-se que

AL
r ox? r oy? r 0zt r

Ora esta importante formula, que se relaciona infimamente com o
uso das funcées de GREEN para a resolu¢do dos problemas nos limites
relativos a equacdo de LAPLACE (ou de PoIssoN), era naturalmente
interdifa em andlise classica. Circunstancias analogas se verificam com
varias outras formulas, algumas das quais os fisicos e os técnicos ndo
hesitaram em utilizar heuristicamente, por lhes oferecerem processos bas-
tante mais comodos e intuitivos que os classicos.

Todavia, nos exemplos apresentados da densidade p, a sistematizacdo
rigorosa ja era possivel, antes da teoria da distribuicdo, mediante a no¢do
de medida, que intervém no integral de STIELTJES, e que tinha igualmente
permitido uma estruturagdo racional da mecénica e do célculo das pro-
babilidades. Na verdade, frata-se ai apenas de distribuicdes muito espe-
ciais, chamadas medidas, de que é um exemplo tipico a distribuicdo de
DirAc (1). Assim, sdo medidas as distribuicdes de massa (ou de matéria),

(1) Na teoria das distribui¢des, uma medida sobre a recta R ¢ toda a distribui¢ao
que se pode exprimir como derivada f' (x) (generalizada) de uma fungdo f(x) de varia-
¢do limitada em todo o intervalo finito. Esta defini¢do estende-se facilmente a R".
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consideradas em mecéanica, e sdo medidas as disiribuicdes de proba-
bilidade.

Mas ainda na teoria electromagnética vamos encontrar exemplos
concretos de distribuicdo que ndo sdo medidas: tal é por exemplo o
caso dos dipolos, dos multipolos, dos folhetos magnéticos, efc.

Por exemplo, um dipolo eléctrico costuma ser definido como o
sistema de duas cargas eléctricas g e —q, «infinitamente grandes», colo-
cadas a uma distdncia d «infinitamente pequena», de fal modo que o
momento eléctrico gd tenha um valor -«finito» m. Para o fisico, habituado
a uma linguagem proviséria de aproximagdo, e familiarizado com os
modelos concretos a que se refere essa linguagem, esta «definicdo» e
outras andlogas ndo criam dificuldades. Porém, desde que se torne
necessdrio um ftratamento matematico rigoroso do assunto, a situagdo
muda radicalmente de aspecto. Ora SCHWARTZ mostrou que os dipolos
(eléctricos ou magnéticos), assim como os multipolos, sé tém existéncia
matemadtica, ndo contraditéria, no quadro das distribui¢Ges, interpretados
mediante derivadas da distribuicdo de DirAc.

Para se avaliar o interesse destas noc¢des, basta observar que as
formas tipicas elementares de emissdo ou de recepcdo de ondas electro-
magnéticas sdo esquematizadas pelo dipolo eléctrico varidvel, chamado
oscilador de Hertz (elemento de antena linear aberta) e pelo dipolo
magnético varidvel (elemento de antena circular fechada). Assim se
pode entrever o papel essencial da teoria das distribuicées no estudo da
equacdo das ondas, bem como dé outros tipos de derivadas parciais.

Notemos ainda que o momento de um dipolo costuma ser definido,
de preferéncia, como um vector m, com determinada direc¢do e sentido.
Assim se nos apresenta um primeiro exemplo de distribuicdo vectorial,
para além do quadro das distribui¢ées escalares até agora consideradas.
Outro exemplo nos é dado, no electromagnetismo, pelo vector J, densi-
dade de corrente, nos casos em que se consideram condutores filiformes,
ou ainda no caso limite de um condutor cilindrico perfeito, em que, pelo
efeito pelicular, em campos rapidamente alternados, toda a corrente se
distribui a superficie. Mais ainda, a analise tensorial dos campos, em
situacdes analogas, conduz a uma nova generalizacdo do conceito da
distribuicdo: a do conceito de corrente ou forma diferencial-distribuicdo,
infroduzido pelo matematico suico GEORGE DE RHAM.

Note-se porém que ndo é nos dominios classicos da fisica, nem
mesmo talvez no da mecanica quéntica, que a necessidade da teoria das
distribuicGes se faz sentir de maneira imperiosa: é na feoria quantica
dos_ campos, nomeadamente na electro-dindmica quéntica, em que sur-
gem sérias dificuldades no tratamento analitico de entidades paradoxais,
situadas inteiramente fora dos quadros classicos da analise matematica.
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Al, sim, a teoria das distribuicdes é chamada a desempenhar um papel
preponderante.

Mas seja qual for o éxito que esta teoria venha a ter nesse dominio
(e ainda é cedo para formular juizos de valor), o que ja ndo pode ser
negada é a sua intervengdo essencial no estudo das equacées em deri-
vadas parciais (lineares). Na verdade, como se pode depreender dos
exemplos anteriores, as distribuicées estdo de certo modo para as equa-
¢oes diferenciais lineares (e para outfras equacgdes funcionais) como os
numeros imagindrios estdo para as equacdes algébricas. Especialistas
das equacdes diferenciais estdo cada vez mais a apresentar os seus resul-
tados em fermos de distribui¢Bes, visto que, para evitar esse recurso,
teriam de empregar rodeios cada vez mais incomodos e intteis, fugindo
4 natureza da questdo. E pode-se desde ja considerar substancial e
decisiva a confribuicdo de ScHwARrTz e dos seus discipulos (especialmente
MALGRANGE e LIONS) para o progresso da teoria das equagSes em deri-
vadas parciais, com o uso das distribuicdes.

Como ¢é sabido, enfre os instrumentos analiticos mais usados por
matematicos, fisicos e engenheiros no estudo de equacgdes diferencisis
lineares, figuram a série e o integral de FOuURIER e a transformacdo de
LAPLACE. Mas frata-se ai de integrais impraprios, que os fisicos e os
técnicos costumam usar com um a-vontade e uma liberdade desconcer-
tantes, em vivo coniraste com o grau de subtileza e complexidade com
que, em volumosos tratados, sdo estabelecidas matematicamente as res-
pectivas condi¢cdes de convergéncia e aplicabilidade, no quadro de uma
analise mais ou menos classica. Recordemos, por exemplo, uma das
formas da transformacdo de Fourier, para as fung¢des f(x) de uma so
variavel

. + o
F(l)-——J‘ e " f(x)dx.

Aqui f é a funcdo dada e F a funcdo que se obtém aplicando a f a
transformacdo de Fourier. Para que este integral improprio seja conver-
gente no sentido usual, é necessario (mas ndo suficiente) que a fun-
¢do f (x) seja limitada sobre toda a recta. Ora acontece que, em quesides
de fisica tfedrica, se tem usado com frequéncia, e com éxifo, o integral
de Fourier a funcges f(x) ndo limitadas, de crescimento polinomial, isto

é, para as quais existem constantes positivas M e a tais que

If(x)|<M|x|*, qualquer que seja x.
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Um dos vérios aspectos da obra de ScHWARTZ
em mosirar que, nesses casos, o integral de FOURIER converge, num
sentido generalizado, para uma distribuicdo, e em determinar, exacta-
mente a classe das distribuigbes as -quais se aplica a transformacdo de
Fourier e a sua inversa, dada por

1
f(x)=—j e ' F(t)dt.

2n _

Essa classe é constituida pelas distribuicdes que se exprimem como deri-
vadas generalizadas, de ordem finita, das funcdes continuas de cresci-
mento polinomial. SCHWARTZ

crescimento lento ou distribuicdes temperadas.

Note-se que ja a transformada de Fourier da fung¢do constante 1 é
.a distribuicdo 273 e que, de um modo geral, a transformada de Fourier
de x* com k inteiro, é 27 (— i)* 3®,

Com esta ideia providencial de ScHwARTZ
de Fourier simplificou-se de maneira surpreendente, ao mesmo tempo
que se alargou consideravelménte o seu campo, de modo a permitir con-
trolar os raciocinios temerdrios dos fisicos, que causavam calafrios aos
matematicos circunspectos. . .

Destino andlogo tiveram a série de Fourier e a transformacdo de
LarLace. Como é sabido, a transformacdo de LAPLACE intervém de modo
essencial no cdlculo simbélico dos electrotécnicos, que, desde HEAVISIDE,
ndo hesitaram perante os mais heteréclitos métodos heuristicos de célculo
e de raciocinio, para a resolucdo das equacdes e dos sistemas de equa-
¢oes diferenciais que descrevem o regime dos circuitos eléctricos (1).
Entre esses métodos, figurava ja o uso da distribuicdo 3 e suas derivadas,
as quais os electrotécnicos chamavam fungées impulsivas, por esquemati-
zarem impulsos de corrente com que estdo bastante familiarizados, e
que véem, positivamente, desenhar-se no mostrador de um oscilégrafo.
E assim, no uso da transformacdo de LAPLACE, deixaram a porta aberta a
essas e oufras entidades bizarras, que depois vieram a chamar-se distri-
buicées (2).

(1) Aos matematicos que lhe pediam uma teoria do seu célculo simbélico, HEAVISIDE
respondia que, para digerir o almogo, ndo precisava de conhecer a teoria da digestdo...
Mas a verdade é que o método, para poder ser usado e desenvolvido em condigdes de
seguranca, necessitava de uma fundamentagao teorica, que s a transformacao de LAPLACE
e a teoria das distribui¢des lhe poderem dar.

(®) Note-se que os electrotécnicos também usaram (e usam) a fransformacdo de
FOURIER, com idéntica liberdade. Assim, é frequente aplicarem esta transformacao a fun-
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Por diversas vezes temos aqui fomado para exemplo a distribuicdo 8
e as suas derivadas. Ndo ha soOmente razdes historicas para isso: a
pseudo-funcdo de DIRAC desempenha um papel fundamental em toda a
teoria das distribuicoes. Na verdade, quando DIRAC introduziu esta dis-
tribuicdo no seu trabalho «The physical interpretation of the Quantum
Dynamics» foi para obter a seguinte formula de representagdo das
funcdes (e distribuicdes), deduzida mediante audaciosas consideragdes
intuitivas (1):

+ oo
8) f(X)——-J ¥(x—1) f(1) dt,

em que 3(x—f) é a distribuicdo de DIRAC relativa ao ponto t. Daqui
deduziu ainda, com idéntica desenvoltura:

+ x
f(p)(x)=j 8(")(x—t)f(t)dt, para p=1,2,...

Como é obvio, estas formulas s6 podem ser legitimadas correcta-
mente no ambito da teoria das distribuicdes. Mais ainda, veio a reco-
nhecer-se que a férmula integral (7) de DIRAC desempenha na leoria
das distribuicoes um papel inteiramente andlogo ao que é desempe-
nhado, na teoria das fun¢des analiticas, pela célebre férmula integral
de CAucCHY:

fo)=——| L&,
2miJ o h—2z
E assim, as muitas perspectivas fascinantes - abertas pela teoria das
distribuicdes, vem juntar-se esta oufra: a das suas relacdes — que ¢é de
esperar venham a ser fecundas —com a teoria das fungGes analiticas,
de uma ou mais varidveis complexas.

Este artigo ja vai longo e ainda nos resta dizer algo sobre as
diversas orientacdes que tém surgido, para desenvolver a teoria das dis-

¢Oes periodicas, para as quais era interdito o uso de tal transformagao. Neste caso, o

+
resultado é uma disiribuicdo do tipo £ @, 3, , formada por massas discretas a,, , colo-
n=—wo

cadas nos pontos 0, +1,=+2,..., sendo 1 o periodo da fungdo dada e ag; ay, aa, eee
ess G_4,e00 0s coeficientes da sua série de FOURIER.

(1) Para maior simplicidade, Jimitdmo-nos aqui ao caso das fun¢des de uma s6
variavel, embora esta formula se estenda, com aspecto analogo, as funcdes de n variaveis.
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tribuicdes. Com efeito, ha outras formas da teoria além da que foi
escolhida pelo seu criador, a quem se deve, ndo s6 a ideia da primeira
sistematizacdo, mas também a maior parte dos resultados importantes
conseguidos -neste campo. Porém, na nossa opinido e na de outros
autores, ndo ¢é esta porventura a orientacdo mais acessivel, ou pelo menos
a mais recomendavel para fisicos e para técnicos, porquanto as iniui¢Ges
usadas por estes ficam ali semi-ocultas por métodos de anélise funcional
pouco elementares. E contudo evidente que isto em nada diminui o
mérilo da obra de SCHWARTZ, cuja preocupa¢do dominante tem sido a de
desenvolver o mais possivel a teoria e ndo a de simplificar os seus fun-
damentos ().

Em 1953, o jovem matematico alemdo H. KONIG propds, na sua tese
de doutoramento, uma nova forma da teoria das distribuicdes, que tem
caracter mais elementar e directo, isto é, mais proximo das consideracdes
heuristicas dos fisicos e dos técnicos na sua pureza intuitiva, sem contudo
deixar de ser impecavel do ponto de vista do rigor logico. A ideia

essencial que orienfou KONIG nesta sistematizacdo é semelhante a que
presidiu, historicamente, a infrodu¢do dos numeros imagindrios :

Convencionando que as expressdes do fipo V—a, em a>0,
representam novos entes a que se dd o nome de numeros imagindrios
puros, e submetendo estes, juntamenie com os numeros reais, as regras
de célculo mais frequentes (propriedades formais das opera¢Ges aritmé-
ticas), é-se conduzido a expressdes do fipo a +bV—1, que se diz
representarem niimeros complexos (imaginarios se b=~ 0, reais se b=0).
Ora estas convencdes sdo logicamente aceitdveis, desde que o calculo
com as novas expressdes, baseado na referida conservacdo de proprieda-
des operatérias, ndo conduza a contradi¢do; e consegue-se demonstrar
que assim sucede, efectivamente, interpretando cada niimero complexo
a+ bi como sendo, por exemplo, o par ordenado (a, b) de nimeros
reais. Verifica-se entdo que a exirac¢do de raiz quadrada, que no campo
real era impossivel para os nameros negativos, passa a ser sempre pos-
sivel no campo dos nuiimeros complexos.

Consideremos agora, em vez de numeros, por exemplo, funcdes
f(x),g(x), h(x), etc., definidas e continuas em toda a recta R (para
funcdes de mais de uma varidvel as consideracdes sdo analogas). Pode
acontecer (e acontece geralmente) que ndo exista, no senfido usual, a
primeira derivada de g, a segunda derivada de h, etc. Deste modo,
expressdes tais como g’,h",f+g',f+ g' + h", etc., deixam de ter

(1) ScHWARTZ define as distribui¢gdes como funcionais lineares continuos em certos
espacos de fungdes indefinidamente derivaveis.
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.significado, segundo as defini¢cées usuais. Mas nada nos impede de
convencionar que tfais expressdes representam novos entes, chamados
distribui¢Ges, e torna-las objecto de um célculo bem definido, baseado
na conservacdo de regras fundamentais de derivacdo, tais como: a deri-
vada de uma soma é a soma das derivadas, se a derivada de uma
fung@o é nula a funcdo reduz-se a uma constante, etc. KONIG demons-
trou, precisamente, que esse cdlculo ndo conduz a contradi¢do (por um
processo semelhante ao da definicdo de nameros complexos por meio de
pares) e demonstrou que a teoria assim construida é equivalente & teoria
das distribuicses de ScHwarTz (1).

Esta possibilidade de construir a tfeoria das distribuicdes de formas
diferentes (embora equivalentes) ndo nos deve surpreender, porquanto o
mesmo sucedeu com a feoria nos numeros. Por exemplo, os numeros
reais podem ser definidos por meio de «corfes» ou classes contiguas
complementares de nimeros racionais (orientacdo de DEDEKIND), por meio
de sucessdes regulares de niameros racionais (orientagdo de CANTOR),
como operadores ou medidas de grandezas confinuas (método sinté-
tico), ou ainda por outros processos, fodos eles equivalentes entre si;
e analogamente para os ntimeros complexos. Ora (como observou
ScHWARTZ numa das suas conferéncias de Lisboa) uma vez definidos os
nameros reais e estabelecidas as respectivas regras fundamentais de
cdlculo (isto é, as propriedades formais das operacdes neste campo), o
que intervém depois sempre, nos célculos e nos raciocinios, ao trabalhar
com os numeros reais, ndo ¢ a maneira particular como foram definidos,
mas sim as referidas regras de cdlculo — compardveis as regras de um
jogo, que sdo condicdo necesséria e suficiente para que este possa ser
jogado. Assim também, na teoria das distribuicdes, o que interessa essen-
cialmente é conhecer um conjunto de regras fundamentais de cdlculo
(a que podemos chamar axiomas), das quais seja possivel deduzir depois
todas as oulras regras (ou feoremas) da teoria. Por conseguinte, a
definicdo efectiva das entidades distribuicdes, por qualquer processo
particular, serve unicamente para provar que tal conjunto de regras
fundamentais (ou axiomas) nao é contraditorio.

(1) Na realidade, KONIG considerou, em vez de fun¢bes conlinuas f, gieee,
funcoes localmente integraveis, mas isso é desnecessario, pois que, como se observou
atrés, tais fun¢Ges podem ser comodamente interpretadas como derivadas de fungdes
continuas.

Como também ja se disse atras, ndo faz sentido, em geral, falar de valor de dis-
tribuicdo num dado ponto x; o que se pretende generalizar é o conceito de funcdo
derivada f', considerada como um todo, e ndo o de derivada num ponto.
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Restava porém saber qual o conjunto de regras que se podem assu-
mir como fundamentais na teoria das distribuicdes, isto é, restava definir
axiomaticamente as distribuicoes. Em 1954 foi dada em [17] (!), pelo
autor destas linhas, uma primeira definicdo axiomatica das distribui¢ées,
que ¢é portanio a sintese de todas as possiveis definicdes particulares,
como a de SCHWARTZ,
tar-se. Para se fer uma primeira ideia do que seja essa axiomatica,
enunciamos em seguida os axiomas num caso particular —o das dis-
tribuicdes de uma s6 varidvel x, definidas num intervalo limitado e
fechado J=[a, b] da recta:

Axioma 1
tinua no intervalo J, é uma distribuicao (2).

AxioMA 2 — Dadas duas distribuicdes U e V definidas em J, existe
sempre uma distribuicdo, chamada soma de U com V, que se repre-
senta por U4V, tal que: se U e V sao fungdes continuas, U+ V é a
soma dessas fung¢des no sentido usual.

AxiOMA 3 — Para toda a distribuiggo U definida no intervalo J,
existe uma distribuicdo definida em J, que se chama derivada de U e
se representa por DU (ou por U'), de tal modo que: I) se U é uma
funcdo que admite derivada continua em J, no sentido usual, DU é
essa funcdo derivada; ll) quaisquer que sejam as distribuicoes U e V
em J, tem-se D(U-+ V)=DU+ DV; Ill) se DU=0, a distribuicao U
reduz-se necessariamente a uma constante no intervalo J.

AXIOMA 4 — Para toda a distribuicdo U em J, existe uma fungéo f
continua em J e um nimero natural n, iais que U=D"{, sendo D" f
a derivada da ordem n de f, isto é, o resultado de aplicar n vezes
sucessivas a operacdo D a f.

Note-se como a prépria axiomdtica sugere imediatamente uma repre-
senfacdo (e portanto uma construcdo) dos entes distribuicdes. Com efeito,
pelo axioma 4, toda a distribuicdo U se pode escrever sob a forma

(1) Os nameros entre colchetes referem-se as indicagGes bibliograficas, apresenta-
das no fim deste artigo.

() Para comodidade de linguagem, chama-se também distribuicdes as fungdes
continuas. Havera por isso distribuicdes que sdo fungdes continuas e outras que o nao
sdo; enfre estas tltimas, algumas sdo identificaveis a fungdes localmente somaveis (defi-
nidas a menos de um conjunto de medida nula).
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U=D"f, sendo f uma fun¢io continua e n um ntmero natural. Entao,
para achar a soma U4V de duas distribuicoes U=D"fe V=D"g,
procede-se do seguinte modo :

1) Se m=n, bastard aplicar repetidas vezes a condi¢do Il do
axioma 3, o que da:

U+v=Df+D"g=D"(f+g).

2) Se m=£n, sendo por exemplo m>>n, podemos reduzir este
caso ao anterior, escrevendo U sob a forma U= D"F, em que F é uma
primitiva da ordem m —n de f (processo semelhante ao da reducdo de
duas fracgdes ao mesmo denominador).

A derivada de U=D"f sera simplesmente a distribuicdo DU =
=D"*'f.

Analogamente se deduz dos axiomas (usando em especial a condi-
¢do Il do axioma 3) o seguinte critério de igualdade: para que se tenha
D" f=D"g é necessario e suficiente que a diferenca entre f e g seja um
polinémio de grau inferior a n.

E assim se vai definindo progressivamente o célculo das distribui¢ges
no infervalo J, sendo facil ver que ndo conduz a contradi¢do (1). Em par-
ficular, pode reconhecer-se que o conjunto das distribuicdes em J cons-
fitui um modulo, isto é, um grupo comutativo relativamente a adigdo
assim definida.

Aos anferiores axiomas juntam-se duas definicdes fundamentais: a
de «produto duma fun¢d@o por uma distribuicdo» e a de «limite duma
sucessd@o de distribuicoes».

A definicdo de produto de uma funcdo ¢ (que admita derivada
continua até certa ordem) por uma distribuicdo U é dada de modo a
conservar a regra de derivacdo do produto. Seja por exemplo U=Df
e suponhamos que ¢ admite derivada continua de 1.2 ordem. Entdo,
pela referida regra, tem-se

D(¢f)=¢.Df+ De.f

donde
¢U=¢.Df=D(¢f)—¢'f.

(1) Para isso basta seguir um caminho perfeitamente anédlogo ao da teoria analitica
dos numeros racionais: cada distribuicdgo U é interpretada como sendo uma classe de
pares (n, f), formados por um niamero natural n e por uma fungdo continua f, e as
operagdes de adigdo e de derivacdo sdo definidas entre essas classes de tal modo que se
verifica depois ser U= D" f, tendo-se identificado f a classe dos pares a que pertence (0, f).
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Analogamente se reconhece que
¢ D' f=D"(¢f) - 2D (¢'f)+o" f

e assim por diante.

Consegue entdo demonstrar-se, por exemplo, que o conjunto das
distribuicdes em J é um médulo sobre o anel das fungées ¢ indefinida-
mente derivdveis nesse intervalo.

A definicdo de limite duma sucessdo de distribui¢des (da qual se
deduz, entre outras, uma definicdo de integral para distribui¢des) ¢ dada
de modo a englobar, como caso particular, a -no¢do de limite de suces-
s0es uniformemente convergentes de fun¢des e de modo que se verifique
a seguinte propriedade

D (lim U,) = lim (DU,),

(permutabilidade dos simbolos de limite e de derivacao), que ndo se verifi-
cava enfre as fun¢des. Mais precisamente, diz-se que uma sucessdo de
distribui¢des U, converge no intervalo J para uma distribuicao V, quando
todas as distribuiges U, sejam derivadas de uma mesma ordem, U, =
=D"f,, de uma sucessdo de funcdes f. continuas que convergem
uniformemente em J para uma funcdo g tal que V=D"g.

Note-se que esta definicdo sugere um outro modo de introduzir as
distribui¢des: como limites generalizados de certas sucessdes de fungoes
(do mesmo modo que os nimeros irracionais se podem definir mediante
cerfas sucessdes de numeros racionais). Esta modalidade de construcdo
das distribui¢des foi assinalada pelo autor destas linhas em [17] e, inde-
pendentemente, por KOREVAAR e por MIKusiNskiI (para distribui¢cdes de
uma s6 variavel). Recentemente, foi publicado uma introducdo a teoria
das distribuicdes, baseada neste método, da autoria de MIKUSINSKI e
Sikorski [11], que entdo ainda ignoravam e que na mesma direccdo se
tinha apresentado, com maior generalidade, em [17].

Todavia este método, embora mais intuilivo e mais agradavel aos
fisicos (que diversas vezes o tém usado de maneira empirica) é menos
comodo e directo que o da simples representagdo das distribuicGes como
derivadas formais de fun¢des continuas em intervalos limitados.

Para terminar, vamos ilustrar o que acaba de ser dito, mostrando
como a distribuicdo 8 de DIRAC pode ser representada pelos dois pro-
cessos. Para maior simplicidade, limitar-nos-emos ao caso de uma s6
variavel.
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Costuma chamar-se funcdo de HeAvisIDE a fungdo H (x) assim defi-
nida, fora da origem:
_ (0, para x<0
H(x)—{l. para x>0.
Trata-se, como se v& de uma funcdo descontinua na origem, onde
apresenta o salto 1. Consideremos por exemplo um movimento em que
a equacdo das velocidades seja precisamente

v=H(t).

Quer isto dizer que, antes do instante =0, a velocidade é nula (repouso)
e que, depois desse instante, o movel enfra bruscamente em movi-
mento uniforme, com veloci-

dade 1 (fig. 1). Supondo que a v
massa do mé6vel é também 1, a s
forca f capaz de produzir esse

movimento deveria ser, segundo

a definicdo classica

_ﬂ_ !
f— dt —H(t), Fig. 1

devendo fer-se, por outro lado, para a << 0<b:
b
j H (t)dt=H((b)—H@@)=1—0=1.

Em conclusdo: esta forca, «fungdo» do tempo, deveria ser nula para t =0,
mas infinita no instante =0, de modo que o impulso da mesma enire
um instante a< 0 e um instante b >0 fosse igual a 1. Consideracoes
intuitivas como esta levaram a admitir a igualdade

3=H'=DH,

como uma das possiveis definicdes da «funcao» (alias distribuicdo) 3, no
caso de uma s6 variavel.
A fungdo H(x) ndo é continua, mas é-0 ja a sua primitiva

* 0, se x<O0
G(x)=f H(t)dt =
0 { , se x>0
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e, como H=G’, podemos apontar, como definicdo correcta de &, a
p

seguinte
3=G" ouainda 3=D’G.

E facil ver, atendendo a axiomatica das distribuicdes, que se tem
também

1 d?

==
2 dx?

| x],

visto que, como se pode reconhecer,

Fdx—|x[=2H(x)—1.

A fig. 2 mostra o grafico da funcdo cH(x —a), com a e c cons-
tantes; a sua derivada serd entdo

- [cH(—a)] =c—LH(x — @)= cH' (x—a)=c,

em que d, representa a distribuicdo de DIRAC relativa ao ponto a.
Vejamos agora de que modo
a distribuicdo 3 pode ser conce-
bida como limite de uma sucessdo
de funcdes indefinidamente deri-
0 u ¥ Vvdveis.
Aplicando um «diferenciador»
Fig. ¢ a impulsos rectangulares de cor-
rente, do tipo da funcdo de HEeA-
VISIDE (que se desenham com impressionante nitidez no mostrador dum
oscilografo), véem-se «nascer» distribuicdes de DIRAC, de maneira bem
sugestiva, como casos limites de fungdes de tipo gaussiano afilado. E por
isso que os electrotécnicos se habituaram a considerar estas e outras dis-
tribuigbes como entidades naturais, que véem aproximadamente reali-
zadas no mundo fisico.
Vamos agora ver como estas intuicdes podem ser traduzidas em
termos matemaéticos rigorosos. Consideremos por exemplo a sucessdo de
funcoes

on(x)=—+— "

- m, para n=1,92,3,...

Os gréficos destas funcdes sdo curvas em forma de sino (como a
curva de GAuss) que se alteiam e estreitam cada vez mais junto do eixo
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dos y, tendendo a confundir-se com o eixo dos x nos outros pontos
(fig. 3). Mais precisamente, tem-se, como é fécil ver:

I (x)= o, se x=0
n-l—Tnoan *1= 0, se x#O.

b ,
Além disso, também se pode reconhecer que lim f ¢n (x)dx=1,
n—>wnJg

se a<<0<b. Assim, quando n é bastante elevado (por exemplo
n=10000), a funcdo @n (x) parece aproximar-se bastante daquilo
a que os fisicos chamaram : ’
«funcdo de DrRAC» — visto que,
nesse caso, a funcdo @n.(x) é
praticamente infinita para x=0,
praticamente nula para x=~0, e 0
seu infegral num intervalo [a, b].
ndo demasiado pequeno, que
contenha a origem, é sensivel-
mente igual a 1. Vamos ver que
¢n (x) converge efectivamente
para 9, em todo o intervalo
limitado, segundo a definicdo

...,,,,,/,w////////////////// /%
0
rigorosa atras formulada.

Tem-se, como ¢ facil ver: Fig. 3
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/ /

NN
R RN

NN
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/
//////1///1,1;.,,. £

j ‘Pn(ﬂdt:iarc fgnx4 .
—w T 9

Se representarmos por ®,(x) esta nova funcdo, sera evidentemente
9, = D®,, no sentido. usual, para todo o n, e tem-se

0, para x<<0

lim ®"(x)=§1/2, para x=0
1, para x>0.

Portanto, ®,(x) converge para a fun¢do de Heavisipg, H(x), em todo
o ponto x diferente de 0. Se pusermos ainda

Fn(x)=j o, (t)dt
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teremos, para todo o n, no sentido usual:
®n=DFn, ?n=Dq)n=D2Fn

-e prova-se facilmente que a sucessdo de func¢des F.(x) converge uni-
formemente, em qualquer intervalo limitado, para a fun¢do G (x) (atras
definida). E como ®,= D’F, e 3= DG, segue-se que a sucessdo de
fungbes ¢, converge, em todo o intervalo limitado, para a distribui¢do 3,
no sentido atras precisado.

Assim, a distribuicdo 3 aparece-nos representada, correctamente,
como limite de fun¢des 9. ndo s6 continuas, mas até indefinidamente
derivdveis, tendo-se portanfo representacdes andlogas para todas as
suas derivadas:

3’=lim<p:,, 3 =lime", efc

Como é natural prever, a distribuicdo 3 pode ser representada como
limite ndo s6 desta, mas de infinitas outras sucessdes de func¢6es.

As distribuicGes de mais de uma variavel podem definir-se de maneira
anéloga, embora com maior dificuldade, considerando, em vez das deri-
vadas tofais, as derivadas parciais em relacdo as diversas variaveis.

A teoria das distribuicdes encontra-se hoje em plena fase de
crescimento. E, como se vé, uma teoria jovem, situada na fronteira
do conhecimento.

Para ela me é grato chamar a ateng¢do dos jovens estudiosos portu-
gueses, interessados em fentar fazer investigacdo no campo da matema-
tica ou da fisica tedrica, com aplicacdo dos mais modernos recursos da
andlise. Estou convencido de que esta teoria, com as variadas e amplas
perspectivas que veio abrir, é um fildao precioso, onde muito havera ainda
que explorar.
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