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Na maioria dos tratados, a teoria de Galois (forma classica)
aparece exposta com tal desenvolvimento, tal acumulacdo de con-
ceitos e complexidade de raciocinios, que o principiante, por
muito vivo que seja o seu interésse inicial, desanima rapidamente
e perde a esperanga de vir a conhecer, como desejaria, ésse admi-
ravel capitulo da Algebra moderna. Ora ndo é impossivel fazer
uma exposicdo correcta da teoria de Galois, pelo menos no que
ela tem de essencial — pondo de parte um grande nimero de pro-
posicées, que de nenhum modo sdo necessarias para afingir os
pontos culminantes da teoria. Isto, porém, ndo se consegue sem
uma certa dificuldade: torna-se indispensavel modificar o enca-
deamento dos raciocinios, fazer novas demonstra¢ées e introduzir
até novos conceitos e novas proposicoes auxiliares.

O objectivo desta nota consiste justamente em indicar um
modo de tornar mais breve a exposicdo duma parte importante da
teoria de Galois, tornando-a mais acessivel, e confribuindo porven-
tura para o esclarecimento de alguns dos seus aspectos. Como se
verd, a condi¢do suficiente de resolubilidade por meio de radicais
pode ser apresentada com maior generalidade do que habitual-
mente se faz—antes ainda de introduzir o conceito de grupo de
Galois. Por sua vez, éste conceito é aqui introduzido dum modo
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novo, independente de quaisquer consideracdes relativas a resol-
ventes de Galois ou corpo de Galois.

1 —Diremos que uma func¢ao racional ¢ das raizes duma equa-
cdo algébrica pertence estrictamente a um grupo G de substitui-
¢Oes sObre as raizes da equagdo, quando as seguintes condi¢Ges
se verificam: 1—a funcdo mantém-se algébricamente invariante
para tddas as substituicdes de G; 2—as fun¢des conjugadas de ¢
sdo numeéricamente distintas duas a duas.

Recordemos o conhecido teorema de Lagrange (1): «Se
F(z) =0 for uma equacao algébrica de coeficientes situados num
corpo A e ¢ uma funcdo racional das raizes daquela equacdo,
que pertence estrictamente a um grupo, G, qualquer func¢Go racio-
nal das raizes, que se mantenha invariante para as substituices
de G, terd o seu valor numeérico situado em A (¢).

Sabe-se que téda a fungdo racional simétrica das raizes duma
equacdo de coeficientes situados num corpo A terd o seu valor
numérico também situado em A. Mas pode isto ndo suceder uni-
camente com as fungbes racionais simétricas: podem existir fun-
¢Oes racionais ndo simétricas das raizes, cujo valor pertenca ainda
a A. Introduzamos entdo a seguinte defini¢cdo:

Dizemos que um grupo G de substituicbes sobre as raizes
de F(z) =0 (de coeficientes em A) possui a oropriedade o em
relagdo a A, quando exista uma funcdo racional ¢ das raizes, que
pertenca estrictamente a G e cujo valor numérico esteja situado
em A. E claro que, se tal sucede com uma funcdo ¢ que pertence
estrictamente a (3, o mesmo sucedera, em virtude do teorema de
Lagrange, com qualquer oufra funcdo racional das raizes que
pertenca aquéle grupo. Portanto, para saber se um dado grupo G
de substituicbes sobre as raizes de F(z) = 0 possui ou ndo a pro-
priedade « em relagdo a A, basta proceder do seguinte modo:

1.0—Construir uma funcdo racional ¢ das raizes de F(z) =0
que pertenca estrictamente a QG.

20o—Formar a equacdo P (z)=(z— ;) (z—¢3) ... (z—
—¢n) =0, em que ¢;,%s ..., Pm sd0 as fungdes conjugadas
de ¢.

(1) Aqui o teorema de Lagrange é apresentado sob uma forma dife-
rente da usual.
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3.0— Averiguar se a equacdo P(z) =0 admite pelo menos
uma raiz pertencente a A: conforme isto se der ou ndo, assim o
grupo G possuira ou ndo a propriedade @ em relacdo a A (pode-
mos sempre supor escolhida a notacdo das raizes, de modo que
seja ¢ a raiz pertencente a A).

Podemos agora, a partir do teorema de Lagrange, estabelecer
sem dificuldade a seguinte proposicdo :

E condicdo suficiente para que a equacdo F(z)=0, seja
resoluwvel por meio de radicais em relacdo a A, que exista, para
esta equacgdo, um grupo G, resoluvel, que possua a propriedade «
em relacdo a A.

Este teorema pode ser demonstrado, tendo em consideracao
os seguintes factos :

1.0—Seja G um grupo de substituicdes sébre as raizes de
F(z)=0 que possua a propriedade o em relacdo a A, H um
subgrupo de G e $ uma fungdo que pertenga estrictamente a H:
entdo se forem ¢, $o, ..., ¢, as fungdes conjugadas de ¢ em rela-
c¢do a G, podemos afirmar que o grupo G/H de substituicdes sobre
os ¢; possui a propriedade @ em relacdo a A. Em particular, os
coeficientes da equacdo R (z) = (z—9¢1) (z—$3) ... (z—Pp)=0O
sdo elementos de A.

2.0—Se H fér um subgrupo de indice primo de G, o grupo
G'H sera ciclico.

92—Foi enunciada no paragrafo anterior uma condi¢do sufi-
ciente para que uma dada equacdo seja resolivel por meio de
radicais. Para estabelecer uma condicdo de resolubilidade por
meio de radicais, que seja ao mesmo tempo necessaria e suficiente,
¢é indispensavel introduzir o conceito do grupo de Galois. Isto pode
fazer-se, recorrendo a seguinte generalizacdo do teorema de
Lagrange:

Dada uma equacdo algébrica F(z) =0, de coeficientes
situados num corpo A, se forem ¢ e ¢ duas func¢des racionais das
raizes dessa equacdo que pertencam estrictamente aos grupos
H e K, respectivamente, qualquer func¢do racional X que se man-
tenha algébricamente invariante para as substituicées do grupo
H N K terd o seu valor numérico situado em A (9, $).

Para demonstrar éste teorema pode seguir-se um método
inteiramente analogo ao que utilizamos para a demonsiracdo do
teorema de Lagrange, no trabalho «Problemas relativos a funcoes
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racionais das raizes duma equacdo algébrica» (Port. Math., fasc. 1,
vol. 2). Basta considerar as igualdades
L,=Pem-t4+Pom—2+t+ 4P (i=1,2,...,m), que for-

mam um sistema de Cramer, quando se tomam P, P,...P _
para incognitas (¢1 = ¢, ¢s, ..., ¢, s8o as fungdes conjugadas de o
em relacdo a K e %y, X;, ..., %, os valores correspondentes de ¥).
Entao é facil ver que P, P,, ... P _, s&o funcGes racionais das

raizes que ndo mudam algébricamente para as substituicdes do
grupo K, o que permite exprimi-las em ¢, por meio de fun¢ées
infeiras, de coeficientes em A.

Desta proposi¢cdo deduz-se imediatamente o seguinte corolario:

Se os grupos H e K, de substituicées sobre as raizes de
F(z) =0, possuem a propriedade o em relacGo a A, o mesmo
sucedera com o grupo C=H N K.

Consideremos entdo o conjunto (A) de todos os grupos de
substitui¢cbes sobre as raizes de F(z) =0, que possuem a proprie-
dade « em relacdo a A; é claro que o grupo simétrico pertencera
a (A), mas & possivel que outros grupos além déste pertencam
a (A). Seja entdo G a interseccdo de todos os grupos Hy, Hs, ...
Hp que pertencem a (A): em virtude do corolario anterior, G per-
tencera ainda a (A) e recebe o nome de grupo de Galois da
equagdo F(z)=0 em relacdo a A. Podemos assim dizer que o
grupo de Galois F(z) =0 em relacdo a A é o menor dos grupos
que possuem a propriedade « em relacdo a A.

E facil ver que esta definicdo é construtiva, isto é, sugere o
caminho a seguir para determinar, efectivamente, o grupo de
Galois, da equagdo proposta. Seria interessante ver agora como, a
partir desta definicdo e de proposicoes auxiliares, se pode chegar
ao critério de resolubilidade de Galois: mas tal excede o objectivo
que fixamos a esta nofa.

Observaremos, por ultimo, que a generalizacdo atrds enun-
ciada do teorema de Lagrange permite estabelecer, comodamente,
a resolubilidade por meio de radicais das equag6es ciclicas.

Centro de Estudos Matemadticos de Lisboa.
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