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AS FUNÇOES ANALITICAS E A ANÁLISE FUNCIONAL 

por J. SEBAS'l'IÃO E SILVA 

INTRODUÇÃO 

Um primeiro conceito de «espaço funcional analitico» é aquele cou· 
siderado por PINCHERLE 1 : 

Fixado um número r tal que O <r < + 00, designemos por .§ [1'J o 
conjunto de todas as séries de potências de z cujos raios de conver­

gência são maiores do que r. Chamando, como é natural, soma de 
00 00 00 

dua.'J séries � all zu, IJ bn zn, à série � (an + bn)zn, e produto dum 
n=O n=O n=O 

00 00 

número complexo k por uma série lJ an zn, à série � (kan) zn, teremos 
n=O n=O 

em S [r] um exemplo manifesto de espaço vectorial complexo 2 • 

Recordemos, por outro lado, que cada uma das séries pertencentes 

ao conjunto S [1'J define) com todos os seus possiveis prolongamentos 
analíticos, uma determinada função analitica no sentido de \VEIERSTRASS, 
podendo contudo acontecer que duas séries distintas pertencentes a 

S [r] determinem a mesma função analítica no sentido weierstrassiano -­

- a qual, neste caso, será naturalmente pluriforme. Assim por exem· 

p19, a função analítica \/ 4 + z corresponde a três elementos distintos 
do espaço S [3J, visto que é representável, em torno da origem, por 
três séries de potencias de z distintas entre si, cujos raios de conver­
gência são iguais a 4 . 

Todavia PrscHERLE não chegou a introduzir nestes espaços funcio­

nais nenhum particular conceito de «limite» (apenas ai utilizou implici­
tamente o conceito de convergência pontual), o que o impediu de tirar 
maior partido da sua teoria das operações distributivas. 

1 Veja-se na lista bibliográfica PINCHERLE e AMALDI (I). A notação e a termino­

logia aqui usadas não são as mesmas de PINCHEBLE. 

2 No § 1 é recordada a definição de «espaço vectorial», bem como a de vários 
outros conceitos de Análise geral. 
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Prosseguindo o estudo da Análise fun cion al no campo das fu nç ões 

an alíticas , LUIGI FANTAPPIE p rocur ou suprir esta falta de um con veniente 
conceito de <cl imite », com o conceito de (lÍunção analítica de pe ndente 
anallticamente dum «parâmetro», que lh e permitiu estabelecer os princi­
pais resultados da sua teoria dos fu ncion ais analíticos 1. Diz-se que 

uma função an al ítica de z, da forma '? (z , 0:) , depende analíticamente 
do parâmetro ex, quando '? (z ,ex) é fun ção analítica das duas variáveis 
z ,ex . Suponh amos que, enquanto a varia sobre um conveniente domí­

nio D, '? (z ,a:) é uma função analítica de z pertencente a um dado 

espaço funcional S e dependente anallticamente de 0:: podemos então 
dizer, segundo a terminologia de F ANT APPIE, que, ao variar de (1 sobre 
D, a função cp (z ,O') descreve uma lin ha analítica n o espaço S. Seja 

agora F um funcion al definido no espaço S, isto é, um ope ra dor que, 
a cada função '? (z) si tuada em S, faça corresponder um determinado 
número complexo w=F:; [cp (z)] (a letra z esc rit a como índice de F tem 
por fim indicar que w não depende da variável z, ma s unicamente da 
variável cp); pois bem, diz-se que o funcional F é analUico, quando, 
apl icado a uma função de z, cp (z, a), dependente anatlticamente do parâ­

m etr o a (de modo a defin ir uma linha analitica em S), a transforma 

num número f(a)=F� ['f (z, ex)], que é ainda função analítica de c c  

Por outro lado, FANTAPPIE p ro cur ou ampliar o mais possível o con­
ceito de espaço funcional an alítico, de modo a aumentar as p ossibilidades 
de aplica ção da sua teoria. A ma ior dificuldade que se opõe a tal 
ampliaç ão consiste na existência de fnnções pluriformes, o que induz 

desde logo a pôr de parte o conceito weierstrassiano de função ana­
lítica --- como de resto já tinha feito PrxcHERLE, considerando séries em 

vez de funções. F AN'l'APPIE procurou resolver esta dificuldade, tomando 
para elementos do seu espaço funcional analítico as entidades por êle 
denomin adas « funções l ocalmen te an al íti cas » : 

Seja D um domínio aberto do plano-esfera, fixado com absoluta 

arbitrariedade, e seja w=f(z) uma qualquer função complexa da 
variável c ompl exa, univocamente defúlida e analítica 2 (ou, como tam­
bém se diz, llOlO1rtOlia) no dominio D. Se considerarmos D como o 

1 Vej a-se F ANUl'PIE (I e II). 

2 Recordemos que a função f (z) se diz analítica num ponto Zo próprio, quando 
é desenvolvível em série de potências de Z-Zo numa vizinhança de Zo; e analítica 
no ponto z= co) quando a função f (l/z) é analítica no ponto z=O. Por outro lado, 
a função f (z) diz-se monogénea num ponto próprio quando admite derivada nesse 

ponto; e monogénea no ponto z=co, quando a função f (l/z) o é no ponto z=O. Final­
mente, demonstra-se que a classe das funç,ões que são analíticas nos pontos dum con­
junto aberto coincide com a classe das funções monogéneas nos pontos desse conjunto. 



FUNÇÕES ANALÍTICAS E ANÁLISE FUNCIONAL 3 

domím'o de existência de fez) - mesmo que a função j(z) seja prolon­
gável analiticamente a um domínio mais amplo - diremos que fez) cons­
titue (assim ligada a D) uma fungão localmente analítica, Nestas 
condições, duas funções localmente analíticas j,j* serão distintas, logo 
que os respectivos domínios de existência D, D* sejam distintos, 
mesmo que estes se intersectem e que os valores de fez) e f* (z) coin­

cidam sobre a intersecção D n D*, Por outro lado, nada impede que 
. o domínio de existência, D, da função localmente analítica f (z) seja 
desconexo e que as funções f, (z), 12 (z),. " , que representam fez) sobre 
cada uma das componentes1 DJ, D2' ... do domínio D, sejam inde­
pendentes entre si, podendo assim acontecer que não seja possível 
passar de umas para outras por prolongamento analítico e que, por­
tanto, essas funções definam funções analíticas distintas, no sentido de 
VVEIEl�STRASS. 

Todavia, este conceito de espaço funcional analítico não é ainda isento 
de inconvenientes, Assim, por exemplo, para poder falar de «soma» 
ou de «produto» de duas funções localmente analíticas (sem cair no 
puro arbítrio), necessário se torna, primeiro que tudo, que os domini�s 
de existência de tais funções tenham pelo menos uma parte comum. 
Representemos por Q o plano-esfera (isto é, o plano da variável com­

plexa ampliado com o ponto 00) e seja C um qualquer sJ:bconjunto de Q, 
fechado) não vazio e não coincidente com 11: ao conjunto de todas as 
funções localmente analíticas cujos domínios de existência contêm C (e que 
�e anulam no ponto impróprio, se este pertence C), chama F ANTAPPIB 
região funcional lúwar, e representa-o por (C). É à volta deste con­
coito de ((região funcional linear) que se desenvolve substancialmente 
toda a teoria dos funcionais analíticos, com a intervenção dos conceitos 
de « sonúl,)) e «produto)) de funçÕes. 

Não esqueçamos porém que a soma ou o produto de duas funções 
localillente analíticas deverá ser ainda uma função localmente analítica 
que, como tal, não pode deixar de ter um determinado domínio de exis­

tência. Este poderia ser, por exemplo, a intersecção dos domínios das 
funções dadas; mas ó fácil ver que, seja qual fôr o modo como se 
procure fazer a escolha desse domínio de existência, o conjunto (C) 
nunca poderá ser um grupo aditivo - nem poderá ser portanto um 
espaço vectorial 2 • 

1 Chamam-se componentes dum conjunto A os. subconjuntos conexos máximos em 
que A se docompõl�. Ecto conceito é recoroado no § 1, n.O 13. 

2 Com efeito, dadas duas funções localmente analíticas f1 (z) ,f2 (z), tais que o 
domÍlJio de li (z) cOlltcnl13 pontos estranhos ao domínio de /1 (z), não haverá 
peuhuma funS'ão g(z) tal (lUO fl+rl=/Z' 
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Uma outra dificuldade, mais substancial do que a anterior, apresen­
ta-se com o problema da definição duma conveniente estrutura topoló­
gica no conjunto das funções localmente analíticas. O conceito de 
«vizinha�ça»,. introduzido por FANTAPPIE no seu espaço funcional, não 
parece susceptível de utilização prof ícua: toda a teoria dos funcionais 
analíticos se. pode desenvolver, no que tem de essencial, sem a inter­
venção de tal conceito. Em. particular, este não permite definir um 
adequado conceito de (<limite» para as sucessões de funções. E é aí, 
precisamente, que deve estar a origem da sua pouca fecundidade. 

. . 

Ora bem, se nos quisermos limitar às regiões funcionais lineares, 
renunciando it concepção de um espaco funcional analítico universal, 
as referidas dificuldades resolvem-se imediatamente, adoptando um novo 
conceito de (cfunção analítica», que ocupa, por assim dizer, uma posição 
intermédia entre o conceito de (<função localmente analítica» de F A�­

TAPl'IE e o de (<função analítica» de VVEIERSTRASS. Dadas duas fun­
ções f(z) , f* (z) pertencentes a (C), digo que as funções f, f* são 
equivalentes a 'respeito do conjunto C, se, e só se, existe pelo menos 
urna terceira função f** pertencente ainda a (C), de que as duas 
primeiras sejam prolongamentos 1 (isto é, tal que o domínio de definição 
D** de f** esteja contido nos domínios de definição de f e de f*, 
e se tenha f(z)=f* (z),.-f** (z) sobre D**). Esta relação de equiva­
lência goza manifestamente das propriedades ref lexiva, simétrica e 
transitiya e, deste modo, as funções pertencentes a (C), que são equi­
valentes a uma dada funçã,o pertencente ainda a (C), definirão uma 
entidade - o abstracto ou a classe dessas funções - a que chamo <dun­
ção analítica ligada a C». Por outro lado, designo por espaço funcional 
analítico Õ [C] o c,onjunto ele todas as funções analiticas ligadas a C. 

No conjunto Õ [CJ podemos agora introduzir, de maneira natural, os 
conceitos de «soma de dois elementos» e de «produto dum elemento 
pur um número complexo», com os quais Õ [CJ se torna um espaço 
\"ectorial. No caso, de o conjunto. C ser constituído pelo círculo com 
centro na origem e de raio r (círculo- que se reduz à origem para 1'=0), 
o espaço yectorial Õ [C] resulta 'isomorfo ao espaço $ [r J de PI�CHEI{LE. 

O novo conceito aprese�lta-se, portanto, como a extensão mais natural 
du conceitu de espaço funcional $ [1·J. Com ele se evitam, por um lado, 
os inconvenientes da pluriformidade inerentes ao conceito weierstras-

1 Este conceito de equivalência está já de certo modo implícito na teoria dos 
funcionais analíticos, quando se impõe a todo o funcional analítico F a conclis�ão 
(I Frrl = F9t, se 91 é ]J1'% nga'l'/zento de 9".!». .Mas é claro que esta condição não pode 
extenuer-se ao conj u'nto dE: todas as funs�ões Joc�'mepto .analíticas, porque tal seria 
recair no conceito wcicrstrassiano. 
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siano e, por outro ludo, as inúteis considerações sobre os domínios de 
definição das funções localmente analíticas, que tanto embaraça:m a 
exposição de F ANT APPIE. 

�fas podemos também definir em Õ [C] um natural conceito de 
«limite», que se revelará depois particularmente fecundo. Diremos 
que uma sucessão CPo, 'PI , .. '. , SOn , . . . de, elementos de Õ [C] converge 
para um determinado elemento � de � [C], e escreveremos então 
� = Lim ln , quando existir um comum domínio de holomorfia das funções 

n 
CPo, CPI , 

. . •  
, �n , ... , que contenha C no interior e sobre o qual a 

funçfw 9n (z) tenda uniformemente para � (z), quando n- 00. Este 
conceito de «limite» encontra-se já implícito numa nota de RENATO 
CACCIUPOLI 1, em que a expressflO gerai dos funcionais lineares 
conUnuos 2, definidos num espaço funcional analítico, é deduzida de 
conhecida fórmula de F. RIESZ relativa à representação dos funcionais 
lineares contínuos definidos num espaço de funções continuas. Todavia 
CACCIOPOLI nflO chega a formular, como fazemos aqui, o conceito de 
«função analítica ligada a um conjunto»: para edtar os inconvenielltes 
da pluriformidade, ele propõe uma solução diversa. 

Um facto notável que desde logo se observa é o seguinte: l) con­
ceito de «função analítica dependente anallticamente dum parâmetn))), 
sobre o qual assenta, como vimos, toda a teoria dós funcionais anali­
ticos, deixa-se exprimir inteiramente nos conceitos \'ectoriais de «soma» 
e «produto escalar», ampliados com o anterior conceito do «limite». 
Eis como tal pode ser realizado: consideremos um espaço, � [CJ , 

e suponhamos que, para cada À situado num conveniente dominio D do 
plano-esfera, 'PÀ (z) representa um determinado elemento de � [C]; dire­
mos que <PÀ depende analíticamente de À, ou que é função anahtica de 
À, num ponto próprio ÀIl de D, quando, numa vizinhança de lo, se 

n 
tiver 9À=Lim�(À-ÀoY'fi, designando por 'PO,'Pj," ',tpn,'" elementos 

n i=O . 

determinados de � [C J; e diremos que (!\ é função ana1ítica de À no 
ponto 1.=00 (supondo que êste ponto pertence a D), se o/tn: é função 
analítica de I. no ponto ). =0. Ora esta definição de «função analítica 
dependente analiticamente dum parâmetro») resulta equivalentei:t primi­
tiva, à parte a distinção que fizemos entre «função localmente analitica» 
e «função analitica ligada a um conjunto». 

Deste modo, toda a teoria dos funcionais analíticos poderá ser desen­
volvida a partir dos referidos conceitos de «soma», «produto escalar» 

1 CACCIOPOLI (I). 
2 No § 1 serão recordadas as noções de ((operador linear» e llc «operador contínuo», 
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como soma de uma infinidade de espaços de BANACl! - e é possível 
extender os resultados precedentes às transformações dum espaço fun­
cional analítico � [O] sobre um segundo espaço funcional analítico � [O*J 
ou, mais geralmente, sobre um espaço S que se exprima como soma 
de infinitos espaços de BANACH. Esta extensrLO será feita somente 
no § 4. É de notar que FANTAPPI� estuda os operadores que trans­
formam fu nções em funções sempre sob a forma de funcionais mtstos, 
chamando «funcional misto» a toda a transformação 10 = Fz [cp (z) , tJ, 
em que se faz corresponder um número 10 a cada par constituído por uma 
fun�'ao q; (pertencente a um dado espaço S) e por um número t 
(pertencente a um dado domínio D). É claro que, se, na expressão 
10 = F z [cp (z) , t), fixarmos a função ep, a variável 10 ficará a ser função 
exclusiva de t; dêste modo, a cada função cp € S ficará a corresponder 
uma determinada função w =-f(t) , definida no domínio D. Mas tal 
não é o instrumento adequado para est'Udal' as tranfV0l'mações de � [O] 
sobre � [O*J) por isso que as fWJ1çõe8 pertencentes (J, � [O*J não ,se podem 
'referir todas a 'Um mesmo domím'o D, 

Os resultados anteriores permitem apresentar, com mais ampla pro­
jecção e de maneira mais sugestiva, o cálculo operacional instituído 
por FANTAPPI�. Seja S um espaço de BANACH complexo ou) mais 
.r;era/mente, um espaço que .�e possa exprimi'r como soma de infitâtos 
e.paços de BANACH complexos,. e representemos por A (S) o conjunto 
de todas as transformaçõe� lineares (mas não necessàriamente con­
tínuas!) do espaço S sõbre si mesmo. Propunhamo-nos então resolver 
o seguinte problema: dada uma transformação F pertencente a A (5) 
e supondo que o conjunto fechado O não contém o ponto impróprio, 

associar a cada função cp pertencente a l! [OJ uma transformação <p (F) 
contida ainda em A (5), de modo que sejam verificadas as condições 
seguintes: 

1) Se � (z) == z, então <p (F) = F ; 
2) Se cp (z) == a (sendo a uma constante numórica qualquer), então 

cp (F) = a; 

3) Se X=cp+�, O=cp.�, então X(F)=�(F)+�(F), O(F)=Cf>(F)· ep(F); 

4) Se �=Lim epn, então � (F)=Lim <pn (F) . 
n n 

(Serão dadas duas definições diyersas de «limite duma sucessão (Fn) 
de operadores», conforme se tratar ou não de operadores contínuos). 

Pois bem: Condição necessária e suficiente para que tal problema 
!�fJa resolúvel é que o operador (),-Ftt �eja uma função de À, u.ntvo-
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camente d�finz'da e analítica no complementar do conjunto C; em tal 
hipóte8e, a solução é única ,e dada pela fórmula : 

(1) 

em que r representa a fronteira, devidamente orientada, du?n cOlH.:erl'lente 
domínio de holomorf1'a de 0/. (O significado do termo «analítico», que 
figura neste enunciado, deriva do anterior conceito de «limite duma 
sucessão de elementos de A(S)). O mesmo se diga do integral aqui 
considerado ) . 

A fórmula (1) já tinha sido estabelecida por F ANTAPPII� no caso de S 
ser um espaço cartesiano a n dimens(")es 1; a sua extensão a operado­
re� lineares em espaços S com infinitas dimensões foi sugerida em 1922 
por E.CARTAN 2. Esta extensrlO pode considerar-se feita por LORCH 
e por 'DuNFORD 3 no caso em que S é um espaço de BANAcn complexo 
e F 'uma transfor'1naçi'io linear contínua (ou limitada) de S sobre si meSmo. 
Todavia, no presente trabalho, a hipótese da continu'idade nIio é 
para tal efeito indispensável, e o espaço S pode mesmo não ser um espaço 
de 'BANACH. 

É ainda de notar que DUNFORD não chega a deduzir a fórmula (1) 
a partir das condü;ões 1) a 4): limita-se a demonstrar que, adoptando 
essa fórmula, a condição 3) é verificada. Além disso, a definiçflOde 
limite duma sucessão de operadores é dada então directamente a partir 
da noção de «norma», tal como será adiante precisado, 

Ora um outro resultado que me foi possível estübelecer e me parece 
digno de nota é o' seguinte: Sejam S um espaço de BANACH complexo 
e Fuma trmisforrnação rinear contínua de S sobre si mesmo,. seja por 
outro lado q> uma função pe7'tencente ao espaço 'Õ [C], Então, supondo 
que C contém o e.pectro de F (isto é) o conJnnto dos valores de À para 

00 1 
os quais (À - Ft1 não ereiste)) a fórmula 0/ (F + II) = � -, Hn 'f<n) (F) 

n=O n, 
é válida) de aC07·do com (2), para toda a transformaçào linear contí­
nua H de S sobre si mesmo, tal que I H I < o) sendo <3 a distânc'ia entre 
o espectro de F e o conjunto das singularidades de 0/. 

1 FANTÚPIE (III), 
2 Em carta a GIORGI. Veja-se GIORGI (I). 
3 LORCH (I) e DUNFORD (I). Só recentemente tive conhecimento destes trabalhos, 

através da notícia, dada em Mathematical RelJi'ews (Maio' de 1947), da minha nota 

Sull' Analisi funzionale lineare nel campo delle funúom· anal-il'iche. 
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A importância deste resultado está em que ele· estahelece a ligação 
entre o cálculo operacional baseado na fórmula (2) e a teoria das funções 
analíticas em anéis comutativos normados institui da por LORCH 1. 

Uma particular atenção é ainda dedicada ao caso das funções anali­
ticas de mais de uma variável e à questão dos pontos impróprios 
para tais funções. 

No último parágrafo é abordado o estudo dos operadores não lineares. 
O conceito de an�liticidade pode então ser definido de vários modos, 

possIvelmente nitO equivalentes .. Limito-me a aflorar o problema, mos­

trando as suas dificuldades, mais do que resolvendo-as. 

Os resultados aqui expostos já se encontram em grande parte enun­

ciados, com ou sem demonstração, numa memória minha, ainda inédita, 
apresentada em .Junho de 1046 à «Accademia dei Lincei») juntamente 
com uma nota, já publicada, que resume essa memória 2. Todavia, não 
só aqui são apresentados re::,ultados inteiramente novos e as demons­

traç{>es de muitos outros, apenas enunciados naquela memória, como 
ainda a coordenaçtio das matérias é completamente refundida. 

§ 1. NOÇÕES PRÉVIAS 

Este parágrafo tem como objectivos, não só fixar a terminologia e 

as notações aqui adoptadas, como ainda fornecer, ao leitor menos fami­
liarizado com a Análise geral, várias noções indispensáveis à compre­
ensão do que se segue. 

1. Espaços vectoriais 3: Por «espaço vectorial relativo ao corpo 
complexo, K» ou, simplesIl:lente, por «espaço vectorial complexo», enten­

demos todo o conjunto S de elementos u, v , ... de natureza qualquer, 
a respeito dos quais sejam definidas duas operações - adição e multi­
plicação eScalar - de acordo com os seguintes preceitos: 

I) A adição é uma operação que faz corresponder a cada par de 
elementos u, v de S um determinado elemento de S, chamado sorna 
de u com v e representável por u+v -de modo a serem verificadas as 
propriedades: 

1 LORCH (II). 
2 Sull'Analisi junzionale lineare nel campo delle junz1:oní analitiche, Rend. Accad 

Lincei, giugno, 1946. 

3 Para um maior desenvolvimento, podem ver-se, por exemplo, Von .NEtTMANN (1), 
J ULIA (I) e Van Der VV AERDEN (I). 
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1) O espaço hibertiano complexo K(C�\ que se. pode considerar como 
o conjunto de todas as sucessões infinitas (Zj' Z'l.' ... , Zn , . . .  ) de números 

00 

complexos, para as quais a série lJ I Zn rt resulta convergente, tendo-se 
nzol 

por definição: (Zl"'" Zn," :)+(z;, . . . , z�". ')=(Zt+z:, . . . , zn+Z:�, . •  
' ) , 

a· (zJ' . . . ,Zn," -) = (az.,·.:, azn,···), I (z. , " ' , zn,"') I = � / � I Zn 11 • 

. V n=1 

2) O conjunto � de todas as funções complexas f(t) da variável1'eal 
( ou complexa), definidas num mesmo dOIuínio fechado D e· cont'ínuas 
nesse domínio; dando às expressões «soma de duas funções» e «produto 
duma função por um número complexo» o significado que usualmente 
lhes é atribuído, e chamando norma ou comprimento duma dada função 
f E �, ao máximo valor .absoluto de f (t) no domínio D; isto é, em 
simbolos : 

I fi = max I f (t) I , para t E D. 

3. Espaços métricos e espaços (L) vectoriais. ])('f. lV D. Seja S 
um espaço vectorial normado: chama�se distancia entre dois qualsquor 
elementos u, v de S ao número positiv o  o (u, v) = I u-v I. 

O operador õ assim definido verifica manifestamente as seguintes 
condições (implicadas pelas condições � a � e Ji� a V;): 

DI' o (u , v) > O, se u =1= v ; 

D'.!. Õ (u , v) = O, se u = v ; 

Da. O (u, v) = Õ (v ,u), quaisquer que sejam u,v E S (simetria) ; 
D4' o (u, v) < a (u, w) + d (w, v) , quaisquer que seJam u,v,W E S 

(desigualdade t1·iangular). 

Generalizando, é-se conduzido ás duas seguintes definições: 

Def. D. Chamà-se espaço métrico a todo o conjunto S de élementos 
u, v, . . . de natureza qualquer, no qual, a cada par de elementos u, v , 

se considere associado, de acordo com as cond'ições DI a D4' um número 
� (u, v) , chamado distância entre u e v.1 

1 É claro que não se põe aqui a hipótese ;:le S ser um espaço vectorial. É pre­
ciso não perder de vista que a metrização de S, isto é, a atribuição do número 8 (u, v) 
a cada par de elementos u, v de S, pode ser feita de modo inteiramente arbitrário, 
independente de quaisquer considerações intuitivas sobre o conceito de «distância )) 

- contanto que sejam verificadas as condições Di a D4' De resto, análogas obser­

vações se podem fazer a respeito de todas as noções de Análise geral, como as de 
«soma», « produto escalan> e «norma», já consilleradas, e outras que serão aqui defi­

nidas: . «limite», «vizinhança)), etc. 
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Ora é de notar que este conjunto m constitue também um espaço 
vectorial a respeito das noções usuais de « soma de duas funções» e de 
«produto de uma função por um número real» ; e que tais operações 
resultam contínuas a respeito da noção de «limite» definida em DI-­
isto é, ter-se-à: 

Lim(fn + g n) =Limfr� +Lim gn; Lim (a.fn)=aLim.��, 
n n n n n 

quaisquer que sejam as sucessões convergentes (fn) , (gn) de elementos 
de DI, e o número real a. Pois bem: 

I)�f. L V. Daremos o nome de espaço (L) vectorial a todo o espaço 
vectorial que seja ao mesmo tempo um espaço (L), em que as duas 
operações vectoriais - adição e multiplicaçtlO escalar - resultem con­
tín u as a respeito da noção de (limite» própria desse espaço. 

Tendo em vista as condições Nt a �, é evidente que todo o espaço 
vectorial normado se torna, com as Def,s ND e DL, um espaço (L) 
vectorial. 

4. Espaços métricos completos e espaços de BANACH. Recorde­
mos que, tanto nos espaços cartesianos, como no espaço hilbertiano, é 
válido o critério de convergência de CAUCIIY-BoLZA�O: Condição neces­
sária e liuficiente para que uma sucessão (Un) seja convergente é que, a 
todo o E> O 

J se possa fazer corresponder 'um intéro N e, de modo que 
se tenha: 

o (up, Uq)<E, quaisquer que .��jarn p, q > Ne• 

Para exprimir este facto, costuma dizer-se que os referidos espaços 
métricos são completo8. 

l\1as recordemos, por outro lado, que a noção de «distância» foi 
introduzida em tais espaç.os a partir duma noção de «norma», conforme 
a Def. ND (n.o 3). Pois bem: 

Def. B. Chamaremos espaço de BA�ACH a todo o espaço (L) vecto­
rial, cuja noçtw de «limite» se possa deduzir (confornle as Defs. ND e 
DL) de uma noção de «nornUL» , definida nêsse espaço de modo quo 
nele sejam válidas, não só as propriedades N. a �, mas ainda o cri­
tério de convergência de CAUCHY 1 • Um espaço de BA�ACH dir-se-à 

1 Em tudo o que segue, falando de cEpaçoR de BANAcn, quando nada se diga em 
contrário, admitiremos que cm tais espaços é já definid a uma noção de (<norma», 

entre todas as que conduzem à mesma noção ue (dimite») e verifieam o critério de 
convergência de O.AUCHY 
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Então, se F representa uma transformação linear do espaço K" sobre si mesmo, 
deverá ter-se: 

ou seja ainda, pondo Fei=et U=l, 2, . . .  � n) : 

(1) 

Vê-se portanto que, utilizando esta fórmula, o operador F fica perfeitamente 
determinado, uma vez conhecidos os vectores et em que são por êle transformados 
os vectores de base ei' Reciprocamente, é fácil ver que, tomados ao arbitrio os 
vectores e/" (1:=1, 2,· . - ,n) no espaço KiI, o operd.dor F definido por (1) constitue 
uma transformação linear de IC sobre si mesmo. I� portanto (1) a expressão geral 
procm-ada. 

Representando por a�, CLá , • - • ,a�, as componentes do vector ei� (i = 1 ,2, . . .  ,17,) e 
por zt, z;t , - .. ,z,7 as componentes do vector Fu, a igualdade vectorial (1) será 
equivalente ao sistema de equações cartesianas: 

" 
(1 *) z/' = � CL:, Zi (k = 1 , 2 , . . .  , 11,) , 

;=1 

e portanto o operador F ficará univocamente determinado pelo quadro ou matriz 
dos coeficientes cLI, dos Zi em tal sistema, podendo escrever-se simbolicamente 
F I i I = j a'tj ' 

É depois fácil demonstrar que toda a transformaçao lineal' do espaço K" sobre ei 
mesmo é contínua. lVlas o mesmo já nao se JiOcle dizer quando se trate de espaços a 

1:nfinitas dimensões. 

6. Soma e produto de duas transformações_ Anéis e corpos. 
Seja 5 um sistema vectorial e sejam F, G duas transformações uní­

vocas de S sobre si mesmo: 

1) Chama-se produto de F por G, e representa-se por FG, o ope­

rador que faz corresponder a cada elemento u de 5 o elemento F' (Gu) 
também de 5; ou seja, em símbolos: 

(FG) u = F (Gu) , para todo o u E 5 . 

2) Chama-se soma de .F" com G, e representa-se por F + G, o ope­

rador que faz corresponder a cada elemento u de 5 o elemento Fu+ Gu 
de S; isto é, em símbolos: 

(F+G)u=Fu+Gu, para todo o ue5. 

Representemos agora por A (5) o conjunto de todas transformações 
, 

lineares do espaço 5 sobre si mesmo. E fácil então constatar os 
seguintes factos: 

I) A soma de dois elementos de A (5) é um determinado elemento 

ainda de A (5), sendo além disso verificadas as propriedades: 
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E R R A T A  * 

Pág . Unhas Onde est' Oeveria Ist.r 

12  1 e fi 1 )  , 2) (),) , b) 
24 9 5 A c  (5) 
32 30 (substituir os p arênteses cur v o s  por colchetes) 
42 19 u = f  (),) UÀ = f (À) 
47 1 9  f (zo) u 
47 19  dis t (z , z..,) < 8 . d i s t  (z , 1.,0) < � , z=l=,"!tJ . 
48 28 aberto conexo e a berto 
64 8 [o primeiro integral deve ser precedido de  (2r;i)-I ] 
75 11  e (1 
76 10  funcional integral 
77  12  3 /  CJJ f 
7 9  19  h @ (h) I h h (h) 
79 30 são não 
94 6 � Ct) dt -r. (t , y) dt 

1 1 2 24 A (t t to) B (t , to) 
1 25 29 W [C] � [CE] 

.. D e I x a- i ii!  a o  c u i d ad o  do l eito r a c o rrecção de erros menQi imp o rta ntes . 
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