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AS FUNCOES ANALITICAS E A ANALISE FUNCIONAL

por J. SEBASTIA0 E SILVA

INTRODUGAO

Um primeiro conceito de «espago funcional analitico» é aquele con-
siderado por PINCHERLE!:

Fixado um nimero r tal que O <r <+ oo, designemos por §[r] o
conjunto de todas as séries de poténcias de z cujos raios de conver-
géncia sio maiores do que r. Chamando, como é natural, soma de

duas séries X a,z*, 2 byz", d série X (a, + b)z*, e produto dum

n=0 n=0 n==0
[e 2] o0
nimero complexo k por uma série 2 a, z", a série 2 (kay)z", teremos
n=0 n=0

em 3{r] um exemplo manifesio de espac¢o vectorial complexo 2.
Recordemos, por outro lado, que cada uma das séries pertencentes
ao conjunto S[»] define, com todos os seus possiveis prolongamentos
analiticos, uma determinada funcio analitica no sentido de WEIERSTRASS,
podendo contudo acontecer que duas séries distintas pertencentes a
$[r] determinem a mesma funcio analitica no sentido weierstrassiano -—
— a qual, neste caso, sera naturalmente pluriforme. Assim por exem-

plo, a funcéo analitica Vitz corresponde a trés elementos distintos
do espago §[3], visto que ¢ representavel, em torno da origem, por
trés séries de potencias de z distintas entre si, cujos raios de conver-
géncia sio iguais a 4.

Todavia PiNCHERLE ndo chegou a introduzir nestes espacos funcio-
nais nenhum particular conceito de «limite» (apenas ai utilizou implici-
tamente o conceito de convergéncia pontual), o que o impediu de tirar
maior partido da sua teoria das operacdes distributivas.

1 Veja-se na lista bibliografica PinceerLE e Amarpr (I). A notagdo e a termino-
logia aqui usadas n3o sdo as mesmas de PincarrLE.

2 No § 1 é recordada a defini¢do de «espago vectoriale, bem como a de virios
outros conceitos de Andlise geral.
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Prosseguindo o estudo da Analise funcional no campo das fun¢des
analiticas, Luicr FANTAPPIE procurou suprir esta falta de um conveniente
conceito de «limite», com o conceito de «fun¢iio analitica dependente
analiticamente dum «pardmetro», que lhe permitiu estabelecer os princi-
pais resultados da sua teoria dos funcionais analiticos!. Diz-se que
uma fungho analitica de z, da forma o(z,«), depende analiticamente
do pard&metro o, quando ¢(z,«) é func¢io analitica das duas variaveis
z,a. Suponhamos que, enquanto « varia sobre um conveniente domi-
nio D, 9(z,2) é uma fungio analitica de z pertencente a um dado
espaco funcional S e dependente analiticamente de «: podemos entdo
dizer, segundo a terminologia de FaANTAPPIE, que, ao variar de « sobre
D, a funciio ¢(z,¢) descreve uma linha analitica no espaco S. Seja
agora I um funcional definido no espaco S, isto é, um operador que,
a eada fungdo 9(z) situada em S, faca corresponder um determinado
numero complexo w=F,[¢(2)] (a letra z escrita como indice de I' tem
por fim indicar que » nio depende da variavel z, mas unicamente da
variavel ¢); pois bem, diz-se que o funcional I' é analitico, quando,
aplicado a uma fun¢do de z, 9(z,2), dependente anatiticamente do para-
metro « (de modo a definir uma linha analitica em §), a transforma
num némero f(a)=F,[v(z,«)], que é ainda funciio analitica de «.

Por outro lado, FaNTAPPIE procurou ampliar o mais possivel o con-
ceito de espaco funcional analitico, de modo a aumentar as possibilidades
de aplicaciio da sua teoria. A maior dificuldade que se opde a tal
ampliaciio consiste na existéncia de fnngées pluriformes, o que induz
desde logo a por de parte o conceito weierstrassiano de fun¢io ana-
litica —— como de resto ja tinha feito PINCHERLE, considerando séries em
vez de fung¢des. I'ANTAPPIE procurou resolver esta dificuldade, tomando
para elementos do seu espa¢o funcional analitico as entidades por éle
denominadas «funcdes localmente analiticas» :

Seja D um dominio aberto do plano-esfera, fixado com absoluta
arbitrariedade, e seja w=—f(2) uma qualquer funcio complexa da
variavel complexa, univocamente definida e analitica® (ou, como tam-
bém se diz, kolomorfa) no dominio D. Se considerarmos 1) como o

1 Veja-se Fanrarems (I e II).

2 Recordemos que a fungdo f(z) se diz analitica num ponto z, préprio, quando
¢ desenvolvivel em série de poténcias de z—z, numa vizinhanga de z,; e analitica
no ponto z=o0, quando a fung¢fo f(1/z) é analitica no ponto z=0. Por outro lado,
a fungdo f(2) diz-se monogérnea num ponto proprio quando admite derivada nesse
ponto; e monrogénea no ponto z=oco0, quando a fungdo f (1/z) o é no ponto z=0. Final-
mente, demonstra-se que a classe das fun¢des que sdo analiticas nos pontos dum con-
junto aberto coincide com a classe das fun¢des monogéneas nos pontos desse conjunto.
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dominio de existéncia de f(z) —mesmo que a funciio f(2) seja prolon-
gavel analiticamente a um dominio mais amplo — diremos que f(2) cons-
titue (assim ligada a D) uma fungdo lfocalmente analitica. Nestas
condigdes, duas fungdes localmente analiticas f, f* serlo distintas, logo
que os respectivos dominios de existéncia D, D* sejam distintos,
mesmo que estes se intersectem e que os valores de f(z) e f*(2) coin-
cidam sobre a intersecciio D N D*. Por outro lado, nada impede que
.0 dominio de existéncia, D, da fungio localmente analitica f(z) seja
desconexo e que as funcdes f,(z), f,(2), -+, que representam f(z) sobre
cada uma das componentes! D, ,D),,... do dominio D, sejam inde-
pendentes entre si, podendo assim acontecer que nd3o seja possivel
passar de umas para outras por prolongamento analitico e que, por-
tanto, essas func¢des definam func¢des analiticas distintas, no sentido de
WEIERSTRASS.

Todavia, este conceito de espago funcional analitico ndo é ainda isento
de inconvenientes. Assim, por exemplo, para poder falar de «soma»
ou de «produto» de duas fungdes localmente analiticas (sem cair no
puro arbitrio), necessario se torna, primeiro que tudo, que os dominios
de existéncia de tais fungdes tenham pelo menos uma parte comum.
Representemos por Q o plano-esfera (isto é, o plano da variavel com-
plexa ampliado com o ponto ) e seja C um qualquer sabconjunto de Q,
fechado, ndo vazio e ndo coincidente com : ao conjunto de todas as
func¢des localmente analiticas cujos dominios de existéncia contém C (e que
se anulam no ponto impréprio, se este pertence C), chama Faxrappik
regio funcional linear, o representa-o por (C). T & volta deste con-
ceito de «regiiio funcional linear» que se desenvolve substancialmente
toda a teoria dos funcionais analiticos, com a intervencio dos conceitos
de «soma» e «produto» de funcdes.

Nio esquegamos porém que a soma ou o produto de duas funcdes
localimente analiticas devera ser ainda uma funcio localmente analitica
que, como tal, ndo pode deixar de ter um determinado dominio de exis-
téncia. Liste poderia ser, por exemplo, a intersec¢io dos dominios das
fungdes dadas; mas 6 facil ver que, seja qual f6r o modo como se
procurc fazer a escolha desse dominio de existéncia, o conjunto (C)
nunca podera ser um grupo aditivo —nem podera ser portanto um
espaco vectorial®.

1 Chamam-se componentes dum conjunto A os subconjuntos conexos mdximos em
que A se decompde. I:te conceito é recordado no § 1, n.° 13.

2 Com efeito, dadas duas fung¢des localmente analiticas f) (z), f>(z), tais que o
dominio de f;(2) contcnlia pontos estranhos ao dominio de fj(z), ndo baverd
penhuma fungdo ¢ (z) tal (que fi+9=/2-
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Uma outra dificuldade, mais substancial do que a anterior, apresen-
ta-se com o problema da defini¢io duma conveniente estrutura topolo-
gica no conjunto das func¢des localmente analiticas. O conceito de
«vizinhanga», introduzido por FANTAPPIE no seu espago funcional, ndo
parece susceptivel de utilizagio proficua: toda a teoria dos funcionais
analiticos se pode desenvolver, no que tem de essencial, sem a inter-
vencio de tal conceito. Em particular, este niio permite definir um
adeyuado conceito de «limite» para as sucessdes de fungdes. E é ai,
precisamente, que deve estar a origem da sua pouca fecundidade.

Ora bem, se nos quisermos limitar as regides funcionais lineares,
renunciando a concepc¢iio de um espaco funcional analitico universal,
as referidas dificuldades resolvem-se imediatamente, adoptando um novo
conceito de «fungio analitica», que ocupa, por assim dizer, uma posicio
intermédia entre o conceito de «funcio localmente analitica» de Fax-
Tarril: ¢ o de «funciio analitica» de WEIERSTRASS. Dadas duas fun-
¢des f(2), f*(2) pertencentes a (C), digo que as fungdes f, f* siio
equivalentes a respeito do conjunto C, se, e s6 se, existe pelo menos
uma terceira fungio f** pertencente ainda a (C), de que as duas
primeiras sejam prolongamentos?® (isto €, tal que o dominio de defini¢iio
D** de f** esteja contido nos dominios de definicio de f e de f*,
e se tenha f(2)=f*(z)=f**(z) sobre D**). Esta relacio de equiva-
léncia goza manifestamente das propriedades reflexiva, simétrica e
transitiva e, deste modo, as fung¢des pertencentes a (C), que sio equi-
valentes a uma dada funciio pertencente ainda a (C), definirio uma
entidade — o abstracto ou a classe dessas fungdes — a que chamo «fun-
¢io analitica ligada a C». Por outro lado, designo por espaco funcional
analitico F[C] o conjunto de todas as fungdes analiticas ligadas a C.
No conjunto §[C] podemos agora introduzir, de maneira natural, os
conceitos de «soma de dois elementos» e de «produto dum elemento
por um namero complexo», com os quais F[C] se torna um espaco
vectorial. No caso de o conjunto C ser constituido pelo circulo com
centro na origem e de raio » (circulo que se reduz a origem para »=0),
o espaco vectorial §[C] resulta ¢somorfo ao espago $[r] de PINCHERLE.
O novo conceito apresenta-se, portanto, como a extensio mais natural
do conceito de espacgo funcional §[+]. Com ele se evitam, por um lado,
os inconvenientes da pluriformidade inerentes ao conceito weierstras-

1 Iiste conccito de equivaléncia cstd ji de certo modo implicito na teoria dos
funcionais analiticos, quando s¢ impde a todo o funcional analitico I a condi¢o
«Fo,=l'g,, se o, ¢ prolongamento de ,». Mas ¢ claro que esta condi¢do n3o pode
extender-se ao conjuhto de todas as fung¢des localmente analiticas, porque tal seria
recair no conceito welerstrassiano,
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siano e, por outro lado, as indteis consideragdes sobre os dominios de
defini¢io das funcdes localmente analiticas, que tanto embaracam a
exposicio de FaxTaprpIE. '
Mas podemos também definir em §[C] um natural conceito de
«limite», que se revelara depois particularmente fecundo. Diremos
que uma Sucessio @y, ,,---, %, -- de elementos de F[C] converge
para um determinado elemento ¢ de F[C], e escreveremos entio
{=Limg, , quando existir um comum dominio de holomorfia das func¢oes
n

Pos Py vy Puy- -+, que contenha C no interior e sobre o qual a
funciio ¢, (2) tenda wuniformemente para ¢(z), quando n—»o. Este
conceito de «limite» encontra-se ja implicito numa nota de Rrxaro
Caccioronr!, em que a expressio geral dos funcionais lineares
continuos?, definidos num espago funcional analitico, é deduzida de
conhecida formula de I'. Riesz relativa & representacio dos funcionais
lineares continuos definidos num espago de fungdes continuas. Todavia
CaccroroLl nio chega a formular, como fazemos aqui, o conceito de
«funciio analitica ligada a um conjunto»: para evitar os inconvenientes
da pluriformidade, ele propde uma solugio diversa.

Um facto notavel que desde logo se observa é o seguinte: o con-
ceito de «funciio analitica dependente analiticamente dum parametro»,
sobre o qual assenta, como vimos, toda a teoria dos funcionais anali-
ticos, deixa-se exprimir inteiramente nos conceitos vectoriais de «somay
e «produto escalar», ampliados com o anterior conceito de «limite».
Eis como tal pode ser realizado: consideremos um espago & [C],
e suponhamos que, para cada A situado num conveniente dominio D do
plano-esfera, ¢, (2) representa um determinado elemento de §[C]; dire-
mos que 9, depende analiticamente de }, ou que é fungdo analitica de
A, num ponto proprio A, de D, quando, numa vizinhanga de 7,, se

n
tiver 9, =Lim X (A—1,) 9;, designando por 9,,9,, --,9,,--- elementos
n =0

determinados de §[C]; e diremos que v, é fungdo analitica de } no
ponto 2=co (supondo que éste ponto pertence a 1), se 9, é fungiio
analitica de 2 no ponto 2=0. Ora esta defini¢io de «funciio analitica
dependente analiticamente dum parametro» resulta equivalente a primi-
tiva, & parte a distincio que fizemos entre «funcio localmente analitica»
e «funciio analitica ligada a um conjunto». ’

Deste modo, toda a teoria dos funcionais analiticos podera ser desen-
volvida a partir dos referidos conceitos de «soma», «produto escalar»

1 Caccrororr (I).
2 No §1 serdo recordadas as nogdes de «operador linear» e de woperador continuo».
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como soma de uma infinidade de espagos de Baxacii—e é possivel
extender os resultados precedentes as transformacdes dum espago fun-
cional analitico F[C] sobre um segundo espaco funcional analitico §[C*]
ou, mais geralmente, sobre um espago § que se exprima como soma
de infinitos espacos de DavacH. Ista extensiio sera feita sdmente
no § 4. I de notar que Faxrarriis estuda os operadores que trans-
formam fungdes em fungdes sempre sob a forma de funcionais mistos,
chamando «funcional misto» a toda a transformacio w=F,[9(2),¢?],
em que se faz corresponder um ndémero w a cada par constituido por uma
SJunc¢do =z (pertencente a um dado espago S) e por um wnimero t
(pertencente a um dado dominio D). 5 claro que, se, na expressio
w-=IF.[9(2),t], fixarmos a funcio o, a variavel w ficard a ser funcio
exclusiva de ¢; déste modo, a cada fung¢iio € $§ ficara a corresponder
uma determinada funciio w=f(¢), definida no dominio D. Mas tal
ndo é o instrumento adequado para estudar as transformacdes de §[C]
sobre §[C*], por isso que as fungies pertencentes a F[C*] ndo se podem
referir todas a wm mesmo dominio D .

Os resultados anteriores permitem apresentar, com mais ampla pro-
jeccio e de maneira mais sugestiva, o calculo operacional instituido
por Faxrtappik. Seja S um espaco de Baxacu complexo ou, mais
geralimente, um espago que se¢ possa exprimir como soma de infinitos
espagos de BANACH complexos; e representemos por A(S) o conjunto
de todas as transformagdes lineares (mas nio necessariamente con-
tinuas!) do espaco S sobre si mesmo. Propunhamo-nos entiio resolver
o seguinte problema: dada uma transformaciio F pertencente a A (S)
e supondo que o conjunto fechado C nio contém o ponto impréprios
associar a cada funciio ¢ pertencente a §[C] uma transformacgio ¢ (I)
contida ainda em A(S), de modo que sejam verificadas as condigdes
seguintes :

1) Se 9(z)==z, entio ¢(F)=F;

2) Se 9(z)=a (sendo a uma constante numérica qualquer), entiio
9(F)=a;

3) Se x=9+¢, 0=9-¢, entio y (F)=2(F)+¢(F), 0(F)=0o(F)- o(F);

4) Se y=Limy,, entio ¢ (I')=Limge,(F).

(Serdio dadas duas defini¢des diversas de «limite duma sucessio (F)
de operadores», conforme se tratar ou nio de operadores continuos).

Pois bem: Condigdo necessiria e suficiente para que tal problema
seja resolivel é que o operador (\—F)™" seja uma fungdo de %, univo-
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camente definida e analitica no complementar do conjunto C; em tal
hipétese, a solugdo é unica e dada pela formula :

1 [0
1) o) =5 | FoF
;

em que I' representa a fronteira, devidamente orientada, dum conveniente
dominio de holomorfia de ¢. (O significado do termo «analitico», que
figura neste enunciado, deriva do anterior conceito de «limite duma
sucessio de elementos de A(S)». O mesmo se diga do integral aqui
considerado).

A foérmula (1) ja tinha sido estabelecida por FaxTarrIi no caso de S
ser um espacgo cartesiano a n dimensdes !; a sua extensio a operado-
res lineares em espagos S com infinitas dimensdes foi sugerida em 1922
por K. Carrax 2. Ista extensiio pode considerar-se feita por LorcH
e por DUNFORD ® no caso em que S é um espago de Bavacn complexo
e F uma transformagdo linear continua (ou lémitada) de S sobre si mesmo.
Todavia, no presente trabalho, a hipdtese da continuidade ndo é
para tal efeito indispensdvel, e o espaco S pode mesmo ndo ser um espago
de BANACH.

E ainda de notar que DuNFORD nio chega a deduzir a formula (1)
a partir das condi¢des 1) a 4): limita-se a demonstrar que, adoptando
essa férmula, a condi¢io 3) é verificada. Além disso, a definiciio de
limite duma sucessdo de operadores é dada entio directamente a partir
da nogiio de «normanr, tal como sera adiante precisado.

Ora um outro resultado que me foi possivel estabelecer e me parece
digno de nota é o seguinte: Sejam S um espaco de BANACH complexo
e I wma transformag¢do linear continua de S sobre si mesmo; seja por
outro lado v uma fungdo pertencente ao espago §[C]. Entdo, supondo
que C contém o espectro de ¥ (isto é, o conjunto dos valores de )} para

=
os quais (\—F)™ ndo existe), a férmula ¢(F +1I) = X ;—,H” 7™ (F)
n=0 7¢ -

é valida, de acordo com (2), para toda a transformacdo linear conti-
nua H de S sobre si mesmo, tal que || < d, sendo 9 a distancia entre
o espectro de I e o conjunto das singularidades de ¢.

1 Fanraeeit (III).

2 Em carta a Giore1. Veja-se Giorer (I).

8 Lorcr (I) e Duxrorp (I). Sé recentemente tive conhecimento destes traballios,
através da noticia, dada em Mathematical Reviews (Maio' de 1947), da minha nota
Sull’ Analisi funzionale lineare nel campo delle funzioni analitiche.
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A importancia deste resultado estd em que ele estabelece a ligagio
entre o calculo operacional baseado na férmula (2) e a teoria das fungdes
analiticas em anéis comutativos normados instituida por Lorcu 1.

Uma particular atengiio é ainda dedicada ao caso das fungdes anali-
ticas de mais de uma variavel e a4 questio dos pontos impréprios
para tais fungdes.

No ltimo paragrafo é abordado o estudo dos operadores nio lineares.
O conceito de analiticidade pode entiio ser definido de varios modos,
possivelmente niio equivalentes. Limito-me a aflorar o problema, mos-
trando as suas dificuldades, mais do que resolvendo-as.

Os resultados aqui expostos ja se encontram em grande parte enun-
ciados, com ou sem demonstraciio, numa memoria minha, ainda inédita,
apresentada em Junho de 1946 & «Accademia dei Lincei», juntamente
com uma nota, ja publicada, que resume essa memoria®. Todavia, nio
sO aqui sio apresentados resultados inteiramente novos e as demons-
tractes de muitos outros, apenas enunciados naquela memdria, como
ainda a coordenaciio das matérias é completamente refundida.

§1. NOCOES PREVIAS

Este paragrafo tem como objectivos, niio sé fixar a terminologia e
as notacdes aqui adoptadas, como ainda fornecer, ao leitor menos fami-
liarizado com a Analise geral, varias nogdes indispensaveis a compre-
ensio do que se segue.

1. Espacos vectorigis®. Por «espago vectorial relativo ao corpo
complexo, K» ou, simplesmente, por «espaco vectorial complexo», enten-
demos todo o conjunto S de elementos u,v,-.. de natureza qualquer,
a respeito dos quais sejam definidas duas operacdes — adi¢do e multi-
plicagdo escalar — de acordo com os seguintes preceitos :

I) A adicdo é uma operagdo que faz corresponder a cada par de
elementos u,v de § um determinado elemento de S, chamado soma
de u com v e representavel por u+v —de modo a serem verificadas as
propriedades :

1 Loren (II).

2 Sull’ Analisi funzionale lineare nel campe delle funzioni analitiche, Rend. Accad
Lincei, giugno, 1946.

3 Para um maijor desenvolvimento, podem ver-se, por exemplo, Von Nevmaxy (I),
Juria (I) e Van Der Wakerbex ().
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1) O espago hibertiano complexo K™, que se pode considerar como
o conjunto de todas as sucessdes infinitas (z,,z,,---,2,,---) de nimeros

[
complexos, para as quais a série 2] |z,|' resulta convergente, tendo-se
n=1

por definicio: (2, -, 2n, -+ )+ (&, - y2n, - )=(2,-F2t, - 20420, ),

€0

D EN

n=1

a.(z”...’zn’...)_—:(az””.,agn’...)’ I(Z“...’z)”...)lz

2) O conjunto @ de todas as fungdes complexas f(t) da variivel real
(ou complexa), definidas num mesmo dominio fechado B e continuas
nesse dominio, dando as expressdes «soma de duas fun¢des» e «produto
duma fungiio por um nimero complexo» o significado que usualmente
lhes é atribuido, e chamando norma ou comprimento duma dada funcio
f€ 8, a0 maximo valor absolute de f(¢) no dominio D; isto &, em

simbolos :
| f| = max|f()|, para teD.

3. Espacos métricos e espagos (L) vectoriais. Def. ND. Seja S
um espaco vectorial normado : chama-se distancia entre dois quaisquer
elementos u,v de S ao numero positivo d(u,v) =|u—v]|.

O operador 0 assim definido verifica manifestamente as seguintes
condi¢des (implicadas pelas condicdes V, a N, e V, a I):

D,. d(u,v)>0, se u#v;

Dy. d(u,vy=0, se u=v;

D,. o(u,v)=4d(v,u), quaisquer que sejam u,v € S (simetria);

D, d(u,v)<d(m,w)+ 3(w,v), quaisquer que sejam u,v,w € S

(desigualdade triangular).

Generalizando, é-se conduzido 4s duas seguintes defini¢des :

| Def. D. Chama-se espago métrico a todo o conjunto S de elementos
u,v,-.. de natureza qualquer, no qual, a cada par de elementos u, v,
se considere associado, de acordo com as condighes D, a D,, um nimero
d(u,v), chamado distincia entre u e v.!

1 E claro que nfo se pde aqui a hipétese de S ser um espago veetorial. E pre-
ciso n3o perder de vista que a metrizagio de S, isto é, a atribuig¢@o do numero ¥ (u, v)
a cada par de elementos u,v de S, pode ser feita de modo inteiramente arbitrério,
independente de quaisquer consideragdes intuitivas sobre o conceito de «distincian
— contanto que sejam verificadas as condigdes Dy a Dy. De resto, andlogas obser-
vagdes se podem fazer a respeito de todas as nog¢des de Andlise geral, como as de
«soman, «produto escalar» e «norman, ja consideradas, e outras que scriio aqui defi-
nidas : ‘«limite», avizinhanga», etc.
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Ora é de notar que este conjunto Ji constitue também um espaco
vectorial a respeito das nog¢des usuais de «soma de duas funcgdes» e de
«produto de uma funcdo por um nimero real» ; e que tais operacdes
resultam continuas a respeito da nocdo de «limite» definida em R -—

isto é, ter-se-a :

Lim (fy,+¢»)=Lim f, + Lim g, ; Lim (e f,)=a Lim f,,

quaisquer que sejam as sucessdes convergentes (f»), (¢.) de elementos
de R, e o numero real a. Pois bem:

Def. LV. Daremos o nome de espago (L) vectorial a todo o espaco
vectorial que seja ao mesmo tempo um espago (L), em que as duas
operacdes vectoriais — adi¢do e multiplicagiio escalar — resultem con-
tinuas a respeito da nociio de «limite» propria desse espago.

Tendo em vista as condi¢des NV, a N,, é evidente que todo o espaco
vectorial normado se torna, com as Defs ND e DL, um espaco (L)

vectorial.

4, Espacos mélricos completos e espagos de BANACH. Recorde-
mos que, tanto nos espacos cartesianos, como no espaco hilbertiano, é
valido o critério de convergéncia de Caucuy-BorzaxNo: Condigdo neces-
saria e suficiente para que uma sucess@o (u,) seja convergente é que, a
todo o ¢>0, se possa fazer corresponder um inteiro Ne, de modo que
se tenha :

d(up,u,)<e, quaisquer que segjam p,q > N;.

Para exprimir este facto, costuma dizer-se que os referidos espacos
métricos siio completos.

Mas recordemos, por outro lado, que a nogio de «distancia» foi
introduzida em tais espagos a partir duma no¢io de «norma», conforme
a Def. ND (n.° 3). Pois bem:

Def. B. Chamaremos espago de BaNacH a todo o espago (L) vecto-
rial, cuja nocio de «limite» se possa deduzir (conforme as Defs. ND e
DL) de uma nogiio de «norma», definida nésse espago de modo que
nele sejam validas, ndo so as propriedades N, a N,, mas ainda o cri-
tério de convergéncia de CaucHy!. Um espaco de BaNacH dir-se-a

1 Em tudo o que segue, falando de espagos de Banaci, quando nada se diga em
contrario, admitiremos que em tais espagos é ja definida uma no¢do de «norman,
entre todas as que conduzem 3 mesma no¢do de «limiten e verificam o critério de
convergéncia de Caucuy
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Entfo, se F representa uma transformagfo linear do espagco K" sobre si mesmo,

devera ter-se:
Fu==z Fe, +2zFe,+---+2,Fe,;

ou seja ainda, pondo Fe,=e (/1=1,2,---,n):
1) Fu:?lel*+z§ez#+""l"znef-

Vé-se portanto que, utilizando esta formula, o operador F fica perfeitamente
determinado, uma vez conhecidos os vectores e em que sdo por éle transformados
os vectores de dase e;. Reciprocamente, é ficil ver que, tomados ao arbitrio os
vectores e* (1=1,2,---,7n) no espaco K", o operador F definido por (1) constitue
uma transformaco linear de K" sobre si mesmo. I portanto (1) a expressio geral
procurada.

Representando por ai,ai,--.,a’ as componcntes do vector e;* (i=1,2,---,n) e
por z*,z),---,2,;" as componentes do vector Fu, a igualdade vectorial (1) serd
cquivalente ao sistema de equagdes cartesianas:

(1%) 20 = dz  (k=1,2,---,n),
=1

e portanto o operador F ficard univocamente determinado pelo quadro ou matriz
dos coeficientes «j dos z em tal sistema, podendo escrever-s¢ simbolicamente
F=1{aii.

E depois facil demonstrar que toda a transformagdo linear do espago K" sobre ei
mesmo € continua. Mas o mesmo ja ndo se pode dizer quando se trate de espagos a
infinitas dimensoes.

6. Soma e produto de duas fransformacdes. Anéis e corpos.
Seja S um sistema vectorial e sejam I, G duas transformagdes uni-
vocas de S sobre si mesmo:

1) Chama-se produto de I' por G, e representa-se por F'G, o ope-
rador que faz corresponder a cada elemento u de S o elemento I (Gu)
também de S; ou seja, em simbolos:

(FG)u = F (Gu), paratodoo uesS.

2) Chama-se soma de ' com G, e representa-se por '+ G, o ope-
rador que faz corresponder a cada elemento u de S o elemento Fu+ Gu
de S; isto é, em simbolos:

(F+G)u =Fu+Gu, paratodoo ues.

Representemos agora por A(S) o conjunto de todas transformacdes
P 8 P J ¢
lineares do espago S sobre si mesmo. I& facil entio constatar os
seguintes factos:

I) A soma de dois elementos de A(S) é um determinado elemento
ainda de A(S), sendo além disso verificadas as propriedades :
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ERRATA *
Pag. Linhas Onde eostd Deveria estar

12 leb 1),2) ), b)

24 9 5 A, (S)

32 30 (substituir os parénteses curvos por colchetes)
42 19 u=f () u, =f(3)

47 19 f (20) u

47 19 dist (z,2,) <38§. dist (z,2,) <O, 25z, .
48 28 aberto conexo e aberto

64 8 [o primeiro integral deve ser precedido de (2m%)~']
75 11 <] 6

76 10 Sfuncional inlegral

77 12 S Df

79 19 h¢ (b) [hfe (h)

79 30 séo nao

94 6 n () dt n(t,y) dt

112 4 A, B (¢, ¢)

125 29 w[C] 0 [Ce]

« Delxa-se 2o cuidado do leitor a correcgio de erros menos importantes.
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