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Desnecessario serd acentuar a importdncia da
accdo reciproca que, entre a matemadtica e a fisica, se
tem vindo a exercer desde os primérdios do célculo infi-~
nitesimal, com Galileu e Newton. Todavia, ndo raros
sdo hoje os matematicos e os fisicos que,fechando os
olhos a evidéncia de um exemplo histdrico, cuja validade
persiste hd cerca de trés séculos, se entreolham com
mal disfarcado desdém, receando uns que a esséncia
etérea da matemdtica possa macular-se no simples
contacto com as realidades materiais, e pensando os
outros que a fisica deva desvincular-se inteiramente
de tudo o que consideram, tantas vezes injustamente,
como <«indteis subtilezas matematicas de tipo escolas-
tico». E, enquanto os segundos proclamam aindepen-
déncia da fisica com o vigor persuasivo da bomba
atomica, os primeiros, encerrados cada vez mais num
espléndido isolamento, sorriem com ironia & espécie
debeneficios que a fisica estd oferecendo a humanidade.

Nem uns nem outros estdo, ao que parece, no
bom caminho. O espirito do Renascimento foi, neste
e em outros sentidos, bemmais aberto, desempoeirado
e construtivo —numa palavra, mais humano — pre~
ceituando que o progresso cientifico assenta na har-
monia da razdo com a experiéncia, e evitando toda a
forma de parti pris nos métodos de investigagcdo. Mui-
tos dos grandes matemdticos de outrora foram ao mesmo
tempo grandes fisicos, e reciprocamente. Hoje, é a
divisdo do trabalho, a necessidade de especializacéo
imposta pelo desenvolvimento, de certo modo mons-



truoso, da ciéncia, que gera as desinteligéncias referi-
das. Desinteligéncias que néo se verificam apenas, ai
de nés, entre matemadticos e fisicos.

E bem sabido como grande parte das nocdes e
das teorias mateméaticas sdo a contrapartida de intui-
coes fisicas. Os vectores, as matrizes, os tensores,
os espinores, as geometrias de Riemann, etc. etc. sdo
exemplos conhecidos desse facto. A dura disciplina
dos formalismos matematicos torna-se indispensavel,
ndo s6 para economia de pensamento, mas ainda, e
principalmente, como armadura légica que permita li-
vrar 0 espirito de um emaranhado de especulacées
confusas e contraditérias, em que a intuigdo fisica,
sem mais recursos, acabaria por sogobrar.

Ha cerca de 18 anos surgiu uma nova teoria ma-
tematica — a teoria das distribuicées de L. Schwartz
— para dar conta de certos processos do calculo e de
raciocinio, que antes disso eram usados correntemente
por fisicos e por técnicos, de modo mais ou menos
aventuroso, sem qualquer fundamento racional. Um
exemplo elementar de distribuicdo é aentidade a que,
impropriamente,se chamou ¢<funcaode Dirac». Afungéao
de Dirac relativa a umponto @ do espaco R? seria a fun-
¢do d(x— a) igual a + oo para x=gq, igual a O para
x==a e cujo integral numa vizinhanga qualquer de &
fosse igual a 1 (para fixar ideias, vamos supor que é
3 o ndmero n de dimensdes do espago considerado).
Um exemplo tipico concreto de fungdo de Dirac seria
a funcdo densidade da distribuicdo de matéria cons-
tituida por um tGnico ponto material de massa 1, iso-
lado no espaco.



Nao tiveram grande dificuldade os matematicos
em provar que ndo existe nenhuma fungdo nestas con-
digdes. A teoria das medidas de Radon e do integral
de Lebesgue - Stieltjes permitiram interpretar correc-
tamente esta e outras intuigdes analogas que seapre-
sentam nao s6 emfisica(mecénica, electromagnetismo,
etc.) como ainda no célculo das probabilidades. A
chamada <funcdo de Dirac» vem a ser, precisamente,
uma medida de Radon e nido uma funcéo.

Porém, os fisicos consideram, além destas, ou-
tras entidades que ja ndo é possivel interpretar como
medidas: os dipolos ou, mais geralmente, os multipo-
los, eléctricos ou magnéticos, os sistemas constituidos
por cargas distribuidas em folhetos de duas ou mais
camadas, etc. Tais distribui¢cdes de cargas, concebidas
de modo intuitivo, sem base racional, s6 puderam en-
contrar uma interpretacdo matematica correcta, no
conceito de distribuicdo de L. Schwartz.

Por exemplo, segundo os fisicos, um dipolo eléc-
trico seria, por assim dizer, o limite do sistema cons-
tituido por duas cargas eléctricas pontuais simétricas,
+ g e — g, que, sobreumarecta, tendem para um mes-
mo ponto, enquanto a sua intensidade ¢ tende para co,
de tal modo que o produto g7 de g pela distancia /
das cargas tende para um limite finito p (momento
escalar); o momento vectorial do dipolo seria entdo
o limite do produto de g pelo vector com origem na
carga negativa e extremidade na carga positiva. Po-
rém, tal limite ndo existe como medida; para ter uma
ideia da sua interpretacdo como distribuicdo, supo-
nhamos a carga —g¢ situada na origem das coordenadas
e a carga ¢ no ponto definido pelo vector de posicao
/v, sendo v um vector unitdrio constante; nestas con-
dicdes, o sistema das suas cargas € representado pela
medida ¢ d (x—/v)—q J(x); entdo, supondo que o pro-



duto g/ tende para um limite finito p quando /-0,
pode afirmar-se, com base na teoria das distribuicdes,
que a medida

gd(x—1lv)—qgd(x)=gq! Nx—l?)_a(x),

quando /v tende para uma distribuicdo, que é pre-
cisamente o produto de p pela derivada direccional
de Jd(x) segundo o vector —v; isto &, em simbolos:

. d(x—1v)—d(x) 40 (x)
lim gl 7 =—Pa—
I—-o0 v

Pondo x=(1", %%, x%) e v= (v, v?, v%) o dipolo
serd representado, mais explicitamente, por

—p (0! D1+ 0% Dy + 03 D),

0
onde Di=d_x=' para i=1, 2, 3.

Dum modo geral, o dipolo de momento vectorial
pv, que tem por suporte um ponto a qualquer do
espaco, sera a distribuicao

4 3
—p—29d(x—a)=-—p30v' D, d(xr—a)
dv 1

Analogamente se interpretam os quadrupolos, os
octupolos, etc. Por definicdo, o multipolo de ordem
m, de suporte a e momento escalar p, segundo m,
vectores unitdrios v, vm, setd a distribuicdo.

ém
—m P ° Six—a
(=1 m! dv, dv2 oo OOy ( )



O emprego dos multipolos é particularmente fitil
na teoria do potencial, em problemas de radiacao, em
fisica nuclear, etc. Por exemplo, dois casos elementa-
res tipicos de emissdo de ondas electromagnéticas,
aos quais outros casos mais complexos se podem re-
duzir, sdo o do dipolo eléctrico e o do dipolo magné-
tico, de momento escalar varidvel com o tempo.

Até aqui a teoria das distribuicdes é apta a ra-
cionalizar completamente as consideracdes intuitivas
dos fisicos dando origem a novos métodos de analise,
de grande poténcia e comodidade.

Porém, os fisicos vao mais longe, considerando
séries de multipolos, isto é, expressdes do tipo

Po+Pit ... +Put ... =2 Pu
1

em que P, é o produto dum escalar por uma medida
0(x—a), e Py, param=1,2, ..., é em geral, uma
soma de multipolos de ordem m de suporte a. Assim,
uma série de multipolos de suporte a serd, mais ex-
plicitamente, toda a expressdo do tipo

o0

2

¢ini D D Df 3(x—a)
i1+ig+i3=o £y 6s & 1 2 3

Ora, exceptuadc o caso trivial em que os termos
se anulam a partir de certa ordem, uma tal série nunca
é convergente, segundo a teoria das distribui¢des.
Portanto, para uma interpretacdo matematica correcta
das séries de multipolos, torna-se indispensavel intro~
duzir novas entidades, além das distribuicoes.

Diversas generaliza¢des do conceito de distri-
buicdo tém sido propostas, conforme o fim em vista.
As distribuicdes e entidades anilogas dao os cientis-



tas russos Sobolev, Gelfand, Scilov, Bogoliubov e
outros o nome genérico de fungdes generalizadas.

Pela minha parte, tive ocasido de apresentar
em 1957 uma teoria de funcdes generalizadas a que
dei o nome de ultra-distribuicdoes (para o caso de
uma sé varidvel). Essa teoria, que foi estendidapelos
japoneses Morisuki Hasumi e Yoshinaga ao caso de
n varidveis, permite, em particular, fazer um estudo
racional das séries de multipolos. Alids, para este
efeito, basta considerar as chamadas ulfra-distribui-
¢Oes de suporte limitada, as quais sdo postas em cor-
respondéncia biunivoca com os germes da fungdes
analiticas ¢ (2, ..., 2n) N0 ponto co € que se anulam
neste ponto (1). Designemos por A.(co) 0 espaco
constituido pelos referidos germes. Entdo, cada ele-
mento ¢ de A,(co) é dado, numa vizinhanca de oo,
por uma série maltipla de poténcias negativas das n
varidveis complexas 2., ««., Za:

(e e}

(21, oo, 2n)= 2 TR V-red 27
h+...+awo=1

(Agora n poderd ser um nimero natural qualquer),
Primeiro que tudo é necessdrio indicar como se esta-
belece a correspondéncia entre as distribuicdes T de
suporte limitado e os elementos ¢ de A,(cc). Essa
correspondéncia é dada por aquilo aquechamo «trans-
formacédo de Stieltjes generalizada».

| 1 T ()
1 == d
) #9)—oo| e ) G

(1) Por comodidade designamos aqui por co o ponto
(09, ..., o0) do espago Cn, sendo C a esfera de Riemann—isto
é, a reta projectiva complexa.



comz=(2y, ..., 2zn), E=(,, ..., &), sendo o integral
interpretado no sentido da teoria das distribuigGes.
Escreve-se entdo

T=%9¢() ou T==x¢

em que x € ooperador que faz corresponder ao germe
¢ a distribuicdo T. Note-se porém que hd elementos
¢ de A.(co0) as quais ndo corresponde deste modo
nenhuma distribuicdo; neste caso ¢ corresponde a
uma ultra-distribui¢go (de suporte limitado), que se
designa ainda pela notagdao »¢. Demonstra-se entido
0 seguinte teorema:

Condi¢do necessdria e suficiente para gque ¢,
com 9¢A,(c0), Seja uma distribuicdo é que ¢ seja
prolongdvel ao complementar de R* em C* como
func@o analitica de crescimento lento para R*,

Em particular, da féormula (1) deduz-se

_ _ (=1 % 1
P () =0(x .., 1) = @) " z...2”

e, mais geralmente,

(—1)ntiel Ppilecs pa!
Drd(x—a)= z
(x—a) @mi)p  (2i—a) P ... (Za—an)Hon

com p=(p1a "'apn)a a=(ah"'san)'

Nesta ordem de ideias, a convergéncia das sé-
ries do tipo

(@ 2 ¢ DPé(r—a), com |p|=pit...+p
lpl=o0
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traduzir-se-4, mediante o conceito de convergéncia
usualmente adoptado no espaco A, (c0), na conver-
géncia da série

(o @]
3) 2 Puloes pul ¢ (2, —a)# (gn— an)=Pn
lpl=o0

Demonstra-se entdo o seguinte teorema:

Condi¢do necessdria e suficiente para que a sé-
rie (2) seja convergente no espaco das ultra-distri-
buigcdes de suporte limitado € que a série de poténcias
dety,...,tn

oo
2}’1!'-- pn' Cp :ﬁp‘...ign
lp|l=1

seja convergente numa vizinhanga da origem. Nesta
hipdtese, a soma da série (2) serd a ultra-distribui-
¢do correspondente ao germe de fungdo analitica de-
finido por (3).

Pode acontecer, em particular, que a soma de
série (2) seja uma distribuicdo, embora a série seja
convergente apenas no sentido das ultra-distribuicades.
Assim sucede, por exemplo, no caso dos desenvolvi-
mentos de distribuicdes de cargas em séries de mul-
tipolos, considerados pelos fisicos na teoria do poten-
cial e em problemas de radiacdo e de dispersdo rela-
tivos a equacéo cldssica das ondas. Mas, em geral, a
soma da série ndo é uma distribuicédo, e € isto o que
se verifica, correntemente, no estudo dos propagado-
res em teoria quantica dos campos.
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Néao me é possivel nesta nota, necessariamente
sucinta, entrar em pormenores. Devo no entanto
salientar que o emprego das fun¢des analiticas na
manipulacdo de funcdes generalizadas é hoje corren-
temente adoptada por fisicos que sdo ao mesmo tempo
matematicos ou colaboram com matematicos, tais como
N.N. Bogoliubov, que é um dos primeiros especialis-
tas mundiais em teoria quantica dos campos. Este
cientista, que tive ocasido de conhecer em Edimburgo
por ocasido do Congresso Internacional de Matema-
ticos de 1958, apresentou na seccdo de Andlise Fun-
cional desse Congresso, juntamente com Vladimirov,
uma comunicacdo sobre o prolongamento analitico de
distribuicdes, relacionado com problemas de disper-
sdo em fisica tedrica. Na mesma seccdo desse Con-
gresso apresentei uma comunicacdo sobre a teoria
das ultra-distribuicdes, num momento em que ignorava
ainda, em absoluto, as aplicacbes que estateoria pode
ter na fisica. Este é apenas um exemplo, entre mui-
tos, de como a investigacdo fundamental, no campo
da matematica pura, pode conduzir inesperadamente
a resultados aplicdveis noutros campos. O que nio
quer dizer, de modo nenhum, que ndo seja indis-
pensavel estabelecer, de quando em quando, o didlogo
entre matematicos e fisicos, e até, de um modo geral
entre investigadores das mais diversas especialidades.
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