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Matematica. — Complement: al metodo di Griffe per la
risoluzione delle equazioni algebricke ™. Nota 11, di Josk SEBASTIZ0
e SiLva, presentata ) dal Corrisp. M. Picone.

I risultati contenuti in questa Nota si collegano ad un mio lavoro dallo
stesso titolo pubblicato nel fascicolo precedente.

1. Per la valutazione degli errori con cui vengono calcolate le radici
mediante il metodo di Griffe, sono gid stati proposti alcuni procedimenti.
Non ho potuto perd accertare se quello che presento in seguito costituisce
0 non un progresso rispetto a tutto cid che si & trovato finora su questo
argomento.

Ricordando quanto si & detto nella nota 1, e ponendo, per comodita,
2¢ =5, & facile vedere come si abbia, qualunque sia k =m, ,m,,.-., m,:

la,a,---akIVI—(h—I)Nf|V1V,Ia|<|dxdz"’dk”/;,

O ancora

1

) VAL <Jwaea| =|[VA [T —G—1K] 7,

dove b rappresenta il massimo di ( z') per t=1,2,-+-,n,¢€
o , per k=n
ok

, per k<m

(ammettendo, naturalmente, che il valore di p sia gii abbastanza elevato

perche si abbia 1 —(h—1)X < 1),

s T
Ossetviamo inoltre che la diseguaglianza | oty o6+~ | > 1 VA, | h o
sussiste qualunque sia k=1,2,--.,n.

(1) Lavoro eseguito presso 1'Istituto Nazionale per le Applicazioni del Calcolo.
L’autore fruisce di una borsa di studio dell’« Instituto para a Alta Cultura» di Lisbonas
presso I’ Istituto di Alta Matematica di Roma.

(2) Nella seduta del 18 aprile 1946.
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Supponiamo allora che si abbia, per un determinato valore di k:

1 1

>h—T(z=2339":k) > )\k<h_T

o

(6)

Ki—1

Allora, tenendo conto della (5) e dell’ultima delle condizioni (6), verra

I I I
s s

[t—(G—Dx] * <[1—@G—0p] = =bh,
7) VB |5 <ot oan| < |VArg |-b7 .

D’altra parte, tenendo conto delle prime condizioni (6), si avrd

I 2 E—1

| o lk.h_T.b_T...b —‘_<|ocl e o | <<| o |¥,

ossia
E(k—1)

o [Foh 20 <|opoaes o | <|oul%,
donde

k k—1

IV“I “z"‘ak|<|d1‘<h 2s

Vour o, - --ockl,

e finalmente, badando a (7):

F—1 I

ks I ks
VA <o <[VA b+ T

Pero, non si sa a priori quale & il valore di %2 che soddisfa le condi-
zioni (6); ma si sa che, nella peggiore delle ipotesi, sara k = n. Allora ¢
facile vedere come il modulo di |, |, stia sempre compreso tra il massimo valore di

ks 1 ks k—1 1
|VA. |- b= edil massimo valore di | VA, ,| h_z_‘_+k_’,per k=1,2,--.,n0),

Abbiamo cosi, per il modulo di |«, |, una prima limitazione, la quale
non richiede calcoli supplementari troppo faticosi, purché si faccia uso di
logaritmi. Se il massimo valore di k cosi raggiunto & superiore a 1, cid
significa che le k radici di modulo massimo sono approssimatamente equimo-
dulari (ciog, costituiscono un grappolo di radici, entro il grado di approssi-
mazione raggiunto).

Per le altre radici dello stesso grappolo possono utilizzarsi ancora le
condizioni (6). Allora, divisi i coefficienti Ayir,p, Abga,py -+, An,p per il
valore approssimato di | o, os +« - o |, si procedera per i risultati in modo
analogo al precedente; e cosi via.

(3) E facile anche vedere come la differenza tra gli estremi di questa limitazione
tenda a zero per p —» 00,
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La maggiorazione degli errori effettuata in questa prima fase &, natu-
ralmente, poco economica, dato che ci siamo collocati nell’ipotesi pit sfavo-
revole. I grappoli di radici non si presentano con tanta frequenza nella pratica,
¢, una volta ottenuti i primi valori approssimati dei moduli |a; |, -+, | x|,
si potrd migliorare grandemente la valutazione degli errori, badando alle
relazioni

i, XK;

d S ...ocik’
”Ak,pl:l“u“z:"':“kl' ]/I+Z*(I 2 ,) ,
Oly Oy ¢ » * Ok

per 1 valori critici di k, e calcolando, tutt’al pii con una cifra, i valori

ai[ ag-z . e oaik

dei quozienti , mediante 1 primi valori approssimati di

oy g * + 0Lk
|eal s lowal 5« -+ 5 |owa] . E si potrd ancora procedere in modo analogo, relativamente
alla valutazione degli errori con cui vengono calcolate le parti reali delle radici,
quando a questo scopo sono usate le formule (4) della nota precedente.

Non bisogna tuttavia dimenticare che, se esistono radici approssima-
tamente equimodulari (non coniugate), le rispettive parti reali vengono mal
determinate, ed allora sard necessario, o spingere pil1 in su il procedimento
di Griffe, o ricorrere a perfezionamenti del metodo che abbiamo descritto
nel numero precedente (a meno che non si rinunci addirittura a questo
metodo, in tale ipotesi) @),

In ogni modo, non mi sembra che I’applicazione del processo qui indi-
cato per la valutazione degli errori comporti un sovraccarico eccessivo di
lavoro — purché usato da un abile calcolatore che sappia sfruttare il metodo sino
in fondo, senza sprecare energia. Molte possibilita di semplificazione possono essere
suggerite dalla pratica. Siamo arrivati al punto in cui soltanto Pesperienza pud
decidere ¢ chiarire.

Tuttavia, per farci un’idea sull’economia di questo metodo di maggiora-
zione, supponiamo che la F(x) =0 sia di grado sesto, e che si abbia

Ok 1
oLk
ultimo fatto, nel corso del procedimento di Griffe, ci vorrd un numero p

di trasformazioni, tale che

>0,99 per k=1,2,--.-,n— 1. Ora per accorgerci di questo

Ek—1 1

h”*‘—?<o,or, con k=6, h:(g):zo,

(4) L’approssimazione ottenuta ogni volta per i moduli & sempre molto superiore a
quella corrispondente ottenuta per le parti reali. Ma questo fatto non ha tanta importanza,
se ricordiamo che, in generale, calcolati i moduli con % cifre esatte, non ci vuole molto
lavoro in pit per raddoppiare questo numero di cifre (eccettuati i casi di uguaglianza
approssimata). D’altra parte, non bisogna dimenticare che le macchine calcolatrici con-
sentono di fare i calcoli con almeno sette cifre significative.
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ossia

p> 10.

Ma non dimentichiamo che un tal caso & un infortunio che raramente
capiterd ad un calcolatore.

Bisogna intanto tener presente che, nel passaggio da una trasformata
a quella successiva, si introducono quasi sempre errori, dovuti al fatto che,
crescendo molto rapidamente i coeflicienti, diventa presto impossibile con-
servarne tutte le cifre: i metodi di maggiorazione dovrebbero quindi essere
perfezionati, tenendo conto anche di questo fatto. Osserviamo inoltre che
tali errori sono piti notevoli nei coefficienti irregolari, ciot, in quei coefh-

2
cienti A, , tali che il valore di |Ay,,| non tende a nessun limite con p— co;
se ricordiamo che, nel metodo dello spezzamento (n. 3), il calcolo delle
parti reali poggia proprio sui coefficienti di questo genere, si vede qui un
inconveniente di tale metodo.

Osserviamo da ultimo che il riconoscere, nel corso dei calcoli, un dato
coefliciente Ax,, come irregolare, ha molto interesse per il problema della
maggiorazione, poiché, a tale termine, corrispondera (nel caso dei coeth-
cienti reali) una coppia o, oy, di radici coniugate, ed allora si sapra che
Ok 41

Ok
essere tenuto in conto nei calcoli della maggiorazione.

¢ esattamente

= 1. D’altra parte, il detto coefliciente non dovra piu

2. Il metodo dello spezzamento della trasformata suggerisce natural-
mente questa domanda: Non sarebbe possibile fare qualche cosa di simile,
proprio sull’ equagione proposta?

Supponiamo allora che le m prime radici o;, o, -+, am della
F (x) = o abbiano moduli superiori a quelli delle altre radici amq1,-+ > 0n,
e slano Qu,p (X), Ym,, (x) due polinomi di gradi rispettivamente n — m ed
m— 1, tali che

(Pm,p(OCi)—f—OC‘fkpm,p(Oﬁi):O (i=I,2,---,ﬂ),

essendo p un intero positivo qualunque.

Due polinomi siffatti esistono sempre e sono generalmente determinati
a meno di una costante moltiplicativa. In tal caso, il polinomio @, ,(x)
non ¢ altro che I’ m—esimo resto che si ottiene, applicando I’algoritmo di Euclide
(delle divisioni successive) ai polinomi xt , F (x).

Orbene: in un mio lavoro precedente ), ho dimostrato che, se la
F (x) = o non ha radici multiple, le radici dell’equazione ¢, ,(x) =0 ten-
dono, per p — co, alle n— m radici di modulo minimo della F (x) = o.

(5) Sur une méthode d’approximation semblable a celle de Griffe. « Port. Math. », vol. 2
(1941), pp. 271-279.
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Se, invece, sono le m — 1 radici o;,%;,++,%n—; che hanno moduli
superiori a quelli delle rimanenti, si pud anche dimostrare che le radici
della {,.,, (x) = 0 tendono, per p — oo, alle m — 1 radici di modulo mas-
simo della F(x) =o0.

Si ha cost un metodo di approssimazione ragionale per il calcolo delle
radici. La costruzione dei polinomi ¢, , (x) puo essere facilmente effettuata,
per p=2,2*,25,..., con un processo d’iterazione simile a quello di
Griffe. Dai polinomi ¢, ,(x) si pud in seguito passare ai polinomi
®2,p (%) , 5,5 (x),- -+ per ogni valore di p; ma qui si presentano difhicolta
di calcolo, derivate dall’impossibilita pratica di operare con piu di un certo
numero di cifre.

Supponiamo che sia |o; | > || (i =2,3,--+,n). Allora possiamo
anche dire che, prendendo una data radice o« della ¢, ,(x) =0, come

valore approssimato della radice corrispondente o della F(x) =0, si
p

o

commette un errore inferiore, in valore assoluto, a

ot
Questo metodo, che & stato provato all'l. A. C., con risultati incorag-
gianti, dal dott. Enzo Aparo, va ancora studiato e approfondito ().
Tuttavia, non bisogna dimenticare la seguente norma: Non sempre il
nmetodo pink interessante dal punto di vista estetico é quello che poi trionfa nella
pratica.

(6) L’Araro I'ha perfezionato dal punto di vista pratico e i suoi risultati sono raccolti
in un lavoro che sitrova in corso di pubblicazione nella rivista « Portugalia e Mathematica».

Rama, 1946. — Dott. G. Bardi, Tipografo dell’Accademia Nazionale dei Lincei.
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