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Da resolucio numérica de equacdes algébricas

por

JOSE SEBASTIAO E SILVA (!)

(Lisboa)

Introdugdo. — Sabe-se como, antes dos trabalhos de
CAucHY, eram deficientes, mesmo grosseiros, os processos de
investigagio adoptados em analise infinitesimal, ndo per-
mitindo um exame aprofundado das questdes, nem uma cri-
tica segura dos resultados.

Da imperfeicio dos métodos primeiramente usados é
exemplo bem conhecido a arbitrariedade com que, nesses
tempos, era feito o uso das séries, empregadas um pouco
aventurosamente, sem garantias de éxito, em muitos calculos
importantes, nomeadamente em questdes de mecénica celeste.
Particularmente significativo é o facto de, por longo tempo,
se admitir que fosse convergente tdda a série cujo térmo
geral tendesse para zero.

Hoje ainda, em certas questdes de ordem pratica, se dis-
pensa um pouco o rigor, que, em assuntos de feiciio especula-
tiva, se considera imprescindivel. T o que sucede, por exem-
plo, com alguns métodos de aproximagdes sucessivas usados

(1) Bolseiro do Instituto para a Alta Cultura.
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na pratica, para os quais o estudo, por vezes dificil, das
condi¢gdes da convergéncia, é tido como supérfluo. Outro
exemplo é fornecido pelo método de NEwToN-I'OURIER, tam-
bém denominado da tangente, destinado & resolucio numérica
de equacdes algébricas. Em muitas obras didacticas (uma
excepcio é o tratado de WEBER), é aquéle método exposto
sem grandes preocupacdes de rigor, fazendo apoiar na intui-
¢do o reconhecimento da sua validade. Em particular, nio
se demonstra que a série, por meio da qual é feito o calculo
duma raiz, tenha por soma, precisamente, essa raiz.

Ora uma parte déste trabalho é consagrado a uma nova
justificacio analitica do algoritmo de NEwTON-FOURIER.
A-fim-de provar que a série utilizada para o célculo duma
raiz tem, na verdade, por soma, essa raiz, fomos levado
a estabelecer um teorema, que pode ainda aplicar-se a
outros processos de calculo, e de que é um caso particular
aquéle em que se funda o método da exaustio, usado pelos
gregos. Nos dois primeiros paragrafos, ocupamo-nos de-
senvolvidamente désse teorema, e duma conseqiiéncia do
mesmo, que mais comodamente se pode aplicar, em certos
casos.

Intervém essa proposicio numa classe particular de mé-
todos, que resultam da modificacio de outros, baseados em
consideragdes de natureza muito diferente. Sabe-se, por exem-
plo que a raiz quadrada dum ndmero positivo @, posto sob
a forma a==u}—uax,, sendo u’ >a, pode ser calculada
(aplicando a férmula de NEwTOX), por meio da série

Porém, se nos limitarmos aos dois primeiros termos,

: : x,
ficaremos com um valor aproximado da raiz, w,=—u, — 3

2,
que se reconhece estar mais préximo de V&, sem deixar
de ser maior do que éste nimero; isto é, em simbolos.

Va<u,<u,. Como u, é arbitririo, contanto que satisfaca &
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condicio u:>a —pode, com wu,, que verifica a mesma
condicio, repetirse o que se féz com w,: é-se, ddste
modo, conduzido a determinar um terceiro valor aproxi-
mado u,, tal que Va<wu,<uw,; e, assim, sucessivamente.

Resta provar que se tem [7m u,,_z\/ @, representando por
n— 00

u, o térmo geral da sucessio obtida por &ste processo: essa
demonstragiio pode fazer-se, aplicando o teorema a que nos
temos referido. Deve notar-se, por tltimo, que o processo

agora indicado para o calculo V «, nio é mais do que o mé-
todo de NEwTON-I'OURIER, aplicado & equagio 2’ —a=0.

i uma modificagio andloga do método de GrarrE (%),
que apresentamos no paragrafo 3; o processo que obtivemos
s6 é, porém, aplicavel a equacdes que ndo tenham raizes
imaginarias.

O paragrafo D é dedicado a um novo método, semelhante
ao de NEwTON-F'OURIER, com a diferenca de que emprega,
em vez de tangentes, parabolas, que tém, com a curva prin-
cipal, um contacto de segunda ordem; ainda no mesmo pa-
ragrafo, expomos um processo de resolucio derivado do
primeiro e que estd para &ste, de certo modo, como o da
corda esta para o da tangente.

No final é estabelecida uma generalizacio, em que o0s
dois métodos anteriores aparecem incluidos numa classe de
métodos, entre os quais sfio os unicos vantajosos na pratica.
Para maior brevidade, pode ler-se, antes dos paragrafos 4 e O,
essa parte do trabalho, que torna dispensaveis demonstra-
cdes feitas anteriormente. Quisemos, todavia, adoptar, na
exposicio, a ordem que haviamos seguido na investigacio :
do particular, para o geral.

(1) Sobre éste método redigiu o autor algumas notas, cuja pu-
blicacdo reserva para mais tarde.
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§ 1 — Teorema fundamental

Seja « um nimero positivo qualquer, e 6,,0,,---,0,,--.,
uma sucessio infinita de nameros tais que 0<9 <1, para
todos os valores de »n. Iazendo

u, =0, e o, =oa — u,;
em seguida

u, = 0, « e oy = o, — Uy,
e, assim, sucessiva e indetinidamente, ficara determinada uma
nova sucessio numeravel, w, ,u,,---,u,, -+, cujo térmo
geral é da forma u, =0 _,2 _,,sendo o, =o,_,—u,_, e,
em particular, o;=a. Como se tem: a= 1w, + a,a =
= Uy F Ay, -, 0, =1u, +a, vira, adicionando ordenada-
mente estas igualdades,

n—

o :u’l_i_u"l_l_ +‘u}z+an

ou, fazendo s, =u, +u,+ --- +u,,

i
%= Sn + &, .

Por serem os valores de 6 todos positivos e menores do
que a unidade, e se ter z, =, _, —u,, serda « >0, por-
tanto s, <a, para qualquer valor de n. Por outro lado, s,
cresce com 7, visto as parcelas u, serem positivas. Logo,
quando » aumenta indefinidamente, s, tende para um limite,
igual ou inferior a «, e, portanto, a série de termos positi-

[e.e)
vos Nu, 6 convergente. Assim, ¢ licito escrever

w=1

a= lims + lim a,

n—» OO it —>» OO
ou, pondo lim s, ==8 e lima =on,
n—> 00 i —» OO

=38 + 0,

tendo-se, conforme o que se viu, s <a, portanto > 0.
corre, nesta altura, investigar em que circunstiancias
Ocorre, nesta altura, investigar em que t se
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verifica a igualdade s = a, equivalente a w=0. O pro-
blema foi por nés resolvido, e o resultado encontra-se na
seguinte proposicdo, a qual se refere o titulo do paragrafo :
E condicdo necessdria e suficiente para que se tenha s = a
o]
(portanto » =0), que a série X6, seja divergente.

n=0

A demonstragio que, em seguida, apresentamos nio 6,
seguramente, a mais breve, entre tédas as possiveis ; mas é,
sem duvida, e isto com um objectivo determinado, uma das

que menor amplitude de conhecimentos prévios possam exigir.
oo

1.° — Suponhamos que a série X 6, é divergente. Por
n—0

ser «, decrescente, vira «, > w, para todos os valores de =,

visto que se tem l¢m o, = w. Déste modo, a série u, +
n—> 00

+ug+ - - +u,+- - -, idéntica a 0,40, a,+- -0, _ o, _,+---,
obtém-se da série 6,4+ 6, + --- 4+ 6 + -- -, multiplicando os
termos desta por numeros, a,a,,c,, -+, 2, -, todos maiores

nd

oo
do que . Entlo, se fosse w >0, como a série X0, é di-

n=0

(e o]
vergente, teria de ser X u, também divergente, o que nio

n=1

é verdade, como sabemos. L.ogo tem de ser w =0, e, por
conseguinte, s = «. A condicio é, pois, suficiente.
2.° — Suponhamos, agora, que se tem s=a, e seja

(e o]
0,=0,4+6, 4. Seasérie X0, fosse convergente, ter-

n=0

-se-ia l¢tm p, =0, e, portanto, seria possivel achar um
n—> OO

inteiro p, tal que se tivesse p, <1, para todos os valores
de » que se verificassem a condi¢io n >p. Como se tem
$s=8+06,0,+06 _,2. ,4+ -, e como, além disso, «, é
decrescente, pode escrever-se
8<8p+ ap(9p+ e:a+1 + )

ou, vistoque é 6, +6 ., 4+ ---=p,,

s<s,+ a0,
donde, atendendo ao modo como foi escolhido p,

s<s,+ «,.

PORT. MATH. a1
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Mas, por ser s, «, =, ter-se-ia s<a, resultado
oo

contrario & hipétese. Logo a série de termos positivos 0,

n=0

nio pode ser convergente, e, portanto, é divergente. Vé-se,
pois, que a condi¢do enunciada é também necessaria.

’

Observagdes. I — A proposicio que demonstramos é
equivalente a esta outra: &' condicdo necessdaria e suficiente

O
para que se tenha s<a, que a série pD 6, seja conver-

n=0

gente. Demonstrada uma, pode considerar-se demonstrada
a outra, visto que a condi¢do necessaria, num dos casos,
equivale a condicio suficiente, no outro caso. Todavia é
interessante notar que a demonstracio directa da segunda
proposicdo nio se faz, como a da primeira, pelo método de
reducio ao absurdo.

oo
II — A série X0, 6, em particular, divergente quando

n=0

6, ndo tende para O, ou porque nio tenha limite algum, ou
porque o seu limite seja diferente de 0. Um caso particular
que se deve mencionar é aquéle em que 8, se mantém cons-
tantemente superior ouigual a um nimero positivo fixo m <1;
entdo, se for m = 5 recairemos no principio em que se

baseia o método de exaustdo, utilizado pelos antigos.

Aplicagdo.— Provemos que a série harménica é diver-

1
gente. Para isso, pode tomar-se a =1 e fazer 6, =——-
n+2

T £ ta ! tant 1 1
er-se-a, entdo, #,— ——— e, portanto, s,=1— )
) A T » P » Su n 1
donde /im s,=1, ouseja s=a. Este resultado esta-

n—> 0O
belece a divergéncia da série harménica.

Limites superiores de erros. Como adiante se vera, o
teorema demonstrado pode, em certos casos, ser utilizado no
calculo, por aproximacdes, do nimero «. Entido, além de «,
serdo desconhecidos os numeros 6, , pois bastava o conheci-
mento dum sé déstes, para que se pudesse determinar o« com
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exactidio. Déste modo, por mais longe que sejam conduzi-
dos os calculos, os valores que se obtém para « virdo sempre
afectados de erros por defeito, de que seria conveniente
saber determinar limites superiores. Ora a determinagio de
tais limites é possivel, e dum modo muito satisfatério, nos
casos em que se saiba de 0 , que é crescente com n .

Suponhamos, pois, verificada esta ultima condicio, e
sejam u, e wu,,, dois termos consecutivos da sucessio
Uy yUys - 3U,, -+ » Da relagio ja conhecida v, =0,_,«,_,,
deduz-se

u
(a) ak—'l: e . :
k—1

Tem-se, por outro lado, u,,, = 0,« , donde, visto ser 6,

Ykts

crescente, por hipétese, w, ,,>0,_,«,, e, portanto, o, < :

k—1
Mas, por ser o, _,=1u, + o« , Vira

() oy <, L
k—1
ou
1
c a_ <u (14 Ak
( ) =t ,< ek—‘l uk >
De (@) e de (c) resulta, entio,
1 1 w, .
< = ’
0_1 l_uk+1 U= Uy 14

Uy

isto 6, 5 é inferior & soma dos termos duma progressio
k—1

geométrica ilimitada decrescente, da qual sio dois termos
consecutivos u, e u,,,. Podera, em muitos casos, tomar-se,

: . U, u
com suficiente aproximagio, —*— =1 4 2+,
K u’k+1 uk
Tendo em vista (b), vira agora

2
41

k—u

u
oy < U + wy + »

k41
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donde, por ser a=s,_,+a,_, © S, =u, + U+ ---+u,

K

2

U
Up— U 11

Como, por outro lado, se tem s, ,<e«, conclue-se que

o érro por defeito cometido ao tomar s ., como valor

2

aproximado de «, é inferior a —*+1 .
un— uk+1

§ 2 — Corolério do teorema fundamental

Suponhamos que, sendo 6 (x) uma fungiio definida no in-
tervalo (0,a), tal que 0<6(a)<1 para 0<x<a, os
numeros 6, a que nos referimos no paragrafo precedente
provém de 0(x), segundo a lei de recorréncia 6(s,) =6, (1),
valida para todos os valores de »n, maiores do que zero,
sendo 6(0) = 6,, e conservando, aqui, s, o significado que
lhe haviamos atribuido no paragrafo anterior.

Nestes termos, para que a iqualdade lim s, = a se
n—xp OO

verifique, é condicdo suficiente (mas nio necessaria) que, dado
arbitrariamente um numero o compreendido entre 0 e «,
exista wm numero u.(3) >0, fixo para cada valor de 0, tal
que se tenha 6 (x)>p(3), para todos os valores de x perten-
centes ao intervalo (0,a—0).

Com efeito, no caso de ser s<a, podia escrever-se
¢ =oa—3J,, sendo d, um nimero tal que 0 <9, <a. Mas s,
pertenceria, qualquer que fésse n, ao intervalo (0, —20,),

porque, sendo s, positivo e crescente, etendo-se [im s, =s,
n—>> 00

6 0<s,<s. Entio, uma vez verificada a condicio do
enunciado, ter-se-ia 6(s,) >un(d,), isto é, 0,>u(9,), para

todos os valores de n; portanto (Obs. IL, § 1) a série X0,

n=20

(1) Mais desenvolvidamente: 6,=06(0),0,=6(2,), 6,=0 (2;+#,) ,
03=0 (2, +uy+%3), - - -; sendo,como seviu, #,=0a,#,=0 (ea—u;),
#g=06, - [a— (g +us)], - -
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seria divergente, o que, segundo o teorema fundamental, im-
plica a igualdade s = «, incompativel com a hipétese de que
partimos (s<«). Tera de ser, pois, s =, como se pre-
tendia demonstrar.

Caso das fungdes continuas.— A condi¢gio imposta,
no enunciado, a funcdo 6(x) é, em particular, satisfeita,
se 0 (x) for uma funcéo continuano intervalo (0, «), podendo
nio o ser no extremo «.

Com efeito, suponhamos que 6(x) é continua naquéles
pontos ; entio, qualquer que seja o numero J, compreen-
dido entre O e «, existe (1), necessariamente, um valor de x,
situado no intervalo (0,«-—d), para o qual a funcio 8 (x)
toma um valor w(J), inferior, quando muito igual, aos valo-
res da mesma fun¢io em todo o intervalo (0,x—0). Ora
ésse minimo terda de ser maior do que zero, visto que
[1.2 condi¢cdo a que sujeitamos a funcio 6(x)] se tem
0<6(x) <1 para 0 <@ <a. Seri, pois, 6(z)>pn(d) >0 para
O0<ax<a—7; isto é, a funclo 0 (x) satisfaz & condi¢io do
enunciado.

Da condi¢io 0<6(x) <1 (para 0 <z <), resulta, no

caso de existir o limite & esquerda de «,0< lim 9(x)<1,
z—>»0.—0

donde 0< lim 0 <1. Facamos [lim 6 = t; o conheci-
n—> 0O n—> 00

mento de t da, por assim dizer, uma idéia da rapidez com

oo
que a série 2 u_ converge para «. O valor maximo de = é,

n=1

se acaba de ver, a unidade ; pode, em tal caso, afirmar-se que

n

néo s6 o residuo «, = a —s,, mas ainda o cociente )

o4
n—1
sdo infinitésimos, 0 que mostra que a convergéncia da série

(e o)
> u, tende a tornar-se cada vez mais rdpida. O valor mi-

n=1

oo
nimo de T & zero; entio a série 20 ¢ ainda divergente,

n=20

(1) Em virtude do teorema que estabelece a existéncia dum
minimo (atingido) duma func¢do, nos intervalos fechados em que
é continua.
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a-pesar-do seu térmo geral tender para zero; além disso, a

o0
convergéncia da série X u, tende agora a tornar-se cada

n==1

: : : o
vez mais lenta, visto que se tem [im —— =1.

n—>»0oo0 & _ 4

. 1—x
Exemplo.—Seja 2=1, e tome-se 6(x)= 5 » funcdo con-
—x
. . _ 1 1
tinua no intervalo (0,1). Ter-se-a, entdo, 6= 5 6 = E's
0 1 0 L isto é éri E 6 incid
=—ry 6, = ). --; isto &, a série , coincide
2 4 ) " + 9 ’ ’ ot 7 )

neste caso, com a série harmoénica, privada do seu primeiro
térmo. Neste exemplo, é,como se vé&, =0, o que nao obsta

0
a que a soma S da série 3 u, sejaigual a «, como exige
n=1

o coroldrio que demonstramos.

§ 3 — Método de resolugcdo numérica de equacoes
sem raizes imagindrias

O estudo das equacdes que s6 admitem solucdes reais
pode reduzir-se ao estudo das equagdes cujas raizes sdo
todas positivas, atendendo a que, duma equaciio do primeiro
tipo, se pode passar para uma equagio do segundo tipo (caso
particular do primeiro), efectuando uma simples mudanca de
origem. Mais precisamente: se for I"(x) = O a equagdo pro-
posta, e A o limite inferior (suposto negativo) das raizes da
mesma equacgio, basta, para aquéle fim, aplicar a transfor-
macio definida por y =x — . Podemos, pois, considerar
apenas o segundo o caso.

Sejam, entdo, a,,qa,,---,a, as ‘raizes, todas positivas,
duma equagdo algébrica, e suponhamos que é @, a menor
de todas. Representando por S’  a soma das poténcias de
expoente p dos inversos das raizes, e fazendo « = «,, sera

1 . 1 S 1 o

N T P —_— = ="

VA S S S
[0 4 as am o
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Por outro lado, é

1 < 1
p‘/S_’p p\/_l‘
aﬂ
Tem-se, pois, resumindo os dois resultados,

1

= a .

(o4
— < =<
V' VS’
ou, fazendo, por comodidade, u, = IV% )
(1) o
— <y, < a.
?Vm 1

Pode assim tomar-se %, como primeiro valor aproximado
de o . Pondo u, =0 a, vira, em virtude de (1),

1
—<h <.
p‘/m 0

Nada dissemos, ainda, a respeito do valor de p ; todavia,
do que, em seguida, vamos expor, facilmente se deduz que
a escolha déste nimero é inteiramente arbitraria; notando,
porém, que o valor de w, obtido é tanto mais préximo de «,
quanto mais elevado for p . Com efeito, 0 método de que nos
estamos ocupando nio é mais do que uma modifica¢io do mé-
todo de GREFFE, aplicado ao calculo duma s6 raiz, em
equacdes que niao admitam raizes imaginarias.

Submetendo, agora, a equaciio proposta a transformacio
y=x—u,, e, procedendo, em relagio a transformada,
como haviamos feito para a antecedente, acharemos para e,
(sendo @, = @ — %,) um valor aproximado, que se pode desi-
gnar por u,, e que sera da forma u,=0,«,, tendo-se ainda

1
ﬁ <8,<1.
Continuando a proceder de modo analogo, serfio deter-

minados novos termos duma sucessio numeravel w,, u,, -- -,
u, .-+, & qual estd associada uma outra 6,,6,, -.., 0 , ...,
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em que é, para qualquer valor de », 0, <-——>, o0 que

Vm

(Obs. II, § 1) leva a concluir que a série Du, tem por

a=1

> kS » qualquer que seja p.

. . 1
soma a raiz «, visto que ¢ ——
m- m

p

[ee)
Como os termos da série 2 u, sio fun¢des simétricas das

n=1

raizes das equagdes correspondentes, e, portanto, se podem
exprimir em funciio racional des coeficientes das mesmas
equacdes; teremos assim um meio de achar valores tio pro-
ximos de «, quanto se quiser.

Limites superiores de erros, — E evidente que os nime-
ros 0,,0,,..-,0,, ... derivam, neste caso, segundo a lei
indicada no § 2, da funcio

0(x) = 1

(@, —a) * 1 1 1
\/<a—-w>p T T @,

m

Ora, sendo a derivada desta funcdo positiva em todo o
intervalo (0,«), como facilmente se verifica, sera 8, cres-
cente (visto que 0(z) também o é), e, podera, portanto.
aplicar-se a éste caso o processo que no § 1 indicAmos para
a determinacdo de limites superiores de erros.

Caso particular. — Se for p =1, sendo F(x)=0 a

0,
T F’(O) ’
todo de que nos estamos ocupando confunde-se, entdo, com
o método de NEwWTON-FOURIER (também chamado método da
tangente), cujo dominio de validade é, porém, mais extenso
do que o campo restrito das equacdes sem raizes imagina-
rias : compreende, como se sabe, todas as equagdes algébri-
cas de coeficientes reais.

O presente método, que fomos levado a expor quasi
exclusivamente com finalidade especulativa, procara partici-
par das vantagens dos dois mencionados métodos, de GREFFE

equacio proposta, ter-se-4 S’ = 1sto 6, o mé-
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e de NEwTON-FoURIER. No paragrafo seguinte, trataremos
do método de NEwToN-FOURIER, generalizado a tddas as
equacdes algébricas de coeficientes reais, mostrando em que
medida intervém, na sua fundamentacio, os elementos ted-
ricos expostos nos paragrafos 1 e 2.

§ 4 — O método de Newton-Fourier, baseado
em novas consideracoes ledricas

Seja F(x) == 0 uma equacgio algébrica de coeficientes reais,
e suponhamos, provisdriamente, que tal equagcéo admite, pelo
menos, uma raiz positiva, sendo « a raiz positiva ou a menor
das raizes positivas de F(x) = 0. Posto isto, consideremos
a fungdo ¢ (x) que verifica as condigdes

1) ¢ (0)=F(0),
(1) ¢ (0)=(0),
(179 ¢'(#)=0 .

Tal é a funcio ¢ (x)=x F/(0) + F(0), constituida pelos
dois ultimos termos do primeiro membro da equacio F(x)=0,
suposto F'(x) ordenado com ordem decrescente. Represen-

F(0)
_F’(O).

Vejamos, agora, em que circunstincias pode o conheci-
mento de u, ser 1til para a determinacio de «. Se u, estiver
compreendido entre O e «; se, além disso, feita a transfor-
magdo de F(x) =0 em x — u,, se obtiver, pelo mesmo pro-
cesso, um valor wu, compreendido entre 0 e o— u,; se
depois, analogamente, se determinar «,, compreendido entre
0 e a«— (u, + u,), e, assim, sucessivamente—pode acontecer
que a sucessdo wu,, u, + u,, u, + u, + u;, ---, tenha por
limite a raiz «. Ora, neste ponto, esta naturalmente indicada
a utilizacdo do teorema fundamental, que nos permitira ave-
riguar se « 6, na verdade, o limite daquela sucessio.

Procuremos, pois, uma condicio a que deva satisfazer a
equacio F(x)=0, para que se tenha, necessariamente,
0<wu,<aj; e, para fixar idéias, suponhamos que é F(0) > 0.
Destahipétese e de (1), resulta imediatamente 9(0)>0. Entéo,

tando por , o zero de funcéio linear ¢(x), serd u, =
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para que o zero, u,, da funciio linear ¢(x), esteja situado,
como se pretende, entre O e «, basta(!) que se tenha agora

¢ (a)<O0.
Fagamos {(x)=F(x)—¢(x). Como F(x)=0, vem
§(2) = —9(«), e, portanto, as condi¢des ¢(x)<O e

¢ () >0 serio equivalentes. Pode, pois, mediante esta equi-
valéncia, transformar-se o problema, procurando, agora,
determinar uma condig¢io para que se tenha ¢ («)>0.

Ora a desigualdade {(«) >0 sera, evidentemente, verda-
deira, se o for (¢ (x)>0, para todos os valores de x, tais
que 0<x<a. Por sua vez, em virtude de (1) e do modo
como foi definida ¢ (x), esta funciio anula-se para = =0;
logo a tltima condigfio sera, em particular, satisfeita se ¢ ()
for crescente em tédo o intervalo (0,«), e, para isso, basta
que a sua derivada, {/(x), seja positiva no mesmo inter-
valo, podendo n%o o ser nos extremos O e «. Como se tem
ainda, em virtude de (1’) e da definicdo, {/(0)= F/(0) —
— ¢/(0) =0, conclue-se, de modo analogo, que a funcéo
¢/ (x) sera positiva para 0 <z < «, se fér também ¢/ (z) >0
para os mesmos valores de . Tem-se, por ultimo, em vir-
tude de (1/) e do modo como foi definida a funciio ¢ (x):
V' (@)=F" ().

Entdo, resumindo : para que se tenha 0<u, <a, basta
que a fungdo F'(x) seja constantemente positiva mo inter-
valo (0,a), com ou sem excepcdo dos extremos.

Mas, é preciso n&o o esquecer, éste resultado foi obtido
na hipétese de ser F(0)> 0.

Consideracdo de todos os casos possivers. Se for 1(0) <0,
conclue-se, partindo da equagio —F(x) =0, equivalente a
proposta, que a condicio 0 < wu, <a sera satisfeita, sempre
que se tiver F''(x) <0, para O <z <a. Podem, pois, fun-
dir-se os dois resultados num s6, dizendo que, para a cond:-
¢io 0 <u, <a ser verificada, basta que se tenha

Fa). F!/(x) >0, para O<z<ea.

(1) Em virtude do teorema de Cauchy, relativo as fung¢des
continuas.
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Ora, se, neste enunciado, for a condi¢io 0 <wu, <« subs-
tituida pela condi¢gio menos restritiva O<u7'< 1, e, da
mesma forma, a condi¢gio O<ax<a, substituida por
0< % < 1, obter-se-4 um resultado ainda valido, no caso

de « representar ndo a menor das raizes positivas, mas a

maior das raizes negativas: é o que facilmente se verifica,

partindo da transformada em — x da equacio proposta.
Suponhamos, agora, que a condicio F(«).F"(x)>0

x o
0< — < 1) n#o é satisfeita, ou mesmo que se pretende fazer

o calculo, nio da raiz de menor valor absoluto, mas duma
raiz real qualquer, e designemos por « essa raiz. Pode, em
tudo o que segue, admitir-se que as duas equacdes F(x)=0
e I"'(x) =0 n#o tém raizes comuns, pois que, se tais raizes
existissem, poderia abaixar-se o grau da equagiio proposta.
Da mesma forma, é cémodo (embora nio indispensavel)
supor que também as equagdes [F'(x)=0 e F/(x)= 0 nio
admitem raizes comuns, isto é, usando a linguagem geomsé-
trica, que o eixo dos XX n#o é tangente em ponto algum a
curva de equagciio y = F'(x). Admitidas estas duas hipdteses,
pode afirmar-se que é sempre possivel determinar um intervalo
(A, ) que contenha o' no sew interior, sem conter nenhuma
outra raiz da mesma equagdo, e no qual a fungio I (x)
tenha wm sinal constante—o que facilmente se justifica, aten-
dendo a que « deve estar compreendida entre dois zeros
consecutivos de F//(x), ou entre um désses zeros e +oco ou
—oo ., Entdo, um, e um s6, dos dois seguintes casos se apre-
sentara :

1.°) F(3). I (2)>0 (donde F(p). " (x)<0) para i<ax<p.
2.°) F(p).F" (x)>0 (donde F'(2).F"(x)<0) para i<z<u.

b

Daqui resulta que, submetendo a equacio I'(x)=0 a
transformaciio y =« — ) (na 1.2 hip6tese) ou & transforma-
¢do y =« —p (na 2.2 hipétese), se é conduzido a um dos
casos ja considerados, sendo a raiz «' transformada numa
raiz positiva (e=do'—)) ow.numa raiz negativa (a=a'—u).
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Deve notar-se que, para estas transformacdes, basta de-
terminar dois termos da equacio transformada. Com
efeito, o valor aproximado u, é, entio, dado pela férmula
F(X)
)
Podemos, pois, tornar a considerar o caso em que « € a
menor das raizes positivas da equagio proposta, caso a que,
como acabamos de ver, se podem reduzir todos os outros.
Determinado «,, e aplicada a equagiio F(x) =0 a trans-
formacio y = x— w,, pode, pelo processo anterior, determi-
nar-se um valor u,, que satisfaz, necessariamente, 4 con-
dicho O<wu,<e, (sendo o, =a—w,), visto que se tem.
F/'(y—w)=F/(x) e, portanto, F'(y—u)>0, para
O<y<oe, (w,<x<a). Efectuada, agora, sdobre F(y—u,)=0,
a translacio z =y — u,, pode, analogamente, determinar-se
um valor u,, tal que 0 <u,<a, (sendo a,=a,—u,). E, assim,
sucessivamente, ad infinitum.
Ainda para estas transformacdes, basta determinar dois
termos de cada transformada. Com efeito, sera, entfo,

7 (0) F (u) F (u,+u,)
‘) : _ — = _ — —_—) gy —= — )+ s & )
S UM R [ OREN

w, = » em que X representa um dos nameros } e .

o que acaha de estabelecer a perfeita identidade entre o
método que temos exposto e 0 método de NEWTON-FOURIER.
Intervencdo do teorema fundamental. Falta provar que a

oo
série X u, tem por soma a raiz «. Vamos demonstra-lo,

n=1

baseando-nos directamente no corolario do teorema funda-
mental.
Fazendo, como nos paragrafos anteriores, s, = u, + u, +

+--+u,eb,_, = :; , vira, de (2), atendendo a que é
G =a € a,=a—S§,,
o—_ FO g Fe)
o= T RF(0) (@—s,) F(s)
6 _ F(s,) . F(s,)

i Py VTP MR el vy y L P
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isto é, os numeros 6,, 6,, --., 0 , -.. procedem da funcio
F()

G—aF @’

referimos no paragrafo 2. Como esta fungio é continua no

intervalo (0,«), e se tem 0<08(x)<1, para 0<x<«,
conclue-se, tendo em vista a nota do paragrafo 2 relativa

0(x)= segundo a lei de recorréncia a que nos

o0
as funcdes continuas, que a série 2y u,, obtida pela forma

n=1

indicada, tem por soma a raiz o.

Observagdes. I — Neste caso, 6 lim 6(x)=1, por-
x—> o

tanto l<m 9, =1, o que (§ 2) nos da uma indica¢io im-
n—>» OO
portante acérca do valor déste método.

IT — Por uma forma analoga se pode justificar o método
da corda, que aparece como o resultado duma modificagio
do método de NEwTON-FOURIER, nos casos em que éste nio
é aplicavel, isto é quando, feita a translacio a que nos

referimos, se nio tem F(0).F"(x)>0, para 0< % <1,

relativamente & equacgdo transformada. No entanto, como se
sabe, é sempre possivel o emprégo dos dois métodos, asso-
ciados. E interessante notar que, para o método da corda,

se tem lim 6, ,<1, quando empregado isoladamente, e
n—>» 0O

lim6,=1, quando associado ao da tangente, de harmo-

n —» OO

nia com o que foi anteriormente estabelecido. A analise que

que fazemos no § seguinte torna dispensavel o estudo porme-

norizado déste método.

Questdo a resolver. — No sentido de poder aplicar a éste
caso o que no § 1 dissemos a respeito da determinagdo de
limites superiores de erros, interessava averiguar se 6(x) é
ou ndo crescente, qualquer que seja £ (x), no intervalo (0, «).
Ora devemos declarar que nio nos foi possivel concluir
nada de positivo a-cérca-do sinal de ¢/ () naquéle intervalo,
nem por qualquer outro meio, saber de que modo a fungao
6 (x) varia no mesmo intervalo. O que podemos afirmar é,
tdo sdmente, que, por ser 6(x) uma funcdo racional, e se



ter limo6(x)=1, existe, necessariamente, um valor x, de
z —>0.

x, compreendido entre 0 e «, tal que afuncao 6(x) é cres-
cente no intervalo (x,,«); porém isso ndo basta, evidente-
mente, para o fim que se tem em vista,

§ 5 —Novo mélodo de resolugdo numérica
de equagoes de coeficienles reais

Seja, ainda, F(xr) =0 uma equaciio algébrica de coefi-
cientes reais, e, supondo, provisdriamente, que F'(x) =0
admite, pelo menos, uma raiz positiva, seja o a raiz posi-
tiva, ou a menor das raizes positivas, da mesma equacéo.
Consideremos, agora, a funcio ¢(x) determinada pelas con-
dicdes

(1) 9 (O)=1F (0),
(I') 9 (0)=F’(0),
(1) 9" (0) = F"(0),

1 9/ (#)=0

2
Trata-se, evidentemente, da funcio (p(x)E%F” (0) +

+ 2 1 (0) + F(0), formada pelos trés tltimos termos do
primeiro membro da equagio proposta, suposto o polinémio
F(x) ordenado em ordem decrescente.

Seguindo uma orientagio analoga & do paragrafo ante-
rior, procuremos determinar uma condicio a que deva satis-
fazer a equagio F'(x) =0, paraque um dos zeros de ¢(x),
que representaremos por u, , esteja compreendido entre O e «.

Suponhamos, entio, que se tem F(0)>0. Daqui e de
(I), resulta, imediatamente, ¢ (0)>0; entdo, para que exista
um, e s6 um, zero de ¢ (x) entre 0 e «, basta que seja
agora () 9(«)<0. Mas, fazendo {(x)=F(xr)— ¢(x), as
condigdes ¢(a) <0 e {(x)>0 serio equivalentes, por se
ter F(x)=0. Além disso, a desigualdade {¢(«)>0 sera
verificada, se, dum modo geral, se tiver {(x)>0, para
0<z<a. Como, em virtude (I), 6 ¢ (0) =0, — para que a
tltima condig¢dio se verifique, basta que a funcio ¢ () seja

(1) Pelo teorema de Caucny, relativo as fungdes continuas.
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crescente no intervalo (0,«), ou, o que é ainda suficiente,
que a funcio {'(x) seja positiva para 0 <ax <a«. Por sua
vez, em virtude de (I’), tem-se ainda {'(0) = 0; entio, a desi-
gualdade {'(x)>0 é satisfeita para 0 <z <«, desde que
tenha {//(x)> 0, para os mesmos valores de x. Analoga-
mente, por ser ainda, em virtude de (I'), ¢"(0) =0, a fun-
cio ('(x) sera positiva para O <z <a, sempre que se
tiver {//(x)>0, nos mesmos pontos do intervalo (0,«).
Como, finalmente, em virtude de (I''), se tem }"' (z)=F""(x),
pode, em resumo afirmar-se que, no caso de ser F(0)>0,
para que um, e s6 um, dos zeros de ¢(x) esteja compreendido
entre 0 e a, basta que o polindmio F'"(x) seja constante-
mente positivo no intervalo (0,a), incluindo ou ndo os
extremos.

Quanto a raiz de ¢ (x) a escolher, deve ser a positiva,
se as duas raizes tiverem sinais contrarios, e a menor, se
ambas forem positivas.

Calculado u,, pode, mediante a transformagio y=x—u,
aplicada & equagiio proposta, e empregando o processo an-
terior, determinar-se um valor u,, compreendido entre O e
«—u,; depois, anadlogamente, outro valor u, entre O e
a— (u, + u,), e, assim, sucessivamente.

Intervengdo do teorema fundamental. Se fizermos, como
u

n

a'tra‘SJ Sn:u'i +u2+ e +uu7an=a—8n e 012—1 = )

(o4
n—1
facilmente se estabelece que, neste caso, os numeros 0,
6,,---,0 derivam, segundo a ja conhecida lei de

recorréncia, da funcio

TR

o(a) = — F' @ VI @F—2 F @) (@)
o) I (@)

)

aparte a indeterminagio do sinal. Ora, como se pode veri-
ficar, esta funcio é continua no intervalo (0, «); além disso,
atendendo ao modo como foram determinados w,, w,, ---,
ceey Uy, -ee, ter-se-a

0<h(x)<1, para O0<z<a.
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Deve, pois, concluir-se, tendo em vista o corolario do

oo
teorema fundamental, que a série X u, , obtida por &ste
n=1

processo, tem por soma a raiz .

Tem-se, ainda, neste caso lim 0, =Il¢imO(x)=1.
n—>» OO x—> 0

Importa, porém, notar que a aplicacio déste método conduz,

de cada vez, a valores mais préximos da raiz, do que os corres-

pondentes, obtidos pelo anterior; em compensacgio, neste

método, sio mais laboriosos os calculos para achar cada
(e o)

térmo da série X u, .

n=1

A observacdo que, no paragrafo anterior, fizemos a res-
peito da varia¢fio de 0(x), mantém-se para éste caso; nio
sabemos, pois, se pode aplicar-se aqui o processo indicado
no § 1 para a determinagio de limites superiores de erros.

Consideragdo de todos os casos possivers. Se for I'(0)<O,
facilmente se conclue (basta considerar a equagio — I'(x)=0
equivalente & proposta) que uma, e uma, sé das raizes de ¢ (x)
estard situada entre O e a, desde que se tenha I (x) <O
para O <z <ea.

Condensando os dois resultados, podemos dizer: é con-
digio suficiente para que wm, e um $6, dos zeros de ¢ (x)
esteja compreendido entre 0 e a, que se verifique a desigual-
dade I'(0).F!(x)>0, para todos os valores de x, tais
que 0<r<ea.

O dltimo resultado, porém, ja nio é verdadeiro, se o
representar, nio a menor das raizes positivas, mas a maior
das raizes negativas. Neste caso, a condigio enunciada
deve substituir-se por esta outra: F(0).F'" (x)<0, para
a<x<0. Com efeito, transformando a equacio proposta
em —x, a raiz o sera convertida na maior das raizes
positivas da equacéio transformada X'(—ax)=0; por outro
ECr(—x)  dF(x)

d2*  da

lado, tem-se » 0 que prova a afirma-

cao feita.

Seja agora « uma raiz real qualquer, e suponhamos,
como atras, que as equagdes I"(z)=0 e F//(x)=0, por
um lado, e as equagdes I'(x) =0 e F'(x)=0, por outrg
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lado, n30 admitem raizes comuns. Entido, representando por
v e 1. respectivamente, os extremos superior e inferior dum
intervalo que, no seu interior, contenha «, e s6 esta raiz da
equaciio proposta, e no qual a func¢iio /' (x) tenha um sinal
constante — intervalo que é sempre possivel determinar —
uma, e uma s6, das hiplteses seguintes se apresentara:

1.9 F(G). F'(3)>0 (donde F(2)..I" (x)>0 para 2<x<p);
2.9 F(). [ (1)<0 (donde £'()..[""(x)<O para 7.<a<p).

No 1.° caso, ter-se-a, conjuntamente, f(u). £ (2)<0O
para 2z <ax <p, visto que, sendo « a unica raiz da equagio
F(x) = 0 existente no interior do intervalo (i, p), a curva
de equaciio ¥ = F(x) corta uma vez, e uma s, o eixo dos XX,
naquéle intervalo. Kntio, tendo em vista os resultados ante-
riores, a determinacdo de « pode neste caso fazer-se, indi-
ferentemente, a partir de 2 ou de u, isto é, efectuando a
transformagiio y = x-— 7% ou efectuando a transformacio
Yy=x—.

No 2.° caso, sera, pela mesma razio, [7(u). " (x)>0
para 2 <ax<up, e nio ha, quer num sentido quer noutro,
garantias suficientes para o cilculo de «, empregando o
método de que nos estamos ocupando. Sera, pois, necessa-
rio adoptar neste caso outro modo de proceder, e é disso
que vamos tratar seguidamente.

Calculo das raizes no 2.° caso— A 2.% hipotese atris
considerada, unica que pode interessar nesta analise, des-
dobra-se nas duas seguintes :

(@)  FH>0 e FI()<0;
®)  FO)<0 e Fm()>0.

Suponhamos, para fixar idéias, que se veritica a hipo-

tese (a); para o outro caso, as conclusdas serfio analogas.
Considerando a funcio

P ()= (J—;/I k+ (e—n)F3G)+ FG),

PORT. MATH. 22



em que se representa por A uma constante a determinar,
vem :

(4) O ()= F (),

(4 O ()= (),
(A" O ()= ;
(A///) (I)//l (Q?)EO

Entio, uma, e s6 uma, das raizes de ® (z) estara situada
no interior de (7., ), se for ®(«) <0, visto que, em virtude
da hipo6tese e de (4), se tem ®(2)>0.

Mas, fazendo Y ()= IF(x) — ®(x), seri ¢(x)<0, se for
$()>0, visto que se tem F(2) = 0. Finalmente, pode afir-
mar-se que sera ¢ (x) >0 no interior de (2, ) e, portanto,
v () >0, se a constante & for determinada por uma qual-
quer, das condi¢gdes seguintes, que vira concretizar (4'):

(3 ¢ (n)=1F (v,
@) V)=,
(5//) (Y (u) _ .F”((.L) .

Basta provar a afirmacio para o primeiro caso. Supo-
nhamos, pois, que se verifica (J): entdio é facil ver que o
sinal de ¢ (2) niio muda no intervalo (7, p). Com efeito,
de () e de (9) resulta, respectivamente, 4 (2)=0 e ¥ (x)=0,
isto é, a funciio ¢ (x) anula-se nos extremos do intervalo
(%,v). Entdo, se houvesse uma raiz, ¢, de 4 (x) entre 7 e p.,
existiria (1) também uma raiz, 5, de J'(x) entre 7. e ¢, e
outra, 7, do mesmo polinémio, entre = e p., visto que a fun-
cdo ¢ (x) se anularia em trés pontos distintos, 2, ¢ e u;
como se tem, igualmente, ¢/(2) =0 [em virtude de (4')],
haveria duas raizes distintas de ¢/ () no interior de (%, )
—uma, entre A e [5, e a outra, entre 3 e y—o que é absurdo,
visto ser /! (x)=F""(x) <O e, portanto, V" () decrescente,
naquéle intervalo. O sinal de ¢ (z) é, pois, constante no
intervalo (%, ), visto que esta funcfio nio chega a anular-se
no interior do mesmo. Por outro lado, como é 4 (2) = ¢ (»)= 0,
existe um zero, 3, de {/(x) entre % e p; e, por ser ainda
W' (3) = /() = 0, existe um zero, v, de 4/ (x) entre 7. e 5.

(1) Pelo teorema de RoLLE.



Ora, como ja se vig, V" () é decrescente no intervalo (2., p);
entio, serd o/(x)>0, para 1<xr<w, e, portanto, /(x)>0,
para 2<wx<w, visto que, em virtude de (4/), setem J/(3)=0.
Analogamente se conclue, atendendo a (4), que é ¢ (x)>0
para x<ux<o. Mas, como o sinal de L (x) é constante no
intervalo (7, ), ter-se-a: b (x)>0 para 7 <ax <wv, — como
se pretendia demonstrar.

Assim, quando % é determinada pela condiciio (J), existe,
com efeito, uma, e s6 uma, raiz de ®(x) entre 7. e «, e o
processo indicado é, portanto, aceitavel.

Resolvendo a equaciio ®(x)=0 obtém-se, como acaba-
mos de ver, um valor aproximado de o« compreendido entre
7. e o, que podemos designar por 7,; analogamente se deter-
minava um outro valor aproximado de 2, que designaremos
por p,, compreendido entre « e p.. Desta forma é-se levado
a substituir o intervalo (2,v) por outro (7,,y,) de menor
amplitude ; do intervalo (7,, p,) passar-se-ia, em seguida, pelo
mesmo processo, para um novo intervalo (2,, p,), ainda mais
apertado ; e, assim, sucessivamente. As duas sucessdes

-

Ay hay "oy dyy 0y
oo oy mrs s 00
cresceiite a primeira e decrescente a segunda, terio por
limite comum a raiz o, como se pode concluir, aplicando

ainda o corolario do teorema fundamental.

Observagdes. I — Mesmo para o caso em que é
(). F"(3)>0, se podem imaginar processos analogos aos
anteriores.

II — Se em vez de ter definido @ (i) tal como o fizemos,
tivéssemos tomado @ (w)=(x—nk + F (%), teriamos obtido,
raciocinando de modo analogo, em vez de trés, dois proces-
sos diferentes, um dos quais é o conhecido método da corda,
que se emprega associado ao da tangente ou de NEWwWTON-
-FOURIER ; 0 outro método é igualmente conhecido(!) e
(3

corresponde a tomar g, = — —1,—(—) .
{(.

(1) Vide Algebra de Weber.
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Interpretagcdo geométrica — Recorrendo, agora, i ima-
gem geométrica, pode dizer-se que o tomar a funcio

@@:%.wm - B (0) + F(0)

corresponde ao emprégo duma parabola, de eixo paralelo
ao eixo das ordenadas, e que tem, com a curva representa-
tiva da funcdio F(x), um contacto de segunda ordem, no
ponto [0, I’(0)]. Por outro lado, a funciio

@@_“‘)z+( _NFIQ) + FO)

corresponde a uma parabola de eixo paralelo ao eixo das
ordenadas, tangente & curva de equaciio y = F'(x), no ponto
[%, F' ()], e que, no caso em que o valor de % é determinado
pela condiciio @ (v) = (), corta a mesma curva no ponto

[, F ()]
§ 6 — Generalizacao

Os resultados anteriores podem, tacilmente, generali-
zar-se. Seja F(xr) = 0 uma equaciio algébrica de coeficientes
reais e de grau n, que admite, pelo menos, uma solucho
real, e seja o a rajz real de menor valor absoluto de F(x)=
Consideremos agora a funcio

x? {I‘"_l

()
p!T (O)+(p— 1!

determinada pelas condigdes

39(1“)5

FO=20)4 - - 421" (0)+#(0),

(Z) 2 O)=10) ,
&)  dO)=10) ,
(&) ¢7O)=F o(0),
(Byr) 9777 (@)=0

e que é formada, como se vé&, pelos p + 1 iltimos termos
de F(x), primeiro membro da equaciio proposta, suposto
ordenado em ordem decrescente.
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Teorema — I condicio suficiente para que wm dos zeros
de ¢ () estejo compreendido entre O e o, que se tenha
() o’ T F(0) FOtV () >0, para todos os valores de x

, xr .. ,
tais que 0 <—<1. Pode acrescentar-se: .Ndo haverd,
oL

entdo, mais do que um zero de o (x) entre O e o, se for
(H) 2 F(0)F/(r) <0, para 0< <1,
o

Dem. da 1.“ parte. — Suponhamos, em primeiro lugar,
que a raiz = é positiva, e se tem F(0)>0. Neste caso, a
condicdo do enunciado simplifica-se, e toma a forma

(R) Fot(x)>0, para 0<zx<a.

Fazendo, agora, ¢ (x)=F(xr)— ¢(x), as condicgdes
(R,) a (&2, ,) seriio equivalentes, pela mesma ordem, as seguin-
tes :

(7o) 4 (©0)=0
(r) ¥ ()=0
() 470 =0 ;
(.7.p+1) le(ﬂ-l-ﬂ(x)EF(ﬂ-l-'U (x) .
[Entio vira, sucessivamente :
() LY (@) >0, para 0<z<a [De (h) e de (r,,.)];
() 4™ (x), crescente no intervalo (0,a);
(8,) b (2)>0, para 0<x <o [De (a) e de (»)];
(a) "~ "(x), crescente no intervalo (0,a);
() 7V (x)>0, para 0<x <o [De (a) e de (r,_,)];

---------------------------------------------------

(b,_) &' (x)>0, para 0<x<a [De (a,_,) e de (r)] ;
(a,) L (x), crescente no intervalo (0,a);
(b,) b (2)>0, para 0<x<a [De (a,) e de ()] (1.

(1) Usando o simbolismo da Légica matemaética, podia escre-
ver-se, condensadamente,
| (@)« (r,—)) = (b)
[ (8) — (@i+1)
Dadas duas proposicoes 4 e B, a expressdo 4 — B significa:
B resulta de 4; por outro lado 4. B traduz a afirmac¢do simulta-
nea de 4 e de B.

, para 1=0,1,2,.-. 5,
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De (5,) resulta, ainda, em particular, 4 («)>0, e, por-
tanto, o () <0, visto que é ()= I(x)—o(x), e se
tem [7(e) = 0. Como, a0 mesmo tempo, é ¢(0)>0 [em vir-
tude de (R,), e visto ser, por hipotese, ['(0)> 0], existira
uma raiz de o (x) entre 0 e «: o teorema é, pois, verdadeiro
no caso considerado.

Suponhamos, agora, que se tem /'(0)<0O, sendo « ainda
um numero positivo. A condi¢iio (/) do enunciado tomara
neste caso, o aspecto

(h") Fe+v(2)<0, para 0<w<a.

Fazendo F,(xr)= — I'(x), as equacgdes .IF(x) =0 e
Ir (x) =0 serfio equivalentes; além disso, ter-se-a, em vir-

tude de (%), e por ser IF®*V(x)= —F"""(x),
F,(0)>0
{.Fl“’“’ (x)>0 [0<z<a].

Mas é 8ste o caso anterior: havera, entio, um zero de
— ¢ (x) e, portanto, de ¢ (x) entre O e «. O teorema §é, pois,
ainda verdadeiro.

Resta considerar o caso em que é «<<0. Entdo, (H)
toma a forma

) (— 1) FO) >+ (2)>0, para a<x<0.

Ffectuemos a transformacio y= —ax, e ponhamos
F(—y)=F(y), o(—y=¢(y). A raiz « da equagio
proposta correspondera a raiz o/ = — «, positiva, da equa-

cio I,(#)=0. Como se tem
B0 (g) = (—1)+t Fovo (),
resultard daqui e de (&)
F,0). F,"""(y)>0, para 0<ax<o,

e recaimos, déste modo, em qualquer dos casos anteriores,
visto que se tem F,(0) = F'(0). Havera entdo uma raiz u
de o,(x) entre O e &/, e, portanto, uma raiz £ = —= de
de ¢(x) entre 0 e «. O teorema é, pois, verdadeiro tam-
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bém neste caso, e, como ja féram consideradas tdédas as
hipéteses possiveis, sera verdadeiro em qualquer caso ().
Dem. da 2.“ parte. — Basta considerar a hipotese em que
éa>0 e F(0)<0. Para a extensiio aos restantes casos,
pode proceder-se como fizemos na 1.% parte.
No caso que estamos a considerar, (/1) transforma-se

em
(7)) I'"(x)<0, para 0<z<a.

Ent#o, visto que supomos ainda verificada a hipé6tese (1),
serd também verdadeira a proposicéo (a,) [Dem. dal.? parte]:
a funciio Y(x) sera, pois, crescente no intervalo (0,«). Como
se tem, por outro lado, 4 (x) = F'(x) — o (x), e a funciio I'(x)
é, em virtude de (%,), decrescente no intervalo (0,«), segue-se
que o (x) é também decrescente no mesmo intervalo, e, por-
tanto, ndio podera haver mais de uma raiz de 9 (x) entre O
e o, como se pretendia demonstrar.

Observagdo. — E manifesto que a proposicio demons-
trada s6 podera utilizar-se com vantagem nos casos em que
6 p=1 e p=2. Hsses foram os casos estudados nos
dois paragrafos anteriores.

Seja agora « uma soluciio real qualquer da equagio
I'(x) = 0. Sejam, por outro lado, % e p., respectivamente,
os extremos inferior e superior dum intervalo que contenha
2 no seu interior. Pésto isto, consideremos a funcio P (x)
definida pelas condigdes

(&) o+ Y (2)=0,
€  PO=F0)  (=0,1,2,, =10

() Usando ainda o simbolismo da Légica matematica, podia-

mos escrever
(7)) + () (A") = (H).

Dum modo geral 4 -+ B+ C traduz a afirmacdo duma, pelo
menos, das proposicées 4, B, e C, sendo = o sinal de equiva-
léncia logica.

(3 Por comodidade, consideramos como derivada de ordem
zero a propria funcao.
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e ainda
(Fh) Q)(m+h) (P) — ]{Wm+h) (IJ) (}l = O; 1 R 2, ceey 8§ —— 1),

tomando para m, arbitrariamente wm dos valores 0, 1,
2,---,7, esendo r +s=p + 1. Tal funcio sera, eviden-
temente, da forma

P)y=(x—1’k,+(@—2) " by 4+ -+ (x—0W)k,_, +

(w—"7‘)r—1 (r~1) (3 N J (5 y
+WF W)+ -+ @E—=DF @)+ FO),

onde as constantes %, k,, ---, k,_, sio fixadas pelas con-
. Al
di¢des (T,).

Teorema. — Para que exista um zero de ®(x), entre }
e 2, basta que o produto (— 1y*' F(u). "% (x) seja menor
do que zero, para todos os valores de x, tais que 1 <x<p.

Dem. — Limitar-nos-emos a fazer a demonstragiio para o
caso em que é: m=0,r>s, s impare F(z)>0.

Suponhamos, pois, que se verificam estas condicdes, e se
tem F**"(x)<0 para 2 <ax<p:vamos provar que existe
um zero de ®(x) entre » e o. Para isso, introduzamos a
funcio ¢ (x)=I(x)—d(x); ascondigdes (A), (C) e I',) serdio
agora equivalentes, pela mesma ordem, as seguintes

(/i) ',[J(."Jr”(x)EF“’"'”(:I?),
(Cl.) L!)(') (}-.)=O (i-:O,l,---,r—l),
(7/&) '!J(h) ({J‘) =0 (k =0,1,---,8— 1) .

Ora o sinal de { (x) é constante no intervalo (7., p.). Com
efeito, se esta funcdio se anulasse num ponto J compreendido
entre A e p., existiriam, por virtude de (c,) e de (y,), duas
raizes de {/(x) entre 2 e v ; daqui e das condigdes (¢,) e (y,)
resulta, igualmente, que existiriam trés zeros de J'"(x)
entre 2 e (n; e, assim, sucessivamente, até se chegar a fun-
¢do ¢“(x), que teria s + 1 zeros entre os mesmos limites,
em virtude das condic¢des (c,_,) e (y,_,), e visto ser, por
hip6tese, r>s. Mas, por forca de (c), existiriam, pelo
menos, s + 1 zeros de J**V(x) entre 7 e p., e 0 mesmo
aconteceria com todas as funcdes seguintes até a ordem r,
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visto ser ainda (*~"(3) =0. Entdo, pode afirmar-se que
haveria s raizes de ¢“*" (x) no interior de (,u), s—1 raizes
de ¢"*?(x) no interior do mesmo intervalo, etc.; chega-se
déste modo & conclusio de que existiriam s+1—(s—1)=2
zeros de ‘"’ (x), portanto um zero de """ (x), entre 2 e u,
visto ser p — r = s — 1. Mas, por hipétese, é ¢**" (x) <O,
para A<ax<p, e ndo poderd haver nenhum zero daquela
funcéio entre ) e p: é, portanto, falsa a hipétese de que ¢ ()
muda de sinal no intervalo (i, ).

Por lado prova-se, raciocinando de modo analogo, que
existe um, e um sd, zero, w,, de ¢ (x) entre 2 e ., por se
ter ¢ (3) = ¢ () = 0; entdo, como, em virtude da hipdtese, a
funcdo ¢ é decrescente no intervalo (3, p), sera ¢ (x) >0
para A <x <w,. Mas também se prova que existe um, e um
s, zero, w,, de ¢~V (x) entre 2 e w,; entio, como, em vir-
tude da conclusdo anterior, {*~"(x) é crescente no inter-
valo (3,w,), sera 7V (x)<0, para A<z<w,. Vé-se,
pois, que, dum modo geral, para A <ax<w,_;<p, se tem:
" (x)>0, quando j=p,p—2,.--,7, e ¢*(x)<0, quando
j=p—1,-..,r—1, vistoquer=p — (s —1), e s é, por
hipotese, impar. Mas, para as derivadas de ordem inferior
a r, as condi¢des modificam-se : em virtude de (c._,) e da
conclusdo anterior, ter-se-a ¢"~"(2)>0 para 1<z <w,_,;
depois, analogamente, {" =% (x) >0 para 1<z <wo,_,, etc. .
A intervencio sucessiva das condigdes (c,_,), (¢, _5), -+, (¢y),
leva-nos, déste modo, & conclusdo de que é {(xr)>0 para
A<x<w,_,. Ora ja tinhamos provado que o sinal de { ()
é constante no interior de (3, p); ter-se-a, portanto, ¢ (x)>0
para 21<x<p.

Em particular ¢ («)>0. Mas ¢ («) = — P(«), por ser
F(e)=0. Entio sera ®(«)<0, e, como ja se tem, em
virtude de (C;) e da hipotese, ®(2)> 0, conclue-se que ha,
pelo menos, uma raiz de ®(x) entre 2 e «, q.e.d..

Observa¢des. I — Podiam estabelecer-se condicdes de
unicidade da raiz de @ (x) entre 4 e «. Tais condi¢des sio,
no entanto, mais complexas do que as do teorema anterior,
e, por isso, nos abstemos de as apresentar.
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IT — As conclusdes siio analogas quando, subsistindo as
condigdes iniciais, A e p representarem, respectivamente, os
extremos supertor e infertor dum intervalo que contenha «.

IIT — O dltimo teorema demonstrado s6 oferece interésse
pratico nos casos, ja considerados, em que é p=1e p = 2.

VI—E 6bvio que os resultados expostos neste para-
grafo sdo ainda aplicaveis a certas equacgdes transcendentes.

Ao terminar, notaremos que, se, em algumas demons-
tragdes apresentadas neste trabalho, nos afastamos do cami-
nho mais curto, razdes houve que nos levaram a proceder
assim: é facil, por exemplo, reconhecer que a demonstra-
¢do, tal como a fazemos, da 1.? parte do teorema, com que
principia o ultimo paragrafo, é indispensavel para a demons-
tracio da 2.% parte do mesmo teorema; por outro lado, é
manifesta a vantagem que ha, do ponto de vista didactico,
em adoptar, para casos semelhantes, processos de demons-
tragdo analogos.
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