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Introdugdo. O estudo da andlise em espagos de
Banach (e mais modernamente ainda em espagos vecto-
riais topologicos) tem dado origem a tdo extensa biblio-
grafia, a trabalhos tdo profundos e diferenciados, que ja
comega a ser dificil dominar inteiramente este ramo da
matematica. E, todavia, os novos métodos oferecem pos-
sibilidades de sintese que deixam a perder de vista as
virtudes do calculo vectorial, tal como este se apresenta
inicialmente ao estudante de matematica ou de fisica.
Cada resultado de analise geral tem repercussdes imen-
sas, nos mais variados e distantes dominios concretos.

Ja nao é portanto fdcil, quando se trabalha isolada-
mente e com precarios meios de informagao, obter resul-
tados substancialmente novos sobre a andlise em espagos
de Banach. Ndo me atrevo por isso a dar o presente
estudo como um trabalho de investigagio: serd antes um
trabalho de reelaboragio. E com uma dupla finalidade:
primeiro que tudo, como esfor¢o pessoal no sentido de
aclarar e definir ideias, para tentar depois ir mais longe;
em segundo lugar, como instrumento de inicia¢io para
0s jovens que procurem orientar-se um pouco na imen-
siddo da andalise moderna.

Fique portanto entendido que, se ndo faco referéncias
bibliogrdficas mais completas, é unicamente porque ndo dis-
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ponlo de mrios para isso. Devo acrescentar que, para este
estudo, me serviram de guia e sugestio sobretudo as
memorias de HipesranoT, Graves e LorcH indicadas na
Bibliografia.

Tem ainda uma aspiragdo este trabalho: a de poér em
evidéncia o papel simplificador que a andlise geral esta
destinada a desempenhar no ensino das matemadticas.
Grande parte do cdlculo diferencial e integral para fun-
¢oes de mais de uma varidvel (mesmo de infinitas varidvers)
se pode hoje condensar nas linhas sobrias e elegantes
da andlise infinitesimal para fun¢ées de uma so varidvel.
E nio é apenas uma economia de pensamento o que se
consegue deste modo: ¢ a aquisicdo de novos e impor-
tantes resultados. Porque, o que mais impressiona ainda,
¢ a extraordindria poténcia das proposi¢des assim gene-
ralizadas. Por exemplo, o teorema geral das fung¢des im-
plicitas é aplicavel a equagbes diferenciais, integrais ou
integro-diferenciais, e ao cdlculo das varia¢des, como
mostra Graves em [II] e [III] com varios exemplos.

Dois sdo os conceitos que servem de base ao presente
estudo: o de integral curvilineo riemanniano e o de ope-
rador derivado (em espagos de Banach). O primeiro é
uma ligeira variante do conceito de integral de Riemann-
-Stieltjes, tal como este vem exposto, por exemplo, na
obra de E. HiLrE, citada na Bibliografia (p. 51); mas . nio
me foi possivel encontrar um trabalho (que certamente
existe) em que tal conceito venha explicitamente consi-
derado com o aspecto que lhe dou aqui, isto é, sendo os
valores da fungdo integranda operadores lineares que
actuam sobre o vector dx. O segundo conceito é o de deri-
vada concebida como operador linear, segundo o ponto
de vista dé MicuaL e de Zory (V; mas também ndo me foi

(1) Parece ter sido MicHAL quem, pela primeira vez, em 1936,
considerou a derivada sob este aspecto. (Veja-se HiLLe [1], p. T4 e
Zorn [II7).
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possivel encontrar um trabalho em que tal nog¢ido venha
utilizada sistematicamente como base do cédlculo diferen-
cial e integral em espagos de Banach reais.

Trata-se depois de relacionar os dois conceitos por
meio de teoremas andlogos aos da analise classica. A deri-
vagio surge como operagido inversa da integragio, quando,
e s6 quando, o integral entre os dois limites a,x é inde-
pendente do caminho de integragdo (teoremas [3.1, 3.9]
e [3.10]. Tem-se aqui a generalizagdo duma conhecida
propriedade relativa a integrais curvilineos e uma pri-
meira analogia com a andlise no campo complexo.

Sido estabelecidos teoremas que generalizam a regra
de derivag¢ido dum produto, as regras de derivagio ou inte-
gracdo sob os sinais de integrag¢do ou derivagio, etc.,
mas tome-se nota da curiosa novidade que surge no caso
dos operadores bilineares assimétricos (n.°s 6 e 9).

Para fazer real¢ar o mais possivel a analogia com os
resultados correspondentes da analise classica, sdo intro-
duzidas convengées simbdlicas (n.° 5) que se me afiguram
particularmente comodas e sugestivas. Observe-se por
exemplo a analogia do desenvolvimento tayloriano [8.2]
com a classica formula de Taylor para fun¢ées de uma
s6 variavel.

Certo é que tais analogias tém um perigo: o de pode-
rem iludir. Requerem-se por isso, em cada caso, um
exame minucioso e uma critica acerada. Uma ligeira dife-
renca de notacio pode entdo ser util para despertar a
atengao.

Um outro resultado aqui exposto ¢ a generalizagdo
do teorema do diferencial exacto (n.° 11), em que reapa-
rece a analogia com a andlise no campo complexo (teo-
rema de Cauchy sobre fun¢des holomorfas). Dois caminhos
se podem ainda seguir na demonstragdo: um, correspon-
dente a demonstragio do teorema de Cauchy segundo
Riemann, é mais breve, mas pressupde a continuidade
da derivada da fung¢ido integranda; o outro, correspon-
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dente a demonstragdo do teorema de Cauchy segundo
Goursat, é mais longo, mas dispensa a hipotese da conti-
nuidade da derivada. O segundo caminho foi-me suge-
rido pela teoria das fun¢des analiticas em anéis de Banach,
segundo Lorch.

Nestas generalizagGes é necessdrio ter presente que a
derivada ndo é agora o classico limite da razdo incre-
mental Ay/Ax e ndo pode portanto intervir nas dedugées
sob esta forma, mas sim tal como é definida no n.° 2,
Por outro lado, o teorema dos acréscimos finitos tem de
ser em tudo substituido pelo teorema [3.1], segundo o
qual a diferenga f(6)— f(a) €é igual ao integral de f/(x)
entre a e b (quando f/(x) é integravel). Se a isto acres-
centarmos a possibilidade de aplicar o teorema de Heine-
-Borel as linhas de integragio e ainda o facto de se ter

|Au| <|A||u)
quando A é um operador linear comtinuo aplicado ao
vector u, ficam indicados os pontos fundamentais que
tornam possiveis as generaliza¢des efectuadas.

Para dar uma ideia do interesse destas investiga¢des,
é abordado o estudo das fun¢des implicitas e das fungées
diferenciais em espagos abstractos, segundo a ordem de
ideias delineada por HiLpesranDT e GravEs, e, anterior-
mente ainda, por VoLTERrA, PauL LEvy e outros. Aqui, sobre
tudo, se afirmam as virtudes metolégicas da analise geral.
E deve salientar-se que fodos os resultados expostos sdo
ainda aplicaveis a funcées de varidveis complexas, o que é
mais um exemplo do extraordinirio poder de unificagio
dos novos métodos.

0. Indicagdes prévias.— Sobre as definigbes de «espago
de Banach», de «operador linear continuo» e de outros
conceitos aqui utilizados, pode consultar-se a minha dis-
sertagdo de doutoramento (§ 1), ou entdo alguns dos livros
indicados na Bibliografia, como p. ex. o de Banacu e o
de HirLE.
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Todos os espacos aqui considerados sdo espacos de Ba-
nach arbitrarios, relativos ao corpo real ou ao corpo com-
plexo. Para os designar, serdo usados os simbolos S, S¥,
S*)SI)SZ) )Sn-

Quando numa questdo intervierem dois ou mais espagos,
subentende-se que sdo relativos ao mesmo corpo de escalares.

Os vectores, elementos de tais espagos, serdo designa-
dos por caracteres de tipo corrente: a, b,¢c, %, k, x,,
u, v, &, n, etc, munidos ou nio de indices, barras, aste-
riscos, etc.; quando tiverem de ser consideradas varidveis
numeéricas, o facto sera declarado na devida altura. Para
fungbes, serdo usados os simbolos habituais: f, g, F, G,
¢, p, etc.; os caracteres A,B designardo de preferéncia
operadores lineares ou multilineares.

Chamaremos produto dum operador A por um vector u
ao resultado da operagdo A aplicada ao elemento # e
designaremos esse resultado indiferentemente pelas nota-
coes A(u), Auou A-u.

O zero ou vector nulo em qualquer dos espagos consi-
derados sera designado pelo simbolo 0.

Para a worma (comprimento ou mddulo) dum vector u
sera usada simplesmente a nota¢do |#|. A norma dum
operador linear continuo A é definida como o extremo
superior de |Ax|, quando # toma todos os valores tais
que |u|=1:

| A|=sup|Au|, para |u|=1,

donde a propriedade |Au|<|A||«#|, que, como ja dis-
semos, intervém de maneira essencial no que se segue.
A familia de todas as transformacées lineares continuas
de S sobre S* é representada por A, (S, S*); demonstra-se
que esta familia é ainda um espago de Banach.

Os simbolos R,K designam respectivamente o corpo
real e o corpo complexo; R” e K* designam os espagos
n-dimensionais, real e complexo, respectivamente.

Como recurso intuitivo, o leitor pode referir-se ao
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modelo euclideano, imaginando os elementos dos espagos
como vectores ou pontos do espa¢o ordindrio. Mas ¢ pre-
ciso ndo perder de vista que a categoria dos espacos de
Banach é muito mais extensa, incluindo o espaco de Hilbert
¢ muitos outros dos espacos funcionais que ocorrem nas
aplicagies.

Dados dois numeros reais a,6, com a <b, designare-

mos por a',_‘b, (ou por ¢|sz, se niao houver perigo de con-
fusido) o segmento de extremos a,b, isto €, o conjunto
dos numeros x tais que a <x<5b.

Aos conjuntos abertos de S chamaremos, simples-
mente, regides de S.

Dados % € S e d>0, designaremos por V(x,d) a
vizginhanca o de x,, isto é o conjunto dos pontos x de S
tais que |x —xo| <9.

1. Integral curvilineo de Riemann. — Consideremos
uma func¢io f(x), definida num subconjunto X de S e
cujos valores sejam elementos de A, (S, S*), isto ¢, tal que

f(x) e A, (S,S*), paracada «xeX.

Seja por outro lado I' uma /linka orientada rectificavel
de S, contida em X, definida parameétricamente por uma
func¢do pontual continua

x=y(t) (0<t<1).

Representaremos por a, b, respectivamente, a origem
e a extremidade de T': a=1y(0) b=+y(1), podendo
supor-se a==b ou a=24.

Suponhamos ainda que, sobre I', a fun¢ido f(x) é limi-
tada.

Seja agora = uma particio de T em arcos, mediante
uma sucessido de pontos

xo=1y(k), x1=7 (), y Xn =7 (a)
com 0=t <tH< <t < <t,=1.
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Chamaremos norma de = e representaremos por |x| o

maior dos numeros | % — %y |, | £2 — x|, )| X — Xu_q|:
| *| = max | x; — x:_1].
1<i<n

Por soma de Riemann de f(x) relativa a particio = en-
tendemos todo o elemento sz de S* assim obtido

Sn— El f(aE,) (x,-— x,-_l),

P
em que x; designa um ponto arbitrdrio do arco x;, x;,

isto é: 9;,-=7(f,-), com ¢ <t<t;. E necessirio nio

perder de vista que: 1) f(x)) € um operador linear que

actua sobre o vector x;— x;_1; 2) dada a arbitrariedade

— PR
da escolha de x; sobre o arco x;_;x;, a soma sr é uma

fungdo plurivoca de =.
Posto isto, diremos que sx fende para um vector J ao
tender de || para 0, e escreveremos
J=lim sr,
| ™| >0
quando a todo o numero ¢>0, se puder associar um
numero ¢> 0, de modo que se tenha

|9 —sx| <e, desde que |=|<3d.

Se tal limite 9 existe, diremos ainda que 9 é integral
(viemanniano) de f(x) ao longo de T' e escreveremos

[1.1] szr f(x)dx.

Os pontos a, b chamar-se-do, respectivamente, o limite
m ferior e o limite superior de integragio.

Suponhamos, por exemplo, que S é o espago cartesiano R® e $* o
eixo real R. Sabe-se que toda a transformagdo linear (continua) T
de R® sobre R é da forma T (¥) =a - #, em que a designa um vector
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qualquer e @-u o produto interno de a por #. Podemos entio pensar
f(x) como um vector, fungdo de x. Sendo x;, x,, x,, as componen-
tes de x e X, X,, X, as de f(«x), o integral [1.1] pode agora apresen-
tar-se sob a forma classica dos integrais curvilineos

I=/1 (Xidx+ X, dx,+ X, dwy) .

Mais concretamente ainda, podemos imaginar que f(x) repre-
senta uma forga com o ponto de aplicagdo em x. Entdo, como é sabido,
o integral ¥ dd-nos o trabalho da referida forca, quando x descreve T.

Do critério de convergéncia de Cauchy, verificado
em S* deduz-se facilmente que, para a existéncia do
integral [1.1], é condi¢do necessaria e suficiente que, a
todo o ¢> 0, corresponda um ¢> 0, tal que

|S“1_S"2;<5, para |"T1|<a; |'n:2|<6,

Ewm particular, esta condi¢do serd satisfeita se f(x) for
Sungdo continua de x sobre I'. Com efeito. como a linha T
constitue um subespago compacto de S, a que é portanto
aplicdvel o teorema de Heine-Borel, a fun¢do f(x) serd
uni formemente continua sobre I' desde que seja continua
sobre I', sendo entdo possivel determinar, para cada ¢ >0,
um ¢> 0, de modo que se tenha para cada par de pontos
x,x deT:

| f(®) —f(*)] <e desde que [x—u'| <d;
e nestas condi¢des, atendendo a que é sempre
| fx)u|<|f(x)|-|u|, para xeX, ueS,

visto ser f (x) um operador linear continuo, para todo o
xeX, facilmente se reconhece, como no caso classico, que

) 0
| sm, —smy | <€ |T'|, para |'rc1|<?, |1c2‘<?,

designando por |T'| o comprimento de T, isto é, pondo

|T|=sup X |#—#i1].
™ =1



Integracdo e devivagcdo em espagos de Banach 125

(1.2] A continuidade de f(x) sobre T é pois garantia de
existéncia do integral de f(x) ao longo de T.

Da defini¢do resultam ainda as propriedades:

(18] [, f@dx<M|T|, se |f(x)] <M sobreT

[1.4] fr [f1(x)+ f2 (x)]dx=frf1 (x)dx+frfg (%) dx.

[1.5] /r Af(x)a'x=Afr f(x)dx, sendo AeA (S*S¥).

(1.6 [, f(®) a’x=fr1f(x) dx +fr2f(x)dx, sendo Ty,T;

dois arcos em que fique dividida I' por um seu ponto
qualquer.

2. Conceito de derivada. — Seja agora f(x) uma fun-
¢do definida numa regido D de S e com os valores em S*,
isto &

f(x) e S* paracada x e D.

Diz-se que f(x) é F-diferencial num dado ponto a de D,
quando existe um elemento A de A, (S,S*) tal que

fla+h=f(a)+Ahr+RA),

sendo R (%) um infinitésimo de ordem superior a primeira
a respeito de h, isto é, tendo-se

R()-|A|-*—0 quando %2—0.
Resulta da defini¢do que nio pode existir mais de um
operador A nestas condi¢des. Se um tal operador existe,

serd chamado a derivada (ou o operador derivado) de f(x)
no ponto a, escrevendo-se entio:

A—f'(@) ou A=[di;f<x>]a
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Também resulta logo da definig¢do que, se f(x) é F-dife-
renctavel no ponto a, f(x) € continua em a.

A fungdo f(x) diz-se F-diferencidgvel/ em D, quando o
for em todos os pontos de D, e entdo qualquer dos sim-

bolos f'(x) ou dif(x) representard a funcdo derivada
x

(ou simplesmente «a derivada») de f(x) em D.

A expressio «F-diferencidvel» usa-se como abrevia-
tura de «diferenciavel no sentido de Fréchet», mas, como
nio teremos de considerar outros tipos de diferenciabili-
dade, passaremos a dizer simplesmente «diferenciavel»
em vez de «F-diferencidvel».

Suponhamos que S =R S*=R". Entédo, pondo x =(x;,%5, -, %,),
Y =(¥1,Y3, -+, ¥n), a fungdo y = f(x), correspondera a um sistema
de m fungdes reais em » variaveis reais

Yi=fi (%1, %9, -, %,) i=1,2,-",m;

a funcdo f(x) sera diferenciavel no ponto ¢ =(a4,a,, ,a,), quando
cada uma das fungdes f; o for nesse ponto, e a derivada f/(a) sera
of:
X
., %,=a,. Se em particular m =1, tal matriz reduz-se a um
vector: o gradiente de f(x) no ponto a.

As conclusdes serdo anilogas se, em vez de espagos cartesianos
reais, forem considerados espagos cartesianos complexos.

entdo representada pela matriz l: ], para x; = ay,% =ay, -

Da defini¢do deduz-se ainda que: a derivada da soma
é a soma das dervivadas; a derivada duma constante é o
operador 0; a derivada de x em ordem a x é o operador
idéntico, 1, etc. Observe-se ainda que, no caso de existir
f'(x), se tem:

[2.1] di[Af(x)]zAf’(x), sendo Ae A, (S* S*%).
x

Quanto a regra de derivacdo das fungoes compostas, é
também facil estabelecé-la, como no caso classico, tendo
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agora em atencio a linearidade e a continuidade do ope-
rador derivado.

E claro que a nogdo de «derivada parcial» se estende
imediatamente ao caso actual, podendo ainda ser usadas
as mesmas notagdes.

Consideremos uma fun¢do f(x1,xz,---,x,), definida
numa regido D do espago produto S;><Sz><-...><S5, e
com os valores em S*. Facilmente se reconhece ® que

f(x1,%, --,x,) sera diferencidvel num dado ponto
(@a1,as, --,a, de D (segundo a defini¢gdo precedente),
se, e sO se, existirem » operadores A;,A;,--., A,, com

A;e A (S;)S*),i=1,2,---,n, tais que

f(al‘l' by y a2 ‘|’h2)'"ran+hn)=f(al)a2y"' ) @n) 1
+A M+ Ak A ARy by ),
sendo R (kg, s, -+, 2s) um infinitésimo de ordem supe-

rior a primeira a respeito de | (4, Az, - -, k.| Se tal
condicgio é verificada, tem-se necessariamente:

of: .
A,~=i(a1,a2,---,an) 1=1,2,--,n.
0x;

Entretanto, convém recordar que a norma dum ele-
mento (%, x2,---,x,) do espago produto S =3S5;><
=< S;><...><5,, pode indiferentemente ser definida de
qualquer dos seguintes modos:

—/TaP F[mF T o
| (%1, %2y -+, %) | =|x1|+lx2|++|x”|

=max (| x|, [ 2], | %a]).

Embora estas defini¢gées (e outras ainda) nio sejam
equivalentes entre si, determinam em S a mesma Zopolo-
gta e amesma nogio de F-diferenciabilidade; a respeito de

(1) Ver Notas Finars, L.
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qualquer delas, S é um espago de Banach, supondo defi-
nidas em S a adi¢do e a multiplicagdo escalar como é uso
neste caso. Porém, as duas ultimas sio as mais comodas
para o nosso estudo.

E agora facil ver que, dada a arbitrariedade dos espa-
¢os de Banach considerados, a regra de derivagdo das fun-
¢oes compostas para fungies de mais duma varidvel, se obtém
imediatamente como caso particular da regra correspondente
para as fungoes duma varidvel.

3. A derivagdo como operagdo inversa da integrag3o.
— Seja agora D uma regido conexa de S e consideremos
uma func¢io f(x) definida em D, com os valores em S*.
Entdo teremos o seguinte

(8.1] Teorema. Se f(x) ¢ diferenciavel em D e f(x) é
integravel ao longo duma dada linha rectificavel T contida
em D, tem-se

[ f@)dx=f)—f(a),

sendo a a origem ¢ b a extremidade de T

Demonstracdo M. Sejam ¢,¢ numeros positivos arbi-
trarios. Visto que f(x) é diferenciavel em D, a cada xe D
podemos associar um nimero positivo J, <9J, tal que

[8.2] f(x)—f(x)=/f"(x)(x—=x)+R(x,x),
com |R(x,x)| <¢|x—x|, desde que |x — x| <d.. Supo-

nhamos agora que x,x sio pontos de I':

x=y(t) x=70).

(1) Esta demonstra¢do ndo é mais do que uma adaptagio, ao caso
presente, da demonstragao dada por Graves, em [I], pg. 171,
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Dada a continuidade de y(#), podemos associar a cada

z‘e(l),_l| um ¢, >0, de modo que se tenha:
(8.3] |x— x| <9, para |[f—¢|<pr.

. —_—
Mas a familia de segmentos #—p,,#+-p,, para 0<¢<1,

. . — _
constitue uma cobertura do conjunto 0,1. Entédo, segundo
o teorema de Heine-Borel, podemos formar uma cobertura

do conjunto ('),_|1 com um numero finito desses segmentos.
Sejam 4, ¢, , t» 0s centros consecutivos dos segmen-
tos escolhidos e suponhamos que a escolha foi efectuada
de modo que se tenha # =0,¢,=1 e que nenhum dos
segmentos fique contido num dos outros (o que é sempre
possivel). Nestas condi¢bes, qualquer que seja 1 =1,2,---,#,
podemos fixar entre #4_, e # um ponto 7;, interior aos
dois segmentos escolhidos com centros em ¢_; e #.
Ponhamos agora:

xi=y(t), L=y@E) (E=1,2,--,n)

e designemos por = a parti¢do determinada em I' pelos
pontos #;,%. E claro que, por for¢a de [3.3] e por se ter
d: < ¢ qualquer que seja xeT, vird |n|<d. Como soma
de Riemann relativa a = podemos tomar

= B () G 2) + /(@) (i— ),

ou seja, atendendo a [8.2]:

ipgs

yu—

[f &) —f(xim1) + [ (x) — FED] —

[WE

[R s #im1)— Ry 20) ] =

=1

f(b)_f(a)_'gl [R(Et’)xi—l) _R(Ei)xi)] .
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Mas, visto que se tem |&;— x| <9, |Ei— i1 | <dry,
para i=1,2,..-,%, vira

| ’.=21 [R (E,,-, xi—l) —R (Ef’ x,)] <

<e B (|&— @l +]x—E[) <¢|T|.

Note-se que s} é func¢ido de d. Atendendo a que f'(x)
é integravel ao longo deI' e a que || <J, podemos entdo
escolher d de modo que se tenha

|s— [ (@) dx| <e

e portanto sera:
f(6)—F@— [, f'(x)dx| <| f(B)—F(@)—sk| +
Flsi— [ fr)dx| <e +|T)).

Dada a arbitrariedade de ¢, fica provado o que pre-
tendiamos.

Como veremos, esta proposi¢io desempenha em tudo
o que se segue o papel do teorema dos acréscimos finitos
de Lagrange. Tém-se desde logo as seguintes consequén-
cias

(8.4] Se a derivada de f(x) ¢ idénticamente nula em D,
a fungdo f(x) reduz-se a uma constante sobre D .

(8.5] Duas fungies f(x), g(x), tais que f (x)=g'(x)
diferem quando muito por uma constante.

Seja agora F (x) uma fungdo definida na regido D de S
e com os valores em A,(S,S*). Como acabamos de ver,
se ¥ (x) é derivada de alguma funcdo f(x) em D, o integral
de ¥ (x) ao longo duma linha rectificdivel T contida em D,
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quando existe, so depende dos limites a,b de integracdo,
pois que serd entédo:

[, F(@)dz=f(6)— f(a).

Dum modo geral, sempre que o integral de F(x) ao
longo de T' tem um valor que s6 depende dos limites a, 6,
sendo portanto independente do caminho T, representa-
remos este integral pela notagédo

[2F (x)dx.

E facil ver que, uma vez verificada esta circunstancia,
se tem, por for¢a de [1.6]:

[3.6] f:F(x)dx+f; F(x)dx:f:F(x)a’x,
quaisquer que sejam a,6,c e D. Além disso, sendo a,6

. l_ . .
bastante proximos para que o segmento a)} esteja contido
em D, virda ainda ®

8.1) | [ F@)dx| <M|6—al, s |F ()| <M sobre ab.
Por outro lado, observemos que é sempre:
(5.8] [ Adx—=A(b—a), para a,beS; AeA(S,S*).

Ora, fazendo intervir sucessivamente [3.6], [1.4], [3.8]
e [3.1], tem-se o resultado:

(1) Chama-se segmento ﬁ de S ao conjunto dos pontos x tais
que x=a-+?¢(®—a), com 0=7=1. Um conjunto M diz-se con-
vexo, quando todo o segmento de extremos M esta contido em M. Todo
o espaco de Banach, S, é localmente convexo, isto &, podem-se tomar
para vizinhangas de cada seu ponto x Ginicamente conjuntos conve-
xos (esferas com centro em x). Ora, se D é uma regido (conjunto
aberto) de S, para cada ponto x de D ha uma vizinhanga de x con-
tidaem D.



132 J. Sebastiao e Silva

(8.9] Teorema. Se o integral de ¥ (x) ao longo de qual-
quer linha rectificavel contida em D existe ¢ so depende dos
limites de integracdo, a fungdo t(x) assim definida :

f(x)=f:F(u)du, com aeD,

¢ diferencidvel em todo o ponto X9 de D em que F (x) for
continua, tendo-se precisamente

S (x%0) = F (x0).

A demonstracio é ainda semelhante 4 que se usa no
caso classico.

As duas proposi¢des [3.1], [8.5] permite-nos em parti-
cular afirmar que:

(8.10] Se F (x) é continua em D, para que o valor do
integral fr F(x)dx (estando T contida em D) so dependa

dos limites de integracdo, é necessdrio e suficiente que F (x)
seja derivada de alguma fun¢do em D .

Seja por exemplo S =R3 S*=R. Podemos entdo imaginar que
F (x) representa, para cada xe¢D, uma forga aplicada ao ponto x
teremos assim um sistema de for¢as definido na regido D. Pois bem
o teorema [3.10] exprime o seguinte facto bem conhecido em Mecanica :
«Para que o trabalho executado pela forca F (X), ao passar dum ponto a
para outrvo ponto b da vegido D, ao longo duma linha T, so dependa
de a e de b, e ndo do caminho T, é necessdario e suficiente que F(x) seja
o gradiente de alguma funcdo £(x) (dizendo-se entdo que o sistema de
forcas é consevvativo)».

4. Mudanga de varidveis nos integrais curvilineos. —
Consideremos, além de S e S*, um outro espago de Ba-
nach, S,, e, por outro lado: uma fung¢do continua F (x),
definida numa regido D de S, com os valores em A, (S, S*);
uma fungéo continua ¢ (x), definida numa regido D, de S,
com os valores em D. Em simbolos:

Fx)e A.(S,S*), paracada xe D
{ 9(u) e D, para cada # € D,.
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Seja agora C uma linha rectificavel de D, , definida
parameétricamente por uma fung¢io pontual continua

u=g(t) [0<t<1],
e seja I' a imagem de C por meio de ¢:
P=¢(C): y(#®)=9(g@®) [0<t<1].

Posto isto, consideremos uma parti¢ido = de I, definida
por pontos x;=vy(#) (0=t <t <-.--<t,=1]. Entdo,esco-
lhidos arbitrariamente os pontos x,=1y (%) [4_1 <t <?#] e

posto u,=g (%), ui=g (%), teremos a soma de Riemann

X

= B F (3 (e i) = 3 F [p ()] [ (e) — ()]

Veé-se pois que o limite de s; quando |x|—0 é o inte-
gral de Riemann-Stieltjes de F [¢(#)] ao longo de C:

[ Fxydx=[_Flo@)]de).

(Note-se que a fung¢do ¢ (#) é de variagdo limitada
sobre C, pois que se tem sup 2|¢ (#;)—o(#i—1)|=|T|).

Suponhamos agora que a fungdo ¢ (x) admite devivada
continua na regido D, . Usando uma técnica semelhante a
que nos serviu para demonstrar o teorema [3.1], é entdo
facil provar que

fr F(x)dxzfc Flo(#)]¢' (») du,

recaindo assim no integral riemanniano como o tinhamos
definido.
Em particular, ter-se-a

[ F@dz=[ Flynay,
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ou, na hipdtese de y(t) ser diferencidvel:

JeF@adr=[ Fly@)y@ar.

E assim se reduz a integrag¢do curvilinea a integragio
ordinaria segundo o eixo real, no sentido de Riemann-
-Graves.

5. Operadores multilineares. Derivadas de ordem supe-
rior & primeira. — Consideremos uma fung¢io G (x1,%z, - -, %)
definida em S” e com os valores em S*. Como se sabe,
diz-se que o operador G é »n vezes linear, quando resulta
linear a respeito de cada um dos seus argumentos
Uy yUy yo oy Uy

Diremos, por outro lado, que G é continuo, quando
for continuo a respeito do complexo dos seus argumen-
tos, isto é, quando representar uma fung¢do continua do
ponto (%, &3, - -, #,) no espago produto S. E facil reco-
nhecer que, sendo G um operador n vezes lincar, G sera
conlinuo, se, ¢ so se, a funcdo |G (%1, %2, , Xn)| for limi-
tada para |x |=|xy|=""+=|x,| =1. Verificada esta
condigdo, define-se norma de G tal como segue:
|G|=sup|G(x1,%z,++,%,)|, para || =|xe|="+--=|%s|=1

Da definigdo resulta imediatamente que:

|Gy 22,y 2) [ <TG 20|20 | 2],
para todo o agrupamento (%1, %5 ,- - -, %,) € S".

Tal como foi dito no n.° 0, representamos por A, (S, S*)
a familia de todas as transformagdes lineares continuas
de S sobre S*; é claro que, no lugar de S, pode figurar
qualquer espago de Banach, e, em particular, o préprio
espago S”. Por outro lado, representaremos por A, (S”; S*)
a familia dos operadores # vezes lineares, com os argumen-
tos em S e os valores em S*. Mas é preciso notar que @

A (S";S*) £ A (S, S*).

(1) Ver Noras Finars, 1.
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Seja agora A uma transformagéo linear continua de S
sobre A.(S,S*), isto ¢, um elemento de A.(S,A.(S,S*)).
Para cada # €S, ter-se-a Aue A, (S,S*), e portanto, para
cada v €S, vird (Au)veS*. Entdo se pusermos

[5.1] A*(u,v)=(Au)v, para u,veS,

vé-se imediatamente que A* ¢ um operador bilinear. Mais
ainda, facilmente se reconhece que o operador A* é conti-
nuo, temndo-se portanto A* e A (S?; S*). Reciprocamente:
qualquer que seja A* e A (S%; S*), o operador A definido
por [5.1] serd um elemento de A, (S, A.(S,S*)).

Este resultado é facilmente generalizavel. Ponhamos

(6.2] T,=A.(S,S*); Tupn=A.(S,T.), n=1,2,---.
Entdo teremos:
(6.8] Qualquer que seja AeT,, o operador A* assim
definido
[5'4] A*(Mlru2)"')uu)z(((Aul)u2)"')“ny
para i, us, -, U, €S

¢ um elemento de A (S”; S*). Reciprocamente, qualquer que
seja A* € A (S"; S*), o operador A definido por [5.4] é um
elemento de T, . Além disso, tem-se

|A*|= A|, (A+B*=A*+B* (zA)* =xA*
sendo a um escalar.

Quando nio houver perigo de confusio, falaremos de
tais operadores A, A*, como formas diferentes de um
mesmo ente analitico. Mas é preciso notar que, em rigor,
se tem

T, A (S*; S%),

sendo facil ver ainda que tanto A,(S*;S*) como T, sio
espagos de Banach.
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Por outro lado, abstraindo da referida distingdo, usa-
remos de preferéncia a notagio

Acuy) ug) o )uy,,

em vez de “A (u, , uz, -, %), oude “((Awuy)ug) -+ - ) Upryye
E quando se tiver, ¥, = #y — -+ = u,, = u, escreveremos
mais simplesmente, com o mesmo significado:

A -y,

E de notar que, em virtude da linearidade multipla
de A, o simbolo ),, assim usado tem propriedades for-
mais semelhantes as dum simbolo de multiplicag¢do. Por
exemplo :

A-(m+ x2)) (01 + 92) =
=A-x2)n+Ax)y+A )y + A x).

Em particular, se A é um operador n-vezes linear,
Stmétrvico nos seus n argumentos, o desenvolvimento de
A (x 4+ y)" pode fazer-se segundo a fdrmula do binomio

n

(85) A (x+y)=2X <1:> A - xlr=i) 4l

=1
Daqui se deduz logo :

[5.6] A (A xl"y=n A - x»—1,
dx

E claro que, se A for assimétrico, o desenvolvimento
(5.5] deixa de ser licito.

Em vez de S*, podemos considerar, mais geralmente,
o produto de # espagos S;,Ss,- -+, S, . As considerag¢des
precedentes nio sofrem alteragdes essenciais. O con-
junto de todas as fung¢des n-vezes lineares, definidas em
S;><S;><---><S, e com os valores em S* sera repre-
sentado por

A (0S;;S%).
13

=1
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Convém ainda introduzir a seguinte:

[5.6] Convencio. Dado um operador bilinear A defi-
nido em S;><S;, chamamos operador converso® de A

-
e representamos por A o operador assim definido em
Sz XS[ :

K-u)v:A-v)u, para veS;,ueS;.

Tem-se manifestamente:

—

[5.7] A+B=A+B.

Posto isto, observemos que o conceito de «derivada de
ordem #n» (n=1,2,---) pode agora ser definido por indu-
¢do, exactamente como em Andlise classica. Considere-
mos de novo uma fung¢io f(x) definida numa regido D
de S, com os valores em S* e seja @ um ponto de D.
Ja sabemos que, se f(x) é diferencial em a, o operador
derivado f'(a) é um elemento de A.(S,S*); entdo, se f(x)
¢ diferencidvel em a, o operador f''(a) serd, ipso facto,
um elemento de A.(S,T,), com T, =A.(S,S*); e assim
por diante:

(5.7) A derivada (" (a), se existe, é um elemento de
T,=A.(S,T._).

Todas as consideragées desenvolvidas neste numero
sdo portanto aplicdveis as derivadas de ordem superior
a primeira. Para comodidade de exposi¢do, a derivada {*) (a)
serd considerada, indiferentemente, como elemento de T, ou
como elemento de A, (S*; S*).

(1) O mesmo que «operador adjunto», segundo a terminologia de
P. LEvv.
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6. Regra de derivagdo do produto. — Tal como foi dito
logo de inicio, chamamos produto dum operador A por
um vector u ao resultado da operagdo A aplicada ao ele-
mento .

Posto isto, consideremos trés espagos S, ,S,S* e duas
fungdes F (x), g (x), definidas numa regido D de S,, com
os valores respectivamente em A, (S,S*) e em S:

F(x)e A (S,S*), g(x)eS, paracada xeD.

Suponhamos que tanto F(x) como g(x) sdo diferen-
cidveis num ponto a de D. Ter-se-4 entéo:

Fla+%2)ga+ h)=
=[F(a) + F'(a)- 1+ R(#)]-[g(a) + &' (@) A+ (W],
com R4)|A["* — 0, ¢(#)|%|"' — 0, quando %2 — O.
Vira pois:
F@a+ %) ga+ h)y=
=F(a) g(a)+ (F(a) g'(a)) A + F (a)- k) g (a) + R(A),
tendo-se ainda, como ¢ facil ver, R(4)|4I-"' — 0 quando
kh — 0. E claro que F'(a) e A, (S,><S; S*); mas, segundo
a convengio [5.6], tem-se

—

F'(a)- h)g(a)=F'(a)-g(a)) h

e entdo imediatamente se reconhece que
d PR
[6.1] —{F(x g(x)} =F(a)g'(a) + F' (a)g(a).
dx a

Em particular pode ter-se S,=S. Se além disso o
operador bilinear ¥' (a) é simétrico, tem-se ¥' (a)=F (a) ¢ a
regra de derivagdo retoma o aspecto classico.

De modo analogo, tendo em aten¢éo [5.6], chega-se ao
resultado:

[6.2] Seja F(x)e A (S";S*),g(x)€eS, para x e D CS.
Suponhamos que ¥ (x) ¢ g(x) sdo diferencidveis no ponto a
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de D. Suponhamos ainda que o operador F (x) é, para cada
x € D, simétrico nos seus n arvgumentos ¢ que F'(a) é simé-
trico nos seus n + 1 argumentos. Enido, pondo ® (%)=
=F () (@), vird:

' (a)="F'(a)(g (@) + nF(a) (g (a) "~ &' (a).

Convém nesta, formula, conceber F(a), F'(a), como
elementos de T,, T._,, respectivamente (ver [5.2]). Por
outro lado, é preciso ndo perder de vista que o sémbolo
(g (%)) ndo tem, por si so, nenhum significado.

7. Simetria dos operadores derivados de ordem supe-
rior 8 primeira. — O teorema de que vamos tratar € a
generalizagdo do teorema classico de Young relativo a
permutabilidade das derivagdes parciais. Consideremos
uma fung¢do f(x), definida numa regido D de S, com os
valores em S* e suponhamos que esta fun¢io admite
segunda derivada, num ponto a de D . Trata-se de provar
que o operador bilinear £’ (a) é simétrico, isto é, que se tem
f'(a)- uyv=1"(a)- v)u, quaisquer que sejam u,veS.

Para isso, ponhamos

9, u)=fla+iu+pv),
sendo 4,u varidveis reais. Aplicando a regra de deriva-
¢do das fungbes compostas, vira : (PURM (0,0)=,f"(a) - u)v 0.
A demonstragio consiste agora em mostrar que

‘P;\L (© O)=11m c,o(r,r)—cp(r,o)—cp(O,r)+cp(0,0)
n )

7->0 72

uma vez que, sendo o segundo membro simétrico a res-
peito de #,v, o mesmo acontecerd com o primeiro, e
portanto com f"(a)-u)v.

(1) Ver Notas Finass, V.
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Ora, para isto, pode proceder-se como na demons-
tragdo classica, substituindo apenas o teorema dos acréscimos
finitos pela proposi¢do (3.1]. Pondo 6(8)=¢(¢,7)—¢(¢,0),
o numerador da frac¢do acima considerada serd igual a

0 —00)=[ 0 @®)at=[¢,(,)—:(t,0)]ar.
Ora tem-se

61/)\ (t)r):q’/x(oyo)+t(?a/ﬁ(oro)"{"r%\/p. (0)0) +P(t)7))
% (2,0) =¢5(0,0) + £¢{2(0,0) +- a (2, 7),

sendo ¢(?,7), o(t,r) infinitésimos de ordem superior a
primeira a respeito de |(¢,7)|. Entdo vira

B(r)—0(0) =729}, (0,0)+ [/ [o(t,r)—a(t,7)]at,

donde facilmente se deduz: [6(r) —6(0)]»—* — ¢}, (0,0),
quando » — O, q. e d.

O resultado pode agora estender-se, por inducdo, as
derivadas de ordem superior a primeira.

Esta é, aparte a forma, a demonstragdo apresentada
por L. Graves em (1], p. 175-177.

8. Férmula de Taylor. — Consideremos ainda uma fun-
¢do f(x) definida numa regido conexa D de S e com os
valores em S*. Suponhamos que f(x) admite derivadas
em D até a ordem # 1 e que f®*)(x) é continua em D.
Sejam a,b dois pontos quaisquer de D. Ter-se-a entido

[8.1] f@) =], f (x)dx.

Por outro lado, em virtude do estabelecido no n.° 6, sera

LS D= =S @6 1),
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donde, integrando entre a e 4:

[efr@de=f@G—a)+[° fr(x)(b—x)dx.

Dum modo geral, atendendo a [6.2] ¢ a simetria das

derivadas :
L[Mﬂ (6— x)[p]] —
dx p!

:f<p+1'>(x) (b_x)m_(f(”)(x))' (b1,
?! p—1)!

donde
b f(n)(x) (b — )P dy —
e (P— 1) !

=%(b — a)i +fb %(b_@m dx,

p=1,2,--,n.

Finalmente, por substitui¢des sucessivas a partir de
de [8.1], vem a formula de Taylor:

= f (a)
=0 2

(8.2] f(&)=f(a) +
com

b fot) (1)
.3 R, (6,a)= L (b—u)"du.
[8 -I n( )a) fﬂ (M, + 1) ! (b M) U

(b—a) —R,(6,a)

Dada a continuidade de f**+')(x), podemos a cada ¢> 0,
associar um ¢> 0, tal que f+)(x) = f¢+)(a) + w(x), com
|o ()| <e¢ para |x —a|<d, e assim de [8.3] vira, segundo
[1.4], [5.6] e [3.8]:

Ro(z,a)= L8 (e g, (),
(n +1)!

| x—a|"t!

N para |x—al|<Jd.

com |p.(x)|<ce
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Dum modo geral, diz-se que f(x) é F-diferencidvel até
@ ordem m num ponto @ de D, quando existem m opera-
dores A,, A:, ---, A,,, pertencentes respectivamente a
A(S,S*), A (S?;S*), -+, A (S™; S*), tais que

fla+ ) —fla)= B AKOL i o (h), Lim 5(h)=0.

Como acabamos de ver, se f(x) admite derivadas conti-
nuas até a ordem m, numa vizinhanca de a, entdo f(x) ¢
F-diferencidvel até @ ordem m no ponto a. Mas a reciproca
ndo ¢é verdadeira, como se sabe, mesmo no caso simples em
que S=S*=R.

9. Derivagdo ou integragao sob os sinais de integragao
ou derivagdo. — Consideremos trés espagos S;,S;,S* e
sejam: D uma regido de S;; x, um ponto arbitrdrio de D,
I' uma linha rectificivel de S; (contendo os extremos).
Nestas condigdes:

[9.1] Lema M. Se f(x,y) é uma funcio continua sobre
o subconjunto D><T de S, ><S;, com os valores em S*,
ter-se-d: lim f(xo,y)=1(x,y) wuniformemente sobre T;

XX,
tsto é, a cada ¢> 0, corresponderd um 3> 0, tal que
[ f(x,y) —1(x0, y)|<e¢ para [x—xo|<3,
qualquer que seja y el .
Demonstra¢do. Seja ¢ um numero positivo arbitrario.
Em virtude de continuidade de f(x,y) sobre Dx<T,

podera fixar.se para cada y ¢ I um ¢(y)>0, tal que

| £(#,3)— f(#0,5)| <, para |x— x| <¢(3),|y —7| <p(3)-

(1) Nesta proposigdo, bastaria supor, a respeito de T, que se trata
dum conjunto compacto.
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Mas quando y varia sobre T', as esferas de centro y e

raio ¢(y) formam uma cobertura de T, e portanto, se-
gundo o teorema de Heine-Borel, serd possivel, com um
numero finito de tais esferas, cobrir o mesmo conjunto.
Sejam entdo ¥, ¥z, -, ¥, 0s centros das esferas duma
tal cobertura finita de I e designe § o menor dos nimeros
¢p(#:). Seja agora x um ponto de D tal que |x— x| <?¢
e y um ponto gualquer de T'. Entre as esferas da referida
cobertura finita, havera pelo menos uma a que y seja
interior; designando por y, o centro duma tal esfera, vira

|x—x0 | <p(y5), |0—v|<e(s)

e portanto

| f(#:9) = f(@o, 39) | <5 /@0, 3)— f(d0, 35)| <

donde, finalmente,

f(x’}')_f(xOJy)l < |f(x,_}')—f(xo,}'p)|+

1 (%0, 9p) — F (%0, 9)| <e,
q. e. d.

Posto isto, podemos estabelecer a seguinte proposigio:

[9.2] Se F(x,y) é uma func¢do continua sobre o subcon-
Junto DT de S,>=<S,, com os valores em A, (S;;S*),
também a funcdo de x

()= [ F(x,5)dy

sera continua em D (note-se que ®(x) e S* para cada
x e D).

Dem. Qualquer que seja ¢> 0, podera (), segundo [9.1],
fixar-se d > 0, de modo que se tenha

F(x,9)=F(%0,5) + R(x,y), com [R(x,y)|<¢,

(1) E claro que, sendo S* um espago de Banach qualquer, a pro-
posicéo [7.1] continua a ser valida substituindo S* por 4, (S, S¥).
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para |x —ux | <d, qualquer que seja y e I'. Entdo, inte-
grando ambos os membros ao longo de I', a propriedade
(1.3] permite imediatamente concluir que ®(x) é continua
em xo .

E agora:

[9.8] Seja F(x,y) uma funcdo definida em D><T | com
os valores em A (Sy,S*), continua a respeito de y em T
para cada x € D. Suponhamos que ¥ (x,y) admite uma
derivada parcial F,(x,y) continua em D><T . Euntdo, vira

d o
o] - [ Pl dy=[ - Flx,3)dy.

Dem. Uma vez que F;(x,y) é continua em D><T,
podera, segundo o lema [9.1], associar-se a cada ¢>0
um 0>0, de modo que

Fi‘(x).y):F;‘(xO’_y)+R(xv.y) ) |R(x).y)|<5)
para |x—ux| <9, qualquer que seja y e I'. Ora

F(x, 9)=F(x0,) +f:: Fi(x,y)dz=
—=F (0, 5) + Fi(x0, ) (x— 20) + [, R(%,)dx.
Integrando ao longo de T' e notando que é
[ Fiwo, y)(x—zo)dy=[ [, Filwo,3)dy] (x —,),
vird finalmente
fr F(x,y)dy =
= [ Fla,3)dy +[ [} Falay, 5)dy ] (x—2x) + R* (),

com |R*(x)|<¢|T|:|x —x,|, para |x—x,| <3, donde
se conclue precisamente [9.4].
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Quanto a integracdo sob o sinal de integracdo, sera
valida a regra

[e [ [, Fx,pax]dy=[r [ [r, F(x, )] dx,

aesde que ¥ (x,y) seja continua sobre o subconjunto T'y < T,
de S*, com F(x,y)e A (S1><S;;S*) para xeT1,yeTls.
Para a demonstragio, basta observar que se pode definir
o integral duplo riemanniano

fl‘lxrz F(x,y) - dx)d.yy

tal como para os dominios planos, e que este integral
tem valor igual ao dos precedentes.

Finalmente, para a derivacdo sob o sinal de derivacdo
aparece-nos o seguinte teorema:

(9.5] Seja f(x,y) uma funcdo definida numa regido D
de Sy >< S, , com os valores em S*. Suponhamos que f(x,y)
admite derivadas parciais £, (x,y),1,(x,y) continuas em D
Entdo, podemos afirmar que, se a derivada fy,(x,y) existe
¢ € continua em D, também existe f). (x,y), tendo-se pre-
cisamente

0 0 9
—_f(xa.y)=d_

—_— X
w0y o O fix, ).

Dem. Ter-se-4, em virtude da hipdtese

f(x,9)— f(x,9) = [ fiE,p)dE,

donde, derivando em ordem a y, com a aplicagdo de [9.3]

@, 9)—f (%0, 3) = [ Fh(E,2)dE,

donde, finalmente, derivando em ordem a x, com a apli-
cagdo de [8.7]:

ﬂ;‘(x)}’)_—- 2{3/(-”!}’)
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Tal ¢ uma das possiveis generaliza¢des do teorema
de Schwarz. Para interpretar este resultado, confrontan-
do-o com a generaliza¢do do teorema de Young (n.° 7),
ver Notas Finais, L

10. Equagdes; fungdes implicitas (). — Consideremos
uma equagido do tipo
(10.1] x=F(x),

sendo F (x) uma fungdo definida no dominio |x —%,| <«
de S e com os valores em S. Para resolver uma tal
equagio, partindo de x, como solugdo aproximada, surge
naturalmente a ideia de proceder por aproximacies suces-
stvas, segundo o esquema:

[10.2] x2=F(x) ; %pi=F(x,).

Se a sucessdo (x,) convergir para um ponto X, no
qual a fung¢do F seja continua, ter-se-a

lim %, =F(lim x,) ou seja X =F(X),

e entdo X sera uma solugdo de [10.1], isto €& um ponto
tnvariante da transformagdo F ®. Mas em que casos pode-
mos nos garantir a convergéncia de (x,)?

Um critério bastanie largo é o seguinte:

[10.8] A sucessdo (x,) definida por [10.2] serd conver-
gente, se forem verificadas as seguintes condigoes :

1) |Fx)—F(x*)| <k|x—x*|, com k<1, quaisquer
que sejam x, x* € V (%, , «) @ (condi¢do de Lipschitz).

2) |x,— x| <«, para n=1,2, .

(1) Sobre este assunto, veja-se HiLpesranoT-Graves [I] e Gra-
ves [II], [1II].

() Certas demonstragées de existéncia e unicidade (BirkHOFF e
KEeLLog, CaccloroLl, etc)) consistem precisamente em provar a exis-
téncia dum tnico ponto invariante para certas transformagdes.

(3) Como ja atras foi dito, representamos por V (x,,x) a vizi-
nhanga « de x,, isto &, o conjunto dos pontos x tais que |x— x,| <«x.
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Dem. Tendo-se x, € V(x,,a), para n=1,2,---, a
condi¢do 1) é aplicdvel e vird entio, atendendo a [10.2]:

[Hng1 — X | <R Xy — Xy | < oee oo <R xe — x|,

0
o que implica a convergéncia () da série x, + (Xntp1— %)
n=1

e portanto a da sucessdo (x,).
Por outro lado, tem-se o teorema de unicidade:

(10.4] Verificada a condi¢do 1) do teorema [10.3), ndo
pode existir mais de uma raiz da equagdo [10.1) no dominio
V%, .

Dem. Sejam X,, X; solu¢des de [10.1] existentes em
V(%,,a). De 1) deduz-se |X; — Xo |=|F(X,) = F(X3)| <
<k|X;— X;|, donde (por ser £ <1) X, =X,.

E ainda util a seguinte proposigao:

10.5] Verificada a condi¢do 1) do teorema [10.3], a con-
digdo 2) € implicada por esta outra

2) | F(x) — % <1 —&)a.

Dem. Seja x um ponto de V(x,,«). Aplicando 1) e 2)
vird |F (%) — %, | < |F(®) —F(x;) + |F(x) — 2| <+
+ (1 —#)a=a. Quere dizer: se |x—x,| <a, tam-
bém | F(x) —=x,| <«. Portanto, atendendo a [10.2]: se
| n — %, <=z, também |X,44—x,|<a(m=0,1,-).
Como x, € V(x,,a), segue-se: x,¢€ V(x,,a), para
n=1,2, -

Passemos agora a equagdes do tipo

f(x)=0,

(1) Em virtude do critério de convergencia de Cauchy, veriticado
em S, a convergéncia duma série é implicada pela convergéncia da
série dos médulos.
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sendo f (x#) uma fun¢do definida no dominio V (x,, «)
de S e com os valores em S. Tem lugar o seguinte
teorema:

[10.6] Se f(x) admite derivada continua em V (x,, )
e se f'(x,) € wm operador reversivel, a equacdo f(x)=0
pode reduzir-se a forma x =F (x), sendo F(x) uma fun-
cdo que verifica a condi¢do de Lipschitz numa vizinhanca
de x,.

Dem. Bastara por F(x) =x—[f'(x)]~! f(x). E facil
ver entdo ) que F(x) também admite derivada continua
em V(x,,«), e que I (x)=0. Portanto, fixado um
nimero positivo 4 <1, serd possivel, em virtude da
continuidade de F'(x), determinar um numero positivo
o <a, tal que

|F'(x)| <k para |2 — x| <a'.
Mas entdo, visto ser
F(x)—F(x*):f:’ F'(()dt, para x,x*e V(x,d)
vird, atendendo a convexidade de V (x,, &),
|Fx)—F (%) | <k|x—=x*|, para x,x*e V(x,, )
q. e d.

Se a fun¢do f(x) admite uma segunda derivada, f"(x),
continua em V(x,,«), serd preferivel, do ponto de vista
pratico, tomar como funcdo iterante )

F@)=x—[f ()] f(®);

(1 Demonstra-se, que se A é uma transformacio linear continua,
biunivoca, de S sobre S*, também a transformagdo A~' & continua
(ver p. ex. BanacH [I], p. 41 ou HiLrEe [1], p. 29).

(®) Ver Notas Fmars, 11.
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neste caso, supondo garantida a convergéncia de (x,), o
processo [10.2] vem a dar precisamente a gemneralizacdo
do método de Newton (ou da tangente).

Posto isto, consideremos uma equag¢io da forma

y=F(=,5),
sendo a fung¢do F(x,y) definida numa regido de S><S¥,
com os valores em S* e suponhamos que se tem

Yo="F (x5, 50)-

Querendo resolver esta equa¢io em ordem a varidvel y,
como funcdo implicita de x que tome o valor y,, para x =X,
é-se levado a considerar o processo de recorréncia:

o (B =F(x,50) 5 ewr1(®)=F(x,0.(%)).

E facil agora estabelecer o seguinte teorema:

(10.7) Se a fungdo F (x,y) é continua para | x—x}| < «,
|y — Vo | <B e verifica a condicdo de Lipschitz:

| F(x, ) —F (2,2 | <&y — 2|, com k<1,

para yi,y:6 V(y,,B), xeV(x,,a), a sucessdo ¢ (X),
92 (X), -+ converge uniformemente num dominio V (X,, )
(com o <a), para uma funcdo continua ¢(x) tal que

9(x)=F(x,9(x)), para |x—x|<.
Além disso, a solucio Y =¢(X) serd a vunica admitida
pela equacdo y=F (x,y) para | x —x,| <o, [x—y,[ <f-

Com efeito, fixado um numero positivo 2 <1, sera
possivel, atendendo a que F(x,y) é continua e a que
v,=F (%, %,), determinar um numero positivo « <«,
tal que

| F(*,50) —x| <(1—4)f, para |z —x|<d.

A partir deste ponto, a demonstragdo nido oferece
dificuldade, recordando as demonstra¢des dos teoremas
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[10.3], [10.4] e [10.5]. A continuidade de ¢(x) no dominio
V (x,, <) resulta da continuidade de F (¥, y) no dominio
V(x,,2) =<V (y,,B) e da convergéncia uniforme da suces-
sdo (9,) sobre V(x,,a). (Em espagos de Banach subsiste
o teorema relativo a convergéncia uniforme de fung¢des
continuas).

Consideremos finalmente uma equagdo da forma

f(x’.y)=0)

sendo a fun¢do f(x,y) definida num dominio de S><S*,
com os valores em S* e tal que

S (%, 90)=0.

Podemos entdo estabelecer o teorema seguinte:

[10.8] Suponhamos que: 1) f(x,y) é continua no domi-
nio |x—xo|<ea«, |y—yo| <B; 9 f(x,y) admite uma
derivada parcial f,(x,y) continua no veferido dominio;
8) o operador 1,(xy,y,) ¢ reversivel (). Nestas condiges,
existe uma funcdo ¢(X), definida e continua num dominio
| X —x,| <& ¢ tal que

Yo = (P(xo)) f(x,q>(x)) =0, para Ix _x0| <ol
Além disso, a solucdo Y = ¢ (x) serd a vnica admitida pela
equagdo f(x,y)=0 em todo wum dominio |x —x,| <o
|y = Yol <P

)
Dem. A equagdo f(x,y)=0 € equivalente a esta
outra

)= F(x,)’). com F(x,_y)=x—[f3ﬁ(x0,_y0)]—1 VACTROR

Agora, raciocinando como na demonstra¢io do teo-
rema [10.6], é facil concluir que, fixado um numero posi-

(M E claro que f; (%, € Ac(S*, S*).
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tivo £ <1, se podem determinar nimeros positivos « <a«,
p'<f, de modo que

| F (2, 30 —F (%, 92) | < k|31 — p2 ],
para .yl)_y2ev(.yorﬁl)) er(xo,al)-

Por outro lado, facil é reconhecer a continuidade de
F(x,y5), para |x—x, | <a, |y —9,| <B. A func¢do F(x,¥)
estd pois nas condi¢des do teorema [10.7], que pode por-
tanto ser aplicado, conduzindo ao resultado que se pre-
tendia demonstrar.

[10.9] Suponhamos agora que, além de serem verificadas
as condicies expressas no teorvema precedente, a funcdo 1(x,y)
é diferencidvel no ponto (x,,y, . Podemos entdo afirmar
que ¢ (x) também ¢ diferencidvel no ponto x,, tendo-se pre-
cisamente

9 (xg) =—[ S5 (%, y0) I+ fi(x, p0)-
Para a demonstragio, ponhamos

k=09 (%, + h)—9 (%), A=fi(%,5), B = /5 (%0 Yo)-
Entdo vira

Xty yo+ &) — f(%0,90)=Ah+ Bl + Ru,i (4] +|#])=0

sendo R, ; um infinitésimo com |/%|+ |£|. Ter-se-4 pois

[10.10] k=—B-1Ak+w(h)|h|,
com w(h)=B=1R, - (1 +|k]|:|4]).
sendo, como ¢ facil ver, —B—' A e A.,(S,S*). Para mos-
trar que ¢'(x,) =— B—' A resta pois provar que w(%4)—0

quando %2— (0 e, para isso, basta provar que a razdo
r=|\~k|:|h| € limitada numa conveniente vizinhanca de x, ,
uma vez que o operador B-' é continuo e que & é infini-
tésimo com /% (dada a continuidade de ¢(x)), tendo-se
portanto B-'R, ,—0, quando 4#—0. Ora, fixado um
numero positivo p <1, é possivel determinar ¢> 0, de
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modo que |B—'R; | <p para | 4| <o. Entdo de [10.10] vira

-1
r<IB-A|+ult+7), ouseja r<IP BLEE,
r é pois limitado para |/4| <o; o teorema fica demons-
trado.

Para as derivadas de ordem superior a primeira, ver

Notas Fivars, II.

Suponhamos que S =R",S* =R™. Neste caso, a equagio f(x,y)=0
equivale a um sistema de m equag¢des em m - » incognitas

fi(xi"“yxn’yly"'y.ym)=0y i:1,2,"',m-

A derivada parcial f] (x,y) serd representada pela matriz [:—f’:]
Vi

e sera um operador reversivel, se, e s4, o determinante funcional
of:
Vi
assim, de maneira elegante, o teorema classico das fun¢des implicitas,
cuja demonstragdo, pelos meios usuais, & notoriamente trabalhosa.
De resto, a conclusio sera a mesma, no caso S=K*,S* =K. E ¢
preciso ndo esquecer que a proposicdo [10.6] tem projeccdo muito mais
vasta ainda, aplicando-se a equagdes difevenciais, integrais ou integro-
-diferenciais, a sistemas de infinitas equagoes, etc.

dos f; em relagdo aos y, for diferente de 0. Reencontra-se pois

i

11. Teorema do diferencial exacto. — Consideremos
uma func¢do f(x), definida numa regido conexa D de S
e com os valores em A.(S,S*). Trata-se de averiguar em
que condigbes esta fun¢io admite uma primitiva, isto é,
uma fun¢io F(x), tal que F (x)= f(x) sobre D.

Suponhamos que f(x) é diferenciavel em D: ter-se-a
S (%) e A.(S*;S*) para cada x e D. Entdo, se existe uma
primitiva F(x) de f(x), sera f'(x)=F' (x) e portanto o
operador bilinear f'(x) devera ser simétrico, qualquer
que seja x € D (n.° 7), isto é, deverd ter-se

f'(x)=f'(x), qualquer que seja xeD.
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Logo:

(11.1] Se f(x) é diferencidvel em D, para que exista
uma primitiva de f(x) em D, é necessdrio que o operador
bilinear t' (x) seja simétrico para cada x e D .

Sera esta condi¢do também suficiente ?

Seja x, um ponto de D e designe C uma regifo con-
vexa de D contendo x, (por exemplo, uma vizinhanga
de x,). Admitamos por um momento que existe uma pri-
mitiva, F(x), da fungio f(x) em C; entdo sera F (x)=

=f;n f(E)dEt (sendo f(x) diferenciavel, é continua), de
modo que, pondo § =x, +¢(¥x —x,), vird (n.° 4):

[11.2]  F@)=[, fTa + ¢ (x— )] (x— %)) dt .

Abandonemos agora a hipotese de f(x) ser primiti-
vavel e vejamos se a fung¢do F(x) definida por [11.2] em C
tem ou nio f(x) como derivada. Podemos recorrer ao
teorema [9.3], mas para isso € necessario introduzir novas
restrigdes : suponhamos que a funcdo f'(x) é continua em D.
Entdo, observando que a fung¢io integranda tem os valo-
res em S*, vird, atendendo a [6.1]:

F@)=[ [/®@—z)t+/0)]d,
com E=uxy+ t(x — x,).

Ora, se o operador bilinear f’(x) é simétrico para
cada x e D, a fungio integranda reduz-se a

FO @)+ fO =L /O]
e portanto F'(x)=[f(¢)t] =/ (»)-

A condigdo é pois suficiente no dominio C, com a
restri¢gdo indicada. A primitiva F(x) podera depois pro-
longar-se, desde x, a um outro ponto qualquer de D,
mediante uma cadeia finita de regides convexas, mas é
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claro que o resultado pode depender do caminho seguido:
pode entdo surgir uma fung¢io pluriforme em D.

Sera possivel eliminar a restrigio da continuidade
de f'(x)?

A resposta a esta questdo pode ser tentada, tomando
como modelo a demonstragdo do teorema de Cauchy
sobre fun¢bes holomorfas, dada por Goursat. Procuremos
pois demonstrar a seguinte proposic¢io:

(11.2] Suponhamos que t(x) admite uma derivada simé-
trica, como operador bilinear, para cada x ¢ C. Euntdo,
sendo T uma linha fechada rectificavel contida em C,
tem-se mecessariamente :

[ fl@dz=o0.

Daqui resultara que o integral de f(x) ao longo de
qualquer linha rectificavel contida em C s6 depende dos
limites de integragdo e portanto, segundo [3.7], ficara
provada a existéncia duma primitiva de f(x) em C.

Comegara por demonstrar-se o teorema para o caso
de T ser um triangulo (orientado) (). Observemos que se
tem para cada x,¢e C:

S (#)= S (%) + /' (%) (x — %,) + (%),

com p(x)|x — x5|~! —0, para x — %, , e que, sendo f'(x,)
um operador bilinear simétrico, se tem, segundo [5.6]:

L f ) (=3 | = (1) (2= ),

sendo portanto nulo o integral de f'(x,) (x — %,) ao longo
de qualquer linha fechada contida em C. Posto isto, a

(1) Chama-se triangulo de vértices @,b,¢ (em S) ao conjunto dos
pontos dos segmentos de extremos a@,b,¢ (ndo sendo a,bd,c colinea-
res). O interior do triangulo serd o conjunto dos pontos ra + b+,
com A+t p+y=1,1>0, n>0,y>0.
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demonstra¢io pode seguir a maneira usual, exacta-
mente como na teoria das fung¢des analiticas de Lorch.
Dos triangulos, passa-se a linhas poligonais fechadas.
Finalmente, para estender a demonstragdo a uma linha
fechada rectificivel qualquer, ha que utilizar o seguinte
lema:

(11.83] Sendo T uma linha rectificdvel (aberta ou fecha-
da), o integral fr f(x)dx ¢ o limite do integral fP f(x)dx,

tomado sobre uma poligonal P inscrita em T, quando o
maior dos comprimentos dos lados de P tende para 0.

Esta proposicio pode ser facilmente demonstrada,
utilizando a técnica habitual das coberturas (veja-se
Variron [I], p. 865).

12. — Equacdes diferenciais ). — Consideremos uma
fung¢do f(x,?) definida numa regiio de R><S e com os
valores em S. Suponhamos que f(¢,x) é continua no
dominio |¢—1¢)| <a«, |x—x,| <B e que verifica neste
dominio a condi¢do de Lipschitz,

| f(#,20) — f(2,20) | < |2 — 22,
para 2,2 € V(x,B), te V(4,a),
e sendo 4 uma constante positiva qualquer.

Entdo, podemos afirmar que a equagdo

dx
—a,7=f(t)x)

admite uma (e uma so) solugdo X=9(?) tal que: 1) ¢(t,)=x,;
2) a fungdo ¢ (t) ¢ definida no intervalo |t —t,| <o em
que o designa o maior dos nimeros «, B, sendo [ um
limite superior de | f (t,X)| para |t — to| <PB.

(1) A falta de tempo impede-me de fazer aqui uma exposi¢do
mais detalhada.
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A demonstragio pode fazer-se pelo método das apro-
ximagdes sucessivas de Picard, como recordei na minha
dissertagio de doutoramento (n.° 48). Mas pode chegar-se
a um resultado andlogo com a aplica¢gdo dos teoremas
[10.8] e [10.4], segundo o ponto de vista de HiLpeBrANDT
e GRAVEs.

Convém notar ainda que a condigdo de Lipschits sera
verificada desde que f(t,x) admita uma derivada parcial,
f.(t,x), continua e limitada para | x —x,| <a, |t —t,| <P
(se a derivada for apenas continua neste dominio, sera
certamente limitada num dominio mais restrito).

Consideremos mais geralmente uma equagio diferen-

cial do tipo
[12.1] %:f(t,x,u),

sendo # um parametro, ou melhor, sendo f (¢,x,%) uma
fun¢do definida numa regiio de R><S><S,, com os valo-
res em S. Supondo a condi¢do de Lipschitz verificada
a respeito de x no dominio |?2—1?)| <a, |x—x, ()| <B,
|u —u, | <y e supondo ainda f(¢,x,%) continua e limitada
neste dominio, a equagio [12.1] admitira, num conveniente
intervalo | #—7,| <«', uma e uma sé solugdo X=9¢(¢,u),
dependente do pardmetro u, continua para |t —1)| <o,
|u—u,| <y e tal que ¢(¢,,u)==x,(u). Note-se que a
equagdo [12.1], com a condigdo inicial ¢ (¢, u) = x, ()
é equivalente a equagio integral em ¢:

ot u) =z, () + [, f(E,o(F,u),u)dl.

Supondo que 1(t,x,u) admite derivadas parciais f,(t,x,u),
fi (t,x,u) continuas ¢ limitadas no dominio considcerado,
ter-se-4 M, para |t—¢| <«, |#u—u,| <y e pondo
X=9(t,u), X=09¢(2,u):

(1) Este resultado pode demonstrar-se por um método semelhante
ao que foi seguido na demonstra¢io do teorema [10.6], do qual pode
mesmo deduzir-se como caso particular.
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0X ¢ - 0X -
Tr=wm [ R0 S iR 1d
Jdu 1, ou
donde a chamada equacdo nas variaco‘es
d 0X
— — = f.(t,X,u) — w(t, X, u
SL LX) B L X ),

a qual ¢ linear em (j)—X (su/:ondo jd conhecida a fungdo X)
u

¢ que determina portanto univocamente jl sob a condigcdo
u

inicial ()(—)q}(to y)=2x,(#) —o que de resto se conclue
u

logo directamente da anterior equagio integral.

Seja agora F(x, y) uma fungdo definida num dominio
de S><S*, com os valores em A,(S,S*) e consideremos a
equacgiao

[12.2] d—’y=F(x,y).

dx

(Entram nesta categoria as classicas equagdes nos di-
ferenciais totais e as equag¢des nas derivadas funcionais,
de Lévy).

Suponhamos que a funcdo ¥ (x,y) é diferencidvel e limi-
tada no dominio |x —x,| < a, |y —y,| <B, admitindo
derivadas parciais ¥, (x,y), F\(x,y) continuas ¢ limitadas
nesse dominio. Entio, qualquer que seja a solugdo y =y (x)
da equagio [12.2], ter-se-a y' (¥) =F (x,x(#)) e portanto
X'(@ = F.(x,1 (@) +Fy(x,x(%)-F(x, 1), o que obriga
o segundo membro a sev um operador bilinear simétrico.

Pois bem: dum modo geral, dir-se-d& que a equagio
(12.2] & completamente integravel no dominio | x — x| <a,
| ¥ —29,| <B, quando se tiver neste dominio ®

() Ver Notas Finars, III.

() Para interpretar o produto ¥/ (x,y) F (x,y) deve conceber-se
F/ (x,y) como elemento de A.(S*, 4c(S,S*)), sendo portanto o pro-
duto um elemento de Ac(S,A:(S,S")).
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[12.8] Fo(x,y) + F)(x,y) F(x,y) =
=F.(x,9)+Fx,5) F(x,).

Suponhamos esta condicdo verificada. Para resolver a
equacdo [12.2] com o dado inicial y(x,)=y,, ocorre subs-
titui-la por uma equagédo do tipo 12.1], pondo

E=x, + t (¥ — x,) ) [#]<1

e £ no lugar de x em [12.2].
A nova equacgio, dependente do pardametro x, sera pois

d
[12.4] 22 =F(m + t(x—),5) (s —2).

Visto que o segundo membro admite uma derivada
parcial em ordem a y, continua e limitada no dominio
|t|§1) |x_xol<“y |_y_}’o|<ﬁ, a equacﬁo [12'3]admi_
tira uma determinada solugio

Y=9®(¢,x), tal que @(0,x)=>(¢,0)=y,,

a qual serd ainda definida para |¢| <1, desde que se
obrigue x a permanecer num conveniente dominio
|*x—xy| <o, com « <a. Por outro lado, ter-se-a a
equagido nas variagdes

4oy _
dt dx

[ma,Y)f + FQ(E,Y)%J(JC—%) +F(E,Y),

- oY . .
equagio linear em oy que determina univocamente esta
x

fun¢do, com a condi¢do inicial dicb(o ,*¥)=0 (supondo
x
ja conhecida Y). Substituamos agora na equagio prece-
dente Z—Y por F(¢,Y)?; o primeiro membro dara
x

d / Y
|FEN | =REY) e+ BE VT TR,
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Mas % =F(E,Y) (x—ux,), visto ser Y uma solugdo

de [12.4]. Entdo, atendendo a [12.3], vé-se imediatamente

que o segundo membro d4 lugar a mesma expressio que

o primeiro. Além disso, a fun¢do F(£,Y)? anula-se para

t=0, tal como ‘;—Y Por conseguinte, dada a unicidade
x

da solugdo da equagio nas variagdes, tem-se necessaria-

mente

0

—o(¢,x)=F(E,Y)¢,

ox
donde, atendendo a que é E=x para /=1 e pondo
¢(x)=0(1,x):

d = X X
E(P(x)=F( )CP( )))

o que mostra ser ¢(x) a wunica solu¢do de [12.2], para
|x— 2%, | <a', tal que o(x,) =y, .

Obtivemos deste modo uma generalizagdo do conhe-
cido método de Mayer, para a integragio das equacées
em diferenciais totais (ver P. Lévy [I], p. 151).



NOTAS FINAIS

I. Consideremos dois espagos S,S*, com S=S, =<
=<5, ><...=<§, = ﬁS;, eseja A um elemento de A.(S,S*).
Dado um elemenlto x=(%1,%e,+,%,) de S e pondo
#=(%,,0,...,0), 2® =(0, x2, ---,0), ..., 2 =(0, ...,0, %x),
vira x=x0 + x® + ... + x( e portanto Ax=iAx<">,
Pondo agora A; x;,= Ax( parai=1,2,---,n, irr;ediata-
mente se reconhece que A;e A, (S;,S*), para i=1,2,---,n,
tendo-se Ax= i A;x;. Reciprocamente, quaisquer que
sejam A, Aq, l y A, , com A; e A;(S;,S*), o operador A
definido por Ax=é1A,~x,- ¢ um elemento de A,(S,S*).

Obtivemos assim a expressdo geral das transformacies
lineares continuas de S sobre S* em funcdo das transfor-
magoes lineares continuas de cada um dos espacos S; sobre S*.

n

Mas note-se que a expressio X A;x; nio serd n-vezes
1

linear a respeito dos argumentos x;, *-+, %,, a ndo ser
no caso trivial em que todos os operadores A,;, menos
um, sdo nulos; reciprocamente, uma fung¢io n-vezes linear
A(x(,xs, -+, x,) ndo serd geralmente uma fungio linear
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do ponto (#;,#%:, -+, %,). Tem-se pois, como tinhamos
dito no n.° 5:

n n
A(11S:,5%) A (11S:55%),
1 1
representando o primeiro membro a classe das transfor-
n
magdes lineares continuas de IIS; sobre S* e o segundo
1

membro a classe das fung¢bes #n-vezes lineares com os

argumentos em S;,S;, -+, S, e os valores em S*.
Analogamente se reconhece que a expressio geral

dos operadores bilineares com os argumentos em S e os

valores em S* (sendo ainda S = I’ZISi) sera
1

Ax)y = kz A,‘,k x,-)yk y
#,k=1
com x=(x1)"',x”)l .y=(-y1"“’-y")’
A,‘yk 6 A, (S, = S, ) S*) .
E ¢é facil estabelecer agora o teorema seguinte:

Para que o operador bilinear A seja simétrico, isto é,
«
para que seja A=A, ¢ necessdrio ¢ suficiente que se tenha
Ajy=A;, para 1,k=1,2,---,n.

Este resultado esclarece o que foi dito a respeito das
derivadas rectangulares, conciliando o teorema [9.5] com
a simetria dos operadores derivados de ordem superior
a primeira (o teorema de Schwartz e o teorema de Young
em andlise geral) (.

Il. Consideremos uma fun¢do f(x), definida e conti-
nua num dominio D de S e com os valores em A, (S*,S*).
Seja x, um ponto de D. Podemos entdo afirmar que, se o

(1) Sobre os teoremas de Schwartz e de Young em anilise clas-
sica, ver por exemplo VicenTe GongaLves [I], p. 456-458.
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operador f(x,) ¢ reversivel, entdo f(x) ¢ reversivel numa
conveniente vizinhanca de x,. Com efeito, podemos escrever

f(®) =S () I—9(x)), com ¢(x)=[f(%) ]~ [ [ (%) —S(#)].
Ora ¢ facil ver que a série i[(p(x)]” ¢ uniformemente

convergente para |¢(x)| <4 < 1, tendo-se entdo precisa-

mente [I—¢(x)]-'=2[¢(x)]*. Por outro lado, dada a

n=0
continuidade de f(x) e, portanto, de ¢(x), sera possivel
determinar um 4 <0, tal que |¢(x)| <% para |x — x| <9
(pois que ¢(x,)=0). Entio vird

[/ =[T—9®)] " [f(x)]" para |z—z]|<3.

Prova-se ao mesmo tempo a continuidade de [ f(x)]~! para
| 2— x| <3.

Suponhamos agora que f(x) ¢ di ferencidvel no ponto x,,
sendo ainda f(x)) um operador reversivel. E facil demons-
trar, por um método semelhante ao precedente, que
[ f(x)]~! sera também diferencidvel no ponto x,. Contudo,
a expressio que dd a derivada de [f(x)]~' é um tanto
complicada.

Estas observagées permitem abordar facilmente o pro-
blema das derivadas de ordem superior a primeira para
as func¢des implicitas.

I1l. Seja f(x,y) uma fun¢io definida numa regido D
de S,><S, e com os valores em S*. E facil ver que,
se f(x,y) admite derivadas parciais f,(x,y), f)(x,y) con-
tinuas no dominio D, f(x,y) é diferenciavel em D . Este
facto intervém nos resultados expostos no n.° 12,

IV. A demonstragio do teorema [3.1] pode ser consi-
deravelmente simplificada, quando é pressuposta a con-
tinuidade de f’/(x). Com efeito, é entdo facil provar que
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se tem
lim (f(x)—/f (%) —f"(x) ) | A =0

uniformemente sobre T, isto €, serd possivel associar a
cada <0 um ¢ <0 de modo que

| )= Sf(®)—f" (%)) < | 4]

quaisquer que sejam x,x e I' ) com |x —x | <J.

V. Convém notar que os elementos de A.(R,S) sdo
todas as transformagbes T, da forma

T.())=Xa, com ieR, aeS.
E claro que se tem
| Ta|=|a|, Teto=Ta+ Ts, Tue=pTs (n€R).

Nio havera portanto inconveniente em identificar o
operador T, com o vector a que o define: assim procede-
mos nos n.°s 7, 11, 12.

Anadloga observagdo no caso de se ter K em vez de R,
sendo K o corpo dos escalares de S.
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