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I N T E G R A Ç Ã O E D E R I V A Ç Ã O  

E M  E S P A Ç O S  D E  B A N A C H  

POR 

J. SEBASTIÃO E SilVA 

In t r o duçã o .  O est udo da  análise em espaços de  
Banach ( e  mais modernamente ainda em espaços vecto­
riais  topológicos) tem dado origem a tão extensa biblio­
grafia, a trabalhos tão profundos e d iferenciados, que j á  
começa a ser difícil dominar in teiramente este ramo da 
matem ática. E ,  todavia, os novos métodos oferecem pos­
sibilidades de síntese que deixam a perder de vista as 
virtudes do cálculo vectorial, tal como este se apresen ta 
inicialmente ao estudante de matemática ou de física.  
Cada resultado de análise geral tem repercussões im en­
sas, nos mais ' variados e distantes domínios concretos. 

Já não é portanto fácil, quando se t rabalha isolada­
mente e com precários meios de informação, obter resul­
tados substancialmente novos sobre a análise em espaços 
de Banach. Não me atrevo por isso a dar o presente 
estudo como um trabalho de investigação : será antes um 
trabalho de  reelaboração. E com uma dupla finalidade : 
primeiro que tudo, como esforço pessoal no sentido de  
aclarar e definir ideias, para tentar d epois i r  mais longe ; 
em segundo lugar, como instrumento de  iniciação para 
os jovens que procurem orientar-se um pouco na imen­
sidão da análise moderna. 

Fique portanto entendido que, se não faço referências 
bibliogrdficas mais completas, é unicamente porque não dis-
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ponho de meios para isso. Devo acrescentar que ,  para este 
estudo,  me serviram de  guia e sugestão sobre tudo as 
memórias de  Hu.DEBRANDT, GRAVES e LoRc:H indicadas na 
Bibliografia. 

Tem ainda uma  aspiração es te trabalho : a de  pôr em 
evidência o papel s implificador que  a análise geral está 
d estinada a desempenhar no ensino das m atemáticas. 
Grande parte do cálcu lo d iferencial e integral para fun­
ções de mais de u m a  variável (mesmo deinjinitasvariáveis) 
se pode hoje condensar nas linhas sóbrias e elegantes 
da análise infini tesimal para funções de uma só variável. 
E não é apenas u m a  economia de pensamento o que  se 
consegue des te modo : é a aquisição de novos e impor­
tantes resultados. Porqu�, o que  mais impressiona ainda, 
é a extraordinária potência das proposições assim gene­
ralizad a s .  Por exemplo, o teorema geral das funções im­
plíci tas é aplicável a equações diferenciais, integrais ou 
integro-diferenciais, e ao cálculo das varia.ções, como 
mostra GRAVES em [II ]  e [III] com vários exem plos. 

Dois são os  conceitos que servem de base ao presente 
estudo : o de in tegral curvilíneo riemanniano e o de ope­
rador derivado (em espaços de  Banach). O pri meiro é 
uma ligeira variante do conceito de integral de  Riemann­
-Stieltjes ,  tal como este vem exposto, por exemplo, na 
obra de E. HrLLE, citada na Bibliografia (p. 51); mas não 
me foi possível encontrar um trabalho (que  certamente 
exis te) em que  tal concei to venha explici tamente consi­
derado com o aspecto que lhe dou aqui, isto é, sendo os 
valores da  função integranda operadores lineares que 
actuam sobre o vector dx . O segundo conceito é o de d eri­
vada concebida como operador linear, segundo o ponto 
de vista de MrcHAL e de  ZoRN (tl; mas também não me foi 

(t) Parece ter sido MrCHAL que m, pel a  primeira ve z, em 193G, 
considero u à derivada sob e ste aspe cto . (Veja -se Ha.LE [ I ] , p. 74 e 
ZORN [111). 
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possível encontrar um trabalho em qu e tal noção venha 
utilizada sistemàticamente como base do cálculo di feren­
cial e i n tegral em espaços de Banach reais .  

Trata-se depois de relacionar os  dois concei tos por 
meio de teoremas análogos aos da análise clássica. A deri­
vação surge como  operação inversa da integração, quando, 
e só quando, o i ntegral entre os dois lim i tes a, x é inde­
pendente do cam inho de in tegração (teoremas [ 3 . 1  , [3 . 9] 
e [3. 1 0] .  Tem-se aqui  a generalização duma conhecida 
propriedade rela tiva a in tegrais curvi líneos e uma pri­
meira analogia com a análise no cam po com plexo. 

São estabelecidos teoremas que  generalizam a regra 
de derivação dum produ to,  as regras de derivação ou inte­
gração sob os sinais de  in tegração ou derivação, etc. ; 
mas tome-se nota da curiosa novidade que  surge no caso 
dos operadores bilineares assimétricos (n.08 6 e 9). 

Para fazer realçar o mais possível a analogia com os 
resultados correspondentes da análise clássica, são intro­
duzidas convenções s imbólicas (n.0 5) que se me afiguram  
particularmente cómodas e sugestivas. Observe-se por 
exemplo a analogia do desenvolvimento tayloriano [8.2] 
com a clássica fórmula de  Taylor para funções de  uma 
só variável. 

Certo é q ue tais analogias têm um perigo : o de pode­
rem iludir. Requerem-se por isso, em cada caso, um 
exame minucioso e uma crítica acerada. Uma ligeira dife­
rença de no tação pode então ser útil para despertar a 
atenção. 

Um outro resultado aqui  exposto é a generalização 
do teorema do diferencial exacto (n.0 11), em que reapa­
rece a analogia com a análise no campo complexo (teo­
rema de Cauchy sobre funções holomorfas). Dois caminhos 
se podem ainda seguir na demonstração : um, correspon­
dente  à demonstração do  teorema de Cauchy segu ndo 
Riemann, é mais breve, mas pressupõe a continuidade 
da deri vada da função integranda; o outro, correspon-
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den te à demonstração do teorema de Cauchy segundo 
Goursat, é mais longo, m as dispensa a hipótese da conti­
nuidade da  derivada. O segundo caminho foi-me  suge­
rido pela teoria das funções analíticas em anéis de Banach, 
segundo Lorch. 

Nes tas generalizações é necessário ter presente que  a 
derivad a não é agora o clássico lim ite  da razão incre­
mental ó.yjó.x e não pode portanto in tervir nas deduções 
sob esta forma, mas s im tal como é definid a no n.0 2. 
Por outro lado, o teorema dos acrésci mos  finitos tem de 
ser em tudo s ubsti tuído pelo t eorema  [3.1] ,  segundo o 
qual a diferença f(b) -j(a) é igual ao  in tegral de J'(x) 
en tre a e b (q uando f' (x) é integrável ) .  Se a isto acres­
centarmos a possibilidade de aplicar o teorem a de Heine­
-Borel às l inhas de in tegração e ainda o facto de se  ter 

IAui <IAII u l 
quando A é um operador linear contínuo aplicado ao 
vector u, ficam indicados  os pontos fundamentais  que 
tornam possíveis as generalizações efectuadas .  

Para dar uma ideia do in teresse destas i nves tigações, 
é abordado o estudo das funções implícitas e das funções 
diferenciais em espaços abstractos, segundo a ordem de 
ideias del ineada por HrLDEBRANDT e GRAVEs, e, anterior­
mente ainda, por VoLTERRA, PAUL LÉvY e outros .  Aqui , sobre 
tudo , se afirmam as virtudes metológicas da análise geral. 
E deve salientar-se que todos os resultados expostos são 
ainda aplicdveis a funções de varidvez"s complexas, o que é 
m ais  um exemplo do extraordinário poder de unificação 
dos novos m étodos .  

O. Indi cações prévias.-Sobre as definições de «espaço 
de Banach» , de «operador linear contínuo» e de outros 
conceitos aqui u tilizados, pode consultar-se a m inha dis­
sertação de  doutoramento (§ 1), ou então alguns dos l ivros 
indicados na Bibliografia, como p .  ex. o de BANACH e o 
de  HrLLE. 
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To dos os espaços aqui CM/siderados são espaços de Ba­
nach arbitrdrz'os, relatz"vos ao corpo real ou ao corpo com­
plexo. Para os designar, serão usados os símbolos S ,  S *, 
S * , S 1 , S 2 , , S n . 

Quando numa questão intervierem dois ou maz's espaços, 
subentende-se que são relativos ao mesmo corpo de escalares. 

Os vec tores, ele m entos de tais espaços, serão designa­
dos por carac teres de tipo corrente: a ,  b, c, h, k, x, y, 
u, v, �, ·n, etc . ,  munidos ou não de  índices, barras, aste­
riscos, etc .; quando t i  verem de  ser consideradas variáveis 
num éricas, o facto será declarado na devida  altura. Para 
funções, serão u sados os símbolos habi tuais: j, g, F, G , 
cp, �, etc. ; os caracteres A, B designarão de  preferência 
operadores l ineares ou multilineares. 

Chamaremos produto dum operador A por um vector u 
ao resultado da operação A aplicada ao elem en to u e 
designaremos esse resultado indiferentemente pelas nota­
ções A ( u) , A u  ou A·u . 

O zero ou vector nulo em qualquer dos espaços consi­
derados será designado pelo sím bolo O. 

Para a norma (comprimento ou módulo) dum vector u 
será usada simplesmente a no tação I uI· A norma dum 
operador Ünear contínuo A é definida como o extrem o  
superior de I Au I, quando u toma todos o s  valores tais 
que lu l= l: 

I A I = sup I Au I , para I u I = 1 , 
donde a propriedade I Au I <I A li uI, que ,  como já d is­
semos, in tervém de maneira essencial no que se  segue. 
A família de todas as transformações lineares contínuas 
de S sobre S *  é representada por Ac ( S ,  S *) ;  demonstra-se 
que esta família é ainda um espaço de Banach. 

Os símbolos R, K designam respectivamente o corpo 
real e o corpo com plexo ; Rn e Kn designam os  espaços 
n-dimensionais, real e complexo, respectivamen-te. 

Como recurso in tui t ivo, o leitor pode referir-se ao 
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modelo euclideano, imaginando os elementos dos espaços 
como vectores ou pontos do espaço ordinário. Mas é pre­
ciso não perder de vista que a categoria dos espaços de 
Banach é muito mais extensa, incluindo o espaço de Hilbert 
e muz"tos outros dos espaços funcionais que ocorrem nas 
aplicações. 

Dados dois números reais a, b ,  com a < b ,  designare-
f-----i 1-1 

mos por a, b, (ou por a b ,  se não houver perigo de  con-
fusão) o segmento de extremos a ,  b ,  isto é ,  o conjunto  
dos números x tais que a <x < b .  

Aos conjuntos abertos de  S chamaremos, simples­
m ente,  regz"ões de S .  

Dados Xo e s e o> o' d esignaremos por v (xo' o) a 
vizinhança à de x0 , isto é, o conj unto dos pontos x de S 
tais que I x- xo I < o. 

1. Integra l curvilíneo de Riemann. - Consideremos 
uma função j(x), definida num subconjunto X de  S e 
cujos valores sejam elementos de  Ac (S , S *) ,  isto é, tal que 

f (x) e Ac (S , S *), para cada x e X. 

Seja por ou tro lado r uma lt"nha orientada rectzficdvel 
de S ,  contida em X , definida parametricamente por uma 
função pontual contínua 

x=y(t) (O <t <l) . 

Representaremos por a ,  b ,  respectivamente, 
e a extremidade de r: a=y(O) b=y(l) ,  
s upor-se a =f= b ou a= b. 

a ortgem 
podendo 

Suponhamos ainda que, sobre r, a função f(x) é limi­
tada. 

Seja agora 7t' uma partição de r em arcos, mediante 
uma sucessão de  pontos 

Xo = y (to) 1 Xt = y (tt), 
com O = to < t1 < < t; < 

1 Xn = Y (tn) 1 
< t,. = 1. 
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Chamarem os norma de 1t e represen taremos  por I 7t I o 
maior dos números I Xt- Xo I , I X2- Xt I, , I Xn- Xn-11: 

I 1t I= max I X;- Xi-1 I· 1�i�n 

Por soma de Riemann de j(x) relativa à partição n- en­
tendemos todo o elemento Srr de  S* assim obtido 

n 
srr = I: j(x;) (x;- x;-1), 

i=1 

em que  X; designa um ponto arbitraria do arco Xi-1 x;, 

isto é :  x; = y (l,.), com t;-t < l.· < t; . É necessário não 

perder de  vista q ue: 1) j(x;) é u m  operador linear que  
actua sobre o vector x;- x,-_1; 2 ) dada a arbitrariedade 

� 
da escolha de x; sobre o arco X;-1 x.-, a soma srr é uma  
função plurívoca de n. 

Posto i s to, d iremos que  srr tende para um vector óJ ao 
tender de I 7r I para O ,  e escreveremos 

óJ = l im Srr 1 
l'�<l->0 

quando a todo o número E> O , se  puder associar um 
número o> o, de modo que  se  tenha 

lô7-srri <E, desde que  ln- l <cL 

Se tal limi te óJ existe, diremos ainda que C! é integral 
(riemanniano) de J(x) ao longo de r e escreveremos 

[1. 1 J ól= fr J(x) dx. 

Os pontos a, b chamar-se-ão, respectivamente, o limite 
inferior e o limite superz"or de in tegração. 

Su ponhamo s, por e xemplo, que S é o e spaço carte siano R3 e s• o 
e ixo real R .  Sabe -se que toda a tran sformação linear (con tínua)  T 
de R3 sobre R é da forma T (u) =a · u, em que a designa um vector 
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qua lq uer e a· u o produto interno de a por u .  Podemos ent ão pensar 
J(x) como um ve ctor , função de x .  Se ndo x1, x2, x2, as compo ne n ­
tes de X e XI' X2, x2 as de f(x)' o integral [1.1] pode a gora aprese n­
tar -se sob a forma clássica dos inte grais cur vilíneos 

$1=/r (X1 dx + X2 dx2 + X3 dx3) . 

Mais co ncret amente ainda , podemos ima gi nar que f (x) repre ­
senta uma força com o ponto de apli ca ção em x. Ent ão ,  como é sabido , 
o inte gra l 3 dá -nos o trabalho da re ferida for ça ,  quando x des cr e ve r. 

Do critério de convergência de  Cauchy, verificado 
em S*, deduz-se fàcilmente que, para a existência do 
integral [1.1], é condição necessária e suficien te que, a 
todo O E> 01 COrresponda Um O> 01 tal que 

I S-r:l - S-r:2 [ < E I para 11tt I < a I 11t2 I < a . 
Em particular, esta condição será satisfeita se J(x) for 

função contínua de X sobre r. Com efeito. como a linha r 
consti tue um subespaço compacto de  S, a que é portanto 
aplicável o teorema de Heine-Borel, a função j(x) será 
uniformemente contínua sobre r desde que seja contínua 
sobre r, sendo então possível determinar, para cada E >  o, 
Um 0 > 0 I de m0d0 qu e Se tenha para Cada par de  pontOS 
X 1 X1 de r: 

lf(x)-f(x')l <E desde que lx-x'l < o; 
e nestas condições, atendendo a que é sempre 

I f (x) u I < I f (x) I · I u I , para x e X ,  u e S , 
visto ser f (x) um operador linear contínuo, para todo o 
xeX, fàcilmente se reconhece, como no caso clássico, que  

I S-r:l - S-r:2 I < E I r I ' para 
a 

l1t1 I <-, 2 

designando por 1 r 1 o comprimento de r, isto é, pondo 

n 
I r I= sup lJ 1 x;- x,_t I · 

1': Í=l 
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[1. 2] A continuz"dade de j(x) sobre r é pois garantia de 
existe'-ncia do integral de j(XJ ao longo de r. 

Da definição resultam ainda as propriedades : 

[ 1 .3] frf(x)dx<Mirl, se 1/(x)l <M sobre r 

[ 1 .4] fr [/1 (x) + /2 (x)] dx =Jr /t (x) dx + fr /2 (x) dx. 

[ 1 .5] Jr Af(x)dx=Afrf(x)dx, sendo AeA, (S*, S*) . 

[ l.6] !r f(x) dx = fr/(x) dx + fr2 f (x) dx, sendo r 1 'r 2 

dois arcos em que  fique dividida r por um seu ponto 
qualquer. 

2. Conceito de derivada.- Seja agora f (x) uma fun­
ção definida numa região D de S e  com os valores em S*,  
isto é 

f(x) e S* para cada x e D. 

Diz-se que j(x) é F-diferendal num dad o ponto a de  D, 
quando existe um elemento A de A, (S , S*) tal que 

j(a +h)= j(a) +A h+ R (h) ,  

sendo R(h) um infinitésimo de ordem superior à primeira 
a respeito de h, i s to é, tendo-se 

R(h)·lhl-1�0 quando h�O. 

Resulta da definição que não pode existir mais de um 
operador A nestas condições. Se um tal operador existe, 
será chamado a derivada (ou o operador derivado) de j(x) 
no ponto a ,  escrevendo-se então : 

A=f'(a) ou A= [_!j___f(x)J dx a 
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Também resulta logo da definição que, se j(x) é F-dile­
renâdvel no ponto a ,  f(x) é contínua em a .  

A função f(x) diz-se F-dilerencidvel em D ,  quando o 
for e m  todos os pontos de  D ,  e então qualquer dos sim-

bolos j' (x) ou _!__I (x) representará a função derivada 
dx 

(ou  sim plesmente « a  derivada» ) de j(x) em D .  
A expressão «F-diferenciável» usa- se  como abrevia­

tura de «diferenciável no s entido de Fréchet» , mas, como 
não teremos de considerar outros tipos de diferenciabili­
dade, passaremos a dizer simplesmente «diferenciável» 
em vez de «F-diferenciável» . 

Suponhamo s que S = R•, S *  = Rm. Ent ão ,  po ndo x = (x1, x2, · · · , x.), 

y = (y1,y2,· · · ,y.), a fu nção y =f(x), corre sponder á a u m  sistema 
de m funç õe s reais em n variáv ei s  reais 

i=1, 2,···,m; 

a função f(x) s er á  di fere nciáv el no po nto a=(a1,a2, ,a.), qua ndo 
cad a uma d as fun ç õe s  /; o for ne sse po nto , e a d erivada f' (a) será 

- d 1 . [d/; J ent ao repr ese nta a pe a ma tnz -- , para x1 = a1 , x1 = a2, • · · dxk 
· · · , x. =a. . Se e m  parti cular m = 1, tal m atriz reduz- se a um 
vector :  o gradiente de f (x) no ponto a. 

As co nc lusões ser ão a ná lo gas se ,  em vez de e spa ços carte si anos 
re ais, forem co nside rados e sp aços c artesia no s  c omple xo s. 

Da definição deduz-se ainda que : a derivada da soma 
é a soma das derivadas; a derivada duma constante é o 
operador O; a derivada de x em ordem a x é o operador 
identico, I ,  e tc. Observe-s e  ainda que,  no caso de exist ir 
I' (x), se  tem : 

d 
[2. 1] - [Af(x)]=Af'(x) , sendo AeAc(S*,S*). 

dx 

Quanto à regra de derivação das funções compostas, é 
também fácil estabelecê-la, como no caso clássico , tendo 
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agora em atenção a linearidade e a continuidade do ope­
rador derivado. 

Ê claro que a noção de «derivada parcial» se estende 
i mediatamente ao caso actual, podendo ainda ser usadas 
as mesmas notações. 

Consideremos uma função f(x1 , x2 , · · · , Xn), definida 
numa região D do espaço produto St >< S2 >< · · · >< Sn e 
com os valores em S *. Fàcilmente se reconhece <1l que  
f ( X1 , X2 , · • ·, Xn) será diferenciá vel num dado ponto 
(a1, a2, · · ·, an) de D (segundo a definição precedente), 
se, e só se, existirem n operadores At , A2 , . · . , An , com 
A; e Ac (S.-, S *), i= 1 , 2, · · · , n , tais que 

j(a1 + h1 1 a2 + h2 1 • • ·,  an + hn) = j(at, a2, · · · 1 an) + 

+ A1 h1 + A2 h2 + · · · + An hn + R (ht , h2 , · · · , hn) , 

sendo R (h2 , h2 , · · · , hn) um infinitésimo de ordem supe­
rior à primeira a respeito de  I (ht, h2 ,· · ·, hn) I Se tal 
condição é verificada, tem-se necessàriamente: 

i=l, 21··· , n .  

Entretanto, convém recordar que a norma dum ele­
mento (x1, x2, · · ·, Xn) do espaço produto S = S1 >< 
>< S2 >< • • • >< Sn , pod e indiferentemente ser definida de 
qualquer dos segu intes modos: 

\=V I X1 12 + I X2l2 + · ' ' + I Xn 12 

I (X1, X2 , . · · 1 Xn) I =I X1 I + I X2l + · ··+ I Xn I 

= max ( I X1 I , I X2 I , · · · , I Xn I ) . 

Em bora estas definições (e outras ainda) não sejam 
equivalentes en tre si ,  d eterminam em S a mesma topolo­
gia e a mesma noção de F-difere nciabz"lidade ; a respeito de 

(1) Ve r NoTAS FINAIS, I. 
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q ualquer delas, S é um espaço de Banach, supondo defi­
nidas em S a adíção e a multiplicação escalar como é uso 
neste caso. Porém, as duas últimas são as mais cómodas 
para o nosso estudo. 

É agora fácil ver que, dada a arbi trariedade dos espa­
ços de Banach considerados, a regra de derivação das fun­
ções compostas para funções de mais duma varidvel, se obtém 
imediatamente como caso particular da regra correspondente 
para as funções duma varidvel. 

3. A derivação como operação inversa da integ ração .  
-Seja agora D uma região conexa de S e consideremos 
uma função f(x) definida em D ,  com os valores em S*. 
Então teremos o seguinte 

[3 . 1] TEOREMA. 
integrdvel ao longo 
em D, tem-se 

Se f (x) é dtjerenciavel em D e f' (x) é 
duma dada linha rectijicdvel r contida 

fr /' (x) dx = f(b)-f(a) , 

sendo a a origem e b a extremidade de r 

Demonstração <1l. Sejam o, • números positivos arbi­
trários.  Visto que f(x) é di ferenciável em D, a cada x e D 
podemos associar um núm ero positivo Õx <o, tal que  

[3.2] j(x) -j(x) = f' (x) (-�- x) + R (x, x) , 

com I R(x,x)l < •lx- xl , desde que lx-xl <àx. Supo­
nhamos agora que X' X são pontos de r: 

x= y(t) 

(1) Esta demonstraç ão n ão é mais do que uma adaptação , ao caso 
pr es ent e, da demonstraç ão dada por GRAVEs, em [I] , pg. 171. 
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Dada a continuidade de y(t), podemos associar a cada 
1-1 tE O, 1 um Pt > O ,  de modo que se  tenha : 

Masa família de segmentos t-p1, t+p1, para o<t<l, 
consti t ue  uma cobertura do conjunto �. Então, segundo 
o teorema de Heine-Borel, podemos formar uma cobertura 

f---1 
do  conjunto o, 1 com um número fini to desses segmentos.  
Sejam t0, tt , , tn os centros consecutivos dos segmen­
tos  escolhidos e suponhamos que  a escolha foi efectuada 
de modo que se tenha t0 = O, tn = 1 e que nenhum dos 
segm entos fiqu e  contido num dos ou tros (o que é sempre 
possível) .  Nestas condições, qualq uer que seja i= 1,2, · · · ,n, 
podemos fixar entre t,._l e t,. um ponto 't";, i nterior aos 
dois segm entos escolhidos com cen tros em t1_1 e t,-. 
Ponhamos agora : 

x1=y(t1), �;=y('t";) (Í= 11 2 1··· , n) 

e d esignemos por 1t" a partição determinada em r pelos 
pontos x,, � .. . É claro que,  por força de [3. 3] e por se ter 
or < o qualquer que sej a  x E r, virá l'lt" I< o. Como som a 
de Riemann relativa a 1t podemos tomar 

n 
s:= � [f'(x;-1) (�;- x.--1) + f'(x;) (x;-�;)], 

i=l 

ou seja, atendendo a [3.2]: 
n 

s�= � [/(�,.)-f(x,·_t) + f(x;)-/(�;)]-i�l 
n 

- � [R(�;,x;-1)-R(�;,x,-)]= i=l n 
= f (b) - j (a) - � [R (�;,x;_l)-R(�;,x;)]. 

i=l 
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Mas, visto que  se tem I� .. - X; I < àr, 1 I� .. -x,-_, I < Or;-1 1 
para i= 11 2 ,  · · · 1 n ,  virá 

n 
I� [R(�,.,x,._,)-R(�;,x;)] < i�l 

n 
<e � ( I�.·- x,._, I + I X;-� .. I) < e I r I· 

i=l 

Note-se que s� é função de  à. Atendendo a que  p (x) 
é in tegrável ao longo de  r e a que  111' I< o, podemos então 
escolher à de modo que se tenha 

Is�- frf'(x)dxl <E 
e portan to será : 

lf(b)-f(a)-fr p (x) dx I < lf(b)- f(a)- s� I+ 

+ Is;-fr j(x) dx I< E (1 + I  r I). 

Dada a arbitrariedade de E , fica provado o que  pre­
tendíamos. 

Como  veremos, esta proposição desempenha em tudo 
o que se segue o papel do teorema dos acréscimos finitos 
de Lagrange. Têm-se  desde log·o as seguintes consequên­
cias 

[3.4 J Se a derivada de f (x) é t'dêntzcamente nula em D , 
a função f (x) reduz-se a uma constante sobre D . 

[3 .5 J Duas funções f (x) , g (x), tais que f' (x) g' (x) 
dzjerem quando muito por uma constante. 

Seja agora F (x) uma função definida na região D de S 
e com os valores em Ac (S, S *) .  Como acabamos de  ver, 
se F (x) é derivada de alguma função f (x) em D ,  o integral 
de F (x) ao longo duma linha rectificdvel r contida em D ,  
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quando existe, só depende dos limites a ,  b de integração, 
pois que será então : 

J, F(x) dx=f(b)-f(a). 

Dum modo geral, sempre que  o integral de F (x) ao 
longo de r tem um valor que só depende dos limites a' b' 
sendo portanto independente do caminho r, representa­
remos este in tegral pela notação 

J: F(x) dx. 

É fácil ver que ,  uma vez verificada esta circu nstância, 
se tem ,  por força de [1 . 6] : 

[ 3 . 6] J: F(x) dx+ J: F(x)dx= J: F(x)dx ,  

quaisquer que sej am a ,  b ,  c e D. Além disso, sendo a , b 
1-1 

bastan te  próximos para que  o segmento a b esteja contido 
em D , virá ainda (1) 

[3.7] I J: F (x) dx I <MI b- a I, se [ F(x) [ <M sobre :;b, 

Por ou tro lado, observemos que  é sem pre : 

[3.8] J: Adx=A(b-a), para a , b  e S ;  A e Ac (S , S *) .  

Ora, fazendo in tervir sucessivam ente [3 . 6], [1 . 4], [3,8] 
e [3. 1 ], tem-se o resultado : 

H 
(t) Ch ama-se segmento a b de S ao conjunto dos pontos x tais 

qu e x = a+t(b-a), com o:;;;;t:;;;;l. Um con junto M diz -se  con­
vexo, q uando todo o se gmento de extremos M está contido em M. Todo 
o espaço de Ba nach , S ,  é localmente convexo, i st o  é, podem-se tomar 
para vizinhanças de cada seu ponto x unh:amente co nj untos conve ­
xos (es feras c o m  ce ntro e m  x). Ora ,  se D é um a re gião (conj unto 
aberto ) de S ,  para cada ponto x de D há uma vizinhança de x co n­
tida em D. 
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[3 .9] TEOREMA. Se o integral de F (x) ao longo de qual­
quer linha recttjicdvel contida em D existe e só depende dos 
lt'mites de integração, a função f (x) assim definida: 

j(x)=J: F(u)du, com a e D , 

é diferenâdvel em todo o ponto x0 de D em que F (x) for 
contínua, tendo-se precz'samente 

f' (xo) = F (xo). 

A demons tração é ainda semelhante à que se usa no 
caso clássico. 

As duas proposições [ 3 . 1], [ 3 . 5] permi te-nos em parti­
cular afirmar que : 

[3 .10] Se F (x) é contínua em D, para que o valor do 

integral Jr F (x) dx (estando r contida em D) só dependa 

dos limites de integração, é necessdrio e suficiente que F (x) 
seja derivada de alguma função em D. 

S ej a  por e xemplo S = R3, s• = R. Pod emos então ima ginar que 
F (x) represen ta, para c ada  x e D, uma força aplicada ao ponto x 
teremos assim u m  sistema de forças d efinido n a  re gião D. Pois bem 
o teorema f3.10] e xprime o se guinte facto bem conh ecido em Mecânica : 
«Para que o trabalho executado pela força F (x), ao passar dum ponto a 
para outro ponto b da região D,  ao longo duma linha r, só dependa 
de a e de b, e não do caminho r, é necessário e suficiente que F (x) seja 
o gradiente de alguma junção f (x) (dizendo-se então que o sistema de 
forças é conservativo)». 

4. Mudança de varraveis nos integrais curvilíneos.­
Considerem os, além de S e S *, u m  outro espaço de  Ba­
nach, S *, e, por outro lado : uma  f u nção contínua F (x) , 
definida numa região D de S ,  com os valores em  Ac(S , S *) ;  
uma função contínua rp (x), definida numa região D* de  S *' 
com os valores em D .  Em símbolos: 

{ F (x) e Ac (S , S *), para cada x e D 

rp (u) e D, para cada u e D* . 
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Seja agora C uma linha rectificável de  D*, definida 
parametricamente por u m a  função pontual contínua 

u =g(t) [O<t<l], 

e seja r a imagem de  C por m eio  de  rp: 

r= rp (C): y (t) = rp (g (t)) [o < t < 1 J .  

Pos to isto ,  consideremos uma  partição 1t de  r, definida 

por pontos X;=y(t;) [O= to< t1 < · · · <tn =1] . Então, esco­

lhidos arbi tràriamente os pontos x; = y (i,.) [t;-1 <i;< t,-] e 

pos to  u, = g(t;) , u;=g(t;) , teremos a soma de Riemann 

n n 
str= lJ F(x;)(x,-xi-1)= lJ F[rp(u,)J [rp(u;)-rp(u,_t)]. 

i=l i=l 

Vê-se pois que  o limi te  de  s-rr q uando I r. 1 -O é o i n te­
gral de Riemann-Stieltjes de  F [ rp (u)] ao longo de C :  

Jr F(x)dx= fc F[rp(u)]drp(u). 

(Note-se que a função rp (u) é de  variação limi tada 
sobre C ,  pois  que se tem sup 2: I rp (u;)- rp (u;-1) I= I r I ). 1r 

Suponhamos agora que a função rp (x) admt"te derivada 
contínua na região D*. Usando uma técnica semelhante à 
que nos serviu para demonstrar o teorema [3 . 1], é então 
fácil provar que  

Jr F(x)dx= fc F[rp(u)]rp'(u)du, 

recaindo assim no integral riemanniano como o t ínhamos 
definido. 

Em particular, ter-se-á 

Jr F(x)dx =  J: F[y(fJ]dy(t), 
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ou, na hipótese de y (t) ser dtjerencidvel: 

fr F (x) dx = J: F [y (t)] y' (t) dt. 

E assim se reduz a integração curvilínea à integração 
ordinária segundo o eixo real, no sentido de Riemann­
-Graves. 

5. Operadores multilineares. Derivadas de ordem supe­
rior à primeira. - Consideremos uma f unção G(x1,x2 ,· · ·,Xn) 
definida em Sn e com os valores em S *. Como  se sabe, 
diz-se que o operador G é n vezes linear, quando resul ta 
linear a respei to de cada u m  dos seus argum entos 
Ut 1 U2 1 • • • 1 Un • 

Direm os, por outro lado, que G é contínuo, quando 
for contínuo a respeito do complexo dos seus argu men­
tos, i sto é, quando representar uma  função contínua  do 
ponto (x1, x2, · · · , Xn) no espaço produto Sn. É fácil reco­
nhecer que, sendo G um operador n vezes linear, G serd 
contínuo, se, e só se, a função I G (x1 , x2 , , x,.) I for limt·-
tada para I Xt I= I x2l =···= I x,. I = 1 .  Verificada esta 
condição, defi ne-se norma de G tal como segue: 

IGI= supl G(xt, X21 • • •  1Xn) J ,  para lx1l =lx2/= · ·  · =/Xn/= 1 
Da definição resul ta im ediatamente que: 

I G (x1 , X2, • • · , x,.) I <I G li X1 /· · · / Xn I , 
para todo o agrupamento (x1 , x2 , • • • , Xn) e Sn . 

Tal como foi dito no n.0 O, representamos por Ac (S, S*) 
a família de todas as transformações lineares contínuas 
de S sobreS*; é claro que ,  no lugar de S, pode figurar 
qualquer espaço de Banach, e, em particular, o próprio 
espaço Sn. Por ou tro lado, represen taremos por Ac (S" ; S*) 
a fam ília dos operadores 11 vezes lineares, com os argu m en­
tos em S e os valores em S*. Mas é preci so notar que (t) 

Ac (Sn ; S*) =FAc (Sn , S*) . 

(1) Ver NoTAS FtNAis, L 
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Seja agora A uma transformação linear contínua de S 

sobre A, (S , 5*), isto e, um e lemento de A, (S, A, (5, S*)). 
Para cada u e S ,  ter-se-á A u e A, (S , 5*) , e portanto,  para 
cada veS , virá (Au)v e S*. Então se pusermos 

[5. 1 ] A* (u, v)= (Au)v , para u , v e S , 

vê-se imediatamente que A* é um operador bilinear. Mais 

ainda, fàcilmente se recon hece que o operador A* é contí­
nuo, tendo-se portanto A* e A, (52; S*). Reciprocamente : 
qualquer que s�ja A* e A, (52 ; S*) , o operador A definido 
por [5.1 J serei um elemento de A, (S , A, (S , S*)). 

Este  resultado é fàcilmente generalizável. Ponhamos 

En tão teremos : 

[5.3] Qualquer que seja AeTn, o operador A* assim 
definido 

[5.4 J A* (ui , U2 , · · · , u,.) =(((A u1) u2) · . .  ) Un, 
para u 1 , u2 , · · · , Un e S 

é um elemento de A, (Sn; S*J . Reciprocamente, qualquer que 
seja A* e A,(Sn; S*), o oper ador A definido por [5.4] é um 
elemento de T n • Além disso, tem-se 

sendo a: um escalar. 

Quando não houver perig·o de confusão, falaremos de 
tais óperadores A, A*, como formas diferentes de um 
mesmo ente analítico. Mas é preciso notar que, em rigor, 
se tem 

sendo fácil ver ainda que tanto A,(Sn; 5*) como Tn são 
espaços de B anach. 
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Por outro lado, abstraindo da referida distinção, usa­
remos de preferência a notação 

A · Ut) u2) · • • ) u .. , 

em vez de "A(ut, u2 , · · · , un), o u  de  "(((Aut)u2) · · ·  ··· ) un,. 
E quando se tiver, u1 = u2 = · · · = Un = u, escreveremos 
mais simplesmente, com o m esmo significado :  

A· ulnJ, 

É de no tar que, em virtude da linearidade múltipla 
de A, o símbolo ") , assim u sado tem propriedades fo r­
mais semelhantes às dum sím bolo de multiplicação. Po r 
exemplo : 

A . (Xt + X2)) (Yt + Y2) = 

= A · Xt) Yt + A · Xt) y2 + A · x2) Yt + A x2) Y2 . 

Em particular, se A é um operador n-vezes li near, 
sz'métrico nos seus n argumentos, o desenvolvimento de  
A (x + y)lnJ pode fazer-se segundo a fórmula do binómio 

[3.5 J A (x + y)l"l = .�1 ( ; )  A. xln-iJ) yl,.l. 

Daqui se ded uz logo : 

[5.6J 
d - (A • x[n])=n A· x[n-t], 

dx 

E claro que, se A for assimétrz'co, o desenvolvimen to 
[5.5] deixa de ser licito .  

Em vez de  Sn, podemos considerar, mais geralmen te,  
o prod uto de  n espaços S 1 , S2, · · ·, Sn . As considerações 
precedentes não sofrem alterações essenciais. O con­
junto de todas as funções n-vezes lineares, definidas em 
SI X s2 X • . • X Sn e com os valores em S*, será repre­
sentado por 

n Ac (TIS,. ; S *). 
•�1 
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Convém ainda introduzir a seguinte : 

[5.6] CoNVENÇÃo. Dado um operador bilinear A defi­

nido em S L  >< s2 ' cham amos operador converso (L) de A 

e representamos por Ã o operador assim definido em 

s2 >< sL = 

Ã · u) v= A· v) u, para 

Tem-se manifestamente : 

[5. 7] 

Posto is to, observemos que  o conceito de «derivada de 
ordem n» (n = 1 ,  2 , · · ·) pode agora ser definido por indu­
ção, exactamente como em Análise clássica. Considere­
mos de  novo uma função f(x) definida numa região D 
de S, com os  valores em S*,  e seja a u m  ponto de  D. 
já sabemos que, se j(x) é diferencial em a, o operador 
derivado/' (a) é um elemento de Ac (S , S *) ;  então, se j(x) 
é diferenciável em a, o operador f'' (a) será, ipso Jacto, 
um elemento de  Ac (S , T1)1 com TL = Ac(S , S *); e assim 
por diante : 

[5.7J A derivada f(n) (a), se existe, é um elemento de 
T n = A, (S , T n-L) . 

Todas as considerações desenvolvidas neste número 
são portanto aplicáveis às derivadas de ordem superior 
à primeira. Para comodidade de exposição, a derivada f(n) (a ) 
serd considerada, indiferentemente, como elemento de T n ou 
como elemento de A, (S n; S *). 

(L) O mesmo que «operador adj unto », segundo a terminologia de 
P. LÉVY. 
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6. Regra de derivação do produto.- Tal como  foi di to 
logo de  início, chamamos produto dum operador A por 
um vector u ao resul tado da operação A aplicada ao ele­
mento u. 

Posto isto ,  consideremos três espaços S*, S, S* e dua s  
funções F (x) ,g(x), definidas numa região D de S*, com 
os valores respectivamente em Ac (S, S*) e em S :  

F (x) e Ac (S ,  S*), g(x) e S ,  para cada x e D. 

Suponhamos que tanto F (x) como g (x) são diferen­
ciávei s num ponto a de D. Ter-se-á então: 

F(a +h) g(a +h)= 

=[F(a) + F'(a) · h+ R(h)] · [g(a) + g'(a)h + p(hlJ, 

com R(h)lhl-1-0, p(h)lhl-t-0, quando h-..0. 
Virá pois : 

F(a +h) g(a +h)= 

=F(a) g(a) + (F(a) g' (a) )h + F (a)· h)g(a) + R(h), 

tendo-se ai nda, como  é fácil ver, R (h) I h 1-t -.. O quando 
h- O. É claro que F'(a) e Ac(S*xS; S*); m as, segundo 
a convenção [5. 6J , tem-se 

F' (a)· h)g(a) = P(a} · f?(a))h 

e então im ediatamente se reconhece que 

[ 6.1] � {F(x g(x) } =F(a)g'(a) + F'(a)g(a). 
dx a 

Em particular pode ter-se S* =S . Se além disso o 
operador bilinear F' (a) é simétrico, tem-se � = F' (a) e a 
regra de derivação retoma o aspecto cldssico. 

De modo análogo, tendo em atenção [5.6J, chega-se ao 
resultado: 

[6.2] Seja F(x) e Ac (Sn; S*) ,g(x) e S, para x e D c S .  
Suponhamos que F (x) e g (x) são diferencidveis no ponto a 
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de D. Suponhamos ainda que o operador F (x) é, para cada 
x e D, simétrico nos seus n argumentos e que F' (a) é simé­
trico nos seus n + 1 argumentos. Então, pondo 11> (x) _ 

== F (x) · (g (x) )fnJ, vira: 

lf>' (a) =  F' (a)(g (a) )lnl + n F (a) (g (a) )fn-l] g' (a). 

Convém nes ta, fórm ula, conceber F (a), F' (a), como 
elementos  de Tn, Tn-t, respectivamente  (ver [5 . 2 ] ) .  Por 
outro lado, é preciso não perder de vista que o símbolo 
(g (x) )fnl não tem, por si só, nenhum significado. 

7. Simetria dos operadores derivados de ordem supe­
rior à primeira.- O teorema de  que  vam os tratar é a 
generalização do teorema clássico de Young relativo à 
perm utabilidade das derivações parciais. Consideremos 
u ma função f(x) , definida numa região D de S, com os 
valores em S*, e su ponhamos que esta fu nção admite 
segu nda derivada, num pon to a de D. Trata-se de provar 
que o operador bilinear f'' (a) é simétrico, isto é, que se tem 
f" (a)· u) v= f'' (a)· v) u ,  quaisquer que sejam u, v e S . 

Para isso, ponhamos 

rp (À , 1).) = f (a + À u + il- v) , 

sendo À ,  u variáveis reais. Aplicando a regra de  deriva­
ção das fu nções com postas, virá: C?'\ .. .  (O, O)= f'' (a) · u) v <1l. 

A demonstração consis te agora em mostrar que 

11. (O O) - l ' rp(r,r)-rp(r,O)-cp(O,r)+rp(O,O) rpÀ,.._ , - 1m , 
r�o r2 

uma vez que, sendo o segundo m embro s imétrico a res­
peito de u, v, o mesmo acontecerá com o primeiro, e 
portanto com f''(a) · u)v. 

(1) Ver NoTAS FINAis, V. 
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Ora, para is to, pode proceder-se como na demo ns­
tração clássica, substituindo apenas o teorema dos acréscimos 
finitos pela proposição [3.1]. Pondo e(t)=rp (t,r)-rp (t,O), 
o numerador da fracção acima considerada será igual a 

e (r)- e (O)= J; e' (t) dt = J; [ rp\ (t, r)- cp'À (t, o)] dt. 

Ora tem-se 

e'Ut,r)=rpi (O,O) + trp{2(0,0)+ rrp{p. (O, O) +p(t, r), 

rpi(t, O)= rp;_(o, O) + trp{2 (O, O)+ a (t, r) , 

sendo p (t, r), a (t, r) infinitésimos de ordem su perior à 
primeira a respei to de I (t, r)[. Então virá 

9 (r)- e (O)= r2 rp{p. (O, O)+ J; [ p (t, r)- cr (t, r)] dt, 

donde fàcilmen te se deduz : [e (r)- e (O) J r-2 -----... !f{i!- (O, O), 
quando r____,. o, q .  e. d .  

O resultado pode agora estender-se ,  por indução, às 
derivadas de ordem superior à prim eira. 

Esta é, aparte a forma, a demonstração apresentada 
por L. Graves em [I], p. 175-177. 

8. fórmula de Taylor.- Consideremos ai nda uma  fun­
ção f(x) definida numa região conexa D de S e com os 
valores em S *. Suponhamos que f(x) ad mi te derivadas 
em D até à ordem n + 1 e q u e  J<nr 1l(xJ é contínua em D. 
Sejam a, b dois pontos quaisq uer de D. Ter-se-á e ntão 

[8.1] f(x) = J: f (x)dx. 

Por outro lado ,  em vir tude do estabelecido no  n .0 6, será 

_!!____ l j' (X) ( b - X) ] = j" (X) ( b X) - j' (X) , 
dx 
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donde, integrando entre a e b: 

J: f'(x)dx= f'(a)(b-a)+ J: f"(x)(b-x)dx. 

Dum modo geral, atettdendo a [6.2] e à sim!!lria das 
derivadas: 

_!!____ [f<Pl (x) ( b- x)CPll = 
dx p! 

=j(p+'l(x)(b-x)lPl- j<Pl(x) (b-x)l!>-1] 
p! ( p -1) ! 

' 

donde fb f<"l(x) (b- x)EP-11 dx = 
a (p-1)! 

= (b-a)fPl + x (b-x)lPldx 1\.P) (a) J
h f (p+l) ( ) 

p! a p ! 
' 

P=112, .. · ,n . 

Finalmente, por substituições sucessivas a partir de 
de [8.1] , vem a fórmula de Taylor: 

[8.2] 

com 

[8.3] 

n j<P) (a) 
j(b)=j(a) +_E p! (b-a)lPl- Rn(b,a) 

R,(b,a)= (b-u)lnldu. 
fb pn+l)(u) 

a (n + 1) ! 

Dada a continuidade de J<n+t) (x), podemos a cada E> O, 
associar um o> O, tal que J<n+1> (x) = J<"+-1l (a) + w (x), com 
I w (x) I < E para I x -a I <o, e assim de [8. 3] virá, segundo 
[1.4], [5.6] e [3.3]: 

com 

J<n+ll (a) 
R,.(x,a)= · (x-a)l"+11 +pn ( x) , 

(n + 1 )! 

I x-aln+t 
I Pn(xli < E  , para lx-al<o. 

(n + 1)! 
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Dum modo geral , diz-se que  f(x) é F-diferenciavel até 
à ordem m num ponto a de D 1 quando existem m opera­
dores A1 , A2 , · · · , Am, pertencentes respectivamente a 
Ac(S,S*J, Ac(S2;S*),···,Ac(Sm;S*), tais que 

m 
f(a + h)-f(a) = � A,-hlil+lhlmlí(h), lim lí(h)=O. 

' -1 h ->0 

Com o  acabamos de ver, se f (x) admite derz"vadas contí­
nuas até à ordem m, numa vizinhança de a, então f (x) é 
F-diferenciavel até à ordem m no ponto a .  Mas a recíproca 
não é verdadeira, como se sabe, mesmo no caso simples em 
que S=S*=R. 

9. Derivação ou integração sob os sinais de integração 
ou derivação.- Consideremos três espaços S1 , S2 , S* e 
sejam: D uma região de S1; x0 um ponto arbitrário de D ;  
r uma linha rectificável de s2 (con tendo os  extremos). 
Nestas condições : 

[9.1 J LEMA <•l. Se f (x, y) é uma função contínua sobre 
o subconjunto D X r de s. >< s2 ' com os valores em S*' 
ter-se-a: Iim f (x0, y) = f (x , y) uniformemente sobre r; 

isto é, a cada E> O , correspondera um o > O , tal que 

I f (x , y) - f (X o 1 y) I < E para I x - Xo I < o 1 

qualquer que seja y e r. 

Demonstração. Seja E um número positivo arbitrário. 
Em virtude de continuidade d e  f (x , y) sobre Dx r, 
poderá fixar-se para cada y e r um p (jl) >O, tal que 

lf(x,y)-f(xo iY) I < � 1 para l x - xu l <p(j) , ly -jll <p(jl). 

(t} Nesta proposição, bastaria supor, a respeito de r, que se trata 
dum conjunto compacto. 
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Mas q uando y varia sobre r, as esferas de  centro y e 

ra i o p (jl) formam uma  cober t u ra de  r ,  e portanto ,  se­
gu ndo o teorema de Heine-Borel , será possível, com um 
número fi n i to de  tais esferas, cobrir o mesmo conj unto .  
Sejam en tão Y1 , y2 1 • • • , Yn os centros das esferas duma 
tal cobert u ra finita de  r e designe õ o menor dos  números 
p (y;) . Sej a agora x um ponto de D tal q u e  I x- Xo I < õ 
e y u m  ponto qualquer de T .  Entre as esferas da referida 
cobertura f i n i ta ,  haverá pelo menos u m a  a que y seja  
i n terior ; designando por yp o centro d u ma ta l  esfera, virá 

l x - xa l < p (yp) , l y - vp i < P (Jp) 

e portanto 
ó ó 

l f(x , y) - f(xo , yp) I < 2 ,  I f(xo , y) - f(xo ,  Jp) I < 2 
donde, f inalme n te, 

I (X ' Y) -I ( Xo , Y) I < I I (X , Y) -I (X o , Y p) I + 
+ I I (X o , y p) - I  ( Xo , y) I < E , 

q .  e .  d .  
Posto i s to ,  podemos estabele cer a segu i n te proposição : 

[ 9 . 2] Se F (x , y) é uma função contínua sobre o subcon­
junto D X r de SI X 52 ' com os valores em Ac (52 ; S* ) ' 
também a função de x 

� (x) -Jr F (x , y) dy 

sera contínua em D (note- se que � (x) e S*,  para cada 
x e 0) . 

Dem. Qualq u er que seja õ > o, poderá < 1 l, segu ndo [ 9 . 1 ] , 
f ixar-se õ > O , d e  modo que se tenha 

F (x , y) = F (x0 , y) + R (x , y ) , com I R (x , y) l  < õ , 

(1 ) É claro que , sendo S* um espaço de Banach qualquer, a pro­
posição [7 . 1 ] contin u a  a ser v álida substit uindo S* por Ac (S , S* ). 
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para I X - Xo I <  o' qualquer que seja y e r .  Então, inte­
grando ambos os m embros ao longo de r ,  a propriedad e 
[ 1 . 3 ]  permite imediatamente concluir qu e  <ll (x) e contínua 
e m  Xo . 

E agora : 

[9 .3] Seja F (x, y) uma função definida em D >< r , com 
os valores em Ac (S2 , S*) ,  contínua a respeito de y em T 
para cada x e D .  Suponhamos que F (x , y) admite uma 
derivada parcial F� (x , y) contínua em D x r . Então, vird 

[9 .4] _!_I F (x , y) dy = f _d_ F (x , y) dy . 
dx r • r dx 

Dem. Uma vez que  F� (x , y) e contínua em D x r ,  
poderá, segu ndo o lema [9 . 1 ] ,  associar-se a cada t > O 
u m  o >  o ' de modo q ue 

E (x , y) = F� (xo , y) + R (x , y) , I R (x , y) I < < , 
para I X - Xo I < o '  qualquer que seja y e r .  Ora 

F (x , y) = F (xo , y) + J:. F� (x , y) dx = 
= F (xo , y) + E (xo , y) (x - xo) + J,� R(x , y) dx . 

Integrando ao longo de r e notando que e 

Jr F� (xo , y) (x - xo) dy = [ Jr F� (xo , y) dy] (x - x0) , 

vi rá finalmente 

Jr F (x , y) dy = 

= Jr F (xo , y) dy + [ Jr F� (x0, y) dy] (x - x0) + R* (x) 1 

com I R* (x) l <t l f l · l x -x0l , para [ x - x0 1 < o ,  dond e 
se  conclue precisamente [ 9 . 4] . 
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Quanto à integração sob o sinal de integração, será 
válida  a regra 

aesde que F (x ' y) seja contínua sobre o subconjunto r 1 X r2 
de S2 ' com F (x , y) e A, (S1 X s2 ; S*) para X e rl ' y e r2 . 
Para a demonstração , basta observar que se  pode defini r 
o in tegral duplo riemanniano 

Jr xr F (x , y) · dx) dy ,  1 2 

tal como para os domínios planos, e que  este in tegral 
tem valor igual ao dos precedentes. 

Finalmente, para a derivação sob o sinal de derivação 
aparece-nos o seguinte teorema :  

[9 . 5 ]  Seja f (x , y) uma função definida numa região D 
de St X s2 '  com os valores em S*.  Suponhamos que f (x '  y) 
admite derivadas parciais f� ( x , y) , fj ( x , y) contínuas em D. 
Então, podemos afirmar que, se a derivada f�y (x , y) existe 
e é contínua em D ,  também existe fJ ... (x ,  y) , tendo-se pre­
cisamente 

a a a a 
- - f(x , y) = - - f(x , y) . ax ay ay ax 

Dem. Ter-se-á, em virtude  da  hi pótese 

f(x , y) - f(x0 , y) = J:. f� (� , _y) d � 1 

donde ,  deri va ndo em ordem a y , com a aplicação de  [ 9 . 3 ]  

f} (x , y) - f} (xo , y) = J:. f�j (� ,y) d � ,  

donde, fi nalmente,  derivando em ordem a x ,  com a apli­
cação de [3 . 7 ] : 

f;� (x , y) = f�� (x , y) . 
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Tal é u m a  das possí ve is general izações do teo rema  
de  Schwarz. Para i n terpretar este resultado, con fron ta n ­
do-o com a generalização do t eorem a de  Yo u ng (n.0 7) ,  
ver NoTAS FrNAr s ,  I .  

1 O .  Equações ; fu n ções imp l íc i tas  ( t J . - Consideremos 
u m a  e q u ação do t ipo 

[ 1 0. 1 J x = F (x) ,  

sendo F (x) u ma função defi n ida no dom í n io I x - x0 I < a: 
de S e co m os valores em S .  Para resolver uma  tal 
equação, partindo de x0 como so lução aproximada, su rge 
naturalmente a ideia de proceder por aproximações suces­
sivas, segu ndo o esq u em a : 

[10 . 2 ]  
Se a su cessão (xn) con vergi r para um pon to X ,  n o  

q u a l  a f u nção F sej a contínua, ter-se-á 

1 im x,,+ t = F (l i m Xn) ou SeJa X = F (X) , 
e en tão X será uma sol ução de  [ lO. l J ,  i s to é, um ponto 
invariante da transfor m ação F <2l. Mas em q u e  casos pode­
m os nós garan tir a con vergência de (xn) ? 

Um cri tério basta me largo é o seguinte : 

[ 10 .3 ]  A suce ssão (xn) definida por [ 1 0 . 2 ]  sera conver­

ge n te ,  se forem verificadas as seguintes condições : 
1 )  I F (x) - F (x*) I _::::; k I x - x* I , com k < 1 ,  quaisquer 

que sejam x ,  x* e V (x0 , a) <3l (cond ição de Lipschi tz). 

2) I Xn - X0 I < a: , para n = 1 , 2 , · · · . 

(t) Sobre es te assunto, veja-se HILDEBRANDT-GRAVES [ I ]  e GRA­
VES ( I I ] ,  [ II I ] .  

(2) Certas demonstraçóes d e  existência e unicidade (BIRKHOFF e 
KELLOG, CACCIOPou, etc.) consistem precisamente em provar a exis­
tência dum único ponto invariante para certas transformações. 

(3) Como já atrás foi dito, representamos por V (x0 , 1K) a vizi­
nhança or. de x0 , isto é, o conjunto dos pontos x tais que I x- x0 I < x .  
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Dem . Tendo- se Xn e V (x0 , e<:) , para n = 1 1 2 1 • • · , a 
cond ição 1) é aplicável e virá en tão, atendendo a [ 1 0. 2] : 

) Xn t l  - X, I _:S k I Xn - Xn-1 ) < • • • • • • < kn- l ) X2 - Xt )  1 
00 

o q u e  i m plica a con vergência ( I )  da série x1 + � (xnt t - xn) 
n=l 

e portanto a da sucessão (xn) . 
Por o u tro lado , tem-se o teore m a de  unicidade : 

[ 10 .4] Verzjicada a condição 1 )  do teorema [ 1 0.3 ] ,  não 
pode existir mais de u m a  raiz da equação ( 1 0. 1 ]  no domínio 
V (x0 , e<:) . 

Dem.  Sejam X 1 ,  Xz sol uções d e  [ 1 0. 1] existen tes em 
V (x0 , e<:) . De 1) deduz-se  ) X 1 - X2 ) = ) F (Xt ) - F (X2) ) < 
_::; k I Xt - X2 1 ' do n de (por ser k < 1 ) X I = x2 . 

É ai nda  út i l  a seg u i n te proposição : 

10 .5] Verificada a condição 1) do teorema [ 10. 3] , a con­
dição 2) é implicada por esta outra 

Dem. Seja x u m  po n to de V (x0 , (1.) . Aplicando 1 )  e 2) 
v i rá I F (x) - x0 I <  I F (x) - F (x0) + I F (x0) - x0 I <  k Ç(  + 
+ ( I  - k) ex = e<: .  Quere dizer : se I x - x0 I < e<: ,  ta m ­
b é m  1 F (x) - x0 1 < ex . Portanto, a tendendo a ( 1 0. 2] : se 
J x, - X0 < Ç( 1 tam bém / Xn+ 1 - x0 I < e<: ( n = O , 1 , • • · )  • 

Como x0 e V (x0 , ex) , segu e - se : Xn E V (x0 , e<:) , para 
n = 1 ,  2 ,  · · · . 

Passe m os agora a eq uações do t ipo 

f (x) = O ,  

( I ) Em virtude do critério de convergencia de Cauchy, veriticado 

em S ,  a convergên cia duma s érie é implicada pela convergência da 

s érie dos módulos.  
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sendo f (x) u ma fu nção definida no domínio V (x0 , a) 
d e  S e com os valores em S .  Tem lugar o segu in te 
teorem a : 

[ 10 .6] Se f (x) admite derivada con tínua em V (x0 , a) 
e se f' (x0) é um operador reversível, a equação f (x) = O 
pode reduzir-se à forma x = F (x) ,  sendo F (x) uma fun­
ção que verifica a condição de Lipschitz numa vizinhança 
de x0 • 

Dem.  Bas tará pôr F (x) = x - [f ' (x0) ] -1 f(x) . É fác i l 
ver  então ( t )  que F (x) também admi t e  derivada contín u a  
em V (x0 , a) , e q u e  F' (x0) = 0 .  Portanto, fixado u m  
número positivo k < 1 , será possível, e m  virtude d a  
continuidad e de  F' (x) , determ i nar u m  núm ero posi tivo 
a' � a , tal que  

I F ' (x) l < k para I X - Xo I < a' . 
Mas en tão,  visto ser 

F (x) - F (x*) = J:. F' (�) d �  1 para x , x* e V (x0 1 a') 

virá, atendendo à convexidade d e  V (x0 ,  a') , 

I F (x) - F (x*) l < k l x - x* l , para x , x* e V (x0 , a') 
q .  e. d .  

Se a função f(x) ad mite u m a  segu nda d erivada,/' '  (x) , 
contínua em V (x0 ,  a) , será preferível, do ponto d e  vista 
prático, tomar como função t'terante <2> 

F (x) = x - [ f' (x) ] -1 f (x) ; 

(1) Demonstra-se, que se A é uma transformação linea r continua, 
biunív oca,  de S sobre s• , também a transformação A_, é contí nua 
(ver p.  ex. BANACH [ I ] ,  p. 41 ou HILLE ( I ] , p.  29). 

(2 )  Ver NoTAS FINAis, l i . 
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neste caso , supondo garantida a convergência de (xn) 1 o 
processo [ 1 0. 2] vem a dar precisamente a generalização 
do método de Newton (ou da tangente) . 

Posto is to ,  consideremos uma equação da forma 

y = F ( x , y) , 
sendo a função F (x , y) definida numa região de S x S*, 
com os valores em S* e suponhamos que  se tem 

Yo = F (xo , Yo) · 
Querendo resolver esta equação em ordem à varidvel y, 

como função implícita de x que tome o valor y0 ,  para x = x0 1 
é-se levado a considerar o p rocesso de  recorrência : 

ÇPt (x) == F (x , y0) ; ÇPn+ t (X) - F (x , rpn (x) ) . 
É fácil agora estabelecer o seguinte teorema : 

[ 10. 7 ]  Se a função F (x , y) é contínua para I x- xJ I < a , 
I y - Yo I < � e verifica a condição de Lipschitz : 

I F (x , Y t) - F (x , y2) I < k I Y t - y2 l , com k < 1 , 

para Yt , y2 E V (y0 ,  �) , x E V (x0 , a) ,  a sucessão rp1 (x) , 
rp2 (x) , · · · converge unzformemente num domínio V (x0 , a') 
(com a' < a) ,  para uma função contínua rp (x) tal que 

rp (x) = F (x , rp (x) ) ,  para l x - x0 l < a' . 

Além disso, a solução Y = rp (x) serd a única admitida 
pela equação y = F ( x , y) para I x - x0 I < a' , I x - y 0 I < � · 

Com efei to, fixado u m  numero positivo k < 1 ,  será 
possível, atendendo a que F (x , y) é contmua e a que 

Yo = F (x0 , y0) , determinar um núm ero posi tivo a' < a , 
tal que  

I F (x , y0) - Yo I < ( 1  _:__ k )  � ,  para I x - x0 I < a' .  

A partir deste ponto,  a demonstração não oferece 
dif icu ldade,  recordando as demonstrações dos teoremas 
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[ 10.3] , [ 10 .4] e [10.5] . A con tinuidade de rp (x) no domínio 
V (x0 ,  a:') resulta da continuidade de  F (x , y) no domínio 
V (x0 , a:) >< V (y0 , �) e da convergência uniforme da suces­
são (rp n) sobre V (x0 , a:) . (Em espaços de  Banach subsiste 
o teorema relativo à convergência uniforme de  funções 
contínuas). 

Consideremos finalmente uma equação da forma 

f (x , y) = 0 , 

sendo a função f(x , y) definida num domínio de S >< S* ,  
com os valores em S* e tal que  

Podemos então estabelecer o teorema seguinte : 

[10 .8] Suponhamos que : 1) f (x , y) é contínua no domí­
nio I x - Xo I < a: , I y - y0 I < � ;  2) f (x , y) admite uma 
derivada parcial fj, (x , y) contínua no referido domínio ; 
3) o operador fj, (x0 , y0) é reversível < 1 l .  Nestas condições, 
existe uma função rp (x) , dejt"nida e contínua num domínio 
I x - X0 I < rx' e tal que 

y0 = rp (x0) ,  f (x , rp (x)) = O , para I x - x0 I < (X• . 

Além disso, a solução Y = rp (x) serd a única admitida pela 
equação f (x , y) = O em todo um domínio I x - x0 I < a:• , 
I Y - Yo l < W · 

Dem. A equação f(x , y) = O  é equivalente  a esta 
outra 

y = F (x , y) , com F (x , y) = x - [/J (x0 , y0) J-1 j (x , y) . 
Agora, raciocinando como na demonstração do teo­

rema [ 1 0. 6] , é fácil concluir que, fixado um nú mero posi-

( 1 )  É claro que jj (x0 , y0) e Ac (S* , S" ) . 
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tivo k < 1 ,  se podem determ inar núm eros positivos a' < a: , 
W :; � ,  de modo que  

I F (x ,  Yt) - F (x , y2) I < k I Y 1 - y2 I , 
para Y1 , y2 e V (y0 , W) , x e V (x0 , a:') . 

Por ou tro lado, fácil é reconhecer a continuidade de 
F (x , y) , para I x - x0 I <  a , I Y - y0 I < � ·  A função F (x ,y) 
está pois nas condições do teorema [10 .7 ] , que pode por­
tanto ser apli cado, conduzindo ao resu ltado que se pre­
tendia demons trar. 

[ 10. 9] Suponhamos agora que, além de serem vertjicadas 
as condições expressas no teorema precedente, a função f (x 1 y) 
é dtferencidvel no ponto (x0 , y0) . Podemos então ajt'rmar 
que rp (x) também é diferenciavel no ponto x0 , tendo-se pre­
cisamente 

Para a demons tração, ponhamos  

k = rp (x0 + h) - rp (x0) , A =f1 (x0 , y0) , B = fl (x0 , y0) . 
Então virá 

f(xo +  h ,  Yo + k) -f(x0 , y0) = A h + B k + Rh , k (  l h l + l k i ) = O  

sendo Rh , "  u m  infini tés imo co m I h I + I  k I ·  Ter-se-á pois 

[ 10 . 1 0] 

com 

k = - B-1 A h +  w (h) I h I ' 

w (h) = B-1 Rh ' k • ( 1 + I k I : I h I ) . 
sendo, como é fácil ver, - B-1 A e Ac (S , S*) . Para mos­
trar que rp '  (x0) = - B-1 A , resta pois provar que w (h) - O 
quando h - O e, para isso, basta provar que a razão 
r =  I k I : I h I é limitada numa conveniente vizinhança de x0 , 
uma vez que o operador B - 1 é contínuo e que  k é infini­
tésimo com h (dada a continuidade de rp (x) ) , tendo-se 
portanto B-1 Rh , k - 0 , quando h - O .  Ora, fixado um 
número positivo f.l < 1 , é possível determinar a >  O , de 
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modo que I B-1 Rh , 1c  I < p. para I h I < cr .  Então de [ 10. 1 0] virá 

r < I B-1 A I +  p. (1 + r) , ou  sej a  r < I B-1 A I + 11- • 
- 1 - [J. ' 

r é pois limitado para I h I < cr ;  o teorema fica demons­
trado. 

Para as derivadas de ordem s uperior à primeira, ver 
NoTAS FINAis, II. 

Suponhamos que S = R" , S· = Rm. Neste caso, a equação f (x,y) = Ü  
equivale a u m  sistema de m equações e m  m + n incógnitas 

fi (xl , · · · , X" , yl , . . .  t Ym) = O ,  i =  1 ,  2 ,  . .  · , m .  

A derivada parcial ft (x, y) será representada pela matriz [ (Jf•] 
(Jy,,. 

e será um operador reversível, se, e só, o determinante funcional 

I ()fi I dos fi em rela ção aos Y�c for diferente de O .  Reencontra-se pois 
(Jy,, 

assim, de maneira elegante, o teorema clássico das funções implicitas, 
cuja demonstração, pelos m eios usuais, é notoriamente trabalhosa. 
De resto, a conclusão será a mesma, no caso S = K" , s• = Km . E é 
preciso não esquecer que a proposição [ 1 0.6] tem projecção muito mais 
vasta ainda, aplicando-se a equações diferenciais, integrais ou integro­
-diferenciais, a sistemas de infinitas equações, etc. 

1 1 .  Teorema do  d i ferenc ia l exacto. - Considerem os 
uma função f(x) , defi nida numa região conexa D de S 
e com os valores em Ac (S , S*) . Trata-se de averiguar em 
que condições esta f unção admi te  uma primitiva, isto é, 
uma função F (x) , tal que F (x) -:=.f(x) sobre D .  

S uponhamos que  f(x) é diferenciável em D :  t er-se-á 
j' (x) e Ac (S2 ; S*) para cada x e D .  Então, se existe u ma 
primit iva F (x) de f(x) , será f' (x) = F' (x) e por tan to o 
operador bilinear f' (x) deverá ser simétrico, q ualquer 
que sej a x e D (n . 0  7 ) ,  i s to  é, deverá ter- se  

M = /'  (x) , qualquer que  seja x e D .  
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[ 11 . 1 ]  Se f (x) é diferencidve l  em D ,  para que exista 
uma primitiva de f (x) em D ,  é n ecessdrio que o operador 
b t'linear f' (x) seja simétrico para cada x e D .  

Será esta condição também suficiente ? 
Seja x0 u m  ponto de  D e designe C uma região con­

vexa de D contendo x0 (por exemplo, uma  vizinhança 
de x0) .  Admitamos por um momento que  existe uma  pri­
m i tiva , F (x) , da função f (x) em C ;  en tão será F (x) = 

= J:. /(�) d � (sendo f(x) diferenciável, é contínua), de 

modo que, pondo � = x0 + t (x - x0) , virá (n.0 4) : 

[ 1 1 . 2] 

Abandonemos agora a hipótese de f(x) ser primi ti­
vável e vejamos se a função F (x) d efinida por [ 1 1 . 2] em C 
tem ou  não f(x) como deri vada. Podemos recorrer ao 
teorema [9 . 3] , mas para i sso é necessário introduzir novas 
restrições : suponhamos que a função f '  (x) é contínua em D .  
Então, observando que a função integranda tem os valo­
res em S*, virá, atendendo a [6 . 1 ] :  

P (x) = j0
1 [ /' (�) (x - x0) t + / (�) ]  dt ,  

com � = x0 + t (x - x0) . 

Ora, se o operador bilinear f' (x) é simétrico para 
cada x e D ,  a função integranda reduz-se a 

/' (�) (x - x0) t + / (�) = !!_ [ /(�) t ]  
dt 

e portanto F' (x) = [ / (�) t ]� = f (x) . 

A condição é pois suficiente no dom ínio C ,  com a 
restrição indicada. A primitiva F (x) poderá depois pro­
longar-se, desde x0 a um outro ponto qualquer de D ,  
mediante u ma cadeia finita de regiões convexas, mas é 
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claro que o resul tado pode depender do caminho segu ido : 
pode en tão surgir uma função pluriforme em D .  

Será possível elim inar a restrição da  continuidade 
de  f' (x) ? 

A resposta a esta questão pode ser ten tada, tomando 
como modelo a demonstração do teorema de Cauchy 
sobre funções holomorfas, dada por Goursat .  Procuremos 
pois demonstrar a seguin te proposição : 

[ 1 1 . 2] Suponhamos que f (x) admite uma derivada simé­
trica, como operador bilinear, para cada x e C . Então, 
sendo r uma linha fechada rectijicdvel contida em C ,  
tem-se necessàriamente :  

Jr f (x) dx =O . 

Daqui resultará que  o in tegral de f(x) ao longo de 
qualquer l inha rectificável contida em C só depende dos 
limites de integração e portanto, segundo l 3 . 7J , ficará 
provada a existência duma prim i tiva de f(x) em C .  

Começará por demonstrar-se o teorema para o caso 
de r ser um triângulo (orien tado) ( I J .  Observemos que se 
tem para cada x0 e C : 

f (x) = f(x0) + f' (x0) (x - x0) + p (x) , 

com p (x) I x - x0 1-1 _____., O, para x - x0 ; e que, sendo f '  (x0) 
um operador bilinear simétrico, se tem , segundo [5.6] : 

d 
- l /' (xo) (x - xo)(2J ! =/ '  (xo) (x - xo) , 
dx 

sendo portanto nulo o in tegral de /'  (x0) (x - x0) ao longo 
de  qualquer linha fechada contida em C .  Posto isto, a 

(1) Chama-se triângulo de vértices a 1 h ,  c (em S) ao conj unto dos 
pontos dos segmentos de extremos a ,  h ,  c (não s endo a ,  h ,  c colinea­
res ) . O interior do triângulo s erá o conjunto dos pontos À a +  p. h+� c, 
com ). + p. + � = 1 , À > O ,  p. > O , y > O • 
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demonstração pode seguir à maneira usual, exacta­
mente com o  na teoria das funções anal í ticas de Lorch. 
Dos triângulos, passa-se a l inhas poligonais fechadas. 
Finalmente, para estender a demonstração a uma linha 
fechada rectificável qualquer, há q u e  u tilizar o seguinte 
lema : 

[1 1 . 3] Sendo r uma linha rectificável (aberta ou fecha­
da), o integral Jr f (x) dx é o limite do integral JP f (x) dx , 

tomado sobre uma poligonal p inscrita em r '  quando o 
maior dos comprimentos dos lados de P tende para O. 

Esta proposição pode ser fàcilmente demonstrada,  
u tilizando a técnica habitual das coberturas (vej a - se 
V ALIRON [ l J 1 p. 3 65). 

12. - Equações diferenc ia is  < 1 l .  - Consideremos u m a  
função f (x , t) definida numa  região d e  R ><  S e com o s  
valores em S . Suponhamos que  f (t , x) é contínua no 
dom ínio I t - t0 I < a , I x - x0 I < � e que verifica neste 
domínio a condição de Lipschitz, 

I j(t I Xt) - j(t ' X2) I < k I Xt - X2 I I 
para Xt , X2 e V (x0 , �) , t e  V (t0 , a) , 
e sendo k uma constante positiva qualquer. 

Então, podemos afirmar que a equação 

dx - = f (t , x) 
dt  

admite uma (e uma só) solução X = rp (t) tal que : 1) rp (t0) = x0 ; 
2) a função rp (t) é definida no intervalo I t - t0 I < a' em 
que a' designa o mat'or dos números a ,  �/[1- , sendo (.L um 
limite superior de I f (t , x) I para I t - t0 I < � . 

( l )  A falta de tempo impede-me de fazer aqui uma exposição 
mais detalhada. 
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A demonstração pode fazer-se pelo método das apro­
ximações sucessivas de Picard ,  como  recordei na m inha 
dissertação de doutoramento (n.0 48) . Mas pode chegar- se 
a um resultado análogo com a aplicação dos teoremas 
[ 10. 3] e [ 10 . 4] , segundo o ponto de  vista de  HrLDEBRANDT 
e GRAVES .  

Convém notar ainda q u e  a condz'ção de Lipschitz serei 
verificada desde que f (t , x) admita uma derivada parcial, 
f� (t , x) , contínua e limitada para I x - x0 I < cx , I t - t0 I < � 
(se a derivada for apenas cont ínua neste domínio, será 
certamente limi tada num domínio mais res tri to). 

Consideremos mais geralmente uma  equação diferen ­
cial do tipo 

[ 1 2 . 1 ] 
dx - = f(t,x , u), d t  

sendo u um parâmetro, ou  melhor, sendo f (t , x , u )  uma 
função definida numa região de  R X s X s* ' com os valo­
res em S .  Supondo a cond ição de  Lipschi tz verificada 
a respeito de x no domínio I t - t0 I < cx ,  I x - x0 (u) I < � , 
I u - u0 I < y  e supondo a inda f(t , x ,  u) con tínua e limi tada 
neste domínio ,  a equação [ 1 2 . 1 ]  admi tira, num conveniente 
intervalo I t - t0 I <  cx ' , uma e uma só solução X =  cp (t , u) , 
dependente do parâmetro u ,  contínua para I t - t0 I < cx' , 
I u - u0 I <  y e tal q u e  rp (t0 , u) x0 (u) . Note-se que a 
equação [ 1 2 . 1 ] , com a condição inicial cp (t0 , u) = x0 (u) 
é equivalente à equação integral em cp :  

cp (t , u) = x0 (u) + J�: f (t, cp (t, u) , u) dt . 

Supondo que f (t , x ,  u )  admite derivadas parciais f� (t , x ,  u) , 
f� ( t , x , u) contínuas e limitadas no domínio considerado, 
ter - se - á (1) ,  para I t - t0 I < ex , I u - u0 I < y e pondo 

X = cp (t , u) , X = cp (t , u) : 

( 1) Este resultado pode demonstrar-se por u m  método semel hante 
ao que foi seguido na demonstração do teorema [10.6] , do qual pode 
mesmo d eduzir-se como caso particular. 



Integração e derivação em espaços de Banach 

ôX I f' 
(
- - dX - - -

- = x0 (u) + [ f� t , X , u) - + f� (t , X , u) ] dt 
r) u t,  c) u 

donde a chamada equação nas variações 
d dX ôX I - -- = fr (t , X , u) - + fu (t , X , u) , 
d t  ô u  ô u  
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a qua l é l i n e a r  em 
ôX 

(supondo jà conhecida a função X) 
ô u  

d t . . 
ôX 

b d .  -e que e ermzna portanto untvocamente c) 
u 

so a con zçao 

· · · l r) ) ' ( ) d 1 tnzcta - cp (!0 , u == x0 u - o que  e res to se cone ue 
ô u  

logo d irectamente da anterior equação integral. 

Seja agora F (x , y) uma  função definida n u m  domín io 
de S x S*,  com os valores em A, (S ,  S*) e consid eremos a 
equação 

[ 1 2 . 2] 
dy 
- = F (x , y) .  
d x  

(Entram nesta categoria a s  clássicas eq uações nos di­
ferenciais totai s e as equações nas der ivadas fu ncionais, 
de Lévy) .  

Suponhamos que a função F (x , y) é diferenciável e limi­
tada no domínio I x - x0 I < a ,  I y - y0 I < � , admitindo 
derivadas parciais F� (x , y) , Fj, (x , y) contínuas e limitadas 
nesse domínio. Então, qualq uer que  sej a  a so lução y = x (x) 
da  equação [ 1 2 . 2] ,  ter- se-â x' (x) == F (x , x (x) )  e portan to < L l 

x.' ' (x) = E (x , x. (x) ) + Fj, (x ,  x (x) ) · F (x ,  X (x) ) , o que obriga 
o segundo membro a ser um operador bilinear simétrico. 

Pois bem : dum modo geral, d i r-se- á que  a equação 
[1 2 .2 J  é comple tamente in tegrável no domínio I x - x0 I < a ,  
I y -Yo I < � ,  quando se  tiver neste domínio <2l 

( 1 ) Ver N oTAS FINAis, III. 
(2) Para interpretar o produto FG (x ,y) F (x ,y) deve concebe r-s e  

F(l (x , y )  como elemento d e  A c  (S· ' A c (S ' s· ) ) ' sendo portanto o pro­
duto u m  e l emento de Ac (S , Ac (S , s• ) )  . 
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F� (x , y) + F� (x , y) F (x , y) ==  

E (x , y) + F� (x ,  y) · F (x ,  y) . 

Suponhamos esta condição verificada. Para resolver a 
eq uação [1 2 . 2] com o dado ini cial y (x0) =  y0 , ocorre subs­
ti t u í - la por uma eq uação do t ipo 1 2 . 1 ] , pondo 

� = X0 + t (X - x0) I t I <  t 

e � no lugar de x em [ 1 2 . 2] .  
A nova eq uação, dependente do parâmetro x ,  será pois 

[ 1 2 . 4J dy 
- = F ( X0 + t (X - x0) 1 y) · (X - X0) • d t 

Vis to que o segundo membro adm i te uma derivada 
parcial  em ordem a y , contínua e limi tada no domínio 
I t I < 1 , I x - x0 I < a , I y - y0 I < � ,  a equação [ 1 2 . 3 ]  admi­
ti rá u m a determinada solução 

Y = <P (t , x) ,  tal que <P (O , x) = cl> (t , O) =y0 , 

a qual será a inda definida para I t I  < 1 , desde que se 
obrigue x a perm anecer num c o n v e n i e n t e  d o m í n i o  
I x - x0 I < a' , com a ' < a .  Por ou tro lado, ter - se - á  a 
equação nas variações 

!!___ aY 
= [F� (� , Y) t + F� (� , Y) 

aY J (x - x0) + F ( � , Y) , d/ d X a X 

� 1 · JY d . . t t equaçao mear em - que eterm1na untvocamen e es a 
J x 

função, com a condição i n ic ial  _a_ <I> (O , x) _ O (supondo 
a x  

j á  conhecida Y) .  Subs t i tuamos  agora na equação prece-

den te àY por F (� , Y) t ;  o primeiro membro dará 
d X 

!!_ [F (� , Y) t] = F� (� , Y) ( x - x0) t + Fj, (� , Y) dY + F (� , Y) . 
d t  d t  



Integração e derivação em espaços de Banach 159 

Mas 
dY = F (� , Y) (x - x0) , visto ser Y u m a  solu ção 
d t 

de [ 1 2 . 4] .  Então, atendendo a [ 1 2 . 3] , vê-se imediatamente  
q ue  o segundo mem bro dá lugar à mesma  ex pres são q u e  
o pri m ei ro . Além disso, a função F (� , Y) t anu la-se para 

J Y  
f = O ,  tal como - . Por conseguinte, dada a unicidade d X 
d a  solução da equação nas variações, tem-se necessària­
mente 

a 
- <P (t , x) == F (� , Y) t , 
à x 

donde, atendendo a que  é � = x para t = 1 e pondo 
q> (x) == <P (l , x) : 

d - � (x) == F (x , rp (x)) , 
dx 

o que mostra ser  cp (x) a única so lução de [ 1 2 . 2] , para 
I x - x0 I < a' , tal que cp (x0) = Yo . 

Obtivem os deste modo uma gen erali zação do conhe­
cido método de Mayer, para a in tegração das equações 
em diferenciais to tai s (ver P. LÉvY [ I ] , p.  1 5 l) . 



N O T A S F I N A I S  

I. Consideremos dois espaços S , S*, com S = 51 x 
n 

x 52 x · · · x Sn = II S,. , e seja A u m  elemento de Ac (S , S*) . 
I 

Dado u m  elem ento x = (x1 , X2 , · · · , xn) de  S e pondo 
x<1l = (x1 1 O, o o o , O) 1 x<2l = (O , X2 1 0 0  o ,  O) 1 0 0  o , x(n) = (O , 0 0  o , O 1 Xn) 1 

n 
virá  x = x<1l + x<2l + · · ·  + x<nJ e por tanto A x = � A x(il , 

I 
Pondo agora A,. x; = A x(i J , para i = 1 , 2 , · · · , n ,  imediata­
mente se reconhece que A,. e Ac (S; , S*) , para i= 1 ,  2 ,  · · · , n , 

n 
tendo-se A x =  � A, x; . Reciprocam en te, quaisqu er que  

1 
sej am A1 , A2 , · · · 1 An 1 com A; e Ac (S; , S *) ,  o operador A 

n 
definido por A x = � A; x; é um elemento de Ac (S 1 S*) . 

l 
Obtivemos assim a expressão geral das transformações 
lineares contínuas de S sobre S* em função das transfor­
mações lt'neares contínuas de cada um dos espaços S,. sobre S*.  

n 
Mas note-se que a expressão � A,. x; não será n-vezes 

1 
linear a respeito dos argumentos x1 , • • • 1 Xn ,  a não ser 
no caso trivial em que todos os operadores A; , menos 
u m, são nulos ; reciprocamente, uma função n-vezes linear 
A (xt , X2 , • • • , Xn) não será geralmente u ma função linear 
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do ponto (x1 , X2 , · · • , x.,) . Tem-se  pois ,  como tínhamos 
dito no n.0 5 :  

n n 
Ac( TI S,. , S*) =F Ac ( TI S,- ;  S* ) , 

1 1 
representando o pri me iro membro a classe das tran sfo r-

n 
mações lineares contínuas de TI S; sobre S* e o segu ndo 

1 
m e m bro a classe das funções n-vezes l ineares com os 
argumentos em S1 , S2 , · · · , Sn e os valores em S*.  

Anàlogamente se reconhece que a expressão geral 
dos operadores bil ineares com os argu mentos em S e os 

n 
valores em S*  (sendo ainda S = TI S,-) será 

1 
n 

A x) y = lJ A,-,k x,-) yk ,  
,·, k =l 

com x = (X1 , · · · , Xn) 1 y = (Y t 1 • • • , y.,) , 
A;,k E Ac (S, x sk ; S*) . 

E ·  é fácH estabelecer agora o teore m a seguin te : 

Para que o operador bilinear A seja simétrico, isto é, 

para que seja Ã = A ,  é necessdrio e suficiente que se tenha 

A,-,k = Ãk,i , para i , k = 1 , 2 , · · · , n . 

Este resu l tado esclarece o q u e  fo i d i to a respei to das 
derivadas rectangulares, conciliando o teorema [ 9 . 5] com 
a simetria dos operadores derivados de ordem superior 
à primeira (o t eorema de Sch wartz e o teorema de Y oung 
em análise geral) <1 l . 

1 1 .  Consideremos uma função f (x) , definida e contí­
nua n u m  domínio D de S e com os valores em Ac(S*, S*) . 
Seja x0 u m  ponto de D .  Podemos  então af irmar que, se o 

(1 )  Sobre os teoremas de Schwartz e de Young em análise clás­
sica,  ver por exemplo VICENTE GoNÇALVES [ I ] ,  p. 456-458. 
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operador f (x0) é reversível, então f (x) é reversível numa 
convenien te vizinhança de x0 • Com efeito ,  podemos escrever 

j(x) f(x0) (I - rp (x)) , com rp (x) = [ f(x0) ]-1 • [ f(x0) -f(x) ] . 
00 

Ora é fácil ver que  a série lJ [ rp (x) ]n é uniformemente 
n=O 

convergente para I rp (x) I < k < 1 , tendo-se en tão precisa-
00 

mente [ I - rp ( x) ]-1 = lJ [ rp (x) ]n . Por ou tro lado, dada a 
n=O 

continuidade de f(x) e, portanto , de  rp (x) , será possível 
determinar um o < O , tal q ue l rp (x) l < k  para l x - x0 l < o  
(pois que rp (x0) = O) . Então virá 

[ f(x) ]-1 = [ 1 - rp (x) ]-1  • [ f (x0) ]-1 para l x - x0 l < Õ . 

Prova-se ao m esmo tempo a cont inuidade de [ f(x) J-1 para 
I x - xo l < à .  

Suponhamos  agora q u e  f(x) é diferencidvel no ponto x0 • I 
sendo ainda f (x0) um operador reversível. E fácil demons · 
tra r, por u m  método semelhante ao precedente, que  
[f(x) J-1 será tam bém d iferenciável n o ponto x0 • Con tud o , 
a expressão que dá a derivada de [f(x) J-1 é u m  tanto 
complicada . 

Estas observações permitem abordar  fà c ilmen te o pro­
blem a das derivadas de ordem superior à primeira para 
as funções im plícitas. 

I I I . Seja f(x , y) uma  função def inida numa  região D 
de sl X s2 e com os valores em S*.  É fácil ver que, 
se f (x , y) admite derivadas parciais f� (x ,  y) , fj, (x , y) cott­
tinuas no domínio D, f (x ,  y) é diferencidvel em D .  Este 
facto intervém nos resu ltados expostos no n . 0 1 2 . 

I V. A demonstração do teorema [ 3 . 1 ]  pode ser consi­
deràvelm ente simplificada , quand o é pressuposta a con­
tinuidade de  f' (x) . Com efeito, é então fácil provar que  
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se tem 
lim ( f(x) -f (x) - f' (x) h )  I h 1-1 = O 
h->0 

uniformemente sobre r ,  isto é, será possível associar a 
cada < O u m  o < O de modo que 

I f(x) - f(x) - f' (x) h 1 < E  I h I 

quaisquer que sejam x ,  x e r ,  com I x - x 1 < o .  

V.  Convém notar que os  elem entos d e  A, (R ,  S) são 
todas as transformações Ta da forma 

Ta (À) = À a 1 com À e R 1 a e S . 

É claro q ue se  tem 

N ão haverá portanto inconveniente em identificar o 
operador Ta com o vector a que  o define : ass im procede­
mos nos n . 0" 7 1  1 1 1 1 2 . 

Análoga observação no caso de se ter K em vez de R ,  
sendo K o corpo dos escalares de S . 



B I B L I O G R A F I A  

S . BANACH 
[ T ]  Théorie des opérations linéaires. M o n o grarias m atem áticas .  

Varsóvia, 1932, V I I + 254 pp. 

G.  C.  E vANs 
[ I ]  Functionals and their applications. Selected topics, inclu­

ding integral equations. A m e r. Math . Soe. Col l .  Pub l . ,  V1 • 
New Y o r k ,  1918, XII + 136 p p .  

M. FRÉCHET 
[ I ]  La notion de difjérentielle dans l'analyse générale. A n n .  

É c o l e  Norm. Sup . , 42  (1925), p .  293-323 . 

L. M. G RAVES 
[ I  J Riemann integration and Taylor's theorem i11 general ana­

lysis. Trans .  A mer. Math. Soe. ,  29 (1927), pp. 163-177 .  

[ II J Implicit functions and dijjerential equations in general 
analysis. Trans. A mer. Math .  Soe. ,  29 (1927), pp. 514-552, 

[ III ] Topics in the junctional calculus. Bul i .  A mer. Math . Soe., 
41 (1935), pp.  641-662. 

T. H. HILDEBRANDT and L. M. GRAVES 
[ I ]  Implicit junctions and their dijjerentials in general ana­

lysis. Trans Amer. Math. Soe . ,  29 (1927) ,  pp. 127-153. 

E. HILLE 

P. LÉVY 

[ I ]  Functional analysis and semi-groups. A m er. Math .  Soe.  C o l i .  
Publ. ,  XXXI. New York, 1932, 1932, XII + 530 pp. 

[ I  J Leçons d'analyse fonctionnelle. G authier-Villars, Paris,  1922, 
VI + 442 pp. 



E .  R. LoRCH 

[ I ]  The theory of analytic functions in normed abelian vector 
rings. Tran s . Amer. Math . Soe . , 54 ( 1943), pp. 4 14-425. 

[ II ]  The structure of normed abelian rings. Buli .  Amer. Math . 
Soe . , 50 (1944) ,  pp. 447-463. 

J. SEBASTIÃO E SILVA 

[ I ]  As junções analíticas e a análise funcional. Dissertação de 
doutoramento (1 948), l V +  130 pp.  (publicado em Port .  Math., 
1950) . 

G. VALIRON 

[ I J Théorie des fonctions. Masson, Paris ,  2.• ed., 1948, II + 522 pp. 

J .  VICENTE GONÇALVES 

[ I ]  Curso de álgebra superior. Vol . I , 2 .• ed. , Lisboa, 1945, 
VI + 614 pp. 

v. VOLTERRA 

[ I  J Leçons sur les fonctions de lignes. Gauthier-Villars, Pari s ,  
1913, VI + 230 pp. 

V. VoLTERRA et J. PÉRES 

[ I ] Théorie générale des jonctionnelles. Gauthier-Villars, Paris, 
1936, Xll + 359 pp. 

M. A .  ZoRN 

[ I ]  Derivatives and Fréchet difjerentials. Bul i .  Amer. Math . 
Soe. ,  52 (1946), p p .  133-1 37. 

Lisboa, Agosto de 1950.  



U N IVE RS I D A DE D E  LISBO A 

REVIS T A  

D A  

FA C U L D A D E  D E  C I Ê N C I A S 

2 . A  S É R I E 

A - CIÊNCIAS MAT EMÁT ICA S 

V O l .  1 - F A S C .  2 . 0 

1 9 5 1 
B I BL I OTECA DA FAC U LDADE D E  C I Ê N CIAS 

Rua da Escola Po l i técn i ca 

L I S B O A  
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J .  SEBASTIÃO E SILVA 

O artigo publicado no fase. 1 .01 vol. I, desta revi sta, com 
o título «Integração e derivação em espaços de Banach>> 
(págs . 1 1 7  a 1 6 6 ) ,  foi escrito e im presso num prazo 
demasiado breve ; daí resultaram alguns erros e defi­
ciências que  vamos apontar : 

a) Na pág. 1 2 3, a norma de  I 1t I d everia ser definida 
como o maior dos núm eros I t1 - t0 I , · · · , I tn - tn-1 l , i s to é :  

17t I = max I t; - t;-1 I e não I 1t I = rnax I X; - Xi-1 I . 
l�i�n l�i�n 

Em seguida, deveria demonstrar-se que  o valor do 
integral de  f(x) ao longo de r (q uando este in tegral 
exis te) não depende da escolha do parâmetro t , mas 
apenas de  orien tação de r ;  isto é, deveria provar-se que, 
adoptando u rn a  nova represen tação paramétrica para r :  

x = y' (u) = y (e (u)) ,  o < u < 1 ,  
com e (u) crescen te  e contínua, e (O) = O ,  e ( 1 ) = 1 ,  o valor 
do integral não muda. A demonstração é q uase imediata, 
atendendo à continuidade  uni form e de e em [O , 1 J . 

b) Na pág. 1 24, linha 22 ,  onde es tá  
« l f (x) - f(x'J I < E desde que I x - x') < e h  

deveria estar 
« 1/(1 ( t)) - f(y ( t')) I < E desde que I t - t '  I <  O » ,  
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pressupondo que t ,  t' são pontos arbi trários de [ü , 1 ]. Não 
intervém aqui  o facto de  r ser um  conjunto compacto, 
m as apenas a continuidade de  f(x) e de y (t) . 

c) Na pág. 1 2 9 ,  l inha 21 onde está « Pt > O » 1  deveria 
es tar « Pt posi tivo e menor que  ih . Na mesma pagma, 
linha 191 onde está « o_.. < o » 1  d everia estar « p1 < o » 1 e 
onde está « x e r » 1 deveria estar « t e [ ü , 1 J » .  

d) Na pág. 1 40, o prim eiro membro de [8 . 1 ]  deveria 
ser f(b) - f(a) e não f(x) como ali está. 

e) Na pág. 1 45, a fórmula da linha 3 deveria ser 

Jr [Jr F (x ,y) dx] dy =Jr [Jr F (x , y) dy] dx .  
2 1 1 2 

f) Na pág. 1 50, linha 25 1  onde es tá 

« x - [fl (xo , yo)]-1 /(x ,y) » 1 
deveria estar 

« y - [/; (xo ,yo)]-1 f(x ,y) » .  

g) Na pág. 1 55, linha 2 61 onde está « maior » deveria 
estar « m enor » 1  e na linha 2 7 ,  onde está « I  t - to I < � » 
deveria es tar « I t - to I < (X , I x - Xo I < � » .  

h)  Há erros tipográficos m enos im portantes cuja 
correcção se  deixa ao cuidado do lei tor. 

i) A Bibliografia deve ser am pliada com a citação 
dos dois  segu intes trabalhos i m portantes que me foram 
amàvelmente indicados pelo Prof. A. E. Taylor : 

M. KERNER. « Di fferen tiale in allgemeinen Analysi s » ,  
Annals of Math. ,  vol. 3 4  ( 1 9 33) ,  p .  546 -572 .  

A .  D. MrcHAL - V.  ELCONIN. « Completely in tegrable 
differential equations in  abs tract spaces » .  Acta Math. ,  
vol .  6 8  ( 1 9 3 7 ) , p .  7 1 - 1 07 .  
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