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RELAZIONE

letta ed approvata nella seduta del 16 ottobre 1946, sulla Memoria di
Jost SEBASTIAO e SILVA, presentata nella seduta del 15giugno 1946
dal Socio M. PiconNE, intitolata: L’analisi funzionale lineare
nel campo delle funzioni analitiche ().

Con la presente Memoria 1’Autore pone nuovi fondamenti all’Analisi
degli spazi i cui punti sono funzioni ¢(z), analitiche di una variabile com-
plessa z della sfera Q; di Gauss. Per ogni insieme chiuso C di Q, il Silva
costruisce uno determinato di tali spazi che chiama vettoriale analitico (altri
Autori direbbero /lineare analitico) e indica con f[C], il quale riesce lineare
nel corpo dei numeri complessi e dotato di nozione di limite. Supposto il
punto ¢4 (z) di f[C], funzione del parametro «, analitica in un dominio D,
della sfera complessa Q,, dimostra che ¢,(z) coincide sempre con una
funzione ¢ («,z) delle due variabili complesse « e 7, analitica al variare di «
in D, e di g in un certo dominio di Q.

Assegnato, ad arbitrio, uno spazio S, lineare normale esso pure nel corpo
complesso, oppure lineare analitico, perviene poi al risultato sorprendente
che vi & identita fra le trasformazioni lineari di f[C] in S e quelle distribu-
tive e analitiche, ottenendone una rappresentazione a mezzo dell’integrale
di Cauchy, che generalizza quella gia data dal Fantappie.

Indica, infine, una nuova giustificazione del calcolo simbolico e ulteriori
estensioni dei precedenti concetti.

E ben lecito sperare che con questa Memoria il Silva sia pervenuto a
porre basi feconde di un grande progresso della teoria delle equazioni lineari
negli spazi lineari analitici.

Il lavoro del SILVA appare percid ben degno di essere accolto, per la
sua pubblicazione, nei volumi accademici.

G. CASTELNUOVO,
MAURO PICONE, relatore.

(¥) Alle spese per la stampa della presente Memoria ha generosamente concorso il
Consiglio Nazionale delle Ricerche.
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L’Analisi funzionale lineare
nel campo delle funzioni analitiche.

Memoria di JOSE SEBASTIAO e SILVA (1)

RI1ASSUNTO. — Partendo da nuove premesse, si fa uno studio generale delle opera-
zioni lineari su funzioni analitiche, col quale vengono estesi i risultati gid conseguiti in
questo campo dal Fantappié. In particolare, vengono definiti opportuni concetti di « tra-
sformazione lineare continua» e di «trasformazione lineare analitica», i quali poi risultano
equivalenti fra loro. Questi risultati consentono finalmente di presentare sotto nuova forma,
e partendo da ipotesi pilt generali, il calcolo operatorio istituito dal Fantappie.

1. INTRODUZIONE — Scopo della presente Memoria & di contribuire, in
qualche modo, alla chiarificazione e allo sviluppo di uno dei rami pit interes-
santi della moderna Analisi: la teoria, cioe, degli operatori che agiscono su
funzioni analitiche.

E ormai a tutti nota la feconda attivita di ricerca svolta in questo campo
dal prof. Luigi Fantappie, fondatore della teoria dei funzionali analitici, che
gli ha consentito di pervenire a interessanti risultati concreti, specialmente
per quanto riguarda le applicazioni del metodo operatorio.

Nella piti recente sistemazione di questa sua teoria (), un nitido progresso
si & verificato col passaggio dal concetto di « funzione analitica » nel senso
classico (di Weierstrass), a quello di « funzione localmente analitica ». Scopo
di tale cambiamento era di evitare le complicazioni provenienti dai fatti
di polidromia, nonche di estendere le stesse possibilita di applicazione della
teoria.

Mi é sembrato, tuttavia, che il nuovo concetto potesse ancora essere
modificato (e non sostanzialmente), in modo da rendere pili agevole la trat-
tazione di detta teoria, e, quindi, pitt facile il suo ulteriore sviluppo. Cosi,
sono pervenuto al concetto di «funzione analitica legata ad un insieme »:

(1) Borsista dell’« Instituto para a Alta Cultura » di Lisbona, presso I'Istituto di Alta
Matematica di Roma.

(2) L. FANTAPPIE, Nuovi fondamenti della tearia dei funzionali analitics. « Atti del-
I’Acc. d’Italia », Scienze Fis. Mat. e Nat., vol. XII, 1941,
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Sia comunque fissato, sul piano sfera, Q, un insieme C di punti, cAzuso,
non vuoto e non coincidente con Q; e siano, d’altronde, f(3), f*(z), due funzioni
univocamente definite e analitiche (o, come si dice anche, olomorfe), in due
qualsivogliano domini aperti, rispettivamente D , D* contenenti C. Ebbene,
diremo che le funzioni f(z), f* (z) rappresentano una stessa funzione analitica
legata all'insieme C, se, e soltanto se, esiste almeno una terza funzione f**(3),
definita anch’essa in un insieme aperto D** contenente C, e della quale le
due prime siano prolungamenti. In tale ipotesi, quest’entitd cosi rappresentata
da una qualsiasi delle funzioni f,f* f**,... sard assunta come l’elemento
generico del nostro spazio funzionale; mentre, invece, nella trattazione del
prof. Fantappieé, le funzioni f, f* sono considerate come elementi distinti
dello spazio, qualora non si abbia D = D*, gli insiemi D, D* essendo asse-
gnati alle funzioni f, f* come i rispettivi domini d7 esistenza, inestensibili per
definizione, anche nel caso che le f, f* riescano prolungabili analiticamente
a domini pil estesi. E tuttavia manifesto che, nel nostro caso, lo spazio fun-
zionale varia con I'insieme C (il suo znsieme caratteristico) e appunto per questo,
lo rappresenteremo con f [C]®).

Si vede dunque come il concetto di «funzione analitica legata ad un
insieme » sia per cosl dire intermedio fra quello di «funzione analitica di
Weierstrass » e quello di «funzione localmente analitica », tendendo a riu-
nire i vantaggi dell’'uno e dell’altro, senza conservarne gl’inconvenienti @),
Cosi, mentre da una parte si evitano con tale convenzione gli imbarazzanti
fatti di polidromia inerenti al concetto classico di « funzione analitica » (grazie
all'intervento dell’insieme C), si riesce, dall’altra parte, ad eliminare certe
considerazioni relative ai domini di esistenza, imposte dal concetto di fun-
zione «localmente analitica », le quali considerazioni ingombrano inutilmente
la teoria, celandone la vera essenza e l'intrinseca bellezza. In particolare
si perviene subito, in modo del tutto naturale, alle definizioni di « somma di
due funzioni» e di « prodotto di una funzione per un numero complesso (ciog,
uno scalare) », nonché al concetto di «limite » di una successione (¢,) di ele-
menti di f [C]. Quest’ultimo, poi, non & altro in fondo che il concetto di coz-
vergenza uniforme, viferita ad un eventuale dominio di olomorfia comune a tutte le
Junzioni @, , @1, ¢, -+ e contenente C(5). Con tali nozioni primitive, l'insieme

(3) Si potrebbe pure, con la stessa orientazione, stabilire un concetto di «spazio fun-
zionale analitico universale ».

(4) Si aggiunga che il nuovo concetto & pitt complesso di quello di WEIERSTRASS, in
quanto che, nel caso che I'insieme C sia sconnesso e formato di un numero finito di compo-
nent? (insiemi connessi staccati fra di loro), una funzione puo essere definita separatamente
per ciascuna delle componenti di C, senza che vi sia nessun legame obbligatorio tra queste
determinazioni parziali.

(5) Con tale concetto, 'operatore di derivazione riesce manifestamente con#inuo, per
forza del teorema di WEIERSTRASS, secondo il quale, data una successione (¢x) di funzioni
analitiche, la quale converga uniformemente sulla frontiera di un dato dominio, si avra ancora
uniformemente Dz im @q () =lim Dy @u (), sull’interno dello stesso dominio.

n n
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f [C] diventa uno spazio (R) vettoriale © e i suoi elementi possono allora venir
denominati vetfori. Si avra cosi un metodo, che possiamo chiamare diretto,
per lo studio degli operatori che agiscono su funzioni analitiche.

Ora, nella trattazione del prof. Fantappié (9, tutti i ragionamenti muo-
vono dal concetto di funzione analitica di {, dipendente analiticamente da un
paramento, o, intendendo per questo, semplicemente, una funzione anali-
tica di 7,0 &, %), variabile col parametro «, in modo da riuscire funzione ana-
litica delle due variabili 7, «. In tale ordine di idee, un funzionale F (cio¢, un
operatore che trasformi funzioni in numert) si dice analitico, quando, appli-
cato ad una funzione ¢ (3 , ®) di 3, dipendente analiticamente dal parametro
«, la trasformi in una funzione f ()= F [¢ (x, ®)], ancora analitica in «.
Ed & sostanzialmente con tali premesse che Egli perviene all’espressione
generale dei funzionali analitici lineari definiti in una data regzone funzionale
lineare (C) (dando questo nome alla famiglia delle funzioni localmente anali-
tiche i cui domini d’esistenza contengono C).

Consideriamo invece due spazi f[C],f[C*] con CJ=C*oC =C* Avra
ora un senso (e l'aveva anche prima, sebbene in modo diverso) parlare di
trasformazioni continue e di trasformazioni lineari di §[C] su f[C*]. Ma si
potra anche definire direttamente, a partire dalla nozione di «limite» ivi
introdotta, il concetto di funzione ¢, () di z, dipendente analiticamente dal
parametro o, concependo adesso la ¢, come funzione analitica di o, di
codominio contenuto in f[C] o in f[C*], e non come semplice funzione
analitica delle due wvariabili 7, «; quantunque possa poi venir interpretata
come tale (v. definizioni del n. 4 e teoremi dei nn. 5, 6).

Diremo inoltre che una trasformazione puntuale univoca F di f [C] su
f [C*] & analitica, quando trasformi le funzioni analiticke di codominio con-
tenuto in f[C], in funzioni aenaliticke di codominio contenuto in f[C*]®.

E, con tali premesse, si perviene facilmente a questo risultato fonda-
mentale:

La classe delle trasformazioni lineari continue di § [C] su §f [C*] coincide
con la classe delle trasformazioni lineari analitiche di § [C] su f[C*].

Contemporaneamente, vien stabilita l’espressione generale di siffatte
trasformazioni @), il che, nel presente lavoro, faremo a partire dal concetto
di. «operatore lineare analitico »; essendo peraltro manifesto che lo stesso

(6) Per analogia con 'espressione del prof. FRECHET: spazio (D) vettoriale (vedi FRECHET,
Espaces abstraits, Paris, Gauthier Villars). Sullo stesso argomento, v. M. PICONE, Fondamenti
di Analisi funzionale lineare, Libreria Univ. Roma, 1943, pP. 339.

(7) Per le precisazioni, v. FANTAPPIE, Mem. cit.

(8) Si badi che gli operatori ora considerati sono qualche cosa di pil che i funzionali
precedenti (quelli, ciog, che trasformano funzioni in numeri). In un prossimo lavoro intendo
occuparmi di operatori analitici non lineari; in tale caso, I'estensione del concetto di analiti-
cita si rivela possibile in pilt modi diversi.

(9) Questa espressione generalizza quella data per i funzionali. E vero che il prof. FAN-
TAPPIE considera anche gli operatori che trasformano funzioni in funzioni, sotto la forma di
[funzionali misti; ma i suoi risultati non sono equivalenti a quelli qui esposti.
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potrebbe essere fatto a partire dal concetto di « operatore lineare continuo »,
dimostrando dopo l'identita sopra enunciata (),

Ma un altro fatto va posto in massimo rilievo: che, ciog, i risultati prece-
denti sussistono, mutatis mutandis, quando, al posto del secondo spazio f[C*],
si consideri un qualunque spazio lineare normale complesso &, in cui valga
il criterio di convergenza di Cauchy, cioé uno spazio di Banach nel corpo
complesso V). Una conseguenza notevole di questo fatto & che il calcolo
degli operatori lineari, istituito dal prof. Fantappie, avendo come scopo
predominante quello delle applicazioni all'integrazione di equazioni differen-
ziali, potra ora venire esteso anche alle trasformazioni lineari di un qualunque
spazio di Banack complesso (in particolare per quelle dello spazio hilber-
tiano). Tuttavia, per non rendere troppo lunga la presente Memoria, mi limi-
terd qui ad accennare alle possibilita di tale estensione, la quale si basa sul
notevole fatto seguente:

Tutte le proposizioni fondamentali della teoria classica delle funzioni ana-
litiche possono essere estese a quelle funzioni vettoriali analiticke delle variabili
complesse, il cui codominio é contenuto in uno spazio di Banack complesso (12,

Si osservi inoltre che tutto il calcolo degli operatori lineari viene ora
basato rigorosamente su una formula analoga a quella di Cauchy; e che,
d’altra parte, diventano precise le condizioni che debbono regolare l'uso di
serie di operatori.

E ancora da rilevare che tutti i risultati precedenti si possono estendere
al caso delle funzioni analitiche di piui variabili: tuttavia, per il fatto che
tale estensione non presenta difficolta sostanziali, mi astengo dallo svilup-
parla in questo lavoro.

Devo finalmente avvertire che, in tutte queste ricerche, sono stato
guidato da un insieme di considerazioni logico-matematiche, che formano
I'oggetto di una mia Memoria recentemente pubblicata3). Ho tuttavia cer-
cato di fare in modo da non rendere qui indispensabile una previa lettura di
detta Memoria.

NoTA. — Solo dopo la redazione della presente Memoria ho potuto leggere un interes-
sante Nota del prof. R. CACCIOPOLI(14) nella quale vien considerato un concetto di «limite»,
che coincide, in sostanza, con quello qui definito. Bisogna tuttavia avvertire che: 1° il
prof. Cacciopoli non vi definisce il concetto di funzione analitica legata ad un insieme chiuso»;
20 i suoi ragionamenti muovono dal teorema di Fr. RIESZ sulla rappresentazione dei fun-

(10) Basta osservare che la formula integrale di CAUCHY consente di esprimere ogni
funzione analitica come limite di una successione wwifamemente convergente di certe fun-
zioni razionali (v. lavori di RUNGE sull’argomento).

(11) Sugli spazi di BANACH nel corpo reale, v. FRECHET, op. cit.

(12) Si escludono, naturalmente, le classiche condizioni di monogeneita. Sussiste in-
vece l’equivalenza tra i concetti di monogeneita e di analiticita rispetto a domini aperti.

(13) Sugli automorfismi di un sistenamatematico qualungue. «Comm. Pontificia Acc. Sc. »,
vol. IX, n. 9, 1945, pp. 327-357.

(14) Sui funzionali lineari nel campo delle funzioni analitiche. «Rend. Acc. Naz. Lincei,
1931, vol. XII, p. 263.
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Zionali lineari continui definiti in insiemi di funzioni continue; 3° Egli considera unicamente
Junzionali puri (quelli, ciog, che trasformano funzioni in numeri; e non funzioni in funzioni).
E poi da rilevare che lo studio degli operatori lineari continui definiti fra due spazi
flcy, flC*] nonssi riduce affatto a quello dei funzionali misti, dando questo nome ai funzionali
della forma y=F¢ [¢ (2); #], dove ¢ & una variabile—funzione e # una variabile numerica sopra
un zzsieme fisso. Basterebbe osservare che non esiste nessun intorno dell’insieme C* dove
siano olomorfe tutte le funzioni appartenenti a f[C¥]. Tuttavia, da quanto in seguito verra
stabilito, si desume che, data comunque una trasformazione lineare continua F di j[C] su
f[C*], ogni famiglia & (finita o infinita) di funzioni olomorfe in uno stesso intorno D di C
sara trasformata da F in una famiglia §* di funzioni ancora olomorfe in uno s#sso intorno
D* di C*. Ma questo, appunto, bisogna dimostrarlo.
Aggiungerd da ultimo che sono pervenuto al concetto di «limite » in questione, cercando
di adattare al concetto di « funzione analitica legata ad un’insieme » il concetto di «intorno»
introdotto dal prof. FANTAPPIE.

2. IL CONCETTO DI FUNZIONE ANALITICA LEGATA AD UN INSIEME CHIUSO.
— In tutto cid che segue, rappresenteremo con Q il piano—sfera, il piano,
cioe, della variabile complessa, ampliato con I’aggiunta del punto co. Come &
noto, il piano-sfera costituisce uno spazio topologico com patto ¢s), dacche
si prendano come intorni di ogni punto al finito, per esempio, le parti interne
dei cerchi con centro nel punto stesso e, come intorni del punto improprio,
per esempio, le parti esterne dei cerchi con centro nell’origine. Lo spazio
topologico cosi definito & inoltre metrizzabile: un criterio di distanza che defi-
nisca la stessa topologia, puo esservi introdotto mediante il noto procedi-
mento della proiezione stereografica; la nuova distanza sara detta sferica, e
si chiamera d’altronde éntorno sferico () di un punto z, l'insieme dei punti
la cui distanza da z sia minore di 3.

Una volta precisato quali sono gli intorni dei punti di questo spazio, i
concetti di chiusura, parte interna, parte esterna, frontiera, ecc. (diun insieme
A gualungue), nonche i concetti di Znsieme aperto, insieme chiuso, insieme
connesso, ecc., ne derivano immediatamente secondo la teoria generale degli
spazi topologici.(*®) Ricordiamo inoltre che si chiama copertura aperta di un
insieme A, ogni famiglia § di insiemi aperti la cui somma contenga A. Una
proposizione della quale non si potrebbe fare a meno nella teoria degli opera-
tori analitici & la seguente:

LeEMMA I. (Heine—Borel-Lebesgue). — /7 ogni s pazio metrizzabile com patto,
data comunque una copertura aperta § di un qualsiasi insieme chiuso C, estste

(15) Cioé tale che ogni insieme infinito vi ammette almeno un punto di accumulazione
(FRECHET).

(16) Dati un insieme A ed un punto p, si dice che: 1° p & interno ad A, quando esista
almeno unintorno di  contenuto in A; 2° p & esferno ad A, quando sia interno al complemen-
tare di A; 3° p & aderente ad A (o appartiene alla ckiusura di A), quando 7oz sia esterno ad
A; 4° p appartiene alla frontiera di A, quando non sia 7zé interno »é esterno ad A, ecc. D’altra
parte, un insieme si dice aperfo, quanto coincide con la sua parte interna; c/4zuso, quando
coincide con la sua chiusura (quando cioé il suo complementare & aperto); sconnesso, quando
si pud decomporre nella somma di due insiemi tali che ogni punto di ciascuno di essi sia esterno
all’altro, ecc.
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sempre (eventualmente in pitk modz) un numero finito di insiemi appartenenti
ad §, che formano, anch’essi, una copertura aperta dell’insieme C (1,

Conviene inoltre ricordare questo fatto: cle, in qgualungue s pazio di intorni,
ogni insieme A si trova umivocamente decom posto in una famiglia di insiemi
connessi MASSIMI (non contenuti, cioé, in altri sotto—insiemi comnessi di A),
i quali st dicono le COMPONENTI dell’insieme A®). Allora, un insieme connesso
del piano—sfera si dira sem plicemente connesso, se pure il suo complementare
& connesso; e si dird n—wuplamente connesso (con » > 1), quando il suo comple-
mentare sia formato di # componenti. Osserviamo intanto che un insieme
puo essere anche formato di infinite componenti.

Chiameremo dominio aperto ogni insieme aperto, e dominio chiuso, la
chiusura di ogni insieme aperto. Chiameremo inoltre zutorno aperto [chiuso]
di un dato insieme A, ogni dominio aperto [chiuso] contenente A e tale che
ciascuna delle sue componenti contenga almeno una componente di A [nel
suo interno] (9. E facile vedere che: Dati comungque due intorni D, , D, di A,
esiste almeno un intorno Dy di A, tale che Dy c D, , Dy ¢ D,. Dal lemma I si
deduce immediatamente quest’altra proposizione:

LEMMA II. — In gqualunque spazio metrizzabile compatto, ogni intorno
di un insieme chiuso C non puo avere che un numero finito di components (anche
se C ne ha infinite).

Per brevita di linguaggio chiameremo curve semplici del pianosfera
le immagini omeomorfiche della circonferenza (linee continue chiuse senza
punti multipli). Allora, possiamo enunciare anche la seguente proposizione,
pilt specifica della precedente.

LEMMA III. — Nello spazio Q, ogni intorno di qualsivoglia insieme chiuso
contiene almeno un intorno dello stesso insieme, la cui frontiera é la somma di
un numero finito di curve semplici, senza punti comuni, formate di un numero
Jonito di archi di cerchio.

Ci6 premesso, supponiamo dato sul piano-sfera un insieme C di punti,
chiuso, non vuoto e non coincidente con l'intero spazio, Q. Adottando in parte
la terminologia del prof. Fantappie, chiameremo funzione localmente anali-
tica, ogni funzione complessa della variabile complessa (nel senso generale),
univocamente definita in un determinato dominio, aperto o chiuso, e monogena
in tutti i punti di tale dominio 9. Allora, date due funzioni localmente anali-

(17) ALEXANDROFF und HOPF, 70polggie, Berlin. Springer 1935, p. 87.

(18) Ibidem, p. 49.

(19) Quando diremo soltanto « dominio » o «intorno »,intenderemo parlare di un dominio
o intorno qualsiasi, non importa se aperto o chiuso.

(20) Ricordiamo che una funzione f (g) si dice monogena nel punto 1 = 00, quando la

. 1 \ \ . .
funzione f(?> lo & nel punto  =0; e che, se la f(z) & monogena in. tutto un conveniente

o)
. . . . . a .
intorno del punto improprio, ammetterad uno sviluppo f(z) = ¥ — convergente in tale

. n=0 n
1ntorno.

Invece di «Jocalmente analitica» si potrebbe dire, semplicemente, «o/omorfa»; mala prima
espressione tende a fare presente che il concetto in questione esclude quello di prolungamento
analitico, nel senso che abbiamo precisato nell’introduzione.
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tiche 7, (z), /. (z), definite in due intorni, rispettivamente D,, D,, dell’insieme
C, diremo che tali funzioni sono eguivalenti rispetio a C, o che rappresentano
la stessa funzione analitica legata all'insieme C, se, e soltanto se, essendo D,
un intorno di C contenuto nell’intersezione dei due domini D,,D,, si ha
fi @) =f» }) per ogni z € D,;). Cosi, ogni funzione analitica legata a C non
sara altro che una classe di infinite funzioni localmente analitiche, equivalenti
tra di loro rispetto a C. E chiameremo, naturalmente, domini di olomorfia
di una funzione analitica legata a C gli ¢ntorni di questo insieme, dove essa
riesca univocamente definita e analitica.

Che rapporto vi é tra il concetto di funzione analitica or ora introdotto e il
concetto di funzione analitica nel senso di Weierstrass?

Supponiamo dapprima che I'insieme C sia connesso. Allora, ogni funzione
analitica legata a C definira una funzione analitica nel senso di Weierstrass;
ma non ¢ affatto escluso che &istinte funzioni analitiche legate a C possano
rappresentare una stessa funzione analitica nel senso di Weierstrass, la quale,
in questo caso, sard naturalmente pluriforme. Pill precisamente: data una
funzione analitica pluriforme che ammetta rami monodromi in un intorno
dell’insieme C, ciascuno di questi rami costituird una determinata funzione
analitica legata a C.

Esempio. L'insieme C sia la circonferenza con centro nell’origine e di raggio 2. Allora,

4
I — . .
la funzione analitica f(3) = ——-V(z — 9, che riesce manifestamente olomorfa sopra un

I+

conveniente intorno dell’insieme C (per esempio, I'intorno D costituito dalla corona circolare

.. . A | 1 \ .. oy
con centro nell’origine e di raggi 1 -2 7) , rappresentera guaffro funzioni analitiche legate

a C, corrispondenti ai quattro rami della f(3) sopra il dominio D. Invece, la funzione log g
non pud rappresentare nessuna funzione analitica legata a C.

Se, perd, avviene il caso che I'insieme C non sia connesso ed abbia preci-
samente » componenti, allora una funzione analitica legata a C rappresentera,
in generale, non pili una, ma bensi # funzioni analitiche nel senso di Weier-
strass, le quali possono essere completamente indipendenti fra di loro purcheé
ciascuna delle componenti dell’insieme C sia contenuta in un dominio di
olomorfia di una di codeste funzioni.

Esempio. L’insieme C abbia per componenti: 1° i punti 47, — 47; 2° la corona circo-
lare T con centro nell’origine e di raggi 2 e 3. Allora, rappresentato con D I'intorno dell’insieme
C che ha per componenti: I) i cerchi I';,I'; , di raggio Y e di centri rispettivamente

47,—417; II) la corona circolare I'; con centro nell’origine e di raggi 1,3 5 la fun-

zione @ (z) cosi definita:

(21) E facile verificare che si tratta qui, effettivamente, di una relazione di equiva-
lenza — cioé, di una relazione riflessiva, simmetricae transitiva. Ricordiamo d’altra parte come
ogni relazione di equivalenza possa convertirsi in una relazione di identita.
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o (R)= FET sopra I,
o) = Z_I‘“. sopra I%,

! Ve 16 5
‘P(()=7V(2+16 sopra I';, con cp(;):T,

rappresenta una funzione analitica legata all'insieme C, della quale D non & che uno degli

infiniti domini di olomorfia. Ma anche la sola funzione ?rappresenta una funzione legata

all’insieme C.

Supponiamo finalmente che l'insieme C abbia infinite componenti. Allora
in virtu del lemma II, ogni intorno di C ammettera soltanto un numero finito
di componenti, e cosl una funzione analitica legata a C non potra rappresen-
tare che un numero finito di funzioni analitiche nel senso di Weierstrass, il
quale numero, tuttavia, non é soggetto a nessuna limitazione.

Esempio. L’insieme C sia costituito dai punti o,4+7,+27,-+-,+#ni,---,00, €
siano I'v, I, ,I'—;, T, rispettivamente, cerchi con centri in 0,7z,— 7,0 e di raggi

I
I

- )
3
n

© ® )
; allora, prese comunque le serie ¥, anz*, X, 6u(z —2)" Y, c,(x+2)",
n=0

n=0 n=0

N |-

I I
- —

3°3

[ dn

2—n con la sola condizione che siano convergenti, rispettivamente, all’Znferno di I,
—o X

T;,,T—; e all'esterno di T, 'insieme di queste serie definird una determinata funzione
analitica legata a C. E ovvio che il raggio del cerchio I',o potrebbe essere aumentato, in
modo che un maggior numero di componenti di C passasse al suo interno: ma non vi po-

trebbe passare che un numero finito di tali componenti.

3. SPAZI VETTORIALI ANALITICI. — Sia ancora C un sotto—insieme cAzuso
di Q, non vuoto e non coincidente con Q. Con il simbolo f[C] rappresente-
remo sistematicamente:

1° l'insieme di zuste le funzioni analitiche legate a C — se l'insieme C
non contiene il punto improprio;

2° l'insieme di quelle sole funzioni analitiche legate a C che si annul-
lano nel punto improprio — se questo punto appartiene a C.

Nell'insieme f[C] possono essere definite una addizione e una moltiplica-
zione, nel modo seguente, che & anche il pili naturale:

Date comunque ¢, { appartenenti a f [C], chiameremo somma di ¢ con
¢, la funzione ¢ 4 {, appartenente pure essa a f[C], tale che, essendo D un
comun dominio di olomorfia della ¢ e della ¢ (contenente C all'interno) si
abbia (¢ +¢) @) =9 &)+ ¢ }), per ogni €D ; e chiameremo prodotto i
¢ per Y, la funzione ¢-¢ tale che, per ogni punto g di un siffatto dominio D,

si abbia (¢-¢) ) = )¢ () 2.

(22) Conviene osservare che: 1° se D1, D; sono domini di dolomorfia aperti (chiusi),
rispettivamente, della ¢ e della ¢, intersezione D1, D, conterrd un comun dominio di olo-
morfia (chiuso) delle stesse funzioni; 2° la somma e il prodotto di due funzioni non
cambiano col variare del dominio D, di cui si parla nella definizione, il che vuoldire che tale
somma e tale prodotto sono wun#ocamente determinati.
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Rispetto alle due operazioni definite, 'insieme { [C] costituisce, manife-
stamente, un anello commutativo *3); ma non & questa, propriamente, la strut-
tura algebrica che ci interessa di fissare in tale insieme. Badando soltanto
all’addizione e al prodotto di funzioni ¢ ,§- - - per numeri complessi a,f- - -
si constata che:

I. Rispetto alla prima operazione, l'insieme f[C] forma un gruppo
commutativo, cioé, 'addizione & quivi un’operazione univoca, associativa,
commutativa, e la sua operazione inversa — la sottrazione — & possibile per
qualunque coppia di elementi (CON

II. Rispetto alla seconda operazione, si ha, quali che siano i numeri
complessi « , B e le funzioni ¢, ¢ appartenenti a f [C]:

1° ap & un elemento determinato di f[C];

20 alp+ ) =ap+ab (x4 B)o=op + Be;
3° (aB) o = a (Bp);

4° 19 =¢.

Esprimeremo questi fatti, dicendo che l'insieme { [C] forma un sistemna
lineare, rispetto all’addizione e al corpo d7 scalari costituito dai numeri com-
plessi ©5),

Abbiamo cosi sottolineato in f [C] una particolare struttura algebrica;
ma si pud anche aggiungervi, in modo ugualmente naturale, una struttura
topologica, rispetto alla quale le operazioni precedenti riescono continue.
Cid avviene nel modo seguente:

Data una successione ¢, [# =0, 1, 2,.--] di elementi di f[C] (punti o
vettor: di questo spazio); diremo che tale successione ha per Jimute un deter-
minato elemento ¢ di f[C], e scriveremo allora £im ¢, = ¢, se esiste

n
almeno un intorno D dell’insieme C, tale che: 1) D sia un comun dominio di
olomorfia di tutte le funzioni ¢, ; 2) per ogni € >0, si possa trovare un intero
2 soddisfacente la condizione:

len ) —¢ (x)| <e, quali che siano #>p , z€D;

ciog, in altri termini: quando esista almeno un intorno D di C, sul quale la
¢n (x) tenda, uniformemente alla ¢ (3), per n—>co.

Con l'aggiunta di tale concetto di limite, il szstema lineare §f[C] diventa
quello che chiameremo uno spazio vettoriale amalitico. Topologicamente, si
tratta di uno spazio appartenente alla categoria degli spaz: (L) o spazi di
convergenza 9. Sard questo spazio anche metrizzabile ? Pili precisamente:

(23) VAN DER WAERDEN, Moderne Algebra, Springer, 28 ed., 1937, p. 37. E inoltre
da rilevare che I'anello in questione sara un dominio &’integrit, se e soltanto se I'insieme C
¢ connesso.

(24) Ibidem, pp. 13-17.

(25) Potremmo anche dire, in questo caso, «spazio lineare » o «spazio vettoriale»,
invece di «sistema lineare ». VAN DER WAERDEN applica la denominazione Vetorraum ad
una classe pilt ampia di sistemi algebrici, imponendo agli scalari la sola condizione di formare
un anéllo (op. cit., p. 46 e p. 104).

(26) «Espaces (£)» secondo FRECHET (Les espaces abstraits, Paris, p. 163). ALEXAN-
DROFF e HOPF dicono in questo caso Konvergenzriume (op. cit., p. 27).
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Sara possibile introdurvi un criterio di distanza, cui possa ricondursi il pre-
cedente concetto di limite ? Di questo problema mi occuperd in un lavoro
ulteriore.

Intanto osserviamo che gli spazi vettoriali analitici costituiscono parti-
colari sistemi matematici, nel senso precisato nella mia Memoria dianzi citata
(v. Introduzione): le entita primitive sono, in questo caso, le operazioni
+,%um e i singoli moltiplicatori scalari «,f,---, i quali possono venir
pensati come operatori (e precisamente operatori lineari continui) definiti
in f [C], e, quindi, come entita di tipo 2 sopra §[C].

4. IL CONCETTO DI FUNZIONE VETTORIALE ANALITICA. — Oltre le suc-
cessioni di vettori dello spazio-f [C], le quali non sono altro che funzioni vet-
toriali della variabile intera, n, interessa considerare funzioni vettoriali della
variabile scalare (complessa) o.. Si dird naturalmente che, in un dato sotto—
insieme A del piano sfera Q,, & univocamente definita una funzione vettoriale
$o, dellavariabile scalare, o, a codominio contenuto nello spazio f [C], quando sia
data una legge per la quale, ad ogni « € A venga associato uno, ed uno solo,
elemento ¢, di f[C] 7.

Cid posto, sia ¢, una funzione di codominio contenuto in f [C], univoca-
mente definita in un dominio D dello spazio Q, Allora, diremo che tale fun-
zione & analitica in un dato punto «, appartenente a D, quando esista almeno
una successione (¢.) di elementi di f[C] tale che, per ogni punto o di un
intorno di a,, si abbia

(1) Qo = Lim 2 (o0 — ao) @i se a, € un punto proprio;

o

(2) Po = Qimz %cp; se a, € il punto improprio.
i=o0

Naturalmente, la ¢, si dira analitica nel dominio D, quando lo sia in tutti
i punti appartenenti a D.

Un’osservazione che si impone fin dall’inizio & questa:

La precedente definizione é data esclusivamente in termini primitivi dello
spazio vettoriale analitico | [C]; cioé, oltre I'addizione, I’ o peratore Rim e 7 mol-
tiplicatorsi scalart, non vi intervengono che nozioni puramente logico—formali(=®,

Cosi come avviene per le funzioni analitiche ordinarie, una data fun-
zione vettoriale analitica ¢, Znizialmente definita in un dominio aperto D,

(27) Invece della notazione @q sarebbe piu naturale, in certo senso, una notazione del
tipo @ (&) ; ma quest’ultima, oltre a riuscire ingombrante, nasconde I’analogia con le succes-
sioni di vettori. Certi autori preferiscono usare, in casi simili, ’espressione «punto-funzione»,
invece di «funzione vettoriale ». (V. per esempio VITALI, Geometria dello spazio hilbertiano,
Zanichelli, Bologna, 1929, p. 75).

(28) Usando la terminologia adottata nella mia citata Memoria (p. 336) possiamo dire,
piu precisamente, che il concetto di « funzione vettoriale analitica » & /ggicamente esprimibile,
in senso normale, net concetti primitivi sopra indicati.
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potra essere 0 no prolungata analiticamente ad un altro dato dominio aperto
D* che intersechi D; e, nel caso affermativo, lo potra essere 7% modo unico (29,
La somma di tutti i domini ai quali la ¢, sia analiticamente prolungabile
sard, manifestamente, un dominio aperfo R, che, per manifeste ragioni di
analogia, chiameremo 'znsieme dei punti regolari o il dominio di regolarita
della ¢, . E pud darsi che, nella sua massima espansione, la @4 riesca uniforme,
ma pud anche darsi che risulti allora pluriforme. Osserviamo pero che, analo-
gamente a quanto abbiamo detto per le funzioni localmente analitiche, non &
affatto escluso che il dominio iniziale D sia scommesso e che, inoltre, non sia
possibile passare, per prolungamento analitico, dai valori che la ¢, assuma
in qualche componente del dominio D ai valori che essa assuma in qualche
altra componente dello stesso dominio.

5. TEOREMA SULLE SINGOLARITA DI UNA FUNZIONE ANALITICA DIPEN-
DENTE ANALITICAMENTE DA UN PARAMETRO. — Sia ¢, una funzione di «, di
codominio contenuto in f[C], analitica in un dominio D del piano—sfera. Vien
fatto allora di domandare come variano le singolarita della funzione ¢, (3)
di z, col variare del parametro «. Supponiamo, per esempio, che a descriva
una curva semplice: Esistera allora, per lo meno, un intorno dell’insieme C,
sul quale la ¢4 (3) si conservi sempre olomorfa, o accade invece che le singo-
laritd di questa funzione di g possano avvicinarsi in modo arbitrario all’in-
sieme C ?

Per risolvere la questione, cominciamo col considerare un qualsiasi
punto proprio «,, appartenente a D 6. Dato che, per ipotesi, la funzione
vettoriale ¢, € analitica in D, esisteranno un intorno V di «, e una successione
(pn) di elementi di f[C] tali che, per ogni a €V, la serie

o)+ (e —a)o: R) + -+ -+ (x — )" @n () +-

converga uniformemente rispetto a g in tutto un intorno D («) di C. Allora,
se rappresentiamo con o* un valore arbitrario di « appartenente a V, esistera
un numero positivo M, tale che

[(* — o) o R)|<<M, ossia |o.(3)| << [_oc*—i/[ow , quali che siano
z€D (@), n=10,1,--
donde, ancora
[ (2 — o) @n R) | <M g*: zz n, quali che siano
x€V,zeD ("), n=0,1,2,-

(29) Siintende che chiamiamo qui prolungamento analitico della @a al dominio D*, quel-
I’eventuale funzione vettoriale ¢} , analitica in D¥, tale che: ¢} = ¢, per ogni « apparte-
nente a un dominio D¥* ¢D n D*,

L’wurnicita del prolungamento analitico € una conseguenza del principio delle identita,
il quale sussiste anche per le funzioni vettoriali analitiche, come si pud dedurre facilmente
da certe proposizioni che pil innanzi saranno indicate.

(30) Per il caso del punto improprio, si pud ragionare in modo del tutto analogo.
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Ma questo indica che, per ogni « soddisfacente la condizione | x —a,| <<

O
. . o®— 0o | \ .
<|o&* —a|, la serie geometrica M > | sard maggiorante della

n=0

o — o,

o]
serie Y | (0 — ao)* ¢n (R) |, qualunque sia z € D («*); il che vuol dire che la

[e0)
serie Y, (¢ — &) @ () converge allora uniformemente rispetto a z sul do-
n=0

minio D («*). D’altra parte, secondo il teorema di Weierstrass 6%, la somma
[e o]

della serie Y, (& — oo)" @n () sard una funzione di g univocamente definita
n=o

e analitica in tutto l'interno del dominio D («*), sul quale essa rappresen-
tera, manifestamente, la funzione ¢,(z) di g (sempre nell'ipotesi che sia
|oe—ato | <|a*—a|). Quindi, tutte le funzioni ¢, () di g tali che |a —a, | <<
< | &* — a0 |, ammetteranno l'interno di D («*) come dominio di olomorfia,
e cosi:

Per ogni punto regolare a, della funzione vettoriale ¢, esiste almeno un
intorno V* di quel punto, tale che tutte le funzioni ¢, (3) diz, corrispondenti a:
valori di o contenuti tn V*, possiedono almeno un comun dominio di olomorfia
(contenente C) G2,

Sia adesso I' un qualsivoglia insieme chiuso contenuto nel dominio di
regolarita della @, . Secondo il risultato precedente, possiamo far corrispon-
dere ad ogni « € I' un intorno aperto V («) di «, soddisfacente la condizione
ivi indicata. Ma gli intorni cosi ottenuti costituiranno una copertura aperta
dell’insieme T, il quale per ipotesi & chiuso, e allora, secondo il lemma I, vi
sard un numero finito di tali intorni, V (a,),V (a,),---,V(as), che formano
ancora una copertura aperta di I'. Siano rispettivamente, D;, D, ,- , Dx
quei domini che, secondo la conclusione precedente, corrispondono rispetti-
vamente agli intorni V(«,),V(a,),-  V(as): 'intersezione di questi domini
sara manifestamente un intorno dell'insieme C, sopra il quale tutte le fun-
zioni di 7,9, (), per « €', riescono univoche e analitiche. Abbiamo cosi
dimostrato la seguente proposizione:

LEMMA IV - Data comungue una funzione analitica di o, @, , di codominio
contenuto in §[C], per ogni insieme chiuso I' contenuto nel suo dominio di
regolarita, esiste almeno un intorno (aperto o chiuso) dell'insieme C, che
costituisce un comun dominio di olomorfia di tutte le funszioni @, (3) di g, cor-
vis pondenti ai valori di a appartenenti a I’

(31) V. per esempio, PINCHERLE, G/7 elementi della teoria delle funzioni analitiche,

pp. 67-71.
(32) Nello stesso tempo, abbiamo dimostrato che, analogamente a cid che avviene
o)
per le serie intere a coefficenti numerici, la serie 3 (¢ — o) @n (abbreviatura dell’espres-
n=o0o

n

.

sione £im E(oc—oco)i (p'.> ha per dominio di convergenza la parte interna di un cerchio —
n  t=o0

il massimo cerchio con centro in &, e contenuto nel dominio di regolarita della @a .
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6. LE FUNZIONI VETTORIALI ANALITICHE INTERPRETATE COME FUNZIONI
ANALITICHE ORDINARIE DI DUE VARIABILI. — I2 pagrfe. — Sia ¢, una funzione
vettoriale analitica relativa ad uno spazio f [C] e inizialmente definita in un
dominio chiuso D, del piano-sfera Q,; e sia D, uno di quegli intorni chiusi
dell’insieme C che, secondo il teorema precedente, costituiscono comuni
domini di tutte le funzioni @4 () dig, corrispondenti ai valori di « apparte-
nenti a D,;. Supponiamo inoltre che nessuno dei domini D, , D, contenga il

punto improprio, e poniamo

(3) Pa(R) =0 (x,%), per ogni coppia («,z)€D; x D, 6.

e
Allora, poiche la ¢ (x,7) sard definita da una serie 3 (x — o) 3u 3)

convergente rispetto a « nel massimo cerchio con centro in «, e contenuto in
D, ne segue che, per ogni valore di z appartenente a D,, la @ (a,g) si
converte in una funzione della sola variabile a analitica in tutto il dominio
D, . D’altra parte, visto che la ¢, € una funzione vettoriale relativa a f[C],
e che, per ipotesi, tutte le funzioni ¢, (z) tali che « € D; riescono olomorfe nel
dominio D,, & anche vero che, per ogni « appartenente a D,, la ¢ (a,3)
si converte in una funzione della sola variabile z, analitica in tutto il do-
minio D,. Ma questo vuol dire, precisamente, che la ¢ (¢, z) € una funzione
analitica delle due variabili «,z in tutta la parte interna del prodotto
cartesiano D, X D, ; che, cio&, per ogni coppia (« , %) € int (D; X D,), essa
ammettera uno sviluppo in serie doppia di potenze

ar,s (% — %) (X —%0)* 0%,

o

itv8

r

convergente in un intorno conveniente di (e ,%o)-

Osserviamo inoltre che, se uno almeno dei domini D, , D, é scomnesso,
la g (o, 3) rappresentera in generale, non soltanto una, ma pit funzioni anali-
tiche nel semso classico.

Nel caso che uno almeno dei domini Dy, D, contenga il punto improprio, si pud conclu-
dere, in modo analogo, che la @ («,7) & ivi analitica rispetto alle due variabili «,g considerate
separatamente. Ma possiamo dire allora che lo sia rispetto al complesso delle due variabili ?
Una risposta a siffatta questione dipende manifestamente dal significato attribuito alle espres-
sioni « punto improprio » e « funzione analitica in un punto improprio » nel caso di funzioni
di pil variabili. Ricordiamo che, in Geometria, I'aggiunzione dei punti impropri allo spazio
euclideo complesso Su si eseguisce secondo il noto metodo del passaggio alle coordinate

%;

omogenee, 7; = [{=1,2,--+,7], per tramite del quale lo spazio S« si ampli
i+1

diventa lo spazio proiettivo complesso Sn — anch’esso metrizzabile e in pill compatto —1 cui

punti impropri costituiscono 'igerpiano dell’infinito. Allora, ogni funzione ¢ delle ~ variabili

complesse pud venir concepita come funzione di un punto variabile P dello spazio Sa, e si

dira, naturalmente, che la ¢ & analitica in un dato punto improprio Peo, quando, presi

(33) Con DX D, rappresentiamo il prodotto cartesiano di D; per D,; I’insieme, ciog,
di tutte le coppie («,7) tali che e € D;,7€ D,.
(34) V. per esempio, PINCHERLE, op. cit., p. 205.
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comunque un punto proprio P, e una proiettivita ® dello spazio S« in se stesso, in guisa
che Foo = O (Po), la funzione ¢ (P) = ¢ [® (P)] riesca analitica precisamente nél punto
PoGs).

Ebbene: Iz tale senso, la funzione @ (a, 3) sopra considerata non é in generale analitica
per o = 0o (supponendo che D; contenga questo punto), @ meno che si imponga alla fun-
zione vettoriale Qo la condizione di ridursi ad una costante in quel punto (36). Nel caso che
tale condizione non sia verificata, possiamo dire soltanto che la § (&, z) & analitica nei do-
mini D;,D,, rispetto alle variabili «, % considerate separatamente, e quindi analitica
nell’altro senso precisato da Osgood, concepita, cio&, come funzione (continua) del punto
(o, %) sopra il dominio Dr X D, del prodotto cartesiano Qa X £ metrizzato secondo il

1
*—3

criterio usuale 37). Cosi per esempio, la funzione @ (x,7) =seng + , che definisce

indubbiamente una funzione vettoriale analitica rispetto a qualsiasi spazio {[C], tale che
C non contenga il punto improprio, assume, per « = 0o,z = 0, il valore o, mentre, per

= =T il valore 1: te d ie, (00,0 ), che indivi
oz——oo,(—-z—assumel valore 1: ora queste due coppie, (00,0), 00,7 , che indivi-

duano punti diwersi dello spazio Qa X Q, rappresentano invece, nel piano proiettivo S,
uno stesso punto, [1,0,0], che sard naturalmente singolare per la funzione @ («, ), mentre
il punto « = oo appartiene al dominio di regolaritd della funzione vettoriale @q .

2° parte. — Abbiasi ancora uno spazio vettoriale analitico f[C], e sia
d’altra parte ¢ («,z) una qualsiasi funzione delle due variabili « ,z , la quale,
attribuito ad « un particolare valore o,, si converta in una funzione
¥ ®R)=¢ (2 ,7), olomorfa in un intorno ckiuso D dell’insieme C, essendo la
¢ (o ,z) analitica in tutti i punti (a0 ,3) tali che z € D. Allora, si pud affer-
mare che la funzione ¢ (a,3) definisce, relativamente allo spazio f[C], una
Junzione vettoriale analitica, in un intorno del punto o .

Supponiamo, per fissare le idee, che o, sia un punto proprio. Allora, in
virttt delle ipotesi fatte sulla ¢ («,%), esisteranno, per ogni punto proprio
2o appartenente a D, un intorno chzuso T (3,) di zo e un intorno chiuso
I, (¢o) di «,, tali che la serie doppia

s I [ o
0= 3 i | 0 (00 e Gy

%05%0

(35) I vantaggi di questo punto di vista sono stati lucidamente sottolineati dal
prof. SEVERI (Risultati, vedute ¢ problemi nella teoria delle funzioni analitiche di due variabili,
«Rend. Sem. Mat. Univ. Roma », vol. VII, serie II, 1932, pp. 28-33.

(36) Ricordiamo che alle funzioni appartenenti allo spazio f[C] & gia stata imposta
una condizione analoga (v. n. 3), il che rende superfluo considerare qui il caso in cui D, con-
tenga il punto improprio.

(37) Dati due spazi metrici E, F, la distanza tra due punti g1 = (%1, ¥1) , pa = (%2, Y2)
del prodotto E X F sara definita dall’espressione 8 (41, =) = + VI8 (xr, x2) P+ 8 (y1,72) ]2
(ALESSANDROFF und HOPF, op. cit., p. 35). Per definire la stessa struttura topologica, baste-
rebbe prendere, come intorni di ogni punto (¥, ¥), i prodotti cartesiani Vz X Vy, dove Vx,Vy
rappresentano intorni arbitrari, rispettivamente di x e di ¥, negli spazi E, F.

Ricordiamo inoltre che, se E, F sono tutti e due compatti, lo stesso accadra per il
prodotto topologico EXF.

Sul secondo concetto di «funzione analitica all’infinito», v. W. F. OsGooD, Lekrbuch
der Funktionentheorie, 11, 1, pp. 53—68. Rileviamo che vi & oggi anche la tendenza a rendere
compatto lo spazio Sx, con l'aggiunta di un solo punto improprio.
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converga uniformemente in tutto il dominio I'; (¢t,) X I" (o) G¥. (Si suppone
naturalmente che, nel caso in cui la ¢ (« , z) sia pluriforme, i coefficienti della
serie si riferiscano ad un particolare ramo della ¢ («,z) sul dominio
[y, (20) X T (z0)). Allora, se poniamo

b @ =2 717 [aora # 0] @R—2) =77 2 @0,

- rls!
o~ yrls! oot 1

e se rappresentiamo con I'* (z,) la parte interna del cerchio I' (z,), possiamo
dire che la serie di funzioni di z

o]

(@) D (@— o) dr () = (&,37)

r=0

converge uniformemente in tutto il dominio I'* (z,) per ogni « € I, («o); che,
cio¢, dato comunque un numero € >> 0, esiste un intero v (z,) (che d’altronde
non dipende da «), soddisfacente la condizione:

) ¢ (o, 2) —2 (e —oo) dr(z)| <<e, quali che siano

n>v(Zo) €T (Ro) a€l ().

Se facciamo ora percorrere dal punto 7z, tutto il dominio D, l'intorno
I™ (z0) dara origine ad una copertura aperta dell’insieme chiuso D, dalla quale
possiamo, secondo il lemma I, estrarre una copertura aperta dello stesso

dominio, formata di un numero finito di insiemi I'* (z,) ,I'™* (z,) ,- ,IT™ (zp).
Quindi, se rappresentiamo con w il massimo dei numeri v(z:),v(),- ,v(®p)
e con I' 'intersezione dei cerchi I'y (a,), I, (#0),- F‘p (%), la quale sara

ancora un cerchio con centro in «,, si vede subito come, per ogni a €I, la
disuguaglianza (5) si verifichi quali che siano > p,z€D; il che vuol
dire che la serie (4) converge uniformemente in tutto il dominio D, qualunque
sia. « €' Allora, se poniamo

() =¢(x,32), per ogni coppia («,z)€l'xD,

verra
n
Fu= %im X (@ — o) &,
i=0

e quindi la ¢, sard una funzione a codominio contenuto in f [C], analitica
nell’intorno I' del punto «,, q. e. d.

Osserviamo intanto che: 1° una funzione delle due variabili « ,z, anali-
tica in senso classico, e inoltre pluriforme, pud decomporsi in pit funzioni
vettoriali uniformi: 2° una funzione vettoriale analitica puo essere costituita
da pit funzioni di due variabili, analitiche in senso classico.

Da questo momento in poi, possiamo chiamare funzioni vettoriali anali-
tiche anche le funzioni analitiche di due variabili sotto le restrizioni prece-

(38) Per il caso in cui uno almeno dei punti ,,%, sia improprio, non occorrono cam-
biamenti sostanziali.

MEMORIE, 1947, Vol. I — Sezione I2, 15
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denti. E useremo la wotazione vettoriale o la notazione ordinaria a seconda
dei casi, chiamando parametro la variabile scalare a e variabile apparente
quella variabile 7 da cui dipendono le singole funzioni appartenenti a f[C].

7. DERIVAZIONE E INTEGRAZIONE DI FUNZIONI VETTORIALI ANALITICHE. —
Sia @, una qualsiasi funzione di « (anche non analitica) di codominio contenuto
in f [C], definita in un dominio D dello spazio €, . Allora, dato comunque un
punto o, appartenente a D, diremo che il vettore variabile ¢, ha come Jzmize

un dato vettore costante ¢, per o tendente ad oo, € scriveremo ¢ = Lim @,
o —> g
quando, qualunque sia la successione «, tendente ad «, sull’insieme D (con

®n == %), si abbia sempre ¢ = Lim @, ~Da questa definizione si passa imme-
diatamente alle seguenti:

1° La ¢, si dice continua nel punto ao,, se riesce Lim Qg = @, .
a—> 0,
¢

%o %% tende ad un limite determinato per a— o,
o — do

(essendo «, un punto proprio), si scrivera:

20 Se il quoziente

ib@a=8£m%;%‘°,

a=0, a>a, % %o
e questo limite sara detto la derivata della ¢, nel punto a,. Se poi la ¢, am-
mette derivata in ogni punto proprio del dominio D, rappresenteremo con
D @, la sua funzione derivata, e diremo che la ¢, & monogena in tale dominio.
o

Naturalmente, la ¢, si dird monogena nel punto improprio, se la funzione
di «,,;, &€ monogena nel punto & = o.

a
Ora, si pud dimostrare che ogni funzione vettoriale ¢,, monogena in un
dominio aperto D, & ivi analitica, e, per ogni suo punto regolare «, (proprio),
ammetterd lo sviluppo in serie di Taylor

n _ \p
(Pa — 21144 2 —(a ‘a’O) EDP (Pa )
n  i=0 P . =0,

valido in tutta la parte interna del massimo cerchio con centro in «, e conte-
nuto nel dominio di regolarira della ¢, 3. La dimostrazione di questo risul-
tato si basa sull’assioma di Zermelo; ma si pud vedere che le proposizioni
seguenti non dipendono da questa.

Reciprocamente, & ben facile dimostrare che:

(39) Rappresentiamo naturalmente con ®f la p-esima iterazione dell’operatore 9, e

con D ¢ il valore della funzione vettoriale 9? P, Der o = oo, E inoltre da rilevare
a =0y

o

"
che, se & Pa=Lim Y, (¢ — )"y; in un intorno di o,, sara, nello stesso intorno ®o, =
n i=0 a

n
= 2im Y i(a—a) T . Questo risultato ci indica pure il modo di determinare le primi-
n i=t1

tive della o, . E anche manifesto che la 9, € la D¢, hanno lo stesso dominio di regolarita.
o
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Ogni funzione vettoriale analitica é continua e monogena in ogni suo punto
regolare 4°),
Per la dimostrazione di questo fatto conviene naturalmente passare

alla notazione ordinaria, con la quale I’espressione precedente acquista la
forma:

% (x,7) =§0 (2 — %) [ai @(«,z)]

%

Cerchiamo adesso di studiare l'inversa dell’operazione 9: per ogni fun-
zione vettoriale ¢, relativa a f[C], vi saranno, manifestamente, infinite fun-
zioni vettoriali {, (relative allo stesso spazio) soddisfacenti 1’equazione
DoYo="%x, ed efacile vedere come la differenza tra due qualsivogliano di queste
infinite soluzioni debba essere una funzione vettoriale che diventi costante
sopra ciascuna delle componenti di un suo dominio iniziale. Ebbene, rappre-
senteremo con Dy ' Qg L'insieme di tutte le dette soluzioni e a queste daremo il
nome di funzioni primitive della @q. Si ha dunque per definizione: D, Do Po=%Pa;
ma si avra invece, soltanto, @, € Dy ' DaPa, per ogni funzione vettoriale anali-
tica ¢, relativa a f [C].

Cio posto, sia?un arco semplice orientato, cioé un segmento di curva sem-
plice che si consideri descritto da uno dei suoi estremi, «,, all’altro estremo,
o,; € supponiamo che detto arco sia contenuto nel dominio di regolarita della
funzione vettoriale analitica ¢,. Siano, d’altra parte: {, una delle funzioni
primitive della ¢q ; ¥, il valore, o uno dei valori, che la {, assume nel punto «; ,
e ¥, il valore finale della ¢, quando si prenda uno sviluppo in serie P (¢ — a;)

.»
della ¢,, tale che P(0) =%, e si percorra con continuitd l’arco ¥ nel senso
indicato — cio¢, da «; a «, . Allora, diremo che la differenza ¥, — V', costituisce

un integrale della ¢, esteso a v, e rappresenteremo con uno qualsiasi dei simboli

f Qo do (D’ 9ol
TY) Y

U4nsieme di questi integrali 47, Passando alla notazione ordinaria, si ha, ma-
nifestamente, sotto ovvie restrizioni

[@;*%]_y, =/<§(a;z) da;

Y

ed é manifesto che pure questi integrali si possono esprimere come limiti di certi
sommatort, analoght a quelli comsiderati nelle classiche teorie d’integrazione.

(40) In particolare, si avra il grincpio delle identita delle funzioni vettoriali analitiche.
(41) Se 1 detti integrali si riducono ad uno solo, il simbolo [97 ' @u]s rappresen-
Y

terd questo singolo integrale. Ricordiamo, intanto, che, nella teoria degli insiemi, si suole
distinguere un elemento p dall’insieme (#) formato dal solo elemento 2.

MEMORIE, 1947, Vol. I — Sezione Ia. 15 *
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Sia adesso ? una curva semplice orientata, cioé una curva semplice, con-
siderata descritta in un determinato senso. Una siffatta curva si pud sempre
concepire come un arco semplice orientato, i cui estremi coincidano; allora
possiamo definire, in modo del tutto analogo al precedente, gli dntegrali della

_)
Junzione vettoriale @, estesi a v, e usare le stesse notazioni per rappresentare
I'insieme dei riferiti integrali. Bisogna tuttavia mettere in rilievo questo
fatto: che gli integrali [D,* CPu]—; non dipendono dal punto di partenza che si

-
prenda sulla curva vy.

——>
Sia finalmente y la somma di un numero finito di curve semplici orien-

- - -
tate Y:, Y2, -+, Yn, tutte quante contenute nel dominio di regolarita della

@q . Allora, converremo di rappresentare con [, ' ¢,], la somma®2)

n

2 [gDu— ' (PG];:_ b

i=1
-
e chiameremo ancora iwtegrali della ¢, estesi v gli elementi dell’insieme
(97" @al> -

8. OPERATORI LINEARI, OPERATORI CONTINUI E OPERATORI ANALITICI. —
Dati comunque due spazi vettoriali analitici f [C], f [C*], sia F una trasfor-
mazione univoca di §[C] su f[C*]; un operatore, ciog, che ad ogni elemento ¢
di f[C] faccia corrispondere un elemento determinato ¢ = F¢ di f[C*].

Allora diremo che:

19 L’operatore F & Jlineare — se, comunque si prendano il numero
complesso a e i vettori ¢ ,¢ dello spazio f[C], si ha

F(p 4+ ¢) =Fo + F{ F (xp) = «Fo;

20 L’operatore F & continuo — se, comunque si prenda la successione
(ps) di elementi dello spazio f[C], si ha

F Lim ¢, = Lim Fo,;

3° L’operatore F & analitico — se trasforma le funzioni vettoriali ana-
litiche in funzioni vettoriali ancora analitiche 43); se cioé, rappresentando
con ¥ l'insieme delle funzioni vettoriali analitiche relative a f[C] e con U*
I'insieme delle funzioni vettoriali analitiche relative a f [C*], si ha

Fycu*

In particolare pud avvenire che, per ogni { € f[C], esista uno, e soltanto
uno elemento ¢ dif[C], tale che Fop =¢, e allora la trasformazione F si

(42) La parola «somma » non & usata qui col significato della teoria degli insiemi, ma
con quest’altro: come l'insieme di tutte le somme a1+ @, +-+-++4 an, con aredA;,
azEAz IEER N aneAy.

(43) E facile vedere come ogni operatore analitico F, soddisfacente la condizione
F (¢ +¢) =Fe¢ + F{, verifichi pure 'altra condizione F(x¢) =aF¢, e sia quindi lineare.
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dird bzunivoca. Pud anche darsi che si abbia C =C* e quindi f[C] =f[C*];
in tale caso l'operatore F si dird una trasformazione univoca dello spazio
f [C] 7 se stesso. Per brevita di linguaggio, converremo di considerare sot-
tointeso nel carattere di /imeariza, quello di wunivocita.

Conviene ancora ricordare le definizioni usuali di «somma» e di «pro-
dotto» di due operatori F, G:

(F+G)o=Fp+ Go (FG)¢ =F(Gp), per ogni ¢ef[C].

Ora, tenuto conto della definizione di funzione vettoriale amalitica, che
nel n. 4 abbiamo data mediante i soli termini primitivi dello spazio f [C], si
perviene quasi immediatamente #4) alla seguente conclusione:

Ogni operatore lineare comtinuo é anche un operatove lineare analitico.

Pit innanzi, dimostreremo anche la reciproca di questa proposizione,
e cosi verra stabilita I’identitd fra la classe degli operatori lineari analitici
e quella degli operatori lineari continui (tra spazi vettoriali analitici).

Osserviamo finalmente che, nelle definizioni precedenti, si possono sosti-
tuire gli spazi f [C], f [C]* con due altri spazi vettoriali, purché muniti di una
conveniente struttura topologica e di un concetto adeguato di «funzione
vettoriale analitica », Per esempio, al posto di f [C*] si potrebbe considerare

lo spazio vettoriale euclideo S, (cioé 'insieme dei wvettori (x:,%.,-+-,%n) dove
%:i,%2,"  +,%n Tappresentano numeri complessi), il quale, per » =1 ¢, natural-

mente, costituito dai singoli numeri complessi. Se al posto di f[C], f[C*]
consideriamo due spazi Sum , Sx (con » , #, uguali o distinti), allora si trattera
delle note trasformazioni lineari rappresentabili con matrici finite. Ma parti-
colarmente notevoli sono le trasformazioni dello spazio f [C] nella retta com-
plessa S;, le quali, se sono analitiche, corrispondono ai funzionali analitici
(pur?) del prof. Fantappié. Ora ¢ manifesto che i funzionali puri (i quali tra-
sformano dunque funzioni appartenenti a {[C] in numeri complessi) si pos-
sono concepire come particolari trasformazioni univoche dell’insieme f (C)
su se stesso, visto che & sempre possibile trovare nello spazio { [C] una varieta
isomorfa alla retta S;: basta prendere l’insieme dei vettori della forma a¢
dove ¢ rappresenta un elemento di §[C] scelto ad arbitrio — preferibilmente
la funzione ¢ ()= 1, se questa appartiene a f[C].

o. EFFETTO DEGLI OPERATORI LINEARI ANALITICI SULLA DERIVAZIONE
E SULL’INTEGRAZIONE VETTORIALE. — Rappresentiamo con F una data tra-
sformazione lineare analitica dello spazio f[C] sullo spazio f[C*], e sia ¢q
una qualsiasi funzione vettoriale analitica relativa a f[C]. Prendiamo inoltre,

(44) In effetti, data una trasformazione lineare continua, F, di f[C] su f[C*]e rappre-
sentato con @, un’arbitraria funzione analitica di «, relativa a f[C], definita da uno

7 .
sviluppo ¢, =gQim ¥, (¢ — )" @; (in un intorno del punto proprio o), verra successi-

n i=0

” . ” .
vamente: Fo, = Qim F J (@ — ) ¢; = Qim 3, (¢ — )" Fo;.

n i=o0 n  i=0
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sopra un dominio di olomorfia#s) D della ¢,, un qualsiasi punto «,, € po-
niamo:

J
"Pao =D 9q;
II=U.0
Yo = 2“_—%2, per ogni « contenuto in D e distinto da «,.
o — o

Ora, si vede subito che la ¢, & anch’essa una funzione vettoriale olomorfa
(cioé, univocamente definita e analitica) sul dominio D; e che si ha, inoltre,
imPy,= D ¢, (v. def. di derivata, n. 7). D’altra parte, secondo la defini-

a—>0g a=0g
zione del numero precedente, la F{, sarad una funzione vettoriale (relativa

a f[C*]) ancora analitica, e quindi continua, nel punto «,, il che vuol dire
che si avra

Lim F g, = F iy .
o —>a,

Allora verra, per la linearita dell’operatore F,

F D ga=F o= QimFo = gimF 2P

=a, >0, o—>a, & %
Fo, —F
= Qim Z%a V' ®ay D Foq;
a0, o* — o a=a,

cioe, in parole: loperatore F rispetta la derivazione vettoriale 49,
In questo momento, conviene mettere in rilievo il seguente fatto: Noxn

. . . . .9
bisogna mai confondere I operatore D, (m notazione ordinaria 5 ) € lopera-
[

d . . L -
tore —— 1l primo agisce soltanto su funzioni vettoriali che esso trasforma

&z
in altre funzioni vettoriali; ed &, inoltre, logicamente esprimibile nei concetti
primitivi dello spazio vettoriale analitico considerato. Il secondo, invece, &
applicabile a singoli vettori, che esso trasforma in altri vettori; e non riesce
logicamente esprimibile nei riferiti concetti primitivi (non si avrad quindi

F [%cp(()] E—g% F [¢ k)], per ogni operatore lineare continuo F “7). Si pud

vedere inoltre come l'operatore —— sia proprio una trasformazione lineare

a3

(45) E ovvio che il concetto di olomorfia si estende senz’altro alle funzioni vettoriali
analitiche.

(46) Questa dimostrazione non differisce sostanzialmente dalla dimostrazione corri-
spondente, data dal FANTAPPIE per i funzionali puri (V. F. F. 4., pp. 656-659). E stata
pero liberata da considerazioni relative ai domini delle funzioni.

(47) Sarebbe quindi inesatto dire che gli operatori lineari analitici sono gli operatori
lineari permutabili con la derivazione ordinaria. Del resto, gli operatori lineari analitici per-

. d . . .
mutabili con 'operatore = si possono determinare come I’ha fatto vedere il prof. FAN-
TAPPIE.
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continua (e quindi analitica) di ogni spazio vettoriale analitico in se stesso
(ciog, uno degli endomorfismi di tali spazi).

Vediamo adesso quale sia 'effetto di F sull’operatore plurivoco D1,
Tenuto conto del risultato precedente e delle proprieta fondamentali dell’ope-
ratore ' indicate nel n. 7, verrd successivamente

FDy ' 00 CDs DuFDa 9o =Ds FDu D ¢ 9o = Do Fopu,

e quindi: F9y, " ¢o €D, 'Foa, ossia, in parole: se Yo & una funzione primitiva

della @, allora anche la ¥, sara una funzione primitiva della F ¢,; o ancora,

in altri termini: [’operatore ¥ rispetta la primitivazione vettoriale.
Esaminiamo, finalmente, l'effetto dell’operatore F sull'integrazione vetto-

—>
riale estesa a una linea. Collochiamoci nel caso pili generale: sia y la somma di
. . . . . _> ° » +
un numero finito di curve semplici orientate, y:,¥Y,, -+, Ya, tutte quante

contenute nel dominio di regolarita della ¢, . Allora, tenuto conto del risul-
tato precedente, delle definizioni date nel n. 7 e della linearita dell’opera-
tore F, verra, successivamente,

F[9; " %]? =FY (9. cpa]? = ; F[o;' cpa]¢ =

=1

=2 [Fo" ¢l ¢ 2 [0 Feul,

i=1 i=1 ¥;

:[EDG_XF%]__}.
¥

Tutti questi passaggi possono essere facilmente controllati dal lettore; essi
conducono alla conclusione: F[D 7 @,]> C[D~* Fou)s; ciog, in parole: [’ ope-
¥ v

-
ratorve ¥ ris petta I'integrazione velativa al percorsoy In particolare, puo darsi
che l'insieme [97* Fg,]+ sia costituito da un solo elemento (il che avverra

v

se la ¢, & uniforme), e allora il segno C pud essere sostituito col segno = “%),

10. DETERMINAZIONE DI TUTTI I POSSIBILI OPERATORI LINEARI ANALI-
TICI. — Abbiansi ancora due spazi vettoriali analitici f [C], f [C*]: ci propo-
niamo di determinare tutte le trasformazioni lineari analitiche di §[C] su
[C*].

A questo scopo, cominciamo col supporre che I'insieme C sia connesso.
5‘Siano allora: ¢, una qualsiasi funzione appartenente a f[C]; D, un dominio

(48) Questo risultato, che conduce immediatamente al teorema del numero seguente
sl trova in rapporto con una elegante dimostrazione dello stesso teorema (fatta per i fun-
zionali puri) dovuta al dott. Michelangelo VACCARO, che l'’espone nella sua tesi di laurea
ancora inedita. II VACCARO dimostra con mezzi classici che, esprimendo la funzione o ()

mediante la formula di CAUCHY ¢ () =ﬁ/5;_u)( dz ed essendo F un funzionale ana-
=S
Y
litico lineare, il simbolo F sarad necessariamente permutabile col simbolo d’integrazione
scritto in quella formula.



228 Lincei — Mem. Scienze Fisiche — 1947-— S. VIII, Vol. I, Sez. I, 6.

chiuso di olomorfia della ¢ (contenente C all’interno). In virtu del lemma III,
possiamo supporre inoltre che D abbia come frontiera la somma di un numero
finito di curve semplici rettificabili senza punti comuni (anche se 'insieme C

¢ molteplicemente connesso di ordine infinito), e allora potremo usare la
formula integrale di Cauchy:

6) ok= 27”’/@( ) da, per ogni punto z interno a D,

’Y

rappresentando con :{) la frontiera del dominio D, orientata in modo da
lasciare @ s¢mistra i punti interni dell’insieme C. Bisogna intanto osservare
che in questo momento, precisamente, interviene la condizione formulata nel
n. 3, secondo la quale le funzioni appartenenti a §[C| debbono anullarsi
nel punto 3 = oco, se C contiene questo punmto: altrimenti la formula (6) non
sarebbe valida. Viceversa, se C non contiene il punto improprio, & sempre
possibile scegliere il dominio D in modo che a D non appartenga il detto
punto.

Ma la formula (6) & pure valida, qualunque sia il numero (finito o infi-
nito) delle componenti dell’insieme C. In effetti, secondo il lemma II, ogni
intorno dell’insieme C avra soltanto un numero finito di componenti, e d’altra
parte, per il lemma III, queste componenti potranno essere scelte in modo
che le loro frontiere siano formate di un numero finito di curve semplici,
rettificabili senza punti comuni. Sia allora D un dominio (chiuso) di olo-

-> > -
morfia della ¢ soddisfacente queste condizioni, e siano v, , Y, ,---,Ys le fron-
tiere delle componenti D, , D, ,-- -, D, del dominio D, orientate in modo da

_)
lasciare a sinistra i punti di C; sia finalmente y la somma di tutte le curve

cosi orientate. Allora verra
—I_ +v/ } '

s[O3

Ma questa somma ¢ uguale a ¢ (z), qualunque sia g, interno a D,
Infatti, se z & interno a D, questo vuol dire che sard interno ad una delle
componenti dello stesso dominio. Sia D; tale componente; in questa ipotesi, si

1
1}
>

Yi
gli altri term1n1 diventano manifestamente nulli; e quindi sara ancora

avra, secondo il risultato precedente: 2 2 = ¢ (), mentre tutti

= ¢ (%), come avevamo affermato.

ZTH

Prend1amo ora una qualsiasi trasformazione lineare analitica F, dello
spazio f [C] sullo spazio f[C*]. Utilizzando la formula (6), e badando sia
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all’'ultimo risultato del numero precedente, sia alla linearita e analiticita
della F, verra

Felo@] = 5 e[ [ 0@ ;2 do] = 75 [o@Fe[; 2 )aa ),
T

Y

tenuto conto anche del fatto clie la funzione analitica di due variabili

rappresenta una funzione analitica di «, di codominio contenuto in f [C],
avente come dominio di regolaritd, nel pianosfera Q,, il complementare

dell’insieme C. Allora, dato che l'operatore F & analitico, la Fy (“I_J

sard una funzione di « anch’essa analitica, ma di codominio contenuto in
f [C*]. Rappresentando con p, quest’ultima funzione di «, possiamo scrivere,
in notazione vettoriale,

) Fo——! f % (0) o dot 6O

2T
-
Y

Abbiamo cosi trovato un modo di esprimere l'operatore F, non appena

L. Alla g,

si conosca la funzione vettoriale p, in cui esso trasforma la

daremo, secondo il prof. Fantappié, il nome di funzione indicatrice dell’ope-
ratore F.

Ma ora si presenta questa domanda: Quali condiziohi devono essere
verificate da una data funzione vettoriale p,, relativa a f[C*], perche
esista una trasformazione lineare analitica di f [C] su f [C*] la cui funzione
indicatrice sia precisamente la p, ? Per risolvere tale questione, cerchiamo
innanzi tutto di fare un elenco di alcune proprieta verificate dalla funzione

. . I . < s .
vettoriale di «, , le quali proprieta possano essere enunciate senza
o —

presupporre altre nozioni che quelle di addizione, di multiplicatori scalari e
di funzione vettoriale analitica GV ; e consideriamo in primo luogo il caso in
cui C non contenga il puntooco. Ora, riguardo alla funzione vettoriale

(49) Ricordiamo che, secondo una convenzione ormai usuale, in una espressione della
forma Fy [@ (e, 7)], la lettera gscritta al pie’ del simbolo F, sta a indicare che questo opera-
tore agisce soltanto su funzioni di z, sicche il risultato sara una funzione (vettoriale) di e

(50) Osserviamo che, essendo Y un insieme chiuso contenuto nel dominio di regolarita
della pa, esisterd, secondo il lemma IV (n. 5), unintorno D* di C¥, sul quale riescono olo-
morfe tutte le funzioni pe(g) di g, tali che @ € ¥y, e allora si potra scrivere, in notazione
2;z.ffp (%) £ («, g) o per ogni g € D*.

>
Y

(51) In virtu dell’identita, che sara stabilita nel numero seguente tra operatori lineari
continui e operatori lineari analitici, questo insieme di nozioni primitive riesce equivalente
a quello che abbiamo considerato nel n. 3: 'uno e I’altro definiscono gli stessi sistemi mate-

ordinaria: F¢ [¢ ()] =

matici — cio& gli spazi vettoriali analitici.
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di «

, T considerata come funzione di codominio contenuto in f [C], si
o —

avranno fra altre, le seguenti proprieta:

a) E analitica;

b) Ha per dominio di regolaritis il com plementare dell’insieme C;

¢) E wuniforme (cio¢, univoca in tutto il suo naturale dominio di
regolarita);

d) S7 annwulla per o = co.

Ma, benché tali proprietad siano tutte logicamente esprimibili in dette
nozioni, & facile vedere che, tra esse, soltanto la prima e l'ultima sono neces-
sariamente rispettate dalle trasformazioni lineari analitiche di f [C] su f[C*].
Consideriamo invece quest’altro insieme di proprieta, verificate dalla stessa
funzione vettoriale:

a") E univocamente definita nel dominio A = Q —C(2);
b") E analitica in ogni punto del dominio A,
c) Si annulla per « = co.

Si vede ora senza difficolta come tali predicati siano, tutt’e tre, rispet-
tati da qualunque trasformazione lineare analitica di f[C] su f [C*]; come,
cioe, rappresentata con F una siffatta trasformazione, la funzione vetto-

. . I . . . .
riale di «,——, sia necessariamente convertita, dall’operatore F, in una
a—

o —
perd indagare se, oltre ad essere necessarie (come abbiamo testé concluso),
tali condizioni, prese insieme, sono anche sufficienti per il fine indicato; se,
cioé, data comunque una funzione vettoriale p, di codominio f[C*], la quale
risponda ai predicati &'), 4'), ¢'), l'operatore F definito dalla formula (7)

soddisfa necessariamente le condizioni seguenti: 1) & una trasformaszione di
f [C] su §[C*); 1I) é wnmivoco; 111) é lineare, IN) é analitico, V) trasforma

funzione vettoriale di «, FK< Z)’ soddisfacente le stesse condizioni. Bisogna

. . . I . . .
la funzione vettoriale di « , nella funzione vettoriale di o, g, .
x—3

La condizione I) ¢ manifestamente verificata come conseguenza imme-
diata della definizione di integrale (n. 7) e del fatto che la w, sia una funzione
vettoriale analitica di codominio contenuto in f [C*] 3.

Quanto alla condizione II), bisogna tener presente che la curva orien-

-
tata v, cui si riferisce la formula (7), puod essere scelta in infiniti modi pos-
sibili. Dobbiamo quindi dimostrare che:

-
11.) Una volta fissata, in modo conveniente, la curva orientata ¥, la for-
mula (77) non puo fornive che un valore per Fo. Questo fatto & una conseguenza

(52) Non bisogna dimenticare che questa condizione & pili fiacca della ¢): invero, 'uni-
formita riguarda tuito il dominio di regolarita, mentre 'univocita si riferisce in questo caso
al dominio A, o, il che & equivalente, ad un dominio contenente A.

(53) E da notare che, proprio in questo punto, interviene il predicato &): infatti la
formula (7) non potrebbe, altrimenti, fornire nessun elemento di fLC*].
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dell’'univocita, che abbiamo ammessa [predicato &')] per la funzione vetto-
riale gy, sul dominio A (vedi n. 9, parte finale).

-
ILy) 77 valore di ¥ non dipende dalla scelta del cammino vy d'integrazione,

purché soddisfacente le condizioni gia indicate. Siano, in effetti '—Y)r ,_Y: due
siffatti cammini, frontiere orientate di due domini di olomorfia, rispettiva-
mente D, , D,, della funzione ¢ ; allora, in virtu del lemma III e di un’altra
proprieta indicata nel n. 2, sara possibile determinare un terzo dominio di
olomorfia D; della funzione ¢, interno ad ambedue i domini D, , D,, e nelle
condizioni dianzi indicate. Ma, in tale ipotesi, dato che la funzione vettoriale
di o, (@) pe, & 0lomorfa’s® sulla riunione D; U D, dei domini D,, D;, esclusi

tutt' al pine i@ punti dell'insieme C, si avra che gli integrali / ¢ (@) tho dot ,

—>
Y1

/cp () o @ sono uguali all'integrale /(p () wo do, e quindi uguali fra di

> -
Y2 Y
loro, q.e.d. (Questo punto richiede tjn’analisi piu profonda, che pero il
lettore ¢ in grado di rifare facilmente da se¢).

Quando alle condizioni III), IV) saranno anch’esse verificate in conse-
guenza di note proprieta degli integrali.

Finalmente, quanto alla condizione V), basta osservare che, siccome
la formula integrale di Cauchy e applicabile anche a funzioni vettoriali ana-
litiche (sotto condizioni analoghe a quelle classiche) ed awendosi, precisa-

mente, oo = O, verra subito (55)

I\ I I _
F‘<a_<):zm'/a—p up B = pa,

S
Y

dove y designa per esempio, la frontiera di un cerchio contenente C, orien-
tata in modo da lasciare a sinistra i punti di C.

Rappresentata, dunque, con P la congiunzione dei predicati &), §'), ¢'),
sara P la condizione necessaria e sufficiente cercata, cio¢ il predicato pis

ristretto, verificato dalla funzione vettoriale

Jra tutti quelli che sono

b
vispettati da ogni trasformazione lineare analitica di § [C] in §[C*). E le sue
soluzioni sono, precisamente, quelle funzioni vettoriali p. che, mediante [a
Jormula (7), rappresentano biunivocamente le riferite trasformazioni, essendo

! (per C*= C).

la trasformazione identica rappresentata dalla
a —

(54) E chiaro che anche il teorema di CAUCHY relativo agli integrali di funzioni olo-
morfe si puo estendere alle funzioni vettoriali. La dimostrazione si puo fare, sia vettorial-
mente, tenendo conto delle definizioni date nel n. 7, sia elementarmente, considerando le
funzioni vettoriali come funzioni analitiche di due variabili. Altrettanto si dica rispetto
alla formula integrale di CAUCHY.

(55) Vedi nota precedente. La condizione poo = 0 &, naturalmente, indispensabile
per I'applicazione della formula di CAUCHY in questo caso.
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Ci resta finalmente da esaminare il caso in cui l'insieme C contenga il
punto improprio. Ora & da notare che, in questo caso, la proprieta ¢’) non
ha piu senso, dato che il punto improprio non appartiene al dominio di rego-

larita della ; essendo facile vedere come, allora, il predicato risolvente

o
P si riduca alla congiunzione dei predicati &), &").

I11. EQUIVALENZA TRA I CONCETTI DI « OPERATORE LINEARE ANALITICO »
E DI « OPERATORE LINEARE CONTINUO». — Abbiamo visto nel n. 8 che ogni
operatore lineare continuo ¢ anche analitico. Ci proponiamo ora di dimo-
strare la proposizione reciproca.

Sia dunque F una trasformazione lineare analitica di f [C] su f[C¥*], e
rappresentiamo con p, la funzione indicatrice dell’'operatore F. Allora, data
comunque una successione @, [#=0,1,2,.--] di elementi dello spazio
f [C], la quale tenda ad un determinato elemento ¢ di questo spazio (ciog,
in simboli: Qim @, =¢), sara possibile trovare, per tutte le funzioni ¢, () dig,
un comun dominio di olomorfia, D, chiuso e contenente C all’interno, tale
che: 1) la sua frontiera, y, sia costituita da un numero finito di archi di
cerchio e, quindi, rettificabile; 2) la funzione ¢, () tenda uniformemente alla
funzione ¢ (3) sul dominio D, per #»— co. Verra, dunque, in tale ipotesi,

®) FCPn=fcpn(oc)p.udoc [n=0,1,2,--],

S
Y

rappresentando con_'; la curva y orientata in modo da lasciare a sinistra i
punti di C. Ma questa curva & un insieme chiuso contenuto nel dominio di
regolarita della p, e, quindi, secondo il lemma IV (n. 5), tutte le funzioni
ta (x) corrispondenti ai valori di « situati su y, ammetteranno almeno un
comun dominio di olomorfia D* (cke possiamo inoltre supporre chiuso), il
che ci consente di scrivere, in notazione ordinaria:

Fy [on ()] = —

2

fcpn(oc)@(oc,()doc, per ogni z € D*, [n=0,1,2,---]

3
Y

Sia allora M il massimo valore assoluto della funzione & («,z) sopra
Uinsieme cAiuso ¥y X D*; e sia, d’altra parte, ¢,, il massimo valore assoluto

della funzione ¢, —¢ sopra l’insieme ¥y [z=o0,1,2,---]. Verra dunque:

el Q) — Felp @1 =| J[@n (@) — @ ()] & () da

=e, Mlungy,
qualungque sia 3 € D*.
Ma, in virtu dell'ipotesi, si avra lime, = 0, e sard quindi

n

Lim Fo, = Fo = F Sim o, q.e.d.
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Questo risultato si pud anche enunciare, dicendo che ogni operatore
lineare analitico, applicato ad una serie uniformemente convergente in un
intorno di C, la trasforma, termine a termine, in una serie uniformemente
convergente in un intorno di C*, la quale ha per somma la trasformata della
somma della prima.

Rileviamo finalmente che i risultati stabiliti nei numeri precedenti, sussi-
stono, mutatis mutandis, quando, al posto del secondo spazio | [C*] si consideri
uno spazio di Banach complesso, cioé uno spazio lineare normale complesso in
cui valga il criterio di convergenza di Cawchy O (per esempio, lo spazio
kilbertiano). Uno spazio vettoriale analitico, {[C|, non appartiene a tale
categoria, ma si puo manifestamente esprimere come Somma &t infiniti spazi
di Banack; i visultati precedenti sono pure estensibili a tutts gli spazi che si
possono esprimere in questo modo.

12. — AUTOMORFISMI DI UNO SPAZIO VETTORIALE ANALITICO 7). — Con-
sideriamo nuovamente uno spazio vettoriale analitico f [C], e sia F una tra-
sformazione biunivoca di questo spazio in se stesso. Riesce ben facile dimo-
strare che, se I'operatore F & lineare, lo stesso accadra rispetto al suo inverso
F—r; se, inoltre, esso riesce continuo nei due sensi, F sard un awutomorfismo
dello spazio vettoriale analitico f [C]. Ora, al contrario di quello che avviene
per gli endomorfismi, una condizione, non solo necessaria ma anche sufficiente,
perché un predicato sia vispetiato da tutti gli automorfismi, é che riesca logica-
mente esprimibile nei concetti primitive. Quindi, per determinare la totalita
degli automorfismi di f[C] dobbiamo cercare un predicato R, #rriducibile

. . . . . I N T
in tale sistema, che sia verificato dalla base logica 2 ; cioe il pill ristretto
o —

fra i predicati logicamente esprimibili nei concetti primitivi che sono verifi-

cati dalla funzione vettoriale di «, . Le soluzioni del predicato risolvente
o —

R saranno allora tutte le possibili funzioni indicatrici di automorfismi di
£ [C].

Tuttavia, la determinazione di questa risolvente (paragonabile alle
risolventi di Galois delle estensioni algebriche dei corpi) & un problema che
non sono riuscito a risolvere completamente. I quattro predicati &), &), ¢),
d), indicati nel n. 10, sono manifestamente fattori logici di detto predicato
R (cioé condizioni necessarie). Lo stesso si puo dire di quest’altro predicato:

-
e) Se, per un elemento ¢ di §[C], si }m/cp (&) pada =0, essendo v la

>
Y

Frontiera orientata di un conveniente intorno di C, allora sara, necessariamente,
¢ =o.

(56) Su questo punto v. Jntroduzione.
(57) La lettura di questo numero non & affatto necessaria all'intelligenza di cid che
segue. Esso richiede inoltre una previa consulta della mia Memoria citata nell'introduzione.
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Questa condizione, che corrisponde al concetto di indipendenza Ilineare
negli spazi S, garantisce la biunivocitd dell’operatore F; ma non esclude
la possibilita che lo spazio f [C] sia trasformato dall’operatore F soltanto
in una sua parte, ed un esempio di questo fatto si trova nell’'operatore J de-

7
finito da J¢ 1) =/<p (#)dt (in qualsiasi spazio f[C] il cui insieme caratteri-
fo
stico C abbia una sola componente e contenga z,).

Un’altra condizione necessaria, ma non logicamente espressa nei con-
cetti primitivi (sebbene logicamente esprimibile in essi) & la seguente:

f) Se, per una funzione localmente analitica f(3) definita nel comple-

-
mentare dell’insieme C, si ha /@ (¢ ,2)fR) dz =0 (rappresentando con v la

>

¥
Jrontiera orientata di un conveniente intorno di C), allora sara, necessariamente

FR)=o.

Paragonando la @ («, %) al wmwucleo di una equazione di Fredholm, lo
stesso fatto si pud esprimere dicendo che tale funzione vettoriale & chrusa
nello spazio f [C] 68),

Si tratterebbe ora di indagare se la congiunzione dei predicati @), 4),
¢),d),e),f) coincide o no col predicato risolvente R; e se gli stessi predicati
sono o no indipendenti. Ma qui, appunto, si presentano difficolta che non
ho potuto superare.

13. CALCOLO DEGLI OPERATORI LINEARI (9. — Rappresentiamo con Tg
I'insieme delle trasformazioni lineari (anche non continue) di uno spazio
vettoriale & su se stesso (qui & designa un qualsivoglia sistema lineare munito
di conveniente concetto di «limite»: per esempio, uno spazio vettoriale ana-
litico o un qualsivoglia spazio di Banach complesso). La somma e il pro-
dotto di due siffatte trasformazioni (tra le quali si trovano sempre i molti-
plicatori scalari) vanno definite com’¢ stato convenuto al n. 8. Da questa
definizione si passa immediatamente a quella di potenza F” (con # intero
positivo qualunque) di un generico operatore F, e poi al concetto di polz-
nomio intero in una variabile ¥ ¢ a coefficienti scalari.

s(FH)=ac+ o F+- + o, F7'4+a F

Che significato, perd, dobbiamo attribuire al simbolo ¢ (F) quando ¢
rappresenti una funzione algebrica qualsiasi o addirittura una funzione ana-
litica trascendente?

Per risolvere la questione, cominciamo col definire /émizte di una succes-
sione F,, di operatori appartenenti a Tg:

(58) VOLTERRA et PERES, Théorie générale des fonctionnelles, p. 298.

(59) Su questo argomento, vedi FANTAPPIE, La giustificazione del calcolo simbolico e
le sue applicazioni all’integrazione delle equazioni alle derivate parziali. «Mem. dell’Accad,
d’Italia», vol. I, n. 2 (1930).
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Porremo Qim F, =F, se, e soltanto se, riesce Lim (F,u) = Fu, per

ogni w e &.

Consideriamo ora uno spazio vettoriale analitico f [C] ¢/ guale contenga
tutte le funzioni razionali intere (per questo occorre e basta che C non con-
tenga il punto improprio). Ci proponiamo allora di risolvere questo problema:
Dato un operatore F appartenente a Tg, associare ad ogni funzione ¢ e f[C]
un ben determinato operatove, che convervemo di rappresentare con ¢ (F), per
guisa che siano verificate le condizioni seguenti:

I) ¢ (F) e Tg per ogni ¢ € f[C];

ITI) Se ¢ () =1, allora ¢ (F) =1 (rappresentando con I la trasfor-
mazione identica; cioé I = F°);

III) Se ¢ (x) =<, allora ¢ (F) =F;

IV) (e + ) (F) =9 (F) + ¥ (F), quali che siano ¢, ¢ €f[C];

V) (29) (F)=ua¢ (F), quali che siano il numero complesso «, e ¢ € {[C];

VD) (¢-4) (F) = 9 (F) ¥ (F), quali che siano g, f[C];

VII) (Lim ¢@n) (F) = Lim ¢, (F), per ogni successione (¢.), conver-

gente, di vettori dello spazio f[C] .
Dalle II) e VI) risulta immediatamente che: Se ¢ ¢ % appartengono
tutte ¢ due af [C], allora I'operatore @ (F) sara invertibile (cioé biunivoco) e si

I I I
avra precisamente, — (F)= —=c , rappresentando con Dinverso di ¢ (F).
# s O)= a7t 0] 9 (F)

In particolare, una conseguenza delle II), IV), V), VI), sara:
I

A) Se e x) = p allora ¢ (F) = pogung o qualunque sia o € Q.
Supponiamo dunque verificate le condizioni I)—VII) e poniamo:
©) P (F)u—00p.

Allora, supponendo fermi il vettore % dello spazio & e l'operatore F
appartenente a Tg, e facendo invece variare ¢ sopra f[C], il simbolo @ rap-
presentera manifestamente una trasformazione univoca di f [C] su &, la quale
deve essere Jineare, perche, in virth della IV) e della V), si avra, rispettiva-
mente,

O+ =C+Bu=[E +vE)]u=0F) u+iF)u=00¢+0¢;
0 (ap) = (29) (F) u = g (F) u = «Op;

e anche continua, perche, in virti della VII) (badando inoltre alla precedente

definizione di limite) si avra:

© Linn g = (Giom 00) (F) 0 = [2irn g (BY] 20 = Lim [0 (F) ] = Lim O

(60) E da notare che le funzioni razionali intete dell’operatore F soddisfano queste
condizioni.
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Ma la funzione indicatrice dell’operatore ® sara, per forza di A) e tenendo

ancora in conto della (9):
0 I 1
“a—z  a«a—F ws

e quindi verra, in virtt del teorema fondamentale (numeri 10, I1):

(10) cp(F)u:@cp:ﬁ/%udoc,

Y

-—}
rappresentando con y la frontiera debitamente orientata di un conveniente
dominio di olomorfia della ¢.

D’altra parte, secondo I’analisi svolta al n. 10, la funzione di «,
1

a—F
nel complementare A dell’insieme C ed ivi analitica, gualunque sia we ©
(annullandosi per o =o0) ciog, in altri termini:

Per ogni we®S e ae A, lequazione funzionale av — Fv = w dovra am-
mettere in & una e soltanto una soluzione v, dipendente analiticamente dal
parametro o su A e nulla per o = oco. Inoltre: Se 2l problema dianzi proposto
¢ visolubile, lo sara in modo unico, e I'operatore ¢ (F) dovra essere definito
dalla formula (10).

Mostriamo ora come la condizione testé enunziata rispetto alla funzione
vettoriale (o — F)—* % sia non solo necessaria, ma anche sufficiente, perche
il problema sia risolubile e determinato. Ma, prima di questo, introduciamo
ancora alcune convenzioni semplificatrici:

Diremo che un operatore F,, variabile sopra Te, dipende analiticamente
dal parametro « in un dominio Dc Q,, quando, comunque sia dato u € &,
il vettore variabile v, = F, % costituisca sempre una funzione vettoriale
(di codominio &) analitica sopra D. D’altra parte, chiameremo derivata di
F, 'operatore variabile 9, F, tale che: (D, Fo) 4 = D, (Fo ) qualunque sia
uc@ Da queste definizioni si passa immediatamente a quella di primitiva

u, di codominio contenuto in &, dovra essere univocamente definita

e a quella d7 integrale esteso ad una curva orientata — le quali potrebbero essere
date anche direttamente, a partire dal precedente concetto di limite. In base
a tali convenzioni, possiamo sostituire la condizione VII) con quest’altra:

VII*) (Do 9o) (F) = Do [@a (F)], per ogni funsione vettoriale analitica
@y di codominio contenuto in f[C] 6.

Inoltre, la formula (10) potra essere scriita in quest’altro modo
1 [ 9
@ (F) =mfm_F da

>
Y

acquistando cosi una suggestiva analogia con la formula integrale di Cauchy.
(61) Allora, la condizione V) diventera superflua. Questa proprieta (la VII*) ha impor-

tanza fondamentale per le applicazioni del calcolo operatorio all’integrazione di equazioni
alle derivate parziali.
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Finalmente, alla condizione che abbiamo dianzi stabilita come neces-
saria per la risolubilita e determinatezza del problema proposto, possiamo
dare questo nuovo enunziato:

B) L'operatore (o« — F)~* deve essere uma funzione del parametro o
univocamente definita e analitica in tutto il complementare dell’insieme C (62),

Supponiamo dunque verificata tale condizione e mostriamo che, defi-
nendo ¢ (F) mediante la formula (10), tutte le condizioni I)-VII) sono veri-
ficate.

Quanto alle condizioni I), IV), V), VII), ’asserto & ovvio, dopo quello
che si & detto precedentemente. Ci rimangono le II | IIT), VI).

Per la IT) e la III), rappresentiamo con %, la funzione indicatrice del-
[ee]

l'operatore ® definito dalla (9), e poniamo %, = mi FYU= > ;»I+_x Un .

Allora verra
o, — Fu, = u,

ossia
u

T u. U, u
o

%o+ —— 4 — +---—F( >+

)

donde, per « =co: U, =w, e quindi

u,
24

u; +

+_F<uo+%+)=0)

donde ancora, per « = oco: wu, = Fu,.
Ma, d’altra parte, si ha u» =0 (3*)[n =0,1,2,- ]©63); e allora sara

Ok)=u ® () = Fu, qualunque sia ue®,
il che vuol dire, tenuto conto della (9), che:
a) Se ¢ (x)=1°=11, allora ¢ (F)w =wu, per ogni « € &€, e quindi
¢p(F)=F
b) Se ¢ (z)=zx, allora ¢ (F)u =Fuw, per ogni we®, e quindi
o (F) = F (),
Quanto alla VII), osserviamo che &

o 4O =] [[ £ [ £ Gde | e

>

-l he e

62) La condizione di annullamento all’infinito vi & gii implicita.
g P

[ee) (n
=®( E n+1

©
. . 1 I

(63) Per convincersene basterd osservare che & E: I Un = O
o n=o0 O

< : x—z
n=0
tener conto che Poperatore ® & lineare e continuo.
(64) Questa parte della dimostrazione non & che un adattamento alle ipotesi presenti
di quella data dal prof. FANTAPPIE.
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_)
essendo y la frontiera debitamente orientata di un conveniente dominio di

olomorfia della ¢ e della ¢.
Ma d’altra parte si ha

I _ 1 (@—F)—(«—F)
(e—F)@—=F) f—a« @—FE—F

B e—B"—@—HE—H (-]

= B—I~a (aiF - BLF> .

-
Inoltre, possiamo sostituire il percorso y cui si riferisce il secondo inte-

-
grale, con un altro percorso y* iZuterno al dominio D. E allora verra:

0® 40 (2] oo [t~

~w [ [ e S

’Y

Rappresentando ora con K, il primo termine del secondo membro, &
facile vedere 9 che si ha

[ f 49 )2

=L [E B s ®),

-

tenuto conto del fatto che, mentre descrive y*, il punto « si mantiene énterno
-
avy.

Quanto al secondo termine, K, si vede subito come sia K, =0, osser-

-
vando che, per descrivere vy, il punto § deve mantenersi esterno a Y*.

E sard quindi ¢ (F)-¢ (F) = (¢-¢) (F), q.e.d.

(65) Osserviamo che in questo punto interviene la linearitd dell’operatore F. Si ha,
infatti, [(¢c —F) B —F)] " =[Fz—(« +B) F+ af]” " e quindi B —F)” "(a—F)" "=
=@@—F"'@—F""

(66) 11 lettore potra vedere come, anche qui, sia lecita I'inversione dell’ordine delle

integrazioni.
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I4. SERIE DI POTENZE DI OPERATORI. — Abbiamo visto al numero prece-

(e
dente che, data una funzione ¢ appartenente a f [C] e tale che o= E ®n, CON

¢n €F [C], ed essendo F un operatore della famiglia Tg soddisfacente la

(o]
condizione B) ivi enunziata, si avra ¢ (F) = 2, ¢u (F).
n=0
In particolare possiamo stabilire che: Condizione necessaria e sufficiente

(o2
perché una serte E an B sia convergente, é che I'operatore (a — F)~' sia una

n=0

Sunzione di o univocamente definita ¢ analitica nel com plementare di un insieme
(o]
chiuso interno al cerchio di convergenza della Y, an 3" ©D.

n=0

Ora si vede facilmente che, rispetto all’operatore lineare § definito dalla
¢

formula 3¢ () =/¢ () dz (in qualunque spazio vettoriale analitico il cui
%o

insieme caratteristico C abbia una sola componente e contenga il punto z,) ¢®
si ha che I'operatore « —J ¢ invertibile per ogni «==0, essendo precisamente:

Lr—t

I I I =
mn(l)=7ﬂ(1)+“zfe n (1) dt.
0]

(o2
Allora, qualunque serie > . g» sard convergente, purche il raggio p di

n=0

(o]
convergenza della 2 an 2" non sia nullo, e si potra scrivere inoltre

n=0

e e]
foe . Eanoc"
(11) goana"= / -

2T

da

—)
essendo y, per esempio, una circonferenza con centro nell’origine e di raggio

<e.

In particolare si ritrova il noto risultato:

7+ () =f((;_!a)nn (o) det,

(67) Questo risultato generalizza un altro, ben noto, della teoria delle matrici finite,
secondo il quale la condizione di convergenza & che lo speff7o della matrice F sia interno
al cerchio di convergenza della serie considerata.

(68) FANTAPPIE, Mem. cit., p. I9.
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Q0
donde, badando a (11), e ponendo ¢ (x)= 3, @x1", si & ricondotti alla for-
mula di Duhamel "

4

¢ () 10 = 5 [bG— D)1 (@) da

X n
dove la funzione p (f) = 2, an -+ ¢ manifestamente il risultato dell’opera-

=0 !

tore ¢ (J) applicato alla funzione {(3)=1, con t =7 —7%,.-

NOTA FINALE. — La scarsezza di tempo mi ha costretto a condensare la redazione
di questa Memoria, omettendo gran numero di particolari che mi sembrano rilevanti, spe-
cialmente per quanto riguarda il calcolo operatorio.
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