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RELAZIONE 

letta ed approvata nella seduta del I 6 ottobre 1946, sulla Memoria di 
J osÉ SEBASTIÀO e SrL v A, presentata nella seduta del I 5 giugno I 946 
dal Socio M. PreoNE, intitolata: L'analisi funzz"onale lineare 
nel campo delle funzioni analz"tiche (*). 

Con la presente Memoria l 'Autore pone nuovi fondamenti all'Analisi 
degli spazi i cui punti sono funzioni rp (z), anali tiche di una variabile com­
plessa z della sfera Qz di Gauss . Per ogni insieme chiuso C di Qz, il Silva 
costruisce uno determinato di tali spazi che chiama vettoriale analz' tico (altri 
Autori direbbero lineare analitz"co) e indica con f [C] , i l  quale riesce lineare 
nel corpo dei numeri complessi e dotato di nozione di limite .  Suppos to il 
punto (jla (:z) di J[C], funzione del parametro et.., analitica in un dominio Da 
della sfera complessa Qa, dimostra che (jla (:Z) coincide sempre con una 
funzione ip (et.., z) delle due variabili complesse et.. e :z, anali ti ca al variare di et.. 
in Da e di z in un certo dominio di Qz . 

Assegnato, ad arbitrio, uno spazio S, lineare normale esso pure nel corpo 
complesso, oppure lineare analitico, perviene poi al risultato sorprendente 
che vi è identità fra le trasformazioni lineari di f [C] in S e quelle dis tribu­
tive e analitiche, attenendone una rappresentazione a mezzo dell 'integrale 
di Cauchy, che generalizza quella già data dal Fantappiè .  

Indica, infine, una nuova giustificazione del calcolo simbolico e ulteriori 
es tensioni dei precedenti concetti . 

È ben lecito sperare che con questa Memoria i l  Silva sia pervenuto a 
porre basi feconde di un grande progresso della teoria delle equazioni lineari 
negli spazi lineari anali tici . 

I l  lavoro del SILVA appare perciò ben degno di essere accolto, per la 
sua pubblicazione , nei volumi accademici . 

G. CASTELNUOVO, 
MAURO PICONE, relatore . 

(*) Alle spes e  per l a  stampa della presente Memoria ha generosamente concorso il 
Consiglio Nazionale delle Ricerche. 
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L'Analisi funzionale lineare 
nel campo delle fun z ioni analitiche. 

Memoria di JOSÉ SEBASTIÀO e SIL V A (I) 

RIASSUNTO. - Partendo da nuove premesse,  s i  fa uno s tudio generale delle opera­
zioni lineari s u  funzioni analitiche, col quale vengono estesi i ris ultati già conseguiti in 
ques to campo dal Fantappiè. In par ticolare, vengono definiti opportuni concetti  di « tra­
sformazione lineare continua'' e di « tras formazione lineare analiti ca))' i quali poi ris ultano 
equivalenti fra loro .  Questi ris ultati consentono finalmente di presentare sotto nuova forma, 
e par tendo da ipotesi più generali , il calcolo operatorio is ti tuito dal Fantap piè .  

r .  INTRODUZIONE - Scopo della presente Memoria è di contribuire , in 
qualche modo, alla chiarificazione e allo sviluppo di uno dei rami più interes­
santi della moderna Analis i :  la  teoria,  cioè, degli opera tori che agiscono su 
funzioni anali ti che . 

È ormai a tutti nota la feconda attività di ricerca svolta in questo campo 
dal pro f. Luigi Fan ta ppiè, fondatore della teoria dei funzionali analitici, che 
gli ha consentito di pervenire a interessanti risultati concre ti , specialmen te 
per quanto riguarda le applicazioni del metodo opera torio . 

Nell
'a più recente sis temazione di ques ta sua teoria (>), un nitido progresso 

si è verificato col passaggio dal conce tto di «funzione ana li ti ca '' nel senso 
classico (di Weiers trass) , a qu�llo di «funzione localmente analitica''· Scopo 
di tale cambiamento era di evi tare le complicazioni provenienti dai fatti 
di polidromia, nonchè di es tendere le stesse possibilità di applicazione della 
teoria .  

Mi è sembrato, tuttavia, che il nuovo concetto potesse ancora essere 
modificato (e non sos tanzialmente), in modo da rendere più agevole la trat­
tazione di detta teoria, e ,  quindi, più facile il suo ulteriore sviluppo .  Così, 
sono pervenuto al concetto di «funzione analitica legata ad un insieme)) : 

(I) Bors is ta dell'« Ins ti tuto para a Alta Cul tura'' di L isbona, press o l' Is ti tuto di Alta 
Matematica di Roma. 

(2) L. FANTAPPIÉ, Nuovi fondamenti della teoria dei funzionali analiticz .  "Atti del­
l'Ace. d'I talia,, Scien ze Fis . Mat. e Nat., vol. X I I, I94I. 
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Sia comunque fissato, sul piano sfera, O, un insieme C di punti, chiuso, 
non vuoto e non coincz'd ente con O; e siano, d'altronde, /(z) ,/* (Z_), due funzioni 
univocamente definite e analitiche (o, come si dice anche, olomorfe) , in due 
qualsivogliano domini aperti, rispettivamente D ,  D*, contenenti C. Ebbene, 
diremo che le funzioni/ (z) ,/* (z) rappresentano una s tessa funzione analitica 
l egata all'insieme C, se, e soltanto se, esis te almeno una terza funzione f** (z), 
definita anch'essa in un insieme aperto D** contenente C, e della quale le 
due prime siano prolungamenti. In tale ipotesi, ques t 'entità cos ì rappresentata 
da una qualsiasi delle funzioni f ,/*,/** , · · · sarà assunta come l'elemento 
generico del nostro spazio funzionale; mentre , invece,  nella trattazione del 
prof. Fantappiè, le funzioni f ,/* sono considerate come elementz" distinti 
dello spazio, qualora non si abbia D = D *, gli insiemi D , D *  essendo asse­
gnati alle funzioni/ ,/* come i rispettivi domini di esistenza, inestensibili per 
definizione, anche nel caso che le f ,j* riescano prolungabili anali ticamente 
a domini più es tesi. È tuttavia manifes to che, nel nos tro caso, lo spazio fun­
zionale varia con l 'insieme C (il suo insieme caratteristz' co) e appunto per ques to, 
lo rappresenteremo con f [C] (3l. 

Si vede dunque come il concetto di << funzione anali ti ca lega ta ad un 
insieme >> sia per così dire in terme dio fra quello di << funzione anali ti ca di 
Weiers trass >> e quello di << funzione localmente anali tica))

' 
tendendo a riu­

nire i vantaggi dell 'uno e dell 'altro, senza conservarne gl ' inconvenienti (4-l. 
Così, mentre da una parte si evi tano con tale convenzione gli imbarazzanti 
fatti di polidromia inerenti al conce tto classico di << funzione analitica)) (grazie 
all ' intervento dell ' insieme C) , si riesce , dall 'altra parte, ad eliminare certe 
considerazioni relative ai domini di esis tenza, impos te dal concetto di fun­
zione << localmente analitica))

' 
le quali considerazioni ingombrano inutilmente 

la teoria, celandone la vera essenza e l ' intrinseca bellezza. In particolare 
si perviene subito, in modo del tutto naturale, alle definizioni di << somma di 
due funzioni>> e di << prodotto di una funzione per un numero complesso (cioè, 
uno scalare)))' nonchè al concetto di << limite>> di una successione (cpn) di ele­
menti di f [C]. Ques t 'ultimo, poi, non è altro in fondo che il concetto di con­
vergen za unif orme, rzf erita ad un eventuale domini o di olomorfi a  comune a tutte le 
funzioni Cflo ,  cp, , Cfl2, • • • e contenente C<>> . Con tali nozioni primitive, l ' insieme 

(3) Si potrebbe pure , con la s tessa orientazione, s tabili re un conce tto di "spazio fun­
zionale anali ti co universale "· 

(4) Si aggiunga che il nuovo conce tto è più complesso di quello di WEIERSTRASS, in 
quanto che , nel caso che l'insieme C sia sconnesso e formato di un  numero fini to di co mpo ­
nenti ( insiemi connessi staccati fra d i  loro) ,  una funzione può essere defini ta separatamente 
per ciascuna delle componenti di C ,  senza che vi sia nessun legame obbligatorio tra ques te 
de terminazioni parziali . 

(5) Con tale conce tto ,  l 'operatore di derivazione riesce manifes tamente co ntinuo, per 
forza del teorema di WEIERSTRASS, secondo i l  quale , data una successione (cpn)  di funzioni 
anali tiche , la quale converga uniformemente sulla frontiera di un dato dominio,  si avrà ancora 
uniformemente 5>, lim cpn (z) =li m 5>, Cjln (:z) , sull'interno dello stesso dominio. 

n n 
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f [C] diventa uno spazio (2) vettoriale (6) e i suoi elementi possono allora venir 

denominati vettori. Si avrà così un metodo, che possiamo chiamare diretto, 

per lo s tudio degli operatori che agiscono su funzioni analitiche . 

Ora nella trattazione del prof. Fantappiè C7l, tutti i ragionamenti muo-' 
vono dal concetto di funz z"one analz"tz"ca di z ,  dipendente analiticamente da un 

paramento, rx ,  intendendo per questo, semplicemente, una funzione anali­

tica di z, cp (Z , rx) , variabile col parametro rx, in modo da riuscire funzione an a­

lit ica delle due variabili z ,  rx . In tale ordine di idee , un funzionale F (cioè, un 

operatore che trasformi funzioni z" n numeri )  si dice analitz"co, quando, appli­

cato ad una funzione cp (z, rx) di :{, dipendente analz" ticamente dal parametro 

rx, la trasformi in una funzione f ( rx) - F z [ cp (z , rx)] ,  ancora analitica in rx. 

Ed è sos tanzialmente con tali premesse che Egli perviene all 'espressione 

generale dei funzionali anali ti ci lineari definiti in una data regzone funzionale 

lineare (C) (dando ques to nome alla famiglia delle funzioni localmente anali­

tiche i cui domini d 'esis tenza contengono C) . 
Consideriamo invece due spazi f [C] , f [C*] con C=J=C* o C= C* Avrà 

ora un senso (e l 'aveva anche prima, sebbene in modo diverso) parlare di 
trasformazioni continue e di trasformazioni lineari di f [C] su f [C*] .  Ma si 
potrà anche definire direttamente, a partire dalla nozione di «limite>> 1v1 
introdotta ,  il concetto di funzione C?a (:z) dz" z, dipendente analz" ticamente dal 
parametro rx , concependo adesso la C?a come funzione analitica di rx , dz· 

codominio contenuto in f [C] o in f [C*] , e non come semplice funzione 
analitica delle due variabili z, rx; quantunque possa poi venir interpre tata 
come tale (v. definizioni del n .  4 e teoremi dei nn. 5, 6) . 

Diremo inoltre che una trasformazione puntuale univoca F di f [C] su 
f [C*] è analù ica, quando trasformi le funzioni analitz"che di codominio con­
tenuto in f[C] , in funzioni analù iche di codominio contenuto in f [C*] (sl. 

E, con tali premesse, si perviene facilmente a questo risultato fonda­
mentale : 

L a  classe dell e trasformazz" oni linearz· continue di f [C] su f [C *] coz" nd de 
con la classe del le trasformazz"oni lineari analitiche dz" f [C] su f [C*] .  

Contemporaneamente ,  vien s tabili ta l 'espressione generale d i  siffatte 
trasformazioni <9>, il che, nel presente lavoro, faremo a partire dal concetto 
di. « operatore lineare analitico»; essendo peraltro manifesto che lo s tesso 

(6) Per analogia con l'espressione del prof. FRÉCHET: spazio (5:l) vettoriale (vedi FRÉCHET, 
Esjaces abstraits, Paris ,  Gauthier Villars). Sullo stesso argomento,  v. M. PreoNE, Fondamenti 
di Analisi funzionale lineare, Libreria Uni v. Roma, 1943, p. 339· 

(7) Per le precisazioni , v. FANTAPPIÈ, Mem . cit . 
(8) Si badi che gli operatori ora considerati sono qualche cosa di più che i funzionali 

precedent i  (quelli , cioè, che trasformano funzio ni in nu meri) .  In un prossimo lavoro intendo 
occuparmi di operatori analitici non lineari; in tale caso ,  l'estensione del concetto di analiti­
cità s i  rivela possibile in  più modi di versi . 

!9) Questa  espressione generalizza quella data per i funzionali . È vero che il prof. FAN­
TAPPIÈ considera anche gli operatori che trasformano funzioni in funzio ni, sotto la forma di 

funzionali misti; ma i suoi risultat i  non sono equivalent i  a quelli qui esposti. 
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potrebbe essere fatto a partire dal concetto di « operatore lineare continuo ll, 
dimos trando dopo l ' identità sopra enunciata (ID). 

M a un altro fatto va pos to in massimo rilievo: che , cioè, i risulta ti prece­
denti sussis tono, mutatz"s mutandis, quando, al pos to del secondo spazio f [C *] ,  
si consideri un  qualunque spazio lineare no rmale co mplesso 6, in  cui valga 
il criterio di convergenza di Cauchy, cioè uno spa zio di Banach nel co rpo 
co mplesso<"> . Una conseguenza notevole di ques to fatto è che il calcolo 
degli opera tori lineari, is ti tui t o dal pro f. Fan ta ppiè, a vendo come scopo 
predominante quello delle applicazioni all 'integrazione di equazioni differen­
ziali, potrà ora venire es teso anche alle tra sfo rmazz"o ni lin earz· di un qualunque 
spazio di Banach co mpl esso (in particolare per quel le dello spazio hilber­
tiano). Tuttavia, per non rendere troppo lunga la presente Memoria, mi limi­
terò qui ad a ccennare alle possibilità di tale es tensione, la quale si basa sul 
notevole fatto seguente : 

T utte le pro po sizio ni fo ndamentali della teo ria classz" ca delle funzio ni ana­
litiche po sso no essere estese a quelle funzio ni vetto riali analzl iche delle variabili 
co mplesse, il cui co do minio è co ntenuto in uno spazz"o di B anach co mplesso (12>. 

Si osservi in o l tre che tutto il calcolo degli opera tori lineari viene ora 
basato rigorosamente su una formula analoga a quella di Cauchy; e che, 
d 'altra parte, diventano precise le condizioni che debbono regolare l 'uso di 
serie di opera tori. 

È ancora da rilevare che tutti i risultati precedenti si possono es tendere 
al caso delle funzioni anali ti che di più varia bili : tutta via ,  per il fatto che 
tale es tensione non presenta difficoltà sostanziali, mi as tengo dallo svilup­
parla in questo lavoro. 

Devo finalmente avvertire che, in tutte queste ricerche, sono s tato 
guidato da un insieme di considerazioni logico-ma tema ti che, che formano 
l 'oggetto di una mia Memoria recentemente pubblicata<IJ>. Ho tuttavia cer­
cato di fare in modo da non rendere qui indispensabile una previa le ttura di 
detta Memoria. 

N OTA. - Solo dopo la redazione della presente Memoria ho po tuto leggere un interes­
sante Nota del prof. R. CACCIOPOLI(I4) nella quale vien considerato un co ncetto di "limi te», 
che coincide , in sos tanza , con quello qui defini to. Bisogna tu. ttavia avvertire che : r0 i l  
prof . Cacciopoli non v i  definisce i l  concetto d i  "funzione anali tica legata a d  u n  insieme chiuso»; 
2° i suo i  ragionamenti muo vono dal teorema di Fr. RIESZ sulla rappresentazione dei fun-

(ro) Bas ta osservare che la fo rmula integ rale di CAUCHY consente di esprimere ogni 
funzione anali tica come limite di una successio ne uniformemente convergente di certe fun­
zioni razionali (v. lavori di RUNGE sull'argomento). 

( I I) Sugli spazi di BANACH nel corpo reale, v. FRÉCHET , op.  cit. 
( rz) Si escludono, naturalmente, le classiche condizioni di monogenei tà. Sussis te in­

vece l 'equivalenza tra i conce tti di monogenei tà e di anali ticità rispetto a domini aperti. 
( r 3) Sugli automorfismi di u n  sistema matematico qualunque . "Comm. Pon tifi eia Ace . Se. n, 

vol. IX, n. 9, 1945, pp. 327-357. 
( 14) Sui funzionali lineari nel campo delle funzioni analitiche. " Rend . Ace .  N az. Lincei », 

1931, vol. X I I, p. 263. 
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zionali lineari continui definì ti in insiemi di funzioni continue; 3° Egli considera unicamente 
funzionali puri (quelli , cioè, che trasformano funzioni in numeri; e non fu nzioni infunzioni). 

È poi da ri levare che lo s tudio degli operatori lineari continui defini ti fra due spazi f [C] , f[C*] non si riduce affatto a quello dei funzionali misti, dando ques to nome ai funzionali 
della forma y =F, [ (jl (z); t], dove <p è una variabile-funzione e t una variabile numerica sopra 
un insieme fisso. Basterebbe osservare che non esiste nessun intorno dell 'insieme C* dove 
siano olomorfe tutte le funzioni appartenenti a f[C*]. Tuttavia, da quanto in  segui to verrà 
s tabilito ,  si desume che , data comunque una trasformazione lineare continua F di f [C] su f [C*], ogni famiglia ff (fini ta o infini ta) di funzioni olomorfe in uno stesso intorno D di C 
sarà trasformata da F in una famiglia ff* di funzioni ancora olomorfe i n  uno stesso intorno 
D* di C*. Ma ques to, appunto, bisogna dimos trarlo . 

Aggiungerò da ultimo che sono pervenuto al concetto di « limite» in questione , cercando 
di adattare al conce tto di « funzione anali ti ca legata ad un'insieme» il conce tto di «intorno>> 
introdotto dal prof. FANTAPPIÈ. 

2. IL CONCETTO DI FUNZIONE ANALITICA LEGATA AD UN INSIEME CHIUSO. 
In tutto ciò che segue, rappresenteremo con Q il piano- sfera, il piano, 

cioè, della variabile complessa, ampliato con l 'aggiunta del punto=· Come è 
noto, il piano-sfera costituisce uno spazio topologico compat to (x5), dacchè 
si prendano come intorni di ogni punto al finito, per esempio, le parti in terne 
dei cerchi con centro nel punto s tesso e, come intorni del punto improprio, 
per esempio, le parti es terne dei cerchi con centro nell 'origine. Lo spazio 
topologico così definito è inoltre metrz"zzaM le : un criterio di dis tanza che defi­
nisca la stessa topologia, può esservi introdotto mediante il noto procedi­
mento della proiezione stereografica; la nuova dis tanza sarà detta sferica, e 
si chiamerà d 'altronde intorno sferico ( �) di un punto z, l ' insieme dei punti 
la cui dis tanza da z sia minore di �. 

Una volta precisato quali sono gli intorni dei punti di ques to spazio, i 
concetti di chiusura, parte interna, p ar te e st er na, front iera, ecc. (di un insieme 
A qualunque) , nonchè i concetti di insieme ap erto, in sieme chiuso, insieme 
connesso, ecc. , ne derivano immedia tamente secondo la teoria generale degli 
spazi topo logici. (I6) Ricordiamo inoltre che si chiama copertura apert a di un 
insieme A ,  ogni famiglia jJ di insiemi aperti la cui somma contenga A .  Una 
proposizione della quale non si potrebbe fare a meno nella teoria degli opera­
tori anali ti ci è la seguente : 

LEMMA I. (Heine-Borel-Lebesgue). - In ogni spazio metrz' zz abzl e compat to, 
data comunque una copertura aperta jJ di un qualsiasi insieme chiu so C, esz' ste 

(r5) Cioè tale che ogni insieme infini to vi amme tte almeno un punto di accumulazione 
(FRÉCHET) .  

(r6) Dati un insieme A ed u n  punto p, si dice che: r0 p è interno a d  A,  quando esis ta 
almeno un intorno di p contenu to in A; 2° p è esterno ad A, quando sia interno al complemen­
tare di A; 3° p è aderente ad A (o appartiene alla chiusura di A) ,  quando non sia esterno ad 
A; 4° p appar tiene allafrontiera di A, quando non sia nè interno nè es terno ad A, ecc. D 'altra 
parte , un insieme si  dice aperto, quanto coincide con la sua parte interna; chiuso, quando 
coincide con la sua chiusura (quando cioè i l  suo complementare è aperto); sconnesso, quando 
si può decomporre nella somma di due insiemi tali che ogni punto di ciascuno di essi sia es terno 
all'altro 1 ecc. 
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sem pre (eventualmente in più modi) un numero finz"to di insiemi appartenenti 
ad�, che f ormano, anch'essi ,  una copertura ap erta dell'insieme C (r7l. 

Conviene inoltre ricordare ques to fatto : che, z' n qualunque spazio di intorni, 
ognz· in sz" eme A si trova unz'vocamente decomposto in una famiglia di z' nsz"e mi 
conn essi MASSIMI (non contenuti, cioè, in altri sotto- insz"emz· conness i  di A), 
i quali sz' dicono le COMPONENTI dell 'insieme A (rs). Allora, un insieme connesso 
del piano-sfera si dirà semplicemente connesso, se pure il suo complementare 
è connesso; e si dirà n- uplamente connesso (con n> 1) , quando il suo comple­
mentare sia formato di n componenti . Osserviamo intanto che un insieme 
può essere anche formato di infinite componenti . 

Chiameremo dominz' o aperto ogni insieme aperto, e d ominio chiuso, la 
chiusura di ogni insieme aperto . Chiameremo inoltre z'ntorno aperto [ chiuso] 
di un dato insieme A, ogni dominio aperto [chiuso] contenente A e tale che 
ciascuna delle sue componenti contenga almeno una componente di A [nel 
suo interno] (r9l. È facile vedere che : Dati comunque due intorni D, , D2 di A, 
e sz"ste almeno un i ntorno D3 di A ,  tale che D3 C D, , D3 C D2. Dal lemma I si 
deduce immediatamente quest'altra proposizione : 

LEMMA Il. - In qualunque spazio metrizzabile compatto, ogni in torno 
di u n  z' nsieme chiuso C non può avere che un numero finz"to d i  componen ti (anche 
se C ne h a  infinite). 

Per brevità di linguaggio chiameremo curve s emplz"cz" del pianosfera 
le immagini omeomorfiche della circonferenza (linee continue chiuse senza 
punti multipli) . Allora, possiamo enunciare anche la seguente proposizione, 
più specifica della precedente . 

LEMMA III. - Ne llo spazio Q, ogni intorno di qualsivoglia insieme chiuso 
contiene almeno un intorno dello stesso z'nsieme, la cui frontz"era è la somma di 
un numero finz" to di curve semplz"cz", senza punti comunz·, format e dz· un numero 

finito di archi dz' c erchio. 
Ciò premesso, supponiamo dato sul piano-sfera un insieme C di punti, 

chz' uso, non vuoto e non coz'ncz"dente con l' z'ntero spazz" o, Q. Adottando in parte 
la terminologia del prof .. Fantappiè, chiameremo funzione localmente analz"­
# ca ,  ogni funzione complessa della variabile complessa (nel senso generale) , 
univocamente definita in un determinato dominio, aperto o chiuso, e monogena 
in tutti i punti di tale dominio<2ol. Allora, date due funzioni localmente anali-

( 1 7) ALEXANDROFF und HOPF, Topologie, Berlin. Springer 1 93 5, p .  87 .  
( r 8) Ibidem, p .  49· 
( 1 9) Quando diremo soltanto « dominio" o «intorno,, intenderemo parlare di un dominio 

o intorno qualsiasi, non importa se aperto o chiuso . 
(20) Ricordiamo che una funzione f (:t) si dice monogena nel punto :t =  oo, quando la 

funzione! (+) lo è nel punto z =o; e che, se laf(z) è monoge�a in tutto un conveniente 

intorno del punto improprio, ammetterà uno s viluppo f (z) = l: .!!:!:.._ convergente in  tale 
n=o :tn 

intorno . 
Invece di «localmente analitica" si potrebbe dire, semplicemente, «Olomorfa"; ma la prima 

espressione tende a fare presente che i l  conce tto in  ques tione esclude quello di prolungamento 
analitico, nel senso che abbiamo precisato nell'introduzione. 
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tiche f, (:z) ,f. (z), definite in due in torni, rispettivamente D, , D2, dell 'insieme 
C, diremo che tali funzioni sono equivalenti rispetto a C ,  o che rappresentano 
la s tessa funzione analz"tica legata all'insieme C ,  se, e soltanto se, essendo D3 
un intorno di C contenuto nell 'intersezione dei due dominì D,, D., si ha 
f, (:z) =f. (z) per ogni z € D3 (•l). Così ,  ogni funzione anali ti ca legata a C non 
sarà altro che una classe di infinite funzioni localmente anali tiche, equivalenti 
tra di loro rispetto a C. E chiameremo, naturalmente, dominì di olomorfia 
di una funzione analitica legata a C gli intorni di questo insieme, dove essa 
riesca univocamente definita e analitica .  

Che rapp&rto vi è tra il concetto di funzione analitica or ora introdotto e il 
concetto dz" funzione analz"tica nel senso di Weierstrass? 

Supponiamo dapprima che l ' insieme C sia connesso .  Allora, ogni funzione 
analitica legata a C definirà una funzione analitica nel senso di Weierstrass ;  
m a  non è affatto escluso che distinte funzioni anali t i  che lega te a C possano 
rappresentare una stessa funzione analitica nel senso di Weierstrass , la quale, 
in questo caso, sarà naturalmente pluriforme. Più precisamente : data una 
funzione analitica pluriforme che ammetta rami monodromi in un intorno 
dell' insieme C ,  ciascuno di ques ti rami costituirà una determinata funzione 
anali ti ca legata a C .  

Esempio. L'insieme C sia la circonferenza con centro nell'origine e di raggio 2 .  Allora, 
4 

la funzione anali tica/(:z) :: -1 - Y :z• -9, che riesce manifes tamente olomorfa sopra un 
:z+r 

conveniente intorno dell'insieme C (per esempio, l ' intorno D costi tui to dalla corona ci rcolare 

con centro nell'origine e di raggi I_:_, 2 _:_) , rappresenterà quattro funzioni anali ti che legate 
2 2 

a C ,  corrispondenti ai quattro rami della f (:z) sopra il dominio D .  Invece , la funzione log z 
non può rappresentare nessuna funzione anali tica legata a C. 

Se, però, avviene il caso che l 'insieme C non sia connesso ed abbia preci­
samente n componenti, allora una funzione analitica legata a C rappresenterà, 
in generale, non più una, ma bensì n funzioni analitiche nel senso di Weier­
strass, le quali possono essere completamente indipendenti fra di loro purchè 
ciascuna delle componenti dell' insieme C sia contenuta in un dominio di 
olomorfia di una di codeste funzioni . 

Esempio. L'insieme C abbia pe r componenti: 1° i punti 4 i,- 4 i; 2° la corona circo­
lare r con centro nell'origine e di raggi 2 e 3· Allora,  rappresentato con D l'intorno dell'insieme 

C che ha per componenti: I) i cerchi rx, r. , di raggio _:_ e di centri rispe ttivamente 
4 

4i, -4i; I I) la corona circolare r3 con centro nell'origine e di raggi I, 3 ..:_, la fun-
2 

zwne rp (z) così defini ta: 

( 2I) È facile verificare che si tratta qui , effettivamente, di una relazione di equiva­
lenza - cioè, di una relazione riflessiva, simmetrica e transitiva. Ricordiamo d 'altra parte come 
ogni relazione di equivalenza possa convertirsi in una relazione di identi tà. 
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T 
'P (z) = z + 4 i sopra rr' 

I 
r2, 'P (,z) = z- 4i 

sopra 

�v-- r3, ) cp(z)=- z2+I6 sopra con 'P (3) =T, z 
rappresenta una funzione anali tica legata all'insieme C, della qua le D non è che uno degli 

i nfini ti domini di olomorfia. Ma anche la sola funzione_:_ rappresenta una funzione legata z 
all'insieme C.  

Supponiamo finalmente che l 'insieme C abbia infini te componenti . Allora 
in virtù del lemma Il, ogni intorno di C ammetterà soltanto un numero fini to 
di componenti, e così una funzione anaNtica legata a C non potrà rappresen­
tare che un numero fini to di funzioni analitiche nel senso di Weierstrass, il 
quale numero, tuttavia, non è soggetto a nessuna limz"tazzone. 

Esempio. L'insieme C sia costituito dai punti o, ±i , ± 2 i , ··· , ±n i , ··· , oo, e 
siano ro' r; 'r- i' roo' rispe tti vamente, cerchi con centri in o' i'- z'' o e di raggi 

I I I  I 00 00 00 
- , - , - , 1 - ; allora, prese comunque le serie � anz" , � bn(z-it � cn(z+i)", 
3 3 3 2 n=O n=O n=o 

l: d,. con la sola condizione che siano convergenti,  rispettivamente,  all'interno di ro, n=o Z" 
r,' r- i e all'esterno di roo' l ' insieme di ques te serie definirà una determinata funzione 
anali tica legata a C. È ovvio che il raggio del cerchio reo potrebbe essere aumentato, in 
modo che un maggior numero di componenti di C passasse al suo interno: ma non vi po­
trebbe passare che un numero fini to di tali  componenti . 

3· SPAZI VETTORIALI ANALITICI. - Sia ancora C un sotto-insieme chiuso 

di Q, non vuoto e non coincidente con Q. Con il simbolo f [C] rappresente­
remo sistematicamente : 

r0 l 'insieme di tutte le funzioni anali tiche legate a C- se l ' insieme C 
non contiene il punto improprio ;  

2° l ' insieme di quelle sole funzioni analitiche legate a C che si  annul­
lano nel punto improprio - se questo punto appartiene a C. 

Nell 'insieme f [C] possono essere definite una addizione e una moltz'plica­

zione, nel modo seguente, che è anche il più naturale : 
Date comunque cp ,  <.jJ appartenenti a f [ C],  chiameremo somma di cp con 

<.jJ ,  la funzione cp + <.jJ, appartenente pure essa a f [ C],  tale che, essendo D un 
comun dominio di olomorfia della cp e della <.jJ (contenente C all 'interno) si 
abbia (cp + <.jJ) (z) = cp (z) + <.jJ (z), per ogni z. E D; e chiameremo prodotto di 
cp per .,V, la funzione cp · <.jJ tale che, per ogni punto z. di un siffa tto dominio D,  
S l  abbia (cp ·<.jJ) (z) = cp (Z.)·..jJ (z) (22). 

(22) Conviene osservare che: I0 se Dr, D2 sono domini di dolomorfia aperti (chiusi) ,  
rispe tti vamente, della <p e della lji, l ' intersezione Dr, D2 conterrà u n  comun dominio d i  olo­
morfia (chiuso) delle s tesse funzioni; 2° la somma e il prodotto di due funzioni non 
cambiano col variare del dominio D, di cui si parla nella definizione, i l  che vuoi dire che tale 
somma e tale prodotto sono univocamente determinati. 
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Rispetto alle due operazioni definite, l ' insieme t [C] costituisce, manife­

stamente , un anello commutativo (23) ; ma non è questa, propriamente, la s trut­
tura algebrica che ci interessa di fissare in tale insieme . Badando soltanto 
all 'addizione e al prodotto di funzioni cp ,  � · · · per numeri complessi �, �· . .  

si cons ta t a che : 

I. Rispetto alla prima operazione, l ' insieme t [C] forma un gruppo 

commutativo; cioè, l 'addizione è quivi un 'operazione univoca, associativa, 

commutativa, e la sua operazione inversa - la sottrazione - è possibile per 

qualunque coppia di elementi (2+) ; 

II. Rispetto alla seconda operazione , si ha, quali che siano i numeri 
complessi � , � e le funzioni cp , � appartenenti a f [C] : 

Io �cp è un elemento determinato di f [C]; 
2o � ( cp + �) = �cp + �� ( � + �) cp = �cp + �cp ; 30 ( ��) cp = � (�cp) ; 
40 I•(jl = (jl. 

Esprimeremo ques ti fatti, dicendo che l ' insieme f [C] forma un sis tema 
lineare, rispetto all 'addizione e al co rpo di scalari cos ti tuito dai numeri com­
plessi <2>). 

Abbiamo così sottolineato in t [C] una particolare s truttura algebrica ; 
ma si può anche aggiungervi, in modo ugualmente na turale , una strutt ura 
topologica, rispetto alla quale le operazioni precedenti riescono continue. 
Ciò avviene nel modo seguente :  

Data una successione Cjln [n = o , I , 2 , · · · ] d i  elementi di f [C] (punti o 
vettori di questo spazio); diremo che tale successione ha per limite un de ter­
minato elemento cp di f [C] , e scriveremo allora S:?i-mcpn = cp ,  se esis te 

n 
almeno un intorno D dell 'insieme C, tale che : I )  D sia un comun dominio di 
olomorfia di tutte le funzioni Cfln; 2) per ogni e;> o, si possa trovare un intero 
p soddisfacente la condizione : 

l Cfln (z)- cp (z) l <e, quali che siano n> p , z E D; 

cwe, in altri termini : quando esis ta almeno un intorno D di C, sul quale la 
cpn (z) tenda, uniformemente alla cp (Z), per n-+=. 

Con l 'aggiunta di tale concetto di limite,  il sis tema lineare f [C] diventa 
quello che chiameremo uno spazio vettoriale an alitico. Topologicamente, si 
tratta di uno spazio appartenente alla categoria degli spazi (l: ) o spazi di 
convergenza<26) . Sarà questo spazio anche metrizzabile? Più precisamente : 

( 23)  VAN DER WAERDEN, Moderne Algebra, Springer, 2a ed . ,  1 937 ,  p. 37 · È inoltre 
da rilevare che l 'anello in ques tione sarà un dominio d'integrità, se e soltanto se l'insieme C 
è connesso. 

( 24) Ibidem, pp.  1 3-1 7 . 
( 2 5 )  Potremmo anche dire ,  in questo caso, «spazio lineare» o « spazio ve ttoriale », 

invece di " sistema lineare». VAN DER WAERDEN applica la denominazione Vektorraum ad 
una classe più ampia di s i s temi algebrici , imponendo agli scalari la sola condizione di formare 
un anello (op.  c it . ,  p. 46 e p. 104). 

( 26) "Espaces (.1:) » secondo FRÉCHET (Les espaces abstraits, Paris , p. 1 63 ) .  ALEXAN­
DROFF e HOPF dicono in ques to caso Konvergenzriiume (op. ci t., p. 27) . 
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Sarà possibile introdurvi un criterio di distanza, cui possa ricondursi i l  pre­
cedente concetto di limite ? Di questo problema mi occuperò in un lavoro 
ulteriore . 

Intanto osserviamo che gli spazi vettoriali anali tici costi tuiscono parti­
colari sù temi matematici, nel senso precisato nella mia Memoria dianzi citata 
(v. Introduzione): le entità primitive sono, in questo caso, le operazioni 

+, ri-tn e i singoli moltiplica tori scalari a. , � , · · · , i quali possono venir 
pensa ti come opera tori (e precisamente opera tori lineari continui) de fini ti 
m f [C] , e, quindi, come entità di tipo 2 sopra f [C] . 

4· IL CONCETTO DI FUNZIONE VETTORIALE ANALITICA. - Oltre le suc­
cessioni di vettori dello spazio·f [C] , le quali non sono altro che funzio ni vet­
toria li della varz' abile intera, n, interessa considerare funzz' oni vettor iah della 
variabile scalare (complessa) a.. Si dirà naturalmente che, in un dato sotto­
insieme A del piano sfera n .. , è uni vocamen te definita una fu nzione vett orz 'ale 
q:>" della variabile scalare, a., a codominio contenu to nello spazio f [C] , quando sia 
data una legge per la quale, ad ogni a. E A venga associato uno, ed uno solo, 
elemento q:>" di f [C] (27) . 

Ciò posto, sia q:>" una funzione di codominio contenuto in f [C] , univoca­
men te definita in un dominio D dello spazio O" Allora, diremo che tale fun­
zione è anali tica in un dato punto a.o appartenente a D ,  quando esista almeno 
una successione (q:>n) di elementi di f [C] tale che, per ognz· punto a. di un 
intorno dz· a.0, si abbia 

( r ) q:> a = 52-i-tn � ( rJ.- a.o) ' q:>; se a.0 è un pun to proprio ; 
n i=o 

o 

(2) se a.0 è il punto improprio .  

Naturalmente, la  q:>a s i  dirà anali tica nel  dominio D,  quando lo s ia  in tutti 
p un ti appartenenti a D .  

Un 'osservazione che si impone fin  dall 'inizio è questa : 
L a  precedente definizione è data esclusz' vamente in termini primitivi dello 

spazio vettoriale analitico f [C] ; cioè , oltre l' addizz 'one, l' operatore ,2-i-tn e i mol ­
tiplicatori scalari, non vi intervengono che nozioni puramente l ogico-formali<2s). 

Così come avviene per le funzioni analitiche ordinarie, una data fun­
zione vettoriale analitica q:>", z 'nizialmente definita in un dominio aperto D , 

(27) Invece della notazione tpa sarebbe più naturale , in certo senso,  una notazione del 
tipo cl> (oc); ma ques t'ultima, oltre a riuscire ingombrante , nasconde l'analogia con le succes­
sioni di vettori .  Certi autori preferiscono usare, in  casi simili, l 'espressione «punto-funzione,, 
invece di « funzione ve ttoriale "· (V .  per esempio VITALI, Geometria dello spazio hilbertiano , 
Zanichelli , Bologna, 1929, p. 75). 

(28) Usando la terminologia adottata nella mia ci tata Memoria (p. 33 6) possiamo d i re, 
più precisamente, che il concetto di« funzione vettoriale anali tica" è logicamente esprimibile , 
in senso normale , nei concetti primitivi sopra indicati. 



JosÉ SEBASTIÀO e SILVA, L'analisi fun zionale lineare, ecc. 217 

potrà essere o no p rolungata analitic amente ad un al tro dato dominio aperto 

D* che intersechi D; e, nel caso affermativo, lo potrà essere in modo unico (29). 

La somma di tutti i domini ai quali la (j)a sia anali ticamente prolungabile 

sarà, manifestamente, un dominio aperto R, che, per manifeste ragioni di 

analogia, chiameremo l ' insieme dez· punti regolari o il  dominio di regolarz"tà 

della (j)a. E può darsi che, nella sua massima esp ansione, la (j)a riesca unzf orme, 

ma può anche darsi che risulti allora plurif orme. Osserviamo però che, analo­

gamente a quanto abbiamo detto per le funzioni localmente anali tiche, non è 

affa tto escluso che il dominio iniziale D sia sconnesso e che, inoltre, non sta 

possibile passare, per prolungamento analitico, dai valori che la (j)a assuma 
in qualche componente del dominio D ai valori che essa assuma m qualche 

altra componente dello s tesso dominio . 

5· TEOREMA SULLE SINGOLARITÀ DI UNA FUNZIONE ANALITICA DIPEN­
DENTE ANALITICAMENTE DA UN PARAMETRO. - Sia (j)a una funzione di <X, di 
codominio contenuto in t [C] , analitica in un dominio D del piano-sfera . Vien 
fa tto allora di domandare come variano le singolarità della funzione (j)a (z) 
di ;z, col variare del parametro <X. Supponiamo, per esempio, che <X descriva 
una curva semplice : Esisterà allora, per lo meno, un in torno dell'insieme C ,  
sul quale la  (j)a (:z) si conservi sempre olomorfa , o accade invece che le  singo­
larità di questa funzione di z possano avvicinarsi in modo arbitrario all 'in­
sieme C ? 

Per risolvere la questione, cominciamo col considerare un qualsiasi 
punto proprio <Xo, appartenente a D (Jo). Dato che, per ipotesi, la funzione 
vettoriale (j)a è analitica in D, esis teranno un intorno V di <Xo e una successione 
(cpn) di elementi di t [C] tali che, per ogni <X E V, la serie 

(j)o (z) + (<X- <Xo) cp, (:z) +···+ (<X- <Xo)n (j)n (z) + · 

converga uniformemente rispetto a z in tutto un intorno D (<X) di C .  Allora , 
se rappresentiamo con <X* un valore arbi trario di <X appartenente a V, esisterà 
un numero positivo M, tale che 

ossia quali che stano 

z E D (<X*) ' n=O,I,· · ·  
donde, ancora 

quali che siano 

rx. E v ' z E D c <X*) ' n=o,r,2,· ·  
(29) Si  intende che chiamiamo qui prolungamento analitico della cpa al dominio D*, quel­

l'eventuale funzione ve ttoriale cp� , analitica in D*, tale che: (jl� = (jla per ogni ex appartc­
nen te a un dominio D** c D n D*. 

L'unicità del prolungamento anali tico è una conseguenza del principio delle iden tità, 
il quale sussiste anche per le funzioni ve ttoriali anal i tiche , come si può dedurre facilmente 
da certe proposizioni che più innanzi saranno indicate . 

(30) Per il caso del punto improprio ,  si può ragionare in modo del tutto analogo . 
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Ma questo indica che, per ogni rx soddisfacente la condizione l rx - rx0 l < 
l * l l . . " M l (X - CXo In ' . d 11 < rx - rx0 , a sene geometnca � rx*- rxo 

sara maggwrante e a 

00 
serie � l (rx- rxo)n Cf>n (z) l, qualunque sia z E D (cx*); il che vuol dire che la 

n=o 
00 

serie � (rx - rxo) Cf>n (z) converge allora uniformemente rispetto a z sul do-
n=o 

minio D (cx*). D'altra parte, secondo il teorema di Weiers trass (lll, la somma 
00 

della serie � (rx- rxo)n Cf>n (Z) sarà una funzione di z univocamente definita n=o 
e analitica in tutto l'interno del dominio D (rx*) , sul quale essa rappresen­
terà, manifes tamente, la funzione Cf>a (z) di z (sempre nell'ipotesi che sia 
l rx- rxo l < l cx*- rx l ). Quindi, tutte le funzioni Cf> a (z) di z tali che l rx- rxo l < 
<l cx*- rxo l, ammetteranno l'interno di D (cx*) come dominio di olomorfia , 
e così :  

Per ogni punto regolare rx0 dell a funzione vettorial e Cf>a , esiste almeno un 
intorno V* di quel punto, tale che tutte le funzi oni Cf>a (z) dz" z, corris pondenti ai 
valori di oc contenuti z"n V*, poss iedono almeno u n  comun dominio di olomorfia 
(contenente C) (JZl. 

Sia adesso r un qualsivoglia insieme chiuso contenuto nel dominio di 
regolarità della cp". Secondo il risultato precedente, possiamo far corrispon­
dere ad ogni rx E r un intorno aperto V (rx) di rx, soddisfacente la condizione 
ivi indicata . Ma gli intorni così ottenuti costi tuiranno una copertura aperta 
dell'insieme r, il quale per ipotesi è chiuso, e allora , secondo il lemma I, vi 
sarà un numero finito di tali in torni, V (cx,) ,V (rx2) , ·· · ,V (rxn) , che formano 
ancora una copertura aperta di r. Siano rispettivamente, D, , D2 , • , Dn 
quei domini che, secondo la conclusione precedente, corrispondono rispe tti­
vamente agli in torni V ( rx, ) , V ( rx2) , • V ( rx11) : l'in tersezione di ques ti dominì 
sarà manifestamente un intorno dell'insieme C, sopra il quale tu tte le fun­
zioni di z 'Cf>a (z) ' per (X E r, riescono univoche e anali tiche . Abbiamo così 
dimostrato la seguente proposizione : 

LEMMA IV - Data com unque una funzione analitica di rx, Cf> a , dz" codominio 
c ontenuto in f [C] , per ogni z"nsz"eme chius o r contenu to nel suo dominio di 
regolarità, esiste almeno un intorno (apertp o chiuso) dell' insieme C ,  che 
costituisce un comun dominio di olomorfia di tutte le funzz" onz· Cf>a (z) di z, cor­
ri spondenti az valori di (X appartenentz" a r 

(31) V. per esempio, PINCHERLE, Glz" elementi della teoria delle funzioni analitiche, 
pp. 67-7!. 

(32) Nello stesso tempo, abbiamo dimostrato che, analogamente a ciò che avviene 

per le serie intere a coefficenti numerici, la serie n;o (<X -<X0)n <pn (abbreviatura dell'es pres-

sione ,\;im ± (<X -<X0)i CJli) ha per dominio di convergenz� la parte interna di un cerchio -n t=o 
il massimo cerchio con centro in <X0 e contenuto nel dominio di regolarità della <pa " 
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6. LE FUNZIONI VETTORIALI ANALITICHE INTERPRETATE COME FUNZIONI 

ANALITICHE ORDINARIE DI DUE VARIABILI. - la parte. - Sia Cjla una funzione 
vettoriale analitica relativa ad uno spazio f [C] e inizialmente definita in un 
dominio chiuso D, del piano-sfera Qa ;  e sia D, uno di quegli intorni chiusi 
dell 'insieme C che, secondo il teorema precedente, costituiscono comuni 

domini di tutte le funzioni CJla (:Z) di z, corrispondenti ai valori di ('/.. apparte­
nenti a D, . Supponiamo inoltre che nessuno dei domini D, , D. contenga il 
punto improprio, e poniamo 

per ogni coppia (('f.,' z) E D, x D. (ll), 

00 
Allora, poichè la cp (('f.,, z) sarà definita da una serie � (('f.,- ('/..0) qln (:z) n=o 

convergente rispetto a ('/.. nel massimo cerchio con centro in ('f,o e contenuto in 
D, ne segue che, per ogni valore di z appartenente a D. , la cp ( ('/.. , z) si 
converte in una funzione della sola variabile ('/.. analitica in tutto il dominio 
D, . D 'altra parte, vis to che la CJla è una funzione vettoriale relativa a f [C] , 
e che, per ipotesi , tutte le funzioni cpa (:z) tali che ('f.. E D, riescono olomorfe nel 
dominio D., è anche vero che, per ogni ('/.. appartenente a D,, la cp (('f.,, z) 
si converte in una funzione della sola variabile z ,  analitica in tutto il do­
minio D2• Ma questo vuoi dire , precisamente, che la <p (('f.,, :z) è una funzione 
anali tica delle due variabili ('/.. , z in tutta la parte interna del prodotto 
cartesiano D, X D.; che, cioè, per ogni coppia (('/..0, :Zo) E in t (D, X D.) , essa 
ammetterà uno sviluppo in serie doppia di potenze 

00 
� ar,s (('f.,- ('f,oY (z- Zo)s CHl, 

r,s=o 
convergente in un intorno conveniente di (('/..0 , :Zo). 

Osserviamo inoltre che, se uno almeno dei domini D, , D. è sconnesso, 

la ifi (('f., , z) rappresenterà in generale, non soltanto una, ma più funzz'oni anali­

tz'che nel senso classz'co. 

Nel caso che uno almeno dei domini Dr, D, contenga i l  punto improprio, si può conclu'­
dere , in modo analogo, che la 1ji (oc, z) è i vi analitica rispetto alle due variabili oc, z considerate 
separatamente. Ma possiamo dire allora che Io sia rispetto al complesso delle due variabili ? 
Una risposta a siffatta ques tione dipende manifes tamente dal significato attribuito alle espres­
sioni " punto improprio" e "funzione anali tica in un punto improprio" nel caso di funzioni 
d i  più variabili . Ricordiamo che , in Geome tria, l 'aggiunzione dei punti impropri allo spazio 
euclideo complesso Sn si eseguisce secondo il noto metodo del passaggio alle coordinate 

u. 
omogenee,  Z; =-'-[i = 1, 2 ,···, n], per tramite del quale Io spazio Sn si ampli ui+r 
diventa Io spazio proiettivo complesso Sn- anch'esso metrizzabile e in più compatto- i cui 
punti impropri costi tuiscono l'iperpiano dell'infinito . Allora, ogni funzione <p delle n variabili 
complesse può venir concepita come funzione di un punto variabile P dello spazio Sn, e si 
dirà, naturalmente , che la <p è anali tica in un dato punto improprio Poo, quando, presi 

(33) Con D,x D, rappresentiamo il prodotto cartesiano di D, per D,; l' insieme, cioè, 
di tutte le coppie (a., z) tali che oc E D,, z E D2 • 

(34) V. per esempio, PINCHERLE, op. cit . ,  p. 205. 
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comunque un pun to proprio P0 e una proietti vi tà 0 dello spazio Sn in  se s tesso, in  guisa 
che Foo = 0 (P o) , la funzione ljl ( P) ::<p (0 (P)] riesca anali tica precisamente nel punto 
P0(JS) . 

Ebbene: In tale senso, la funzione "iii (<X, t) sopra considerata non è in gemrale analitica 
per <X= oo (supponendo che Dr contenga ques to punto), a meno che si imponga alla fun­

zione vettoriale <pa: la condizione di ridursi ad una costante in quel punto (J6). Nel caso che 
tale condizione non sia verificata, possiamo dire soltanto che la 1p \<X, t) è anali tica nei do­
mini Dr, D., rispetto alle variabili <X, z considerate separatamente, e quindi anali tica 
nell'al tro senso precisato da Osgood, concepi ta, cioè, come funzione (continua) del punto 
(<X, z) sopra il dominio Dr x D2 del prodotto cartesiano no: x n, metrizzato secondo il 

cri terio usuale (J7). Cosi per esempio, la funzione qi (<X, z) = sen z + __ 
I
_ , che definisce <X-Z 

indubbiamente una funzione vettoriale anali tica rispetto a qualsiasi spazio f[C], tale che 
C non contenga il punto improprio, assume, per <X = oo , z =o, il valore o, mentre, per 

<X= oo, z = : assume il valore I :  ora queste due coppie, (oo, o ), ( oo, :) , che indivi­

duano punti diversi dello spazio n .. x n{' rappresentano invece, nel piano proiettivo 52' 
uno stesso punto, (I , o, o], che sarà naturalmente si ngolare per la funzione ip (<X, z); mentre 
i l  punto <X= oo appartiene al dominio di regolarità della funzione vettoriale <pa;. 

2• p arte. - Abbiasi ancora uno spazio vettoriale analitico f [C] ,  e sia 
d 'altra parte cp (oc , :z) una qualsiasi funzione delle due variabili oc , z, la quale, 
attribuito ad oc un particolare valore oc0 ,  si converta in una funzione 
l.jJ (:z) = cp (oco ,  :z), olomorfa in un intorno chiuso D dell 'insieme C, essendo la 
cp (oc , :z) analitica in tutti i punti (oco , :z) tali che z E D . A llora, si p uò aff er­
mare ch e la fu nzione cp (oc ,  z) definis ce, relativamente allo sp azio f [C] , u na 
funzione vettoriale analitica, z'n un intorno del p unto oc0 • 

Supponiamo, per fissare le idee, che Oto sia un punto proprio . Allora, in 
virtù delle ipotesi fatte sulla cp (oc , :z) , esis teranno, per ogni punto proprio 
:Zo appartenente a D, un intorno chz'uso r (z:o) di :Zo e un intorno chz'uso 
r,o ( OCo) di OCo, tali che la serie doppia 

(3 5) I vantaggi di questo punto di vista sono stati lucidamente sottolineati dal 
pro f. SEVERI (Risultati, vedute e problemi nella teoria delle funzioni analitiche di due variabili, 
<< Rend. Sem .  Ma t . Uni v. Roma», vol. VII, serie I I, I 93 2, pp. 28-33.  

(36) Ricordiamo che alle funzioni appartenenti allo spazio f (C] è già s tata imposta 
una condizione analoga (v. n.  3), i l  che rende superfluo considerare qui il caso in cui D. con­
tenga il punto improprio .  

(37) Dati  due spazi metrici E,  F, la dis tanza tra due punti pr = (xr, Yr) , P• =(x., Y•) 
del prodotto E x F sarà defini ta dall 'espressione a (jr 'p.) = + Y[a (xr 'x.) y + (3 (Yr 'y.) ] 2 
(ALESSANDROFF und HOPF, op. ci t ., p. 3 5) .  Per definire la s tessa s truttura topologica, bas te­
rebbe prendere, come in torni di ogni punto (x, y), i prodotti car tesiani V x X Vy, dove V x ,  Vy 
rappresentano intorni arbi trari, rispettivamente di x e di y, negli spazi E ,  F. 

Ricordiamo inoltre che, se E ,  F sono tutti e due compatti, lo s tesso accadrà per il 
prodotto topologico Ex F. 

Sul secondo conce tto di << funzione anali tica all ' infini to», v. W. F. OSGOOD, Lehrbuch 
der Funktionentheorie ,  I I, I ,  pp. 53-68.  Rileviamo che vi è oggi anche la tendenza a rendere 
compatto lo spazio Sn, con l'aggiunta di un solo punto improprio. 
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converga uniformemente in tutto il dominio P,a (1Xa) X P (:Za) (J 8 ) .  (Si suppone 
naturalmente che, nel caso in cui la cp ( oc , :z) sia pluriforme, i coefficienti della 
serie si riferiscano ad un particolare ramo della cp ( oc , z) sul dominio 
P,a (oca) X P (:za) ) . Allora, se poniamo 

00 I [ 2Jr+s  

J 
I 2Jr 

tVr Cz) = �o r ! s ! "èJocr "èJoc' cp (oc , z) Cz - Za )' = rr "èJocr cp Coc, ;z ), 
no , {o 

e se rappresentiamo con P* (:Zo) la parte interna del cerchio P (Za), possiamo 
dire che la serie di funzioni di z 

00 

C4) � (oc- OCa)r tVr Cz) = cp (& ' z) 
r=O 

converge uniformemente in tutto il dominio P* (Zo) per ogni oc E r,o (oca) ; che , 
cioè, dato comunque un numero E > o ,  esiste un intero v (Za) (che d 'altronde 
non dipende da oc), soddisfacente la condizione : 

l cp c 0C , Z) -� c 0C - OCa )r tVr (z) l < E , quali che siano 

n> v C:za) z E P* Cza) oc E P{o (oca ) . 

Se facciamo ora percorrere dal punto Za tutto il dominio D , l 'in torno 
P* (:za) darà origine ad una copertura ap erta dell 'insieme chiuso D, dalla quale 
possiamo, secondo il lemma I, estrarre una copertura aperta dello stesso 
dominio, formata di un numero fini to di insiemi P* (z, ) , P* (:Zz) , ·  , P* (;zp) . 
Quindi , se rappresen tiarno con [L il massimo dei numeri v (z , ) , v (Zz) , · , v (:Zp) 
e con p l 'intersezione dei cerchi P,, (oca) ' p{z (oca) ' .  ' P,p (oca) ' la quale sarà 

ancora un cerchio con centro in oca, si vede subi to come, per ogni oc E P, la 
disuguaglianza (5 )  si verifichi quali che siàno n> [L , z E D ; i l  che vuol 
dire che la serie (4) converge uniformemente in tutto il dominio D, qualunque 
sia oc E p Allora, se poniamo 

verrà 
CF" C z) = cp C oc , z) , per ogni coppia (oc '  z) E p x D '  

� 
i?a· = i:i-m � (oc - oco)' tVi, 

i=D 

e quindi la cp" sarà una funzione a codominio contenuto in f [C] , analitica 
nell ' intorno p del punto OCa , q. e. d .  

Osserviamo intanto che: 1 °  una funzione delle due variabili oc , z ,  anali­
tica in senso classico, e inol tre pluriforme , può decomporsi in più funzioni 
ve ttoriali uniformi: 2 °  una funzione ve ttoriale analitica può essere costi tui ta 
da più funzioni di due variabili, anali ti che in senso classico . 

Da questo momento in poi, possiamo chiamare funzioni vettoriali anali­
tiche anche le funzioni anali tiche di due variabili so tto le restrizioni prece-

(38) Per i l  caso in  cui uno almeno dei punti ct0 , :z0 sia impropri o ,  non occorrono cam­
biamenti sos tanziali . 
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de n ti . E useremo la  notazione vettoriale o la  notazione ordinaria a seconda 
dei casi , chiamando parametro la variabile scalare oc e variabile apparente 
quella variabile z da cui dipendono le singole funzioni appartenenti a f [C] . 

7 .  DERIVAZIONE E INTEGRAZIONE DI FUNZIONI VETTORIALI ANALITICHE. ­
Sia <pa una qualsiasi funzione di oc (anche non anali tica) di codominio contenuto 
in f [C] ,  definita in un dominio D dello spazio Oa . Allora, dato comunque un 
punto oc0 appartenente a D, diremo che il ve ttore variabile <pa ha come limite 
un dato vettore costante <p,  per oc tendente ad oca , e scriveremo <p =  S2i1n <pa , 

a -+ ao 
quando, qualunque sia la successione 
oc" =/= oca) , si abbia sempre <p = 52im <pan 

oc" tendente ad OC0 sull 'insieme D (con 
Da ques ta definizione si passa imme-

n 
dia tamen te alle seguenti : 

I 0 La <p a si dice continua nel punto rt.0 , se n esce 52i1n <p a = <pa0 • 
" -* "o 

2° Se il quoziente 
<pa - <pao tende ad un limite de termina to per oc _,  oc0 
OC - OCo 

(essendo oc0 un p un t o proprio), si seri verà; 

e ques to limite sarà de tto la derivata della <p" nel punto oc0 • Se poi la <pa am­
mette deriva ta in ogni punto proprio del dominio D, rappresenteremo con 
'3) <p a la sua funzione derivata, e diremo che la <pa è monogena in tale dominio . a 
Naturalmente, la <p" si dirà monogena nel punto improprio, se la funzione 
di oc , <p I , è monogena nel p un t o oc = o .  

" 
Ora, si può dimos trare che ogni funzione ve ttoriale <pa , monogena in un 

dominio aperto D,  è ivi analitica, e, per ogni suo punto regolare oco (proprio), 
ammetterà lo sviluppo in serie di Taylòr 

valido in tutta la parte in tema del massimo cerchio con centro in oca e con te­
nuto nel dominio di regolarirà della <p" C J9l .  La dimos trazione di ques to risul­
tato si basa sull 'assioma di Zermelo ; ma si può vedere che le proposizioni 
seguenti non dipendono da ques ta . 

Reciprocamente, è ben facile dimos trare che : 

(39) Rappresentiamo naturalmente con 1JP la p-esi ma i te razione dell'operato re 1>, e 
con 1JP 'P a i l  valore della funzione ve ttoriale 'J)P 'P a per ex = ex0 • È ino ltre da rilevare a = «o " 
che, se è tpa = S2i1n l: (ex - exo)' �; in un into rno di ex0 , sarà, nello s tesso into rno 1>'Pa = 

n 
n i=O et. 

= S2i1n·l: i (ex - ex0/ - I � .  Ques to risultato ci indica pure il modo di de termi nare le primi-
n i= r 

tive della c:p� . È anche manifes to che la 'Pa e la 1> 'Pa hanno lo stesso dominio di regolari tà. 
a 
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Ogni funzione vettoriale analitica è continua e monogena in ogni suo punto 
regolare (4o) .  

Per la dimostrazione di ques to fatto conviene naturalmente passare 
alla notazione ordinaria, con la quale l 'espressione precedente acquis ta la 
forma :  

Cerchiamo adesso d i  studiare l ' inversa dell 'operazione � : per ogni fun­
zione vettoriale Cfla relativa a f [C] , vi saranno, manifes tamente, infinite fun­
zioni vettoriali �a (relative allo s tesso spazio) soddisfacenti l 'equazione 

�a�a=Cfla , ed è facile vedere come la differenza tra due qualsivogliano di ques te 
infinite soluzioni debba essere una funzione vettoriale che diventi cos tante 
sopra ciascuna delle componenti di un suo dominio iniziale . Ebbene, rappre­
senteremo con �;:;-· Cfla l' insieme di tutte le dette soluzioni e a ques te daremo il 
nome di funzionz· primitive della Cfla · Si ha dunque per definizione: �a �; I Cfla =cpa ; 
ma si avrà invece, soltanto, Cfla E �; I �a Cfla , per ogni funzione vettoriale anali­
tica Cfla relativa a f [C] . 

-+ 
Ciò posto, sia y un arco semplice orz"entato, cioè un segmento di curva sem-

plice che si consideri descritto da uno dei suoi es tremi, <X, , all 'altro es tremo, 
<X2; e supponiamo che detto arco sia contenuto nel dominio di regolarità della 
funzione vettoriale analitica Cfla . Siano, d 'altra parte : �a una delle funzioni 
primitive della Cfla ; 'P', i l  valore, o uno dei valori, che la �a assume nel punto <X, , 

e '!"2 il valore .finale della �a , quando si prenda uno sviluppo in serie P (ot - ot , ) 
-+ 

della Cfla, tale che P (o) = 'P', , e si percorra con continui tà l 'arco y nel senso 
indicato - cioè, da <X,  a ot2 • Allora, diremo che la differenza 'P' 2 - 'P' r costituisce 

-+ 
un integrale della Cfla esteso a y ,  e rappresenteremo con uno qualsiasi dei simboli 

J Cfla dot 
� 
y 

l 'insz"eme di questi integrali (P ) .  Passando alla notazione ordinaria, si ha, ma­
nifes tamente, sotto ovvie res trizioni 

ed è manifesto che pure questi integrali si possono esprimere come lz"miti di certi 
sommatorz·, analoghi a quellz" considerati nelle classz"che teorie d'integrazione. 

(40) In particolare ,  s i  avrà i l  principio delle identità delle funzioni vettoriali analitiche. 

(4 1 )  Se i de tti integrali si riducono ad uno solo, il simbolo [5)- I cpa]� rappresen­
Y 

terà ques to singolo integrale . Ricordiamo, intanto , che,  nella teoria degl i insiemi , si suole 
dis tinguere un elemento f dall'insieme (f) formato dal solo elemento f. 

MEMORIE, 1 947 ,  Vol . I - Sezione Ia .  1 5 * 
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-+ 
Sia adesso y una curva sempHce orientata, cioè una curva semplice, con-

siderata descritta in un determinato senso .  Una siffatta curva si può sempre 
concepire come un arco semplice orientato, i cui es tremi coincidano ; allora 
possiamo definire, in modo del tutto analogo al precedente, gli integrali della 

-+ 
funzione vettoriale cp .. estesi a y ,  e usare le s tesse notazioni per rappresentare 
l ' insieme dei riferiti integrali . Bisogna tuttavia mettere in rilievo questo 

fatto: che gli integrali ['3); I q:>a]-+ non dipendono dal punto di partenza che si '( 
-+ 

prenda sulla curva y . 
-+ 

Sia finalmente y la somma di un numero finito di curve semplici orien-
-+ -+ -+ 

ta te y I , y 2 , • • • , y n , tu t te quante contenute nel dominio di regolarità della 
(jla . Allora, converremo di rappresentare con ['3);- I cp .. ], la sommaCP) 

n 
,I [ '3); t q:> a]-+ ' i= I Yt" 

-+ 
e chiameremo ancora z·ntegrali della cp .. estesi y gli elementi dell ' insieme 

['3); I (j)a]-7- • 
'( 

8. 0PERATORl LINEARI, OPERATORI CONTINUI E OPERATORI ANALITICI .  -
Dati comunque due spazi ve ttoriali anali tici f [C] , f [C*] ,  sia F una trasfor­
mazione univoca di f [C] su f [C*] ;  un operatore, cioè, che ad ogni elemento rp 
di f [C] faccia corrispondere un elemento determinato � = F cp di f [C*] . 

Allora diremo che : 
1 °  L'operatore F è lineare - se, comunque si prendano il numero 

complesso et. e i vettori q:> , � dello spazio f [C] , si ha 

F (cp + �) = Frp + F� F (ct.rp) = ct. Frp ;  

2°  L 'operatore F è continuo - se, comunque si prenda la successione 
( rpn) di elementi dello spazio f [C] , si ha 

F 521-1'11- (j)n = 521-1'11- Frpn ; 
n 

3 ° L'operatore F è analitico - se trasforma le funzioni vettoriali ana­
li tiche in funzioni vettoriali ancora anali tiche C·Bl·; se cioè, rappresentando 
con U l ' insieme delle funzioni vettoriali anali tiche relative a f [C] e con U * 
l ' insieme delle funzioni vettoriali anali tiche relative a f [C*] , si ha 

FU C U* 

In particolare può avvenire che, per ogni � E f [C] , esis ta uno, e soltanto 
uno elemento q;. di f [C] , tale che F q:> = � ,  e allora la trasformazione F si 

(42) La parola « somma» non è usata qui col significato della teoria degli insiemi, ma 
con ques t'altro : come l' insieme di tutte le somme a1 + a2 + · · · + an ,  con a, E Ar ,  
a. E A2 , · · · , an E An . 

(43 ) È faci le vedere come ogni operatore analitico F, soddisfacente la condizione 
F (<p + tj;) = F <p + F tj;, verifichi pure l'altra condizione F (IX <p) = IX  F <p ,  e sia quindi lineare . 
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dirà biunivoca. Può anche darsi che si abbia C = C* e quindi f [C] = f [C*] ; 
in tale caso l 'operatore F si dirà una trasformazione univoca dello spazio 
f [C] in se stesso.  Per brevità di linguaggio, converremo di considerare sot­
toin teso nel carattere di linearz"tà, quello di univocz"tà. 

Conviene ancora ricordare le definizioni usuali di « somma >> e di << pro­
dotto » di due operatori F ,  G :  

(F + G) rp = Frp + Grp (FG) rp = F (Grp) , per ogni rp E f [  C] . 
Ora, tenuto conto della definizione di funzione vettoriale analitica, che 

nel n. 4 abbiamo data mediante i soli termini primitivi dello spazio f [C] , si 
perviene quasi immediatamente <H> alla seguente conclusione : 

Ogni op eratore lineare continuo è anche un op eratore lineare analitico.  
Più innanzi, dimostreremo anche la reciproca di ques ta proposizione , 

e così verrà s tabili ta l ' identità fra la classe degli operatori lineari anali tici 
e quella degli operatori lineari continui (tra spazi vettoriali analitici) . 

Osserviamo finalmente che, nelle definizioni precedenti, si possono sosti­
tuire gli spazi f [C] , f [C] * con due al tri spazi vettoriali, purchè muniti di una 
conveniente s truttura topologica e di un concetto adeguato di « funzione 
vettoriale analitica », Per esempio, al posto di f [C*] si potrebbe considerare 
lo spazio vettoriale euclideo Sn (cioè l 'insieme dei vettori (z, , z, , · · · , Zn) dove 

z, , z, ,  · · · , Zn rappresentano numeri complessi), il quale, per n = I è, natural­
mente, cos tituito dai singoli numeri complessi .  Se al posto di f [C] , f [C *] 
consideriamo due spazi Sm , Sn (con m ,  n ,  uguali o dis tinti) , allora si tratterà 
delle note trasformazioni lineari rappresentabili con matrici finite. Ma parti­
colarmente notevoli sono le trasformazioni dello spazio f [C] nella retta com­
plessa S, , le quali , se sono analitiche, corrispondono ai funzionali analitici 
(p urz") del prof. Fantappiè. Ora è manifesto che i funzionali puri (i quali tra­
sformano dunque funzioni appartenenti a f [C] in numeri comp lessi) si pos­
sono concepire come particolari trasformazioni univoche dell 'insieme f (C) 
su se s tesso, vis to che è sempre possibile trovare nello spazio f [C] una varietà 
isomorfa alla retta S, : basta prendere l ' insieme dei vettori della forma <Xrp  
dove rp rappresenta un elemento d i  f [C] scelto ad  arbi trio - preferibilmente 
la funzione rp (z) == I, se ques ta appartiene a f [C] . 

g. EFFETTO DEGLI OPERATORI LINEARI ANALITICI SULLA DERIVAZIONE 

E SULL' INTEGRAZIONE VETTORIALE. - Rappresentiamo con F una data tra­
sformazione lineare anali ti ca dello spazio f [C] sullo spazio f [C*], e sia rp,. 
una qualsiasi funzione vettoriale anali tica relativa a f [C] . Prendiamo inoltre, 

(44) In e ffe tti , data una trasformazione lineare continua, F, di f [C] su f [C*] e rappre­
sentato con q>,. un'arbi traria funzione anali tica di 01: ,  relativa a f [C] ,  definita da uno 

sviluppo 'P a. =  ,l;im- ± (01: - 01:0); 'P; (in un intorno de l punto proprio Ol:o) , verrà successi-
n i=o 

vamente : F<p,. = ,l;im- F ± (01: - 01:0)' 'P ; = ,l;im- ± (01: - 01:0); F<p; .  
n i=o n i=o 
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sopra un dominio di olomor.fia C· H )  D della cp,. , un qualsiasi punto rxo , e po­
niamo : 

} 
�"o = 5) cp,. ;  a.=a.o 

�a = cp,. - 'Pao , per ogni oc contenuto in D e dis tinto da rx0 • 
rx - OCo 

Ora, si vede subito che la �" è anch'essa una funzione vettoriale olomorfa 
(cioè, univocamente definita e anali tica) sul dominio D ;  e che si ha, inoltre, 
,S?im- tj),.= 5) cp,. (v. def. di derivata, n. 7) . D 'altra parte, secondo la defini-

a.-+ao a.=a.o 
zione del numero precedente, la F tj:l  .. sarà una funzione vettoriale (rela tiva 
a f [C*] )  ancora anali tica, e quindi continua, nel punto rxo , i l  che vuol dire 
che si avrà 

Allora verrà, per la lineari tà dell 'opera t ore F, 

F 5) cp .. = F �"o = r.;,m- F � .. = .\31-tn F cp .. - 'Pao 
a=ao " � "o " � "o rx - !Xo 

cioè, in parole : l' operatore F rispetta la derivazione vettorz'ale <+6l .  
In questo momento, conviene mettere in  rilievo il seguente fa tto :  Non 

bisogna mai confondere 1' operatore 5)" (in notazione ordinaria 8: ) con l'opera-

d 
t ore dz I l  primo agisce soltanto su funzioni vettoriali che esso trasforma 

in altre funzioni vettoriali ; ed è, inoltre, logicamente esprimibile nei concetti 
primitivi dello spazio vettoriale anali tico considerato . I l  secondo, invece, è 
applicabile a singoli vettori, che esso trasforma in altri vettori ; e non riesce 
logicamente esprimibile nei riferi ti concetti primi ti vi (non si avrà quindi 

F [ ;Z cp (z)] == ;Z F [ cp (z)] ,  per ogni operatore lineare continuo F <+7l) . Si può 

vedere inoltre come l 'operatore � sia proprio una trasformazione lineare 

(4 5 )  È ovvio che il conce tto di olomorfia s i  es tende senz'altro alle funzioni ve ttoriali 
anali t iche . 

(46) Q ues ta dimos trazione non di fferis ce sos tanzialmente dalla dimos trazione corri ­
spondente,  data dal FANTAPPIÈ per i funzionali puri (N. F. F. A. , pp. 656-659) .  È s ta ta 
pe rò liberata da considerazioni relative ai domini de lle funzioni . 

(47) Sarebbe quindi inesatto dire che gli operatori lineari ana li tici sono gli operatori 
li neari permutabili con la derivazi'one ordinaria. Del res to,  gli operatori lineari anali tici per-

mutabili con l'operatore � si possono de terminare come l'ha fatto vedere il prof. FAN­

TAPPIÈ. 
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continua (e quindi anali tica) d i  ogni spazio vettoriale anali tico m s e  s tesso 

(cioè, uno degli endomorfismi di tali spazi) . 

Vediamo adesso quale sia l 'effetto di F sull 'operatore plurivoco �- I .  

Tenuto conto del risultato precedente e delle proprietà fondamentali dell'ope­
ratore �- I indicate nel n. 7, verrà successivamente 

F �;;- 1 (j)a C �;;- I �" F �;;- I 
(j)a = �;;- I F �" �-� CfJa = �;;- I F (j)a , 

e quindi : F�;;- I tpa C �;;- I F CfJa ,  ossia, in parole : se �" è una funzione primitiva 
della tpa , allora anche la F �" sarà una funzione primitiva della F cp" ; o ancora, 
m altri termini : l' operatore F rispetta la primitz"vazione vettorz'ale . 

Esaminiamo, finalmente, l 'effetto dell 'operatore F sull'integrazione vetto­
-+ 

riale es tesa a una linea . Collochiamoci nel caso più generale : sia y la somma di 
-+ • -+ -+ 

un numero finito di curve semplici orientate, yi , Yz , · · · , Yn , tutte quante 
contenute nel dominio di regolarità della tp" . Allora, tenuto conto del risul­
tato precedente, delle definizioni date nel n. 7 e della linearità dell 'opera­
tore F, verrà, successivamente, 

n n 
F [�;;- I CfJu]-+ = F � [ �;;- I tpa]-* = � F [�;;- I tpa]-* = 

"( i=l "(i i=I yi 

n n 
= � [F �;;- I CfJa]-+ C � [�;;- I F CfJa]-+ = [ �;;- I F Cf>a]-* • 

� I  � �I � f 

Tutti ques ti passaggi possono essere facilmente controllati dal lettore ; essi 
conducono alla conclusione : F [� - I q:> a]-+ C [�- I F tpa]-+ ; cioè, in parole : l' ope-

Y y 
-+ 

ratore F rispetta l' z'ntegrazione relàtiva al percorso y In particolare, può darsi 
che l 'insieme [�- I F rpa]+ sia cos titui to da un solo elemento (il che avverrà 

y 
se la q:>" è uniforme) , e allora il segno c può essere sos tituito col segno = C48l . 

IO . D ETERMINAZIONE DI TUTTI I POSSIBILI OPERATORI LINEARI ANALI­

TICI .  - Abbiansi ancora due spazi vettoriali anali tici f [C] , f [C*] :  ci propo­
niamo di de terminare tutte le trasformazioni lineari anali tiche di f [C] su 
f [C*] . 

A ques to scopo, cominciamo col supporre che l ' insieme C sia connesso. 
:�iano allora : cp ,  una qualsiasi funzione appartenente a f [C] ; D ,  un dominio 

(48) Ques to risultato, che conduce immediatamente al teorema de l numero seguente 
si trova in rapporto con una e legante dimos trazione dello s tesso teorema (fatta per i fun­
zionali puri) dovuta al dott.  Michelange lo VACCARO, che l'espone nella sua tesi di laurea 
ancora inedi ta. Il VACCARO dimostra con mezzi classici che , esprimendo la funzione cp (z) 
mediante la formula di C AU CHY cp (z) = -1-. J� dz e d  essendo F un funzionale ana-2 1t' Z  <X - :{  -+ 

y 
l i tico lineare, i l  simbolo F sarà necessariamente permu tabile col simbolo d'integrazione 
s cri tto in quella fOrmula . 
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chiuso di olomorfia della (jl (contenente C all ' interno) . In virtù de l  lemma I I I , 
possiamo supporre inoltre che D abbia come frontiera la somma di un numero 
finito di curve semplici re ttificabili senza punti comuni (anche se l ' insieme C 
è molteplicemente connesso di ordine infinito) , e allora potremo usare la 
formula integrale di Cauchy: 

(6) I f I (jl (.z) = -. (jl (oc) -- doc, � 1t t  oc - z __.. 
y 

per ogni punto z in terno a D , 

� 
rappresentando con y la frontiera del dominio D, orientata in modo da 
lasciare a sz"nz"stra i punti interni dell ' insieme C. Bisogna intanto osservare 
che in questo momento, precisamente, intervz"ene la condizione formulata nel 
n. 3, secondo la quale le funzioni appartenenti a r [C] debbono anullarsi 
nel punto z = = ,  se C contiene questo punto : altrimenti la formula (6) non 
sarebbe valida. Viceversa, se C non contiene il punto improprio, è sempre 
possibile scegliere il dominio D in modo che a D non appartenga il detto 
punto . 

Ma la formula (6) è pure valida, qualunque sia il numero (finito o infi­
nito) delle componenti dell ' insieme C. In effetti, secondo il  lemma I I ,  ogni 
intorno dell 'insieme C avrà soltanto un numero finito di componenti, e d 'altra 
parte, per il lemma I I I , ques te componenti potranno essere scelte in modo 
che le loro frontiere siano formate di un numero finito di curve semplici, 
rettificabili senza punti comuni.  Sia allora D un dominio (chiuso) di olo-

-+ -+ -+ 
morfia della !'Jl soddisfacente ques te condizioni, e siano y, , y 2 , • • • , y n le fron-
ti ere delle componenti D, , D2 , • • • , D n del dominio D, orienta te in modo da 

-+ 
lasciare a sinis tra i punti di C ;  sia finalmente y la somma di tutte le curve 
così orienta te . Allora verrà 

_I . J!'Jl (oc)� = -1 .  [Jce (oc)�+J!'Jl (oc)� + · · ·  +J!'Jl (oc)�] -2 1t Z  <X - :{ 2 1t Z  <X - { <X - :{  <X - :Z __.. __.. -+ -+ 
Y Yr Yz Yn 

Ma questa somma è uguale a (jl (:z) , qualunque sia z , interno a D . 
Infatti, se z è interno a D, questo vuol dire che sarà interno ad una delle 
componenti dello s tesso dominio. Sia D; tale componente ; in questa ipotesi, si 

avrà, secondo il risultato precedente : -1 -. J!'Jl (oc) � = !'Jl (z) ,  mentre tutti 2 1t t oc - z � 
Yi 

gli altri termini diventano manifes tamente nulli ; e quindi sarà ancora 

-1-. f!'Jl (oc)� = !'Jl (:Z) , come avevamo affermato. 2 1t l oc - z -
y 
Prendiamo ora una qualsiasi trasformazione lineare analitica F, dello 

spazio f [C] sullo spazio f [C*] . Utilizzando la formula (6), e badando sia 
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all'ultimo risultato del numero precedente, sia alla linearità e anali tici tà 
della F, verrà 

Fz [qJ (z)J = _r __ Fz [ J(/) (oc) -1 - doc] = _r __ JqJ (oc) Fz (-1-) doc (49), z n t oc - z  2 n t oc - z ...... 
y y 

tenuto conto anche del fatto che la funzione analitica di due variabili -1-
oc - .z 

rappresenta una funzione analitica di oc, di codominio contenuto in f [C] , 
avente come dominio di regolarità, nel pianosfera Q" , il complementare 

dell' insieme C. Allora, dato che .l 'operatore F è anali tico, la Fz (-1
-) oc - z  

sarà una funzione di oc anch'essa anali tica, ma di codominio contenuto in 
f [C*] .  Rappresentando con [La ques t'ultima funzione di oc, possiamo scrivere, 
in notazione vettoriale, 

(7) FqJ = -1 -. !(/) (oc) [La doc C s o) .  2 7tt ...... 
y 

Abbiamo così trovato un modo di esprimere l 'operatore 

s1 conosca la funzione vettoriale [La in cui esso trasforma la 

F, non appena 
I -- · Alla [La 

oc - z 
daremo, secondo il prof. Fantappiè, il nome di funzione indicatrice dell'ope­
ratore F. 

Ma ora si presenta ques ta domanda :  Quali condizioni devono essere 
verifica te da una data funzione vettoriale [La , rela tiva a f [C*] , perchè 
esista una trasformazione lineare analitica di f [C] su f [C*] la cui funzione 
indicatrice sia precisamente la [La ? Per risolvere tale ques tione, cerchiamo 
innanzi tutto di fare un elenco di alcune proprie tà verificate dalla funzione 

vettoriale di oc ,  --
1
- ,  le quali proprietà possano essere enuncia te senza 

oc - z  
presupporre altre nozioni che quelle di addizz"one, di multzplùatori scalari e 
di funzione vettoriale analitica Cs x) ; e consideriamo in primo luogo il caso in 
cui C non contenga il punto oo .  Ora, riguardo alla funzione ve ttoriale 

(49) Ri cordiamo che , secondo una convenzione ormai usuale , in una espressione de lla 
forma F, [cp (oc , :z)] ,  la lettera z s critta al pie' del simbolo F, s ta a indicare che questo ope ra­
tore ag isce soltanto su funzioni di z, sicchè il risultato sarà una funzione (ve ttoriale ) di oc. 

( so) Osserviamo che , essendo y un insieme chiuso contenuto nel dominio di regolari tà 
della [La , esisterà, secondo il lemma IV (n. S ) ,  un intorno D* di C*, sul quale riescono olo­
morfe tutte le funzioni [La (:z) di z ,  tali che oc E y, e allora si potrà scri > ere ,  in notazione 

ordinaria: F, [q:> (:z)] = -1 -. Jq:> (oc) [I (oc , :z) doc per ogni z E D*. 2 1t Z  ...... 
y 

( S I )  In virtù dell'identità, che sarà s tabili ta nel numero seguente tra operatori lineari 
continui e operatori lineari anali ti ci , ques to insieme di nozioni primi tive riesce equi valente 
a quello che abbiamo considerato ne l n .  3 : l'uno e l 'altro definiscono gli s tessi sistemi mate­
matici - cioè gli spazi ve ttoriali anali tici . 
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I 
di � , -- , considerata come funzione di codominio contenuto m f [C] , si 

� - z 
avranno fra altre, le seguenti proprietà : 

a) È analitz"ca ; 
b) Ha per dominio di regolarità il complementare dell'insieme C ;  
c) È uniforme (cioè, univoca in tutto il suo naturale dominio di 

regolarità) ; 
d) Si annulla per � = oo . 

Ma, benchè tali proprietà siano tutte logicamente esprimibili in dette 
nozioni, è facile vedere che, tra esse, soltanto la prima e l 'ultima sono neces­
sariamente rispettate dalle trasformazioni lineari anali tiche di f [C] su f [C*] . 
Consideriamo invece ques t 'altro insieme di proprietà, verifica te dalla s tessa 
funzione vettoriale : 

a') È univocamente definita nel dominio A = O - C  (52) ; 
b') È analitica in ogni punto del dominio A; 
c') Sz' annulla per � = oo . 

Si vede ora senza difficoltà come tali predica ti siano, tu t t 'e tre , rispet­
ta ti da qualunque trasformazione lineare analitica di f [C] su f [C*] ; come, 
cioè, rappresentata con F una siffatta trasformazione, la funzione vetto-

riale di � , -1- , sia necessariamente convertita, dall 'operatore F, in una 
� - z 

funzione vettoriale di � ,  Fz (-1-) , soddisfacente le s tesse condizioni . Bisogna 
� - z 

però indagare se,  oltre ad essere necessarie (come abbiamo tes tè concluso), 
tali condizioni, prese insieme, sono anche sufficienti per il fine indicato; se ,  
cioè, data comunque una funzione vettoriale [La di codominio f [C*] , la quale 
risponda ai predicati a') , b' ) , c' ) , l 'operatore F definito dalla formula (7) 
soddisfa necessariamente lè condizioni seguenti :  I) è una trasformazione di 
f [C] su f [C*] ;  I I) è univoco; I I I) è lineare; IV) è analz'tico, V) trasforma 

la funzione vettoriale di oc , -1- , nella funzione vettorz'ale di � , [La • 
� - z 

La condizione I) è manifes tamente verificata come conseguenza imme­
diata della definizione di integrale (n . 7) e del fatto che la (La sia una funzione 
vettoriale analitica di codominio contenuto in f [C*] (5 3 ) ,  

Quanto alla condizione I I) ,  bisogna tener presente che la curva orien­
� 

tata y, cui si riferisce la formula (7) ,  può essere scelta in infiniti modi pos-
sibili . Dobbiamo quindi dimostrare che : 

-+ 
I la) Una volta fissata, in modo conveniente, la curva orz'entata y, la for-

mula (7) non può fornire che un valore per Fcp .  Ques to fatto è una conseguenza 

( 5 2) Non bisogna dimenticare che questa condizione è più fiacca della c) :  inve ro, l'uni­
formità riguarda tutto i l  dominio di regolari tà, mentre l 'univocità si riferisce in ques to caso 
al dominio A , o,  i l  che è equivalente , ad un dominio contenente A.  

(53)  È da notare che , proprio in ques to punto, interviene i l  predica to b') : infatti la 
formula (7 )  non potrebbe, altrimenti , fornire nessun e lemento di f [C*] . 
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dell'univocità, che abbiamo ammessa [predicato a' )] per la funzi one ve tto­
riale [La , sul dominio A (vedi n .  9, parte finale) . 

-+ 
I l&) Il valore di F<p non dipende dalla scelta del cammino y d'integrazione, 

-+ -+ 
purchè soddisfacente le condizioni già indicate . Siano, in effetti y, , Y2 due 
siffa t ti cammini, fronti ere orienta te di due domini di olomorfia, rispetti va­
mente D,  , D2 , della funzione <p ;  allora , in vir tù del lemma I I I  e di un 'altra 
proprietà indicata nel n .  2 ,  sarà possibile de terminare un terzo dominio di 
olomorfia DJ della funzione <p ,  interno ad ambedue i domini D,  , D2 , e nelle 
condi zioni dianzi indica te . Ma, in tale ipotesi, dato che la funzione vettoriale 
di  ex , <p (ex) [La , è olomorfa (H) sulla riunione D, U D2 dei domini D, , DJ , esclusi 

tutt'al più i punti dell'insieme C ,  si avrà che gli integrali J <p (ex) fLa. dex , 
-+ 
'Yx 

J <p (ex) fLa dex sono uguali all 'in tegrale J <p (ex) [La dex , e quindi uguali fra di 
� -+ 
� � 
loro, q. e .  d .  (Ques to punto richiede un' analisi più profonda, che però il 
lettore è in grado di rifare facilmente da sè) . 

Quando alle condizioni I I I) ,  IV) saranno anch 'esse verifica te in conse­
guenza di note proprie tà degli integrali . 

Finalmente, quanto alla condizione V), bas ta osservare che, siccome 
la formula integrale di Cauchy è applicabile anche a funzioni ve ttoriali ana­
litiche (sotto condizioni analoghe a quelle classiche) ed avendosi, precisa­
mente, fLoo = o ,  verrà subito ( 5 5) 

-+ 

Fz -- = --
( I ) I f I 

ex - :z - 2 ni ex - � 
� 
"{ 

d ove y designa per esempio, la frontiera di un cerchio contenente C, orien-
ta ta in modo da lasciare a sinis tra i punti di C.  

Rappresentata, dunque, con P la congiunzione dei  predicati a') , b' ) , c' ) , 
sarà P la condizione necessaria e sufficiente cercata, cioè il predicato più 

ristretto, verificato dalla funzione vettoriale _I_ , fra tutti quelli che sono ex - z 
rz·spettati da ogni trasformazione lineare analùica di f [C] in f [C*] .  E le sue 
soluzioni sono, precisamente, quelle funzioni vettoriali [La che, mediante la 

formula (7), rappresentano biunivocamente le riferite trasformazioni, essendo 

la trasformazione identica rappresentata dalla __ I_ 
ex - z 

(per C*= C) . 

( 54) È chiaro che anche i l  teorema d i  CAUCH Y  relati vo agli integrali di funzioni olo­
morfe si può es tendere alle funzioni ve t toriali . La dimos trazione si può fare , sia ve ttorial­
mente , tenendo conto delle definizioni date nel n .  7, sia elementarmente , considerando le 
funzioni ve ttoriali come funzioni anali tiche di due variabili . Altre ttanto si dica rispe tto 
alla formula integrale di CAUCHY. 

( 5 5 )  Vedi nota precedente . La condizione [Loo = o  è, naturalmente, indispensabi le 
per l 'applicazione della formula di CAUCHY in ques to caso .  
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Ci  res ta finalmente da esaminare i l  caso in cui l 'insieme C contenga i l  
punto improprio .  Ora è da notare che, in ques to caso, la  proprie tà c') non 
ha più senso, dato che il punto improprio non appartiene al dominio di rego-

lari tà della _I_ ;  essendo facile vedere come, allora, il predicato risolvente ot - z 
P si riduca alla congiunzione dei predicati a') , b') . 

I I .  EQUIVALENZA TRA I CONCETTI DI (( OPERATORE LINEARE ANALITICO » 

E DI (( OPERATORE LINEARE CONTINUO )) , - Abbiamo vis to nel n .  8 che ogni 
operatore lineare continuo è anche anali ti co . Ci proponiamo ora di dimo­
s trare la proposizione reciproca . 

Sia dunque F una trasformazione lineare analitica di f fC] su f [C *], e 
rappresentiamo con [.La la funzione indicatrice dell'operatore F. Allora , data 
comunque una successione (j)n [n = o , I , 2 , · • · ] di elementi dello spazio 
f [C] , la quale tenda ad un determinato elemento q:J di questo spazio (cioè, 
in simboli : .121-m- q:Jn=q:J), sarà possibile trovare, per tutte le funzioni ({ln (:Z) di :z ,  
un comun dominio di olomorfia, D ,  chiuso e contenente C all ' interno, tale 
che : I) la sua frontiera, y ,  sia cos ti tuita da un numero fini to di archi di 
cerchio e, quindi, rettificabile ; 2) la funzione (j)n (z) tenda uniformemente alla 
funzione q:J (:z) sul dominio D,  per n -+ = .  Verrà, dunque, in tale ipotesi, 

CS) 

-+ 

Fq:Jn = J cpn Cot) [.La dot 
� 
y 

[n = O , I , 2 , · · · ] ,  

rappresentando con y la curva y orientata in modo da lasciare a sinis tra i 
punti di C .  Ma questa curva è un insieme chiuso contenuto nel dominio di 
regolarità della [.La e ,  quindi, secondo il lemma IV (n . 5), tutte le funzioni 
[.La (z) corrispondenti ai valori di ot si tua ti su y ,  ammetteranno almeno un 
comun dominio di olomorfia D *  (che possiamo z'noltre supporre chiuso), il 
che ci consente di scrivere, in notazione ordinaria : 

Fz [({ln (Z)] = -I-. fq:Jn (ot) i]: (ot , z) dot ,  per ogni :z E D* , 2 'ltt 
� 
y 

[n = o , r , 2 , · · · J . 

Sia allora M il massimo valore assoluto della funzione jL C ot , z) sopra 
l ' insieme chiuso y X D *; e sia, d 'altra parte, en , il massimo valore assoluto 
della funzione (j)n -q:J  sopra l ' insieme y [n = o , I ,  2 , ·  · • ]. Verrà dunque : 

l Fz [ tpn (z)] - Fz [({l Cz)] l = l ![ ({ln C ot) - ({l ( ot )] ii ( ot ,  z) dot l 

qualunque sia z E D *. 

� 
y 

:==:: en M lung y ,  

Ma, in virtù dell 'ipotesi, s i  avrà lim en = o , e sarà quindi 
n 

.l?i-m Ftpn = Fcp = F .121-m- tpn , q . e .  d . 
n 
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Ques to risultato si può anche enunciare ,  dicendo che ogni operatore 

lineare analitico, applicato ad una serie uniformemente convergente in un 
in torno di C ,  la trasforma,  termine a termine, in una serie uniformemente 
convergente in un intorno di C* ,  la quale ha per somma la trasformata della 
somma della prima .  

Rileviamo finalmente che i risultati stabiliti nei numeri precedenti, sussi­
stono, mutatis mutandis, quando, al posto del secondo spazio t [C*] si consideri 
uno spazio di Banach complesso, cioè uno spazio lineare normale complesso in 
cui valga il criterz"o di convergenza di Cauchy <>6) (per esempio, lo spazio 
hilbertiano) . Uno spazio vettorz"ale analitico, t [C] , non appartiene a tale 
categoria, ma si può manifestamente esprimere come somma dz" infiniti spazi 
dz" Banach; i risultatz" precedenti sono pure estensibili a tuttz" gli spazi che si 
possono esprimere in questo modo.  

1 2. - AUTOMORFISMI DI  UNO SPAZIO VETTORIALE ANALITICO <>7) . - Con­
sideriamo nuovamente uno spazio vettoriale anali tico t [C] , e sia F una tra­
sformazione biunivoca di ques to spazio in se s tesso . Riesce ben facile dimo­
strare che, se l 'operatore F è lineare, lo s tesso accadrà rispetto al suo inverso 
p- r ;  se, inoltre, esso riesce continuo nei due sensi, F sarà un automorfismo 
dello spazio vettoriale analitico t [C] . Ora, al contrario di quello che avviene 
per gli endomorfismi, una condizz"one, non solo necessaria ma anche sufficiente, 
perchè un predicato sia rispettato da tutti gli automorfismi, è che riesca logica­
mente esprz"mibile nei concetti primitz"vz·. Quindi, per determinare la totali tà 
degli automorfismi di t [C] dobbiamo cercare un predicato R ,  irrz"ducibile 

in tale sis tema, che sia verificato dalla base logica --1- ; cioè il più ris tretto oc: - :z 
fra i predicati logicamente esprimibili nei conce tti primitivi che sono verifi-

ca ti dalla funzione vettoriale di oc: , -1- . Le soluzioni del predica t o risolvente oc: - :z  
R saranno allora tutte le possibili funzioni indicatrici di automorfismi di 

t [C] . 
Tuttavia, la determinazione di questa risolvente (paragonabile alle 

risolventi di Galois delle es tensioni algebriche dei corpi) è un problema che 
non sono riuscito a risolvere completamente . I quattro predicati a) , b) , c) , 
d) , indicati nel n .  10,  sono manifestamente fattori logici di detto predicato 
R (cioè condizioni necessarie) . Lo s tesso si può dire di ques t 'altro predicato : 

e) Se, per un elemento q> di f [C] , si ha J q> (oc:) (la doc: = o, essendo� la 
..... 
y 

frontz"era orientata di un conveniente z"ntorno dz· C ,  allora sarà, necessariamente, 
q> =  o.  

( 56) Su questo punto v. Introduzione . 
( 5 7 ) La le ttura di questo numero non è affatto necessaria all'intelligenza di ciò che 

segue . Esso richiede inoltre una pre via consulta della mia Memoria citata nell'introduzione . 
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Ques ta condizione, che corrisponde al concetto di indipendenza lineare 
negli spazi Sn , garantisce la biunivocità dell 'operatore F ;  ma non esclude 
la possibilità che lo spazio f [C] sia trasformato dall 'operatore F soltanto 
in una sua parte, ed un esempio di ques to fat to si trova nell'operatore 81 de-

z 

fini t o da 8/(j) (z) = J rp (t) dt (in qualsiasi spazio f [C] il cui insieme caratteri-

Zo 
s tico C abbia una sola componente e contenga Zo) .  

Un'altra condizione necessaria, ma non logicamente espressa nei con­
ce tti primi tivi (sebbene logicamente esprimibile in essi) è la seguente : 

f) Se, per una funzione localmente analitica f (Z) definita nel comple-

mentare dell' insieme C ,  si ha J iJ: (rx. , z)f (z) dz = o (rappresentando con -::- la 
-+ 
'Y 

frontiera orientata di un conveniente intorno di C), allora sarà, necessariamente 
f (z) o. 

Paragonando la !J: (rx. , z) al nucleo di una equazione di Fredholm, lo 
s tesso fatto si può esprimere dicendo che tale funzione vettoriale è chz"usa 
nello spazio f [C] (5 8 ) . 

Si trat terebbe ora di indagare se la congiunzione dei predicati a) , b) , 
c) , d) ,  e) , f) coincide o no col predicato risolvente R ;  e se gli s tessi predicati 
sono o no indipendenti .  Ma qui, appunto, si  presentano difficoltà che non 
ho potuto superare . 

I 3 .  CALCOLO DEGLI OPERATORI LINEARI ( 59 ) , - Rappresentiamo con T110 

l ' insieme delle trasformazioni lineari (anche non continue) di uno spazio 
vettoriale €5 su se s tesso (qui €5 designa un qualsivoglia sis tema lineare munito 
di conveniente concetto di « limite JJ : per esempio, uno spazio vettoriale ana­
litico o un qualsivoglia spazio di Banach complesso) . La somma e il pro­
dotto di due siffatte trasformazioni (tra le quali si  trovano sempre i molti­
plica tori scalari) vanno definite com'è  s ta to convenuto al n .  8 .  Da ques ta 
definizione si passa immed�atamente a quella di potenza Fn (con n intero 
positivo qualunque) di un generico operatore F, e poi al concetto di poli­
nomio intero in una varz'abile F e a coefficienti scalari : 

rp (F) - IX.o + IX.1 F + · + rx., _ I F" - I + ct.11 F" 

Che significato, però, dobbiamo attribuire al simbolo rp (F) quando (j) 
rappresenti una funzione algebrica qualsiasi o addirittura una funzione ana­
li tica trascendente ? 

Per risolvere la questione, cominciamo col definire limite di una succes­
sione Fn di operatori appartenenti a T110 : 

( 58)  VOLTERRA e t  PÉRÈS, Théorie générale des fonctionnelles, p. 298. 
( 5 9) Su questo argomento,  vedi FANTAPPIÈ, La giustificazione del calcolo simbolico e 

le sue applicazioni all'integrazione delle equazioni alle derivate parziali. « Mem. dell 'Accad, 
d ' I talia "•  vol.  I ,  n. 2 ( 1 930) .  



]osÉ SEBASTIÀO e S ILVA, L'analisi funzionale lineare, ecc. 23 5 
Porremo ,1;-Vm- Fn = F, se, e soltanto se, riesce ,l;im. (Fn u) = Fu , per 

n 
ogni u e 6 .  

Consideriamo ora uno spazio vettoriale analitico f [C] il quale contenga 
tutte le funzioni razionali intere (per questo occorre e basta che C non con­
tenga i l  punto improprio) . Ci proponiamo al lora di risolvere questo problema :  
Dato un operatore F appartenente a T@> , associare ad ogni funzione cp E f [C] 
un ben determinato operatore, che converremo di rappresentare con cp (F), per 
guisa che siano verificate le condizioni seguenti : 

I) cp (F) E T@> per ogni cp E f [C] ; 
I I) Se cp (:Z) == r , allora cp (F) = I  (rappresentando con I la tras for-

mazione identica; cioè I = Fo) ;  
I I I) Se cp (z) == z , allora q; (F) = F ; 
IV) (cp + tjl) (F) = cp (F) + tjJ (F) , quali che siano cp , tjJ E f [C] ; 
V) ( acp) (F) = acp (F) , quali che siano il numero complesso a, e cp E f [C] ; 
VI) (cp · t)i) (F) = cp (F) t)i (F) , quali che si ano cp , tjJ E f [CJ ; 
VI I) (i:im- cpn) (F) = .l:im. Cf> n (F) ,  per ogni successione ( cpn) , conver-

n 
gente, di vettori dello spazio f [C] (6o). 

I 
Dalle I I) e VI) risulta immediatamente che : Se cp e - appartengono 

cp 
tutte e due a f [C] , allora l' operatore cp (F) sarà invertibile (cioè biunivoco) e si 

avrà precz"samente, ; (F) = 
cp èF) , rappresentando con 

cp �F) l' inverso di cp (F) . 

(9) 

In particolare, una conseguenza delle I I) ,  IV),  V) , VI), sarà : 

A) Se cp (:z) _r_ ' allora cp (F) = I 
F 

' qualunque sia (X E n .  
a - :z  a -

Supponiamo dunque verificate le condizioni l) - VII)  e poniamo:  

cp (F) u = 0 cp . 

Allora,  supponendo fermi il vettore u dello spazio E5 e l 'operatore F 
appartenente a T@>, e facendo invece variare cp sopra f [C] , il simbolo 0 rap­
presenterà manifestamente una trasformazione univoca di f [C] su E5 ,  la quale 
deve essere lz"neare, perchè, in virtù della IV) e della V) , si avrà, rispettiva­
mente, 

0 ( cp + tjJ) = ( cp + tjJ) (F) u = [ cp (F) + tjJ (F)] u = cp (F) u + tjJ (F) u = 0cp + 0t)i ; 

0 (acp) = (O(cp) (F) u = acp (F) u = a 0cp ; 

e anche continua, perchè, in virtù della VII)  (badando inoltre alla precedente 
definizione di limi te) s i  avrà: 

0 .1:-Vm- Cf> n = (E-Vm- cpn) (F) U = [.1:-Vm- Cf> n (F)] U = .l:im. [Cf> n (F) U] = 5:-Vm- 0 U . 
n n n n 

(6o) È da no tare che le funzioni razionali inte re dell'opera tore F soddisfano ques te 
condizioni . 
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Ma la funzione indica trice dell 'opera tore 0 sarà, per forza di A) e tenendo 
ancora in conto della (9) : 

I 
0z --­oc - :z  

I 
oc - F  u , 

e quindi verrà, m vir tù del teorema fondamentale (numeri 1 0 ,  I I ) : 

( w) cp (F) u = E>cp = -I-. J cp (oc) u doc ,  2 m  oc - F  

-+ 
rappresen tando con y la fronti era de bi t amen te orientata di un conveniente 
dominio di olomorfia della cp . 

D 'altra parte, secondo l 'analisi svolta al n .  10 ,  la funzione di oc , 

_2__F u, di codominio contenuto in €>, dovrà essere univocamente definita oc -
nel complementare A dell 'insieme C ed ivi analitica, qualunque sia u E €l 
(annullandosi per oc = oo) cioè, in altri termini : 

Per ogni u E €l e oc E A, l'equazione funzionale ocv - Fv = u dovrà am­
mettere in €l una e soltanto una soluzione 1,, dipendente analiticamente dal 
parametro oc su A e nulla per oc = oo . Inoltre: Se z"l problema dianzi proposto 
è risolubile, lo sarà in modo unico, e l' operatore cp (F) dovrà essere definito 
dalla formula ( w) .  

Mostriamo ora come la condizione testè enunziata rispetto alla funzione 
vettoriale ( oc - F)- ' u sia non solo necessaria,  ma anche sufficiente, perchè 
i l  problema sia risolubile e de terminato . Ma, prima di ques to,  introduciamo 
ancora alcune convenzioni semplificatrici : 

Diremo che un operatore Fa , variabile sopra T15 , dipende analitz"camente 
dal parametro oc in un dominio D c  Da , quando, comunque s ia  dato u E €>, 
il ve ttore variabile Va = Fa u cos ti tuisca sempre una funzione vettoriale 
(di codominio €>) anali tica sopra D. D 'altra parte, chiameremo derivata di 
Fa l 'operatore variabile �a Fa tale che : (� .. Fa) u = �a (Fa u) qualunque sia 
u E 6 Da ques te definizioni s i  passa immediatamente a quella di primitiva 
e a quella di integrale estùo ad una curva orientata - le quali potrebbero essere 
date anche direttamente, a partire dal precedente concetto di  limite. In base 
a tali convenzioni , possiamo sostituire la condizione VI I) con ques t 'altra : 

VI I *ì ( � .. cp .. ) (F) = �Ci. [ Cfla (F) l , per ogni funzione vettoriale analitica 
tpa di codominio contenuto in f [C] (6r ) .  

Inol tre, la formula ( w) potrà essere scritta in quest 'altro modo 

cp (F) = -1-. f cp ( ot) da 2 TCt O( - F ..,.. 
y 

acquis tando così una suggestiva analogia con la formula integrale di Cauchy. 

( 6 1 )  Allora, la condizione V)  di�enterà superflua. Ques ta proprie tà (la VII*) ha impor­
tanza fondamentale per le applicazioni del calcolo operatorio all'integrazione di e quazioni 
alle d eri va te parziali . 
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Fina1mente, alla condizione che abbiamo dianzi s tabilita come neces­

saria per la risolubili tà e determinatezza del problema propos to, possiamo 
dare ques to nuovo enunziato : 

B) L'operatore (rx. - F)- • deve essere una funzione del parametro rx. 
unz"vocamente definita e analz"tica in tutto il complementare dell'insieme C C62l . 

Supponiamo dunque verificata tale condizione e mos triamo che , defi­
nendo cp (F) mediante la formula ( r o) ,  tutte le condizioni I)-VII) sono veri­
fica te . 

Quanto alle condizioni I), IV) , V) , VI I) ,  l 'asserto è ovvio, dopo quello 
che si è detto precedentemente . Ci rimangono le II , I I I) ,  VI) . 

Per la I l) e la I I I) ,  rappresentiamo con Ua. la funzione indicatrice del-
ro 

l 'operatore 0 definito dalla (9) , e poniamo Ua. = �F u = � •I+ • U n . 
rx, - n=O rx. 

Allora verrà 

ossia 

Uo + - + - + · · · - - + - + · · ·  = U 
U, U, F ( Uo U 

) rx. � rx. � 

donde, per rx. = oo :  U0 = u ,  e quindi 

U2 F (  u , ) U ,  + --;- + · · · - U0 + � + · · · = O ,  
donde ancora, per rx. = oo : u, = Fuo . 

Ma, d 'altta parte, si ha Un = 0 (zn) [n = o ,  I ,  2 , ·  ] (6 J ) ; e allora sarà 

U E €3 ,  0 (z) = Fu , qualunque s1a 

il che vuol dire, tenuto conto della (9), che : 
a) Se cp (:z) = {0 = 1 , allora cp (F) u = u ,  per ogni u E €! ,  e quind i 

cp (F) = F 
b) Se cp (:z) :z ,  allora cp (F) u = F�t , per ogni u E €! ,  e quindi 

cp (F) = F (64J. 
Quanto alla VII) ,  osserviamo che è 

cp (F) � (F) = (-I . )2! [ cp (rx.) J cp (cp) d� ] drx. 2 m  rx. - F  � - F .... .... 
y y 

_ ( I )2 { [ 
J 

<p ( rx.) - � (�) docj d - 2 1ti . ( oc - F) (� - F) � ' 
.... .... 
y y 

(6z) La condizione di annullamento all'infini to vi è già implicita. 

oo I I oo zn 
l63) Per convincersene bas terà osservare che è l: -+- Un = e, -- = e, l: -+ n=O (l., n I C( - { n=O (J.n I 

tener conto che l 'operatore e è lineare e continuo.  
l64) Questa parte della dimos trazione non è che un adattamento alle ipo tesi presenti 

di quella data dal prof. FANTAPPIÈ. 
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� 
essendo y la frontiera debi tamente orientata di un conveniente dominio di 
olomorfia della cp e della � . 

Ma d'altra parte si ha 

--cc-
- (� - F) - (CJ: - F) 

(CJ: - F) (� - F) - � - (); (CJ: - F) (� - F) 

I [(� - F) C� - F)- ' cCJ: - Fr i - cCJ: - F) C� - Fr i  cCJ: - Fr i J  � - (); 

---=--- ( I I ) (6 5 ) ,  
� - ();  CJ: - F - � - F  

� 
Inoltre , possiamo sos ti tuire il percorso y cui si riferisce il secondo inte-

� 
grale, con un altro percorso y * interno al dominio D .  E allora verrà : 

_ _  r .  J l-r .  J cp (CJ:) dCJ:] ljJ (�) d� . 2 m  2 m � - CJ:  � - F 
-+ _,. 
y y• 

Rappresentando ora con KI il primo termine del secondo membro, è 
facile vedere (6 6) che si ha 

KI = -I . J [-1 . J � (�) d�J cp (CJ:) dCJ: 2 m  2 m � - CJ:  CJ: - F -
-+ ->-
y* y 

= _I_. j cp ( (J;) � ( (J;) dCJ: = ( cp · �) (F) , 
2 m CJ: - F 

-+ 
y* 

� 
tenuto conto del fatto che, mentre descrive y *, il punto CJ: si mantiene interno 

� 
a y .  

Quanto al secondo termine, K2 si vede subito come sia K2 = o , osser-
� � 

v an do che, per descrivere y ,  il punto � deve m an tenersi esterno a y* . 
E sarà quindi cp (F) · �  (F) = (cp · �) (F) , q. e .  d . 

(65 )  Osserviamo che in ques to punto interviene la lineari tà dell'operatore F. Si ha, 

infatti , [(oc - F) (� - F)r i = [Fz - (oc + �) F + oc �r i  e quindi (� - F)- I  (oc - F)- I = 

= (oc- F)- I (� - F)- I 

(66) Il lettore potrà vedere come , anche qui, sia leci ta l'inversione dell'ordine delle 
integrazioni . 
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1 4. S ERIE DI POTENZE DI OPERATORI . - Abbiamo vis to al numero prece­
oo 

dente che, data una funzione t:p appartenente a f [C] e tale che t:p =  � t:pn , con 
n=o  

'Pn E f [C] ,  ed essendo F un operatore della famiglia T e; soddisfacente la n 
00 

condizione B) ivi enunziata, si avrà t:p (F) = � 'Pn (F) . 
n = o  

In particolare possiamo s tabilire che : Condizione necessaria e sufficiente 
00 

perchè una serie � an Fn sia convergente, è che l' operatore (iX - F)- 1 sia una 
n=o 

funzione di IX univocamente definita e analitica nel complementare di un insùme 
00 

chiuso interno al cerchio di convergenza della � an zn <67) . n =O 
Ora si vede facilmente che, rispe tto all 'operatore lineare CJ defini to dalla 

{ 
formula CJ y;  (z) = J y; (z) dz (in qualunque spazio vettoriale anali tico il cui 

{o 
insieme caratteris tico C abbia una sola componente e contenga il punto Zo) <68l  
si ha che l 'operatore IX -OJ è invertibile per ogni Ot.: =/= o, essendo precisamente : 

I I I J
z z - t  

Ot.: - OJ 7l (z) = -;- "tJ (Z) + � e a. "tJ (t) dt . 
Zo 

co 
Allora , qualunque serie � an CJn sarà convergen te , purchè il raggio p di 

n=o 00 
convergenza della � an zn non sra nullo, e si potrà scrivere inoltre 

n = o  

( I I ) 

� 

00 
00 � an (J.n 
� crn - I r n =o d � an e�  - --. IX 

n =O 2 1t1 (J. - CJ 

essendo y ,  per esempio, una circonferenza con centro nell 'origine e di raggio 
<P· 

In particolare si ri trova il noto risulta t o :  

{ 
CJ•+ r "IJ (z) = J (

Z --;;t")n "IJ ((J.) d(J. , 
Zo 

(67) Ques to risultato generalizza un altro , ben noto, della teoria delle matrici fini te , 
secondo il quale la condizione di convergenza è che lo spettro della matrice F sia interno 
al cerchio di convergenza della serie considerata. 

(68) FANTAPPIÈ, Mem . c it . ,  p. 1 9 . 
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00 
donde , badando a ( 1 1) , e ponendo Cfl (z)= :I an zn , Sl è ricondotti alla for-

n = O  
mula di Duhamel 

{ 

cp (�) YJ (z) =  iz J!L (z - (I.) YJ ((/.) d(/. 
oo tn 

dove la funzione IL (t) =  :I an -1 è manifes tamente il risultato dell 'operà-
n=o n .  

tore cp (�) applicato alla funzione � (z) - 1 , con t = z - :Zo . 

N OTA FINALE. - La scarsezza di tempo mi ha cos tre tto a condensare la redazione 
di ques ta Memoria,  omettendo gran numero di parti colari che mi sembrano rile vanti , spe ­
cialmente per quanto riguarda i l  calcolo operatorio .  
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