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LE CALCUL OPERATIONNEL AU POINT
DE VUE DES DISTRIBUTIONS *

par J. SEBASTIAO E SILVA

Lisbonne

Introduction. Ce travail se place dans la ligne de recherches que
nous avons suivie dans [19], [20], [21] et [23] (1.
On sait que le calcul opérationnel basé sur des formules telles que

2me C 1 —0

a 6té déjd envisagé par PoiNCARE, dans un mémoire sur les groupes
continus. C’est un calcul opérationnel de ce type que M. Faxrappii a
fondé, & 1’aide de sa théorie des fonctionnelles analytiques, et qui a recu,
a la suite de travaux de I. GeLraxp, E. R. Lorcu, A. E. TayLor
et N. DuxFogD, une formulation abstraite, placant les opératears ©
dans le cadre des applications linéaires continues d’un espace de Baxach
dans lui-méme (voir [6], [24] ou [11], pp. 116-126).

Dans [19], [20] et [21], nous avons apporté certains perfectionne-
ments & ce calcul opérationnel, en employant notre systématisation de
la théorie des fonctionnelles analytiques, qui a été complétement incor-
porée dans la théorie des espaces localement convexes, aprés les travaux
de MM. K6THE, GROTHENDIECK et SiLva Dias (ef. [12]).

Dans la généralisation du calcul opérationnel, que nous avons pré-
sentée dans [21], les opérateurs © considérés sont déja des applica-
tions linéaires continues d’un espace localement convexe E quelconque,
dans lui-méme, pourvu que cet espace soit complet par rapport aux
suites de CaucHy.

Depuis 1946, nous cherchions & établir la connexion entre ce
calcul opérationnel et les méthodes basées sur la transformation
de LarLacE, simple ou multiple. Mais, pour y réussir, il nous
manquait un outil essentiel, qui venait alors d’étre créé, mais dont

* Recu le 30 Septembre 1955.
(1) Lies numéros entre crochets renvoient 4 la bibliographie.
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nous n’avons pris connaissance que plus tard: la théorie des dis-
tributions. Il nous fallait, d’autre part, élargir le concept d’espace
fonctionnel analytique, de fagon & embrasser le cas de ces fonctions
holomorphes qui sont des images de Larrack de distributions. Plus
précisément, on devait caractériser, algébriquement et topologiquement,
d’une part, ’espace des distributions laplacisadles, et, d’autre part,
Pespace de leurs images par la transformation de LapLacE, de fagon a
rendre bicontinue cette transformation.

La premiére partie de certe tiche était déja effectuée par M. L.
ScuwarTz (cf. [17] et [18]); nous y avons seulement ajouté une défini-
tion deirecte de la structure algébrique et topologique, sans avoir recours
a l’espace dual. De méme, I'’ensemble des images de LapLace des dis-
tributions (que nous désignons ici par ) était parfaitement déterminé
par MM. Lioxs et ScHwarTz (ef. [17]). Il restait & résoudre la ques-
tion topologique.

Avec le présent travail nous croyons avoir atteint notre but, dans
le cas d’une seule variable. La généralisation de ces résultats au cas
de plusieurs variables fera 1’objet d’un travail de M. MiGUEL Da SiL-
VEIRA, a paraitre bientot.

Naturellement, le calcul opérationnel dont il est question ici est
beaucoup plus général que la méthode de la transformation de LiAPLACE.
Celle-ci concerne uniquemente le cas de l'opérateur I) de dérivation,
tandis que notre calcul opérationnel est applicable 4 une classe trés éten-
due d’opérateurs linéaires. Parmi ces opérateurs, ceux qui se présentent
d’abord & l'esprit, aprés l'opérateur D, sont ceux de VOLTERRA,
c¢’est-a-dire les opérateurs ® du type

Of= fwe(w,z/)f(y),

dont 1'opérateur d’intégration est un cas particulier et qui interviennent
dans la résolution des équations & coefficients variables. Kvidemment,
ce ne sont pas ces opérateurs, mais leurs inverses & gauche, qui doivent
jouer le role correspondant & celui de D . D’ailleurs, le probléeme de
Pinversion des opérateurs de VOLTERRA, au moins dans certains cas,
exigera peut-8tre des extensions formelles des espaces fonctionnels, de
méme que l'inversion de I’opérateur d’intégration a exigé la construction
de l'espace des distributions.

Lorsqu’on applique la formule générale du calcul opérationnel
(voir th. 2, n.° ) au cas de 'opérateur D restreint & l'espace des
distributions de support limité & gauche, on retrouve la formule d’in-
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version complexe de la transformation de LAPLACE [voir n.° 8, (8.1) et
(8. 2)]. D’ailleurs, on parvient, d'une fagon naturelle, 4 une caractéri-
sation de la transformation de LaPLACE, semblable & celles qui ont été
obtenues par MM. DorrscH et Sax Juaw, dans le cas ou les éléments
laplacisables sont des fonctions appartenant & certains espaces (cf.
(3], [4], [14] et [15]); mais maintenant, les éléments laplacisables étant
des distributions, la caractérisation s'effectue d’une fagon presque im-
médiate. Ce fait, joint & d’autres simplifications importantes, que 1’on
pourra constater, monire que les distributions (laplacisables) forment
le cadre naturel de la théorie de la transformation de LaPLACE.

*

Nous comptons aborder prochainement 1’étude de ce calcul opéra-
tionnel, en ce qui concerne ses applications a la résolution de plusieurs
types d’équations fonctionnelles. Mais on peut d’ores et déja prévoir
un changement radical de point de vue, qui nous rapproche de la
méthode naive des pionniers du calcul symbolique. Il ne s’agit plus
d’appliquer la transformation de LLaPLACE aux deux membres de chaque
équation, ce qui exige que le terme connu, ainsi que les inconnues,
soient laplacisables (par rapport 4 une variable). Il s’agit maintenant,
comme jadis, de réaliser certaines fonctions de D; mais on a mainte-
nant une idée précise de ce que l'on doit entendre par cette réalisation,
suivant ’ordre d’idées qui conduit au théoréme 2 et 4 ses conséquen-
ces.(!) En particulier, on évite les deux «hypothéses» classiques, con-
cernant la permutabilité de la transformation de LAPLACE avec les
dérivations et avec les passages aux limites.

Considérons, pour fixer les idées, le cas d’une équation aux déri-

vées partielles
0 0
Pl—,—)o=F
<aw’ at>‘ ’

a coefficients indépendants de ¢. Par un procédé typique de tronque-
ment, faisant intervenir les conditions initiales (pour ¢ =0, par
exemple), on réussit & remplacer (*) 'inconnue ¢ par une distribution

(1) Clest 1a déja l'esprit de la méthode de M. Faxraprii, dont le caractére res-
trictif est di en partie & l'absence d’une théorie des distributions.

(?)) On suppose que f et o sont, pour toute valeur de x, des distributions
de ¢ que nous appelons «distributions de Heavisipe» (ef. [9]).
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0, de support limité & gauche par rapport & t, ce qui entraine seule-
ment une modification de f. On peut alors concevoir linconnue o
comme une fonction (ou une distribution) de «, prenant ses valeurs
dans l'espace des distributions de ¢ de support limité & gauche, et
interpréter le symbole 5(2 comme notre opérateur D, appliqué & ces
distributions. I.’équation propocsé devient ainsi une équation différen-
tielle par rapport & la seule variable x (qui peut bien &tre un systéme
de variables numériques). On résout cette équation symbolique, en
tenant comptle des valeurs aux limites et en appliquant le calcul opéra-
tionnel relatif 4 D, d’une facon automatique.

Ce nouveau point de vue élargit d’une part le domaine des solu-
tions possibles (par rapport & t¢) et le rétrécit d’autre part (par rap-
port & x). Mais les restrictions introduites nous semblent assez faibles
et permettraient de controler parfaitemente les questions d’unicité,
par une analyse préalable, générale, des équations symboliques, au
moyen de la méthode de la variation des constantes arbitraires. D’ail-
leurs, il serait facile de distinguer, parmi les solutions, celles qui le
sont au sens usuel, tout en évitant la vérification directe.

Mais c’est 14 seulement une esquisse, bien entendu.

Dans le cas des équations du 2¢ ovdre du type hyperbolique,
comme celle des télégraphistes, les fonctions de D, que l'on doit
considérer, appartiennent & I'espace A, des images de LAPLACE géné-
ralisées (n.° 10). Mais, dans le cas elliptique, on a & faire a des
fonctions telles que sinD, cosD, etec.,, qui n’appartiennent pas
a §1m; on est alors conduit & une extension de cet espace et & une
extension isomorphe de l’espace des distributions laplacisables, qui
nous fait sortir du cadre des distributions, Ces «ultra-distributions»
auraient un earactéere analogue & celui des «Randverteilungen» de
M. KoTtHe. 1l s’agit la d'une question trés délicate, que nous nous
limitons a effleurer dans le n.° 11 et dans la NoTE FINALE.

1. Uespace Uw des fonclions holomorphes 3 croissance lente 3
droite. Pour tout £=0,1,2,..., nous désignerons par 2, l'espace
des fonctions complexes 9(z) de la variable complexe z, telles que
0 (2)/2* soit une fonction continue bornée sur le demi-plan Rz>*% et
holomorpbe pour Rz >k; nous considérons %, muni des notions
usuelles de somme et de produit par scalaires et d’une topologia, I,
au moyen de la norme suivante :

9 (2)

o= sup |12

Ro>k
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Il est aisé de voir qu’avec ces définitions I’application o (2)— o (2)/2*
est un isomorphisme de . sur l'espace (de BawacH) des fonctions
continues bornées sur M\z>k et holomorphes pour RNz > k.

ProrosiTioN 1. Quel que soit k, %1 induit dans Uy wune topo-
logie moins fine que I et la boule de Ui est relativement compacte par
rapport & Ty iq.

La premiere partie de la proposition est une conséquence immé-
diate du fait que ||%llts1<<||9|lx pour toute fonction ¢ e Ay.

Quant & la deuxiéme partie, il suffit d’employer le théoréme de
AscoLi. La boule fermée de centre O et rayon 1 dans 2; est l'en-
semble 9B, des fonctions ¢ telles que

|o(2)/z"| <1 pour Rz>1k.

Alors, si l'on pose, ¢ (2) =9 (2)/z"*!,{(0)=0, on en déduit
1)< o B> k06 B,
#|

et on voit que ces fonctions { (z) sont équicontinues au point o. D’autre
part, puisque l'on a, pour Nzo > k+1

V(&) — 4 (20) = ﬂj}(“’“m _W‘)> Z"_ZJ( v g,

h—z  h—2 RE ) h—2z)(A— 2o)

ou I' est une cercle orienté de centre z, et rayon p << Mz — £k —1,
on trouve, pour |z —zo| <<p/2:

. lz—zy| 2m 2
[hE) — b ()| <o = = S e — ]
SR A TE

ce qui veut dire que les fonctions { (z) considérées sont équicontinues
en tout point propre z, intérieur au demi-plan Rz>~Lt+1(k=0,1,2,-..).
Alors, en observant que ce demi-plan, accru du point oo, est un compact
et que l’ensemble des fonctions {§(2) est borné, on arrive a la thése.

Nous avons ainsi démontré que la suite U d’espaces normés est
réguliere. Sa limite inductive est donc un espace (ZN*), d’apres les défini-
tions que nous avons tntroduites dans [22].

Nous désignerons par %, la limite inductive des espaces ;. et
par T, la topologie de 2,. Comme chaque élément de 2, se repré-
sente par une fonction ¢(z) appartenant & un au moins des espaces 2,
nous appellerons encore fonctions les éléments de A,



110 J. SEBASTIAO E SILVA

Tout ce que nous avons établi dans [22] sur les espaces (£N¥)
est donc applicable & l'espace 2,. En particulier, on a le critére de
convergence suivant :

Pour qu'une suite (¢,) d’'éléments de U, converge vers ¢oe U,
Sfout et i suffit qu'il existe un entier k tel que les fonctions ¢, (z)/z
soient holomorphes sur le demi-plan Rz > k et convergent uniformément
vers oy(z)/z" dans ce demi-plan.

2. Quelques remarques sur les intégrales impropres de fonctions
veclorielles. Il est déja bien connu que 1’on peut généraliser beaucoup
de propriétés des fonctions ordinaires aux fonctions vectorielles d’une
variable numérique. Nous nous bornerons & quelques remarques sur
les intégrales impropres de telles fonctions.

Soit f(t) une fonction définie et continue dans l'axe réel, R, et
prenant ses valeurs dans un espace vectoriel topologique E, localement
convexe et complet pour les suites. On pose

f”of(t)dt: lim fyf(t)dt
- T>—0,y =>4 z

lorsque la limite du second membre existe; et de méme pour les

A

+ o a
symboles [ f(f1dt, f f(f)dt, avec aeR. On établit aisément

les résultats suivants:

2. 1) S, pour toute semi-norme || «-. || continue sur E, Uintégrale
p g

A o I
j |f(t)d t]|| existe, il en est de méme pour Uintégrale ]

@

+
f(t)dt

o

et on a

+ @ A4 oo
f f(t)dt ” < j | f(t){|dt pour cette semi-norme.

e o] — o

A o
(2.2) Pour que Uintégrale / f(t)dt existe, <l suffit qu'il existe

un nombre «>1 tel que la fonction t*.f[(t) soit bornée sur R.

(2.3) 8¢ la fonction t*f(t), avec «a>2, est bornée sur R, on a

f“of(t)dt: /m/zf(tg u)sec® udu,

v —TT/2

le et second membre est une intégrale propre de RIEMANN,
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3. Ll'espace Wi. Pour tout £=0,1,..., nous désignons par
A D'ensemble des éléments 2 de 2A; tels que z¢(2) soit une fonction
holomorphe bornée dans le demi-plan Rz >k, et nous posons

2‘: = U 80 S«)«Ik .
ProrosiTiON 2. L’ensemble U est dense dans .

Nous démontrerons méme que tout élément ¢ de 2, estla limite
d’une suite d’éléments de A, . Soit v e Wy, £ =1,2, .. et posons

-9(z) pour n=1,2,....

0y (2) = <1+;%>

On voit aussitdét que o, € Ak pour tout n. D’autre part on a
i p p

?(2) — 9 (2) _ GT b _51’ 9(2)

z?lc 2 I Zlc ¢
1+2
n

Puisque ¢ e, il existe M >0, tel que

?(2)

7

<M pour Rz>1Lk.

D’autre part, pour Rz>/k, on a |z2|>%k>1 et, par suite,

k k )/ /1N\s / 1\ FE=s 1\
(B )T
Ra=kl\ 2 n 2* Re=k| 4 \8 n \ # n

k o s
inf <1 + i) } — inf |z —(—n)] - k+n
Ra>k n Rz>k n )
d’oul

2 (9-9(2)| 1+ %>_ :

M - O, pour n—
221" 1+£_ )p bJ

sup
NRz>k

n

ce qui démontre le théoréme.--Plus précisément, nous avons démontré
le théoréme suivant :

ProposiTioN 2a. Quel que soit k =0,1,..., Uensemble i est
dense dans ., par rapport & la topologie Loy o .
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4. Représenlation canonique des éléments de . Pour tout
k=0,1,..., nous désignerons par C, la droite %z =k orientée
vers la haut. Soit oeAr, & quelconque. Alors, on établit, par des
moyens tout & fait classiques:

(4.1) @(z):ol f@()‘)dk, pour Rz > k.
o

2n1T Jo, 2 —

Observons que, pour toute valeur de 4 finie, (# —1)~! représente
un élément de 9, appartenant & 2. pour >R 1. Nous désignerons
par h lapplication A — (2 —2)~! de la droite complexe C dans &,
c¢’est-a-dire, nous poserons

h(l)=;, pour tout AeC,
z—)
ou le point sert & indiquer que z est une variable apparente.

Nous verrons que les vecteurs h(}), pour 2eC, forment une
base de l'espace ,, c’est-a-dire qu’ils permettent de définir tout élé-
ment de 2, en termes de «<somme», «multiplicateurs scalaires» et «limite»
—notions primitives de la structure 2, . A cet effet, nous établirons
encore quelques résultats préalables.

ProrosiTiON 3. La fonction vectorielle h(}) est une fonction en-
tiere; on a précisément

h' (3) = _1_, quel que soit e C.

(z—2)2
En effet, on peut vérifier que
h(}) —h (%) . 1 _ 1 B 1
=l (=hf (=NE—h) (=P
(A — )

=(, G pour tout XeC.
z—4)(z2—ho

Or, si 'on prend & > R%, d=%k — Nk, p<3J, on trouve

(A — %o) | A — 4|
=) = | " [3=]

ce qui montre que

sup

, pour |A— k| <o
mz>k

ke A— A (2 — do)?

c.q.f. d.
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ProrositioN 4. La fonction Ah(}) est bornée sur tout demi-plan
gauche, c. a. d., sur tout ensemble du type RNz <k.

Pour la démonstration il convient de recourir a une figure.

Supposons A<k, avec k arbitraire. Il suffit de démontrer que
la fonetion 1 h(2) est alors bornée par
rapport 4 la topologie de .11, cette
topologie étant plus fine que celle in-
duite dans ., par I,,. Il suffira donc
de montrer que la fonction de } et z Ve

A A
P 2=
°

est bornée pour Ni<k , Rz>rk+1.

Il est évident que, dans ces conditions, 'infimum de |z(z —1)| est
atteint pour Ri=r%k,Rz=Lk + 1. Posons A =u +<¢v, z=a+ 1y,
p=(k+1)+2v/2 (avec x, y, u, v€eR). Alors, pour u=*%k, x=~k-1 on a

| GI—

X K+t

[z(z_)\)|>{ 3 , sl ly|>]|v|:2 aveec yv=>0

|A—p|(k+1), en tout autre cas.

Et, puisque |p| = V(k+12+v3/4, |d—p|=VI1F+v?4, pour u=£k,
on en déduit
sup 2] <sup Vi v | V2 v ><2
Re>k+1lz(z —2)| vekr \/(/6—1—1)2—{—1)2/4 (/c—{—l)‘/l—{—vz/él- —

RNz<rk
Cela étant, nous pouvons affirmer [ef. (2.2)] que, pour tout % et
toute fonction ¢ e Q;, il existe, par rapport & ¥, l'intégrale

"+

j;h())@())d}:ij_ 0oh(/c—!—z'v)c‘o(lc-[—z'v)dv

puisque, ¢ appartenant & ff;, la fonction i¢(2) est bornée sur la
droite C, et, par suite, en vertu de la proposition précédente, la

fonction
Elh@o®]=[h@®)]- e @)
est bornée sur la méme droite. On aura donc, précisément, compte
tenu de la formule (4.1):
1
271.'?: Cy.
Nous avons donc obtenu une représentation canonique pour tout
élément de A, -

(4.2) P =

h())o(X)d2, par rapporta I .
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Cette formule se généralise immédiatement & tout élément ¢ de
A, silon pose, par définition :

h()o2@)d)=lim | h(Q)e(d)d), avec LeA:,

CI.‘ c'_)' CP CI:

en tenant compte de la proposition 2.

5. Applications linéaires continues de 2, dans une espace loca-
lemente convexe. Considérons maintenant un espace localement con-
vexe, E, qui soit complet par rapport aux suites. Nous nous proposons
de déterminer une expression générale des applications linéaires conti-
nues de 2, dans E.

a) Soit I une telle application et désignons par ¢ un élément
quelconque de 92[,. Soit & un entier tel que ¢ e ;. Alors la formule
(4.2) s’applique et, puisque le symbole F est permutable avec le signe
d’intégrale dans cette formule (ce signe indiquant des additions succes-
sives et trois passages a la limite), on aura

F ) =g [ Flh@e(dl

ou
1 ~
(5.1 Flp) = [ {0)o0)d,
< TtJ,
en posant
(5.2) f)=T"Th®)] =FL.—1:], pour tout 2 e C
z—1

et en adoptant la convention

[ ) o(o)dd = Lim [ FA)LQ)dX, avec Le Ay ;
/Gy

C—><P Cy

f(») se nomme la fonction ¢ndicatrice de I'application I .

Donc, si F est une application linéaire continue de 2[, dans E,
elle est donnée nécessairement par la formule (5.1) avec (5.2).

Cherchons & caractériser la fonction f(}) em termes primitifs de
la structure 2[,. Nous avons vu (propositions 3 et 4) que la fonction
h () est entitre et que h(}) est bornée sur tout demi-plan gauche. Or
ces propriétés sont respectées par n’importe quelle application linéaire
continue F de 9, dans E, puisque F permute avec la dérivation
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par rapport a A et transforme tout borné de [, en un borné de E;
on aura précisément :

D,f()=D,F. [Z%] - F{(Z i 1)2] ()

Done, la fonction indicatrice f(3) vérifie nécessairement les condi-
tions suivantes :

P1. f(3) est une fonction entiere.
P2. Xf(A) est bornée sur tout demi-plan gauche.

D’ailleurs il est aisé de voir que f(A) doit vérifier encore la condi-
tion suivante [vérifiée par h(2)]:

P 3. Pour toute fonction o€ U, , il existe un élément u de E tel que

w?

u=lim | fA)&()dA
n>w© /o,
quelle que sott la sutte (Ln) d’éléments de A convergeant vers ¢ et quel
que soit k tel que o€ ;.

b) Soit réciproquement f(}) une fonction de 2 & valeurs dans
E, vérifiant P1, P2, P3 et posons

(5.3) F*(9)= L f. e R)dr, pour tout %k et tout ve Q.
2n1 Jo,

Cette intégrale existe évidemment, la fonction 29 (3)f()) étant
bornée sur C;. En outre, la valeur de F(¢) ne dépend pas du choix
de 4, comme on le voit aisément a 1’aide du théoréme de Caucny
[8i k'>Fk, la fonction f(})o(2) est holomorphe sur la bande £ <R A<i'
eton a f(})2(3)—0 uniformément lorsque % — co]. On voit alors, sans
difficulté, que 'application o —F*(v) de U, dans E est lindaire.

Cela étant, désignons par I la topologie induite dans 9, par
Torse. Il est aisé de voir que la topologie de ’espace . coincide
avec la topologie de la limite inductive des espaces normés . [3:].
Or, puisque f(}) vérifie la condition P3 et que l'ensemble Ui est
dense dans %I, par rapport & J; pour tout % (prop. 2a), on peut
employer ici le principe du prolongement par continuité (voir [1],
pp- 53-55): la restriction, F;, de F* A chaque ensemble A; est uni-
voquement prolongeable en une application linéaire continue, F,, de

(1) On écrit z comme indice de F, pourindiquer que z est une variable apparente.
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Ar[I:] dans E et F est ainsi prolongée en une application linéaire
continue, F, de 2, dans E. On aura donc, pour ¢e 2, £=0,1,2,...:

F (o) = —— lim [ fO)20)dd sur 9L,

2 wt 7;—9@ C

et nous désignerons encore cette limite par

[ (0.

v Cy

Enfin, on vérifie aussitot que

F[ﬁ]: f().

Nous avons done démontré le théoréme suivant

THEOREME 1. [l existe une correspondance biunivoque F«->f, entre
les applications linéaires continues ¥ de U, dans E et les fonctions
f(d) de la variable complexe, & valeurs dans E, ayant les propriétés
P1, P2, P3. Cette correspondance est définie par les formules :

f() = FZI: :|, pour tout e C,

7 —

F(p) = —1— [f()\)qa()\) di, pour toute fonction ve 2,

Tl Joy

k étant un entier tel que pe .

6. Lle calcul opérationnel par rapport & |'annesau ,. Silon
définit dans 9, une multiplication d’aprés la notion usuelle de produit
de deux fonctions, l’espace U, devient un anneau topologique. Soit
encore E un espace localement convexe, complet par rapport aux
suites, et désignons par A.(E) l’apneau des applications linéaires conti-
nues de l'espuce E dans lui-méme, avec la topologie, I, de la conver-
gence simple sur E. Considérons le probléme suivant: Etant donné un
opérateur O e A, (E), faire correspondre & chaque fonction oe 2, un
élément de A (E), que Uon désignera par o (®), de fagon que:

L 8 y=9+1¢, alors x(0)=0(0) + §(0).
II. 8¢ y =0, alors 1 (0)=10(0)(0).
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III. S% ¢ = hm ¢, alors o(0) = hm 0. (0) .
Iv. 8¢ (p(z):k (constante numérique quelcongue), alors ¢(@)=k. (})
V. S ¢(z)=z, alors ¢(0) =0

Désignons par F lapplication ¢ — ¢(®) de 2, dans A.(E),
c’est-a-dire, posons:
F(9)=9(0).

Les conditions I —V peavent s’exprimer de la facon suivante: F
est une application lindaire continue de U, dans A.(E) telle que

Fiey)=F(p- -F{), F.()=1, F.(z) =

Le probléme est donc partiellement résolu. Il reste & caractériser
la fonction indicatrice, [(A), de F, au moyen de la nouvelle notion pri-
mitive adjointe a la structure U, : celle de produit.

Observons que

(z -D)h()=h@)(z—2 =1 (fonction units).

On aura donc, d’apres I, II, 1V et V:

O—=NfR) =fM)(® —2) =1 (opérateur identique)
d’o

f)=5—

On devra donc avoir
()
F(q))_—_cp(@)— J d)‘, pour 2¢C;, £ =0,1,
Ck

D’autre part, on trouve

(6.1) lim

RAr— — oo)—Z

1 /3 1) = 1
z \h—z A—z
et on obtient, pour M1 << 0:
‘ 1

P —z

=1, par rapport & I .

En effet, on a

= 1 -0, lorsque RA2 > — .

1—R%2

sup
Nz>1

(1) Pour commodité d’exposition, nous identifierons par la suite le nombre
complexe k soit avec la fonction o (3) =% soit avec l'opérateur %1I.
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Or, si Von applique F aux deux membres de (6.1), on trouve

P4. lim —L=

MRA-> —c0 A—0

Donc, la fonction (® —2)! doit vérifier, outre les conditions
P1—P2 du n.° précédent, encore la condition P4. Mais nous ver-
rons que P3 est maintenant une conséquence des autres conditions.

b) Soit réciproquement ©® un élément de A.(E) tel que (@—2)-1
soit une fonction de A & valeurs dans A.(E) vérifiant les conditions
P1,P2, P4 et posons

= - L ,IC——"O, 1 et .
PO =g ), eyt pour ge ’

Nous savons déja, d’aprés l'analyse du n® précédent, que cette
formole définit une application linéaire continue de 2; dans A.(E).
Pour voir que 'on a F*(¢.¢)=F"(¢)-F*(}), on peut raisonner a
peu prés comme dans la démonstration que nous avons exposée dans

[20], p. 63:
Soient ¢,{e;; alors, on peut écrire:

1 . )Ll }2
F*(9) - F*({) = jc [C (@q’( A1), d)\l]d)z

2w —3) (O —1)
et comme
1 . 1 ( 1 . 1
O=1)(O=)g) 2—2\O—2 O -1/’
1l vient
F*(o) - F* () =u—v,
avec
u= 1 [f 9 ()‘1) L[) ()2> d )‘1 d }2
Cril Jow Lo Qe—2)(O©—2)
= [} 20080 gy an,.
(2 T 'l.)2 Cra1 Cy ()2 - )‘1) (® - )\1) —
On a

u——-—l—f [1 " _o() d)_lil__“[’_()‘idlg
21‘”: Cr+1 27'EZ Ck)lZ—)Ll @—)(2

_ 1 f ?202)402) 33, _ Fx (o) ;
2w Crt 0 — 2

&
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D’autre part, les intégrales considérées étant convertibles en des
intégrales de RiEmaNN, on peut intervertir 'ordre des intégrations.
Donec:

v— lf ?(h) f 4 gy lan o0,
2me O—0 1277 Jcp, e — X

puisque, pour décrire C;, le point A; doit rester & gauche de Cy4,.
On a donec bien

F*(g)- F*(§) =F*(9¢).

D’auntre part, on voit aussitét que

F*( L l)z(—*)_l—i’ quel que soit A,
Z__ JR—

et donc
F*(z*)=0-*, quel que soit k.

Cela étant, nous pouvons établir que la condition P3 du n.° pré-
cédent est vérifiée par la fonction f(3) = (® — ),

Soit ¢ un élément quelconque de U, et soit (L,) une suite d’élé-
ments de 2, convergeant vers ¢ dansl’espace 2., pour une valeur
convenable de /% . Il s’ensuit que la fonction o(2)/z* appartient & A
et que la suite de fonctions ¢, (z)/z* converge uniformément vers o(z)/z*
sur la droite C;. On aura donc

S L)
Flp@e]=g m | S

=L lim [@—k ;"_O_)dz].
271‘?,'71—90: Ck@—)\

Alors, puisque l'application © est continue, on trouve

O [c.v(Z)/z"]=i lim f &) gy
Cx

.JTE'&.’n—NJO @—)l

et il est aisé de voir que cette limite ne dépend pas du choix de la
suite (4,). On peut donc écrire, d’aprés les considérations du n.°
précédent :

1 o®) 4O °(M)
O9%iJo, ®—12  2miJo, (O — DI

F(p)=—



120 J. SEBASTIAO E SILVA

Cette formule permet de voir aussitdt que la propiéte I'(p¢) =
= F(¢) - F ({) se conserve dans ce prolongement.

Ii reste & voir que les conditions I'(1)=1. F,(2) =© sont
vérifiées. Pour la premiére, il suffit d’observer que, l'application F
étant continue, on a, en vertu de (8) et de la condition P 4:

F(1)=F, lim ). = lim —)\—=1.
NA—> — A—2z NRA— —o0 21— 0

Enfin, puisque z-1/z2= 1, on trouve

F.(z)-F, e) —1 dot T.()— 1FG> _0.

Nous avons donc établi le théoréme suivant:

TatoriME 2.  Etant donné un élement © quelconque de A, (E), i
ne peut pas exuster plus d'un homomorphisme continu, F , de 'anneauw A,
dans Uanneaw A.(E), faisant correspondre & la fonction 1 Uopérateur 1
et & la fonction z Uopérateur © . Pour qu’il existe un tel homomorphisme

ol faut et il suffit que:
I) (® — ) soit une fonction entiere de }, & valeurs dans A.(E),
telle que
II) X(® — )7 soit bornée sur tout demi-plan RI<k et
I1I) lim 20—0)'=1.
Rr—» —

Ces conditions étant vérifides, on a

1 o(})
F —_ 1
@=575 ) 0-1

d A, pour tout k et tout ve .

On pose alors o(0) = F (o).

7. Ll'espace des distributions de support limité & gauche. Produit
de composition. Nous désignons par €i l'espace des distributions
sur R de support limité & gauche, avec la topologie que M. SCHwWARTZ
y a définie au moyen de l’espace dual. On peut expliciter la topologie
de €% de la facon suivante: Soit €, pour k,k=1,2,..., l'espace
des distributiions T de la fome T =D*f, ou f est une fonction
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complexe, sommable sur [— 4, 2] et nulle pour ¢ <k, et introduisons
dans €, une norme comme suit:

ITl = [Cirwiae (T=Dp).0)

Cela posé, nous désignons par €&,,, pour tout 2=1,2,..., la
limite inductive des espaces €f,,(k=1,2,...); et par €5 la limite
projective des espaces €&,,. Nous signalons les critéres suivants:

(7.1) Pour qu'une suite (T,) converge vers T dans €%, i faut
et il suffit que, pour tout entier, h, il existe un entier k et des fonc-
tions f,f, sommables sur [—k,h] et nulles pour t<<-—k, telles que:
T=Dxf, T, =Dxf,, f, > f en moyenne sur [—k, h].

(7.2) Pour qu'un ensemble $§ soit borné dans €x, ¢ faut et ¢l
suffit que, pour tout h, il existe un entier k et un ensemble ¥ de fone-

tions sommables sur [ —k,h], et nulles pour t< — k., telles que
H=DX et [f(t)]<k sur [—k,h] pour toute fe¥%.

Soit E un espace localement convexe, complet pour les suites.
Nous pouvons déterminer l’expression générale des applications linéaires
continues I de chaque espace €&,, dans E, comme nous l'avons
fait pour quelques cas similaires dans [23], en partant de la formule
intégrale de Dirac. On trouve alors qu’sl existe une correspondance
biunivoque F <« f entre ces applications F et les fonctions f(u) &
valeurs dans E, indéfiniment différentiables sur R et nulles pour u>h,
cette correspondance étant exprimée par les formules :

f(u)=F[3(t —u)](
F [T]=Ihf(u)’1‘(u)du _(— 1)kf_:f<k>(u)g(u)du,

oy, T=Dkg, g(t) étant une fonction sommable sur [— k,h] et nulle
pour t<k.

Si, au lieu des espaces €&,,, on considére l'espace €7, ce
résultat subsiste avec de petits changements, en imposant certaines
restrictions a l'espace E.

En particulier, on retrouve ce résultat remarquable (cf. [16],
vol. II, pp. 27-29):

(1) II est aisé de voir que la fonction f(¢) est univoquement déterminée par
la donnée de T et k.
(?) On pose 3 (¢(—u)=r,8; le point indique que ¢ est une variable apparente.
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1l extiste une correspondance biunivoque S<«-S, entre les éléments
S de €% et les applications linéaires continues S le Uespace €% dans
lui-méme, permutant avec la dérivation D; cette correspondance est
exprimée par les formules

s=80). S(T):f”’s@—u)rr(u)du,

ot S(t—u)=1,5.

On pose alors S*T=§(T) et on appelle SxU le produit de
composition de S par T. Le calcul de ST devient tres simple, si
Ion observe qu’il suffit de connaitre la restriction (S*T), de SxU &
I'intervalle ]— o, k[, pour tout 2 >0. Désignons par p,v les ex-
trémes inférieurs des supports de S,T; alors, la restriction de
7.5 & cet intervalle est une fonction de u nulle pour v >%—p,
et, si I’on pose

S=Drf, T=Dsg, dans |—oco,h—p],

f,g étant des fonctions sommables & support borné, on aura
At- .
S*T=D;+SJ flt—u)g(u)du, dans ]—oo,h[.

Cela permet de voir aussitét que S*xT = T=S et que le support
de SxT est la somme des supports de S et U. On voit de méme que
Uespace €%, avec le produit de composition devient une algébre sans
diviseurs de zéro (cf. [16], vol. 2, p. 29).

8. Le calcul symbolique de 'opérateur D.—L’espace €% contient
toutes les fonctions de support limité & gauche qui puissent présenter
quelque intérdt dans les applications. D’autre part, l'opérateur D,
rostreint & l’espace €%, a cette propriété remarquable: son ensemble
résolvant coincide avec la droite complexe, C(cf.[9]). On a précisément:

~ + ®
B_l_—)\T == ert-T (u)ydu = f ert- ) (t — u) T (u)du

= ex*H«T, pour tout 26 C ot Te€%,
ou H est la fonction de HEAVISIDE :

H(t)={

1 pour ¢>0
0 pour t<0.

Pour s’en convainecre, il suffit de résoudre 1’équation en U
bl

DU—-2U=T,
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en employant, par exemple, la méthode de la variation de la constante
arbitraire et en observant que, si l'on a

T = Drf dans l'intervalle ]—c,h[,

f(t) étant une fonction sommable dans cet intervalle et nulle pour ¢ <,
on aura

11
D“T=D"ff(u)du, dans | — oo, h[.

Avec la méme hypothése sur T, la restriction de er!H T a
— oo, k| sera

¢
AtH D7 f=Dr (ek‘H*f)=D"f =) F(u)du .

A

)

Cela étant, pour établir le calcul symbolique de l’opérateur D, il
nous reste & constater que les conditions I), II), III), exigées par le
th. 2, sont vérifiées.

A cet effet, rappelons que l'on considére ici 'anneau A, (€3)
muni de la topologie de la convergence simple et que, d’autre part, le
produit de composition S *T est une fonction séparément continue de
S etde T, pour S,Te€%. Done, pour la condition I), il suffit de
mountrer que la fonction ex*H de 2 est analytique en tout point 2e C,
par rappert & la topologie de €%. Or on a

6(7\+h)t H — et I-I eht —_ 1

h h

extH

et, puisque ce rapport converge partout vers fex’H lorsque 2 —» O,
en restant borné sur tout intervalle borné, on aura, d’apres le critére

(7.1):

hé
D, (er*H) = lim e————l—eﬂ H=ter'H,

h—0 h

par rapport i la topologie de €.
Pour les conditions II), IIl), il suffit de remarquer que

AerH = Dy(er*H) — 9

et d’appliquer les critéres (7.2) et (7.1).
On aura donc, d’aprés le théoréme 2:

LI ) Tdx (dans €F), pour tout £=1,2,...

277.'2. C/;D_X

?(D)T =

et tout o9& Y.
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Mais, puisque (D —)"'T=erH+«T=Txer*H et que S*T est
une fonction continue de S, on aura,

f 0 () [ H+T]d) = [f
v Cp C

k

ot Ho()d )}.e T,

Alors, si ’on pose

(8.1) 0= 5 [ HEO0 |,

2Tl

on trouve la formule:

(8.2) 'q:(D)T=<I>*-T|.

Le calcul de 'opérateur D est donc ramené & la transformation
9«—® (lindaire continue) de A, dans €:. Nous désignerons par K
cette transformation :

0= R(s).

Il s’agit naturellement de l'antitransformation de LAPLACE généra-
lisée. Il ne faut pas oublier que ® n’est pas en général une fonction
mais une distribution de type spécial. On voit aussitdt que

K(e¢)=RK(»)* K({), quelles que soient ¢,Ppe A, ,
et que

(8.3) Rlz9(2)) =D R(9), R()=07,

c’est-a-dire, { transforme «maultiplication par z» en «dérivation» et
«fonction 1» en «distribution d».
On peut vérifier aussi que

(8.4) R.[e*0(2)] =1, K (0), pour w0,

c’est-d-dire, R transforme «multiplication par e**(u X O)» en «trans-
lation 7,».

9. L'espace image de 2, par R; transformation de LAPLACE.
Nous chercherons maintenant & déterminer le transformé de [, par
R, muni de la topologie la plus fine qui rend continue la transformation
R. A cet effet, remarquons que, si l'on a o6 et si 'on pose
y(2)=9(2)/z*+?, on aura
k42 A+

ﬁ(3)=l)c)ﬂ 3(1;+2)¢J “e'iv‘up(/c—[—2+v)dv

o
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ot, puisqu’il existe un nombre M tel que
on pourra écrire R (¢) sous la forme

R (o) =Drett ¥ (1),

2§ (2)

<M pour Rz>1k,

W (¢) étant une fonction continue bornée, nulle pour ¢<0.

Cela nous invite & poser les définitions suivantes:

Pour tout ©#=0,1,2,..., désignons par %, l'espace des distri-
butions sur R, de la forme

® — Dke*F (1),

F étant une fonction continue bornée sur R, nulle pour <0, et
adoptons sur ¥, la définition de norme suivante:

[ @]} = sup|F ()]
£>0

Cela posé, désignons par %, la limite inductive des espaces P .
Nous allons voir que F, est Uimage cherchée de Vespace 2, . A cet
effet nous essayerons d’invertir I’opérateur K.

Observons que, §'id existe R, on doit avoir, en vertu de (8.3):

(9.1) KRIDY) =287(9), K1) =1.

D’autre part, on a

®—3x0 =f+°°a(t'~u)q>(u)du,

cette intégrale étant convergente par rapport & la topologie de F,, , comme
on peut le vérifier. On devra donc avoir, s’il existe K':

+ o .
@—1(@)=f 3(2,4) 0 (w) du,
ot 6(z,u) = R[3(t — )] (fonction indicatrice de ®-*). Cherchons
& caractériser o(f — u)= 1,0:

1) d(t—u) est une fonction de u, & valeurs dans §F, indéfi-
ntment différentiable sur R, décroissant, pour u — oo, plus rapidement
que toute exponentielle e '%, ainsi que chacune de ses dérivées:

lim [ef4d® (¢t —u)]=0, pour k,p=0,1,2,...

> 4 ®

Done, il en sera de méme pour la fonction 9(z,u) de u, & valeurs
dans 2, .

2) Ona D, O(t—u)+D;3(t—u)=0.
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Il en découle, compte tenu de (9.1) et du fait que K|-' doit &tre
continue :

D,8(z,u)+20(z,u)=0, ()
d’ou
9(z,u)=e**, puisque 0(z,0)= K@) =1.

On devra donc avoir (en échangeant les roles de « et ):
+ o
(9.2) 5%—1(<b)=f et d(t)dt.

Nous désignerons par £ la transformation définie par cette inté-
grale (iransformation de LAPLACE généralisée). 1l est maintenant aisé de
voir que £ est une application linéaire continue de ¢, dans A,
vérifiant les conditions (9.1). Il suffit de remarquer que, si P e F: ot
si 'on pose F =¢*D-*® F est une fonction continue et bornée
sur R, nulle pour ¢<<0, et on a

2(@)-_—f+°°e—:tDk[ektF(t)]dt
—(— 1)k[+°°(Dfe—:t)[efftF<t)]dt

<o

4+ oo
=z"J e G-t F (1) d ¢,
0
et que, si ’on pose ¢ = — logu, on trouve
1
)l(q))_—_—.z"f w~*-1F (logu)du.
0

Il reste & voir que 'on a, en effet, & = K-1.
Puisque

8@ =5 [ M HOrO), powr ge,k=0,1,..
k

e

et que L est une application linéaire continue de F, dans A,, on a

R G ORCL

Qe

LR(p)=

et comme, d’autre part,

(1) Lorsqu'il n’y a pas danger de confusion, nous n’indiquons pas les variables
que I'on doit considérer apparentes.
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+ 1
&[el‘H(t)]=f eG-NEdt =

0 z—)
on aura

LR(9)= 91 fc @) 45— ?(2),

2mi Jo, 2 — A
c¢’est-a-dire

2R=1.

On voit de méme que

ﬂﬁ(®)=f+mﬁ:(e-“)<b(z)dt
0
et puisque, d’aprés (8.2):

K (6_:“') = Tuﬁ(l) = Tua
=d(t—u), pour u>0,
on aura

ﬁg(@)=f+°°a(t—u)q>(u)du=q>,

ce qui veut dire que

KL=1.

Nous avons donc démontré le théoréme suivant:

THEOREME 3. Les espaces vectoriels topologiques U, et ¥, sont
wsomorphes. Il existe une, et seulement une, application linéaire continue
L de F, dans U, telle que L(DP)=2z () et L(3)=1. Cette appli-

cation est donnée par la formule
+ w
2(0) = f o2t ® (1) dt
0
et admet une inverse continue, donnée par la formule (1)
2-1(9) =L‘f erto(N)di, pour 06U, k=0,1...
2mi Ck

On a en autre

L(@xY¥)=2(D)L(Y), quelles que sotent ¢ ,¥Y e, .

() Tl est aisé de voir que 1'on peut dispenser le facteur H (¢) dans la formule
d’inversion, qui devient alors identique & celle classique.
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Les éléments de ¥, sont précisément les distributions laplacisables,
d’aprés M. Scawarrz [13].

10. Lles espaces %mﬂm. Nous désignons par §, lespace des
distributions ¥ de la forme

V=70 =0(—h), ot De,, heR,

avec la topologie la plus fine qui rend continues les translations =, et
induit dans <, la topologie de cet espace. Ii est facile de définir
directement la topologie de ‘55@ . On voit d’ailleurs que pour tout heR,
Vensemble 1, (§F,) est un sous-ensemble fermé de F, .

D’autre part, nous désignons par s lespace des fonctions ¢ de
la forme

b(z2)=e"“o(z), ol heR, v,

avec la topologie la plus fine qui rend continues les applications
o — e" ¢ et induit dans R, la topologie de cet espace.
On trouve alors ce résultat:

~

Les espaces vectoriels topologiques Q]w,‘g(u sont isomorphes. L’ap-
plication & de A, sur F, peut se prolonger, d'une seule maniére, en

un isomorphisme R de U, sur F,, tel que R,[z0(2)] = DR (9), e
REY=RE*KWY).

Nous poserons alors

=&

et on aura encore
- +
2(®) = f 10 (1) d 1

Pour simplifier les notations, nous adopterons encore les symboles
K, )3, au lieu de S? Q.

L’espace 9, contient déja des fonctions telles que e*, &inz,
co8z. On aura, par exemple

R.(e¥)=3(t+ h), quel que soit heR,
donc
PU=0(t+m*xU=710=U(+7),
pour tout heR et Ue€;.

Mais il y manque encore des fonctions telles que €%, sinz,
cosz. Pour y adjoindre ces fonctions, nous ferons un nouveau pro-
longement.
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11. Ll'a'gébre 2, des fonctions holomorphes de type exponen-
tiel & droite et son corps de quotients. Pour tout £=0,1,..-, nous
désignerons par 90, l'espace des fonctions ¢(z) holomorphes pour
Rz>k, telles que la fonction 9 (2)/e*!! soit bornée sur Rz >k,
avec les définitions usuelles de somme et de produit par scalaires et
avec la topologie, T, définie par la norme suivante

ol = sap 2E],
Rz>rk PLAE]

On démontre encore que, pour tout k, zkH induit dans Qlk une
topologie moins ﬁne que Ek et la boule de QIK est relativement compacte
par rapport a 2k+1- La démonstration est semblable 4 celle de la
prop. 1, mais plus délicate.

Nous désignerons par éflw la limite inductive des §Ik et par ?E la

®

topologie de 9l . (’est encore un espace (&L N¥).

~

Il est évident que A, C §Iw et que fm induit dans §2~Iw une topo-
logie moins fine que celle de 9I,. Mais nous ne savons pas encore si

9, est dense dans 9.

D’autre part, il est aisé de voir que, par rapport & la multiplica-
tion usuelle, U, devient une algeébre sans diviseurs de zéro. 1l est done
possible de définir le corps des quotients

©
—, avee o,bed,

Nous désignerons par £, ce corps. En employant notre théo-
réme 6 établi dans [23], on voit que, parm? les topologies qui induisent
dans A, une topologie moins fine que 3, et qui rendent continues les

applications ¢ — o/ de ij sur £, U en existe une, I,, plus fine
que toute les autres: c’est la topologie de la limite inductive des espaces
images de 9, par les applications o — 9/d.

Puisque la transformation R est un isomorphisme algébrique et
topologique de l'espace [, sur l’espace %w, échangeant le produit
ordinaire avec le produit de composition, on peut concevoir une exten-
sion, &, l'espace topologique %fw, avec une extension simultanée du
produit de composition, de maniére que R® soit prolongeable comme
application linéaire bicontinue de £, sur &,, échangeant le produit
ordinaire avec le produit de composition.

Les éléments de &, n’appartenant pas a %m pourront s’interpré-
ter de plusieurs facons, mais il nous semble que ces éléments ne peu-
vent plus &tre des distributions.
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En particulier, on parviendrait ainsi & donner un sens a des séries
de puissances de l'opérateur D, qui étaient employées d’une facon
empirique par les pionniers du calcul symbolique. Par exemple, on
réalisait 1o symbole P de la fagon suivante:

oD @ (1) — ( 3 h;?”) B (1)

n=0

n

— D) LA ()4 e+ :'
—O(t 1 h). '

q)(n)(t) 4o

De tels procédés trouveraient maintenant sa justification. Mais il
serait intéressant, méme au point de point de vue pratique, de définir
directement la topologie induite dans %, par la topologie de &, .

REMARQUE FINALE

Le dual fort de l'espace &I, est isomorphe & l’espace §), des
fonctions complexes f(}), entiéres, & décroissance rapide sur toute
verticale et telles que

P2. Af(}) soit bornée sur toute demi-plan gauche, la topologie
de §, étant définie par la famille de normes

FFEOOY|, k=0,1,2,...

|f]lx = sup
NA<rk

Puisque 2[, est un espace (2L N*), il est réflexif ot son dual fort
est un espace (M*) (cf. [22]). L'isomorphisme naturel o — o de 9,
sur §j, est défini par les formules (cf. [12]):

2(N=5= [F030)d2 = <f,2>

Ck

o—3 (2
T T A 2_)’

od % est un entier tel que la fonctionnelle ¢ soit continue par rapport

4 la norme d’ordre % et ol l'on suppose la fonctionnelle ¢ prulongée
4 'espace des founctions entiéres vérifiant seulement P 2.

Si 'on désigne par $* l'espace des fonctions fe ), qui décrois-
sent pour MA - — o, plus vite que toute exponentielle e**, ainsi que
chacune de leurs dérivées, et si l’on pose

?6(f)=/:+°°q>(t)f(—z)dz, avec D6, ,
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on définit dans §j; une fonctionnelle linéaire continue. Or, nous croyons
que $), est dense dans §,. Alors on pourrait prolonger univoque-

ment ® & §_, et méme & l'espace des fonctions entidres vérifiant P2;
et la fonction indicatrice de ® serait donée par la formule

= /1 e @ ()
() = — dt pour Nz> —
7\<>._Z> A/P- t 1z jY )

ou I’on désigne par p l'infimum du support de ?.

Il Sagirait, donc, de la transformation de STIELTIES généralisée
(ef. [27], pp. 325-391). Elle devrait respecter la dérivation, la multi-
plication et transformer le produit de composition réel en produit de

composition complexe.
On pourrait ainsi considérer §), comme une extension de I’espace

%, et on aurait 14 peut-8tre une réalisation utile de I’espace ﬁ(ﬁm).
Les éléments de R (2[,) se présenteraient alors comme des ultra-

-distributions, & rapprocher des «Randverteilungen» de M. KoTHE
(ef. [13] et [2D]).
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