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LES ENSEMBLES FERMES ET LE PROBLEME DE WIENER

par J. SEBaSTIXO E SiLva' (A LISBONNE)

{Recebido em 1942, Abril, 9)

Dans cette note, on applique a I’étude du probléeme de Wiener quel-
ques propriétés concernant la notion d’ensemble fermé, ce qui permet
d’établir, d’une facon nouvelle, quelques résultats dis a M. Wiener,
et encore d’autres résultats. Au § 4, on démontre l'identité entre les
espaces (S), considérés par M. Wiener, et les espaces (I) denses en soi.
Au § 6, on indique trois conditions, nécessaires et suffisantes pour qu’un
espace (S) soit un espace (J,); la premiére et la troisitme de ces condi-
tions portent directement sur la famille 2 d’applications, au moyen de
laquelle est définie la topologie de 'espace (S) considéré.

1. les espaces (F).-Soit 1 un ensemble abstrait et soit ~— un opéra-
‘teur, qui, & chaque ensemble AC1, fasse correspondre un ensemble
Ac1, nommé ensemble de fermeture de A .

Nous dirons, avec M. A. Monteiro?, que le systéme (1,7 ) constitue
un espace (F), si Uon a: I) AcA; II) 0=0; III) A+BcA+B;
IV) A=A, quels que soient les ensembles A et B. Un espace (IV) est
donc un espace (V) qui satisfait & la condition IV).

Les espaces (F') possedent cette propriété importante, que leur topo-
logie est complétement déterminée par la famille § des emsembles fer-
més, c’est-d-dire, des ensembles I’ tels que F=F. En effet, dans un
espace (I'), l'ensemble de fermeture d’un ensemble A quelconque est
le produit de tous les ensembles I' qui contiennent A; c’est-a-dire,

A—IIF,, ou F,e§; DA . Alors, nous écrirons (1, )=(1,§). "
A

Deux topologies et =* étant définies sur un méme ensemble abstrait 1,
par intermédiaire des familles des ensembles fermés & et §*, respecti-

vement, nous dirons que la topologie = «contient» la topologie =*, et nous
I

t Bolseiro do Instituto para a Alta Cultura.
2 Les ensembles fermés et les fondements ce lo. fopulogie, «Port. Math.», vol. 2, 1941, pag.
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écrirons 77, si I'on a FOF* (ou, ce qui revient au méme, si la topo-
logie © n’est pas modifiée quand on adjoint & § la famille F*).

En général, la connaissance de tous les ensembles fermés dans un
espace (I") n’est pas nécessaire pour déterminer la topologie de cet
espace. En effet, la famille § des ensembles fermés, satisfait aux condi-
tions suivantes: 1) les ensembles 0 et 1 appartiennent & §; 2) une
sous-famille quelconque |F, | de la famille § étant donnée, on a II¥, €3,

a@

ce que l'on exprime en disant que la famille § est complétement multi-
plicative. Alors, si 'on désigne par Ul une sous-famille de §, telle que
tout ensemble I e § puisse s’exprimer au moyen d’un produit d’ensem-
bles appartenant & U, la connaissance de Ul est suffisante pour déter-
miner la topologie de I'espace considéré, I'ensemble de fermeture d’un

ensemble A quelconque étant donné par lexpression A=I1T,, ol
U,ell; DA. Dans ces conditions, nous dirons que la famille Ul cons-
titue une base de l'espace (1,§). Réciproquement, soit B une famille
quelconque de sons-ensembles de 1 et désignons par [¥] la famille
complétement multiplicative, contenant les ensembles O et 1, engendrée
par B. Il est évident que, si 'on prend la famille ¥ pour base, on
peut définir sur 1 une topologie, par rapport A laquelle [R] est la
famille des ensembles fermés.

Nous dirons que deux familles 11 et ¥ de sous-ensembles de 1 cons-
tituent des bases équivalentes, si la topologie v définie an moyen de la
hase U est identique &4 la topologie t* définie au moyen de la base ¥ ;
c’est-a-dire, si 'on a [U]=[B]. Il est d’ailleurs immédiat que, si
o[V, la topologie = contiendra la topologie <*.

2. Les applications continues. Soit 9 une application biunivoque de
Pensemble 1 sur lui-méme, et soit A un sous-ensemble quelconque de 1;
nous désignerons par 6(A) (image de A) I’ensemble des éléments 0 (x),
ol xeA. Nous désignerons de méme par 6 () (A étant une famiile
quelconque de sous-ensembles de 1) la famille des ensembles 6 (X), ol
XeA. Il est aisé de voir que

A) [6(1)]=9([u]) quelle que soit la famille 11.

On dit que D’application 9 est «continue», par rapport a la topologie =
définie sur 1, au moyen de 'opérateur ~, si 'on a
1) 0(A)cO(A) quel que soit AcCl1.

On dit que I'application 9 est «bicontinue» par rapport ala‘topologie =,
si l'on a
2) 0(A)==0(A) quel que soit AcCl;
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ou, ce qui revient au méme, si les applications 0 et 07' sont toutes deux
continues par rapport a <.

Nous appellerons, avec M. M. Iréchet, déformations d’un espace,
les applications bicontinues de cet espace sur lui-méme. Il est aisé de
voir que I'ensemble I' des déformations d’un espace constitue un groupe
d’applications biunivoques (par rapport & la composition ordinaire des
applications biunivoques).

Nous rappellerons aussi les propriétés suivantes :

B) Soit 0 une application biunivoque d’'un espace (1,F) sur lui-méme ;
pour que 8 soit continue, il faut et il suffit que Uapplication 67'
transforme les ensembles fermés en des ensembles fermés. La condi-
tion 1) est donc équivalente, dans un espace (F), & la condition
suivante

3) i (F)cs -
Il en résulte immédiatement que

C) Les déformations de espace (1,§) sont précisément ces applications
biunivoques (de cet espace sur lui-méme) qui transforment les ensembles
Jermés en des ensembles fermés et les ensembles non-fermés en des ensem-
bles non-fermés ; ¢’est-a-dire, la condition 2) est équivalente, dans Uespace
(1,8), & la condition suivante

4 (5)=5.
Nous pouvons maintenant établir les résultats suivants:

B') Soit 5 une application biunivoque de Uensemble 1 sur lui-méme et 1l
une famille de sous-ensembles de 1, auw moyen de laquelle on définit sur 1
une topologie 73 pour que 0 soit continue par rapport & =, il faut et il
suffit que cette topologie contienne la topologie =* que Uon définit sur 1,
st Uon prend pour base la famille 07' (11).

Dinm. Posons F=[U] et F*=[0""()]. On a daprés A), [67'(U)]=
=57 ([u]), c’est-a-dire, F*=6""(3F).

Alors, en tenant compte de B), la vérité de cette proposition devient
immédiate.

C") Pour que 0 soit bicontinue par rapport & = il faut et il suffit que
cette topologie contienne les topologies définies sur 1 au moyen des familles
O(u) et 6 ().

C") Pour que Uapplication 6 soit bicontinue par rapport & =, il faut
et il suffit que les familles U et 6 (11) forment des bases équivalentes.
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La proposition C') est une conséquence immédiate de B/). Quant a C”),
on peut la déduire de C), de la méme fagon que nous avons démontré I3/)
partant de B).

3. le probléme de Wiener. Soit 1 un ensemble abstrait quelconque.
Si l'on définit sur 1 une topologie, au moyen d’un opérateur — qui a

chaque ensemble A1 fasse correspondre un ensemble A (ensemble

de fermeture de A) tel que ACAC1, le groupe I' des déformations
de l’espace (1, ) est déterminé.

M. Wiener pose la question inverse', précisée par M. M. I'réchet® de
la facon suivante:

Soit 2 une famille quelconque d’applications biunivoques de len-
semble 1 sur lui-méme ; on demande:

1) Quelles conditions devra vérifier la famille 2, pour que l'on
puisse définir sur 1 une topologie =, par rapport & laquelle 3 soit:
a) une famille de déformations de '’espace correspondant; &) la famille I
de toutes les déformations de cet espace ?

2) Dans quel cas la topologie = est complétement déterminée par la
famille 2?

"3) A quelles conditions devra satisfaire 3 pour que la topologie =
véritie certaines-conditions (pour que l’espace correspondant soit, par
exemple, un espace accessible, un espace de Hausdorff, ete.)?

M. Wiener commence par observer que la topologie usuelle des
espaces linéaires peut 8tre déterminée par la connaissance du groupe I'
des déformations de la droite, en utilisant une propriété que nous énon-
cerons de la fagon suivante:

W) Un ensemble E et un point a quelconques étant donnés, pour
que Uon ait ae R, il faut et il suffit que toute application appartenant
a 1" et laissant fixe chacun des points de E, laisse aussi fixe le point a
luz-meéme. ’

Alors, en s’appuyant sur cette propriété qu’il cherche & généraliser,
M. Wiener donne une définition que nous présenterons sous la forme
suivante :

Dirxirion 1. Soit 2 une famille quelconque d’applications biunivo-
ques de Uensemble 1 sur lui-méme; par commodité, nous supposerons
que 2 contient Uapplication identique. On mnomme «ensemble de fer-

1 N. Wiener, Limit in terms of continuous transformations (Bull. Soc. Math. France, t. 150,
1922, p. 51-62). : )
2 Les espaces abstraits, pp. 196-201.
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meturey d'un ensemble AC1 quelconque Uensemble A des éléments de 1
qui restent fixes pour toutes les applications appartenant & 2 et laissant
Jixe chacun des éléments de A . Alors, le systeme (1,32) est dit un
espace (S).

4. Propriétés des espaces (S). Si l'on admet la condition sup-
plémentaire 0=0, il est aisé de voir que tout espace (S) est un
espace (F). Les conditions I) 0=0, TI) AcA, III) A+BcA+B,
sont évidemment vérifiées. Quant & la condition IV) K=7X, elle est

aussi vérifiée. En effet, A est I’ensemble de tous les points restant fixes

pour toutes les applications de 3 qui laissent fixes les points de A ; or,
ces applications sont précisément celles qui laissent fixes les points

de A; on a done, d’aprés la définition 1, A—A .
Nous pouvons maintenant donner une autre définition de I'espace (S):

DeriNitioN 1 BI1S. Faisons correspondre & chaque application 9e 3
Vensemble U de tous les points restant fixes pour Uapplication 0. Alors,
on peut définir sur 1 une topologie, con prenant pour base la famille 11
constituée par ces ensembles U. L’espace () que Uon obtient de cette
maniere est dit un espace (S).

11 est aisé de voir que cette définition est équivalente & la définition 1.

Un espace (S) est, en outre, un espace dense en soi, c’est-a-dire, un
espace ou est vérifide la condition T — (z)=1, quel que soit le point z.
on effet, toute application laissant fixe chaque point de l’ensemble
1—(x) laisse aussi fixe le point x lui-mé&me.

Réciproquement, soit (1,7 ) un espace (F), dense en soi, dont la
topologie est définie au moyen d’une base 1. Faisons correspondre &
‘chaque ensemble Uell une application hiunivoque 0 de ’ensemble 1
sur lui-méme, qui laisse fixe chaque point de U et qui change tous_les
points de 1—U. Il est toujours possible de trouver une application
comme 9, & moins que 1--U soit formé d’un seul point; mais, si I'on
avait 1—U=(x) ou bien U=1—(x), ol « désigne un point quelconque,
I’ensemble U ne serait pas fermé, vu que, l'espace étant dense en soli,
on aurait e U; done lensemble 1—U ne peut pas étre formé d’un
seul point. Alors, désignons par 2 la famille des applications 6: de ce
qui précede, il résulte que ’espace (1, ) est un espace (S), dont la
topologie peut étre définie au moyen de la famille d’applications 2.

Nous sommes donc amenés & la proposition suivante :

Les espaces (S) ne sont que les espaces (F) denses en sot.
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5. les espaces (J) et (J,). Soit (1,2) un espace (S) dont la topologie =
ait été définie, d’apros la définition 1, au moyen de la famille d’appli-
cations 2; alors, deux cas peuvent se présenter: ou bien il existe une
famille Q d’applications de I’ensemble 1 sur lui-méme, bicontinues par
rapport a la topologie 7, telle que I’on puisse définir, comme plus haut,
la topologie 7, au moyen de Q (nous dirons allors que les tamilles 2
et Q sont équivalentes); ou bien il n’est pas possible de définir comme
plus haut, la topologie =, au moyen d’une famille d’applications qui
soient déformations de l'espace (1,2). Dans le premier cas, nous
dirons, avec M. Wiener, que l’espace considéré est un espace (J).

Il se peut que la famille 3 soit équivalente, non seulement & une
famille de déformations de l'espace (1,2), mais au groupe I' lui-méme
de toutes les déformations de cet espace. On dira, dans ce cas, avec
M. Wiener, que I'espace considéré est un espace (J,). Les espaces (J))
sont, évidemment, les espaces topologiques les plus généraux ol est
vérifiée la condition W) (§ 8). '

M. Wiener a trouvé une condition pour qu’un espace (S) soit un
espace (J). Nous allons établir cette condition de la maniére suivante:

Considérons encore I'espace (1, 2). Nous ferons d’abord la remarque
suivante: ¢ et 0 étant deux applications quelconques de l’ensemble 1
sur lui-méme, sil'on pose ¢,=0d97" on aura ¢, [0 (x)j=00z(x)], quel que
soit xe 1. Cela dit, nous pourrons, d’aprés la définition 1 bis, cons-
truire une base 11 de l'espace. (1, 2); & cet effet, nous ferons corres-
pondre, a chaque application ¢e 2, un ensemble Uell tel que

g(x)=x si xelU
o (x)Fx si 2¢U.

Soit 6 une application biunivoque quelconque de l'ensemble 1 sur
lui-méme. Si lon pose o,=0%6~" on aura, d’aprés la remarque précé-
dente, .

g, [9(x)]=0(x) si xeU;
a, [0 (x)]#£0 () si x¢U;
ou, si l'on pose 6(r)=y,
{G. @)=y - st yei(U);
a(y#Fy st yelU)s
cela veut dire que, si ’on définit, comme plus haut (définition 1), une
topologie sur l’ensemble 1, au moyen de la famille d’applications

2,=06267", la famille 0 (1) sera une base de l'espace (1,2,). Alors, les
propriétés C') et C") peuvent s’énoncer sous la forme suivante :
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C*) Pour que Uapplication 8 soit une déformation de Uespace (1, 2) R
il faut et il suffit que la topologie = définie aw moyen de la famille 2,
contienne les topologies =, et T, définies au moyen des familles 0367
t 6729,

C**) Pour que Uapplication 6 soit une déformation de Vespace (1,2),
il faut et il suffit que les familles 2 et 0297 soient équivalentes, en ce
sens, qu’elles définissent sur 1 la méme topologie.

La proposition C*) n’est au fond que le résultat da a M. Wiener et
que nous pouvons énnoncer sous la forme suivante :

Pour que la famille 2 soit contenue dans le groupe I' des déformations
de Uespace (1, 2), il faut et il suffit que la topologie définie par Uinter-
médiaire de 2 me soit pas modifiée quand on adjoint aux applications
de 2 toutes les applications de la forme 0c97" et 67'¢0, ot 0,062 .

Il convient faire la remarque suivante: pour que l'espace (1, 2) soit
un espace (J), il ne faut pas que la famille 2 soit contenue dans le
groupe I', mais seulement que 2 soit équivalente & une famille 2* con-
tenue dcms I.

En particulier, si la fumille dapplications 3 est un groupe, Uespace
1, 3) sera, en vertu de C*), un espace (J).
7 2 )

Il serait intéressant de trouver une condition, en termes de ferme-
ture, pour qu’un espace (1,7 ) soit un espace (J) ou un espace (J,),
comme nous l'avons fait pour les espaces (3).

6. Condition nécessaire et suffisante pour qu'un espace (J) soit un
espace (J,). M. Wiener a indiqué une condition pour qu’'un espace (S)
soit un espace (J,), mais M. M. Fréchet a remarqué que cette condi-
tion «...ne donne pas un criterium portant directement sur la famille 2».
Nous avons cherché i résoudre cette question et nous avons trouvé une
caractérisation des espaces (J,), semblable & celle de M. Wiener pour
les espaces (J). Voici le résultat que nous avons obtenu:

THEOREME. Pour que la famille d’applications 2 soit identique & la
Jamille I' de toutes les déformations de Uespace (1, 2), il faut et i suffit
que: 1) 2 soit un groupe d’applications; 2) Tout. groupe d’applications
équivalent & 2 soit contenue dans 235 3) Le groupe 2 ne soit pas un
vrai sous-groupe invariant d’un autre groupe d’applications de U'ensemble 1
sur lui-méme.

DiyoxstraTioN. Il est évident que les conditions 1) et 2) sont néces-
saires. Quant & la condition 3), elle est aussi nécessaire, puisque, s'il
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existait une application 9 ¢ 2 telle que §207'==3, cette application serait
bicontinue, C’aprés C**); on aurait done 0 e I', et, par conséquent, Z£1".

Supposons maintenant que les conditions 1), 2), 3), sont toutes véri-
tiées. En tenant compte de 1), on a, d’apres C*), EcT'. Soit 0 une
-application quelconque de I': d’aprés C**), les groupes 0397 et 67'29
sont équivalents & 2, et par suite on aura, en vertu de 2), 0267'C2,
07'29c2. De la premitre de ces expressions, on déduit 2C97'29,
d’oli, en tenant compte de la derniére expression, 2=6""'39. Donec, en
vertu de 3), on aura, nécessairement, 6 e 2, et, par conséquent, Z=1".
L’ensemble des conditions 1), 2), 3) est donc suffisant.

ReMARQUE. Pour que l'espace (1, 2) soit un espace (J), il ne faut
pas que lon ait 2=1", mais seulement que la famille 2 soit équivalente
4 la famille I'. Méme dans les espaces linéaires, il est possible de déter-
miner un groupe & d’applications, différent du groupe I' des déforma-
tions, au moyen duquel on puisse définir la topologie de lespace,
Qapres la définition 1.

Par exemple, nous pouvons prendre pour base, dans l'espace R,
(droite euclidienne) la famille 11, dont chaque ensemble U est formé
des points a, qui vérifient l'une quelconque des conditions = < «,
x>b, ol a et b désignent deux points arbitraires, tels que a<b.
Alors, faisons correspondre a chaque ensemble U la fonction o(x),
définie de la facon suivante:

9 (x) = si xeU
2a-+b

9(x)=2x—a si a<ax<—

x+b . 2a+
"a(m)=71— si a;_b<ac<b.
\ -

Il est aisé de voir que la fonction o(x) représente une déformation
de l'espace R, et qu'elle caractérise I’ensemble U, d’aprés la défini-
tion 1 bis, vu que o(x)=x sizeU et o(x)sx si x¢ U. Considérons
maintenant le groupe { engendré par toutes les applications 2 ainsi
définies : il est évident que l'on peut définir la topologie de R, par
I'intermédiaire de Q. D’autre part, on a Q=1"; en effet, on prouve
facilement, par la méthode d’indaction compléte, que, pour chacune
des applications de Q, il existe au moins un intervalle («, ), ol cette
application est représentable par une fonction linéaire. Cet exemple
prouve donc ce que nous avons dit plus haaut.
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