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O Lema de Weyl no Quadro das Ultradistribuicoes
J. SEBASTIAO E SILVA

1. Consideremos a equacdo de Laplace relativa a n
variaveis independentes

d? o
Ap =0 A= +...+
ox? d%X?

e seja Q um conjunto aberto de R*. E bem conhecido
o seguinte teorema classico:

Se ¢ é uma solugdo da equagcdo de Laplace em Q
que admite derivadas de 1.° e de 2.° ordem continuas
em Q, entdo ¢ € uma funcdo indefinidamente diferen-
cidvel, e mesmo analitica, no conjunto Q (*).

Como é sabido, dizem-se harmdnicas em Q as fun-
¢Oes que verificam a hipdtese deste teorema. A desig-
nacao é aplicada geralmente a funcbes reais, mas
convird aqui considera-la extensiva a funcdes com-
plexas.

Mas também é sabido que o teorema anterior pode
ser generalizado, substituindo a hipétese por outras
muito mais fracas, como por exemplo a seguinte:

«p € uma distribuicdo em Q que verifica a equag@o
de Laplace em Q (no sentido das distribuicdes)».

() Por funcio analitica em Q entende-se toda a fungado n va-
ridveis reais xj, Xy, que seja representavel por uma série
de poténcias inteiras de x; — @, —al, ..., xynuma vizinhanca
de cada ponto (ayz, ..., ap) de Q.
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Com esta hipétese, o teorema constitui o lema de
Weyl no campc das distribuicoes. Pode compreender-
-se o alcance de tal proposicao. Um caso particularis-
simo é aquele em que a hipé6tese é a seguinte (mais
geral que a do teorema classico) :

«p é uma fungdo que admite derivadas de 1. ordem
absolutamente continuas em Q e que verifica a equa-
¢do de Laplace neste conjuntos.

A propriedade expressa pelo lema de Weyl estende-se
a uma categoria muito geral de equagdes diferenciais
parciais estudadas por MALGRANGE, EHRENPREIS, HOR-
MANDER, etc. Mais precisamente: toda a distribuicdo
que verifique uma tal equagdo em Q é uma fungdo
analitica em Q, que também é solugdo da equagdo no
sentido usual. Como geralmente é mais facil obter
expressoes que definem no sentido das distribuicgoes,

vé-se onde possa estar o interesse desta propriedade.

Tém-se feito tentativas para generalizar o lema de
Weyl a espacos mais amplos que o das distribuicdes.
Por exemplo, BENGEL conseguiu obter uma gene-
ralizacdo do referido lema, colocando-se no espaco
das hiperfuncGes de SATO, mas limitando-se ao caso
n=2.

H4 cerca de um ano, em conversa na Universidade
de Maryland, observou-me FICHERA que teria tal-
vez interesse estudar o seguinte problema: caracte-
rizar de algum modo o «espaco maximo» (a menos
de um «isomorfismo»), para o qual seja valido o
lema de Weyl —se & que tal espaco existe. O pro-
blema estd ainda posto, como € natural, de modo
vago, o que nao quer dizer que seja desprovido de
sentido ou mesmo de interesse.
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Desde logo esta conversa me levou a pensar no con-
ceito de ultradistribuicao, que introduzi em 1957,
para sobre ele basear um calculo operacional, aplica-
vel precisamente a equagdes com caracteristicas ima-
gindrias, como sucede com a equacdo de Laplace.
As hiperfungées de SATO sdo, localmente, um caso
particular das ultradistribuicbes. Ora o que se veri-
fica imediatamente é o seguinte:

O lema de Weyl jd ndo é vdlido no quadro das ultra-
distribuigoes.

Surge portanto a pergunta:

Constituem as hiperfungdes ¢ tal «espaco mdximos,
com a referida propriedade, ou existem ainda cutros,
ccmpreendidos entre o das hiperfuncoes e o das
distribuicoes ?

E objectivo da presente nota contribuir para o escla-
recimento desta questdo. Em particular, serd dada
uma nova demonstracido, extremamente simples, do
resultado de BENGEL (!). Alias, deve dizer-se que
este assunto foi objecto de animadas discussdes, en-
tre mim, LIONS e BENGEL, no Curso Internacional
sobre a Teoria das Distribuicdes, que se efectuou
em Lisboa em Setembro de 1964.

Convém precisar que, em 1957, me limitei ao caso de
ultradistribui¢des em R, com crescimento polinomial
ou, quando muito, exponencial. Este conceito foi
poucc depois generalizado ao caso de ultradistribui-
¢oes de crescimento polinomial sobre R*, pelos mate-
maticos japoneses HASUMI e YOSHINAGA.

(*) Tratarei apenas do caso de duas varidveis reais. mas
suponho que os resultados se poderdo generalizar no caso
de n varidveis reais, por uma técnica semelhante, embora
necessariamente mais complicada.
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Uma teoria geral das ultradistribuicées (de cresci-
mento qualquer) foi recentemente estabelecida, com
base axiomatica, por ANTONIO DE SOUSA MENESES *, em
trabalho a publicar.

Creio que o método axiomatico de MENESES poderi
contribuir para o esclarecimento da questdo anterior.

2. Comecarei pelo caso mais simples das equagoes
diferenciais com caracteristicas imaginarias, que é
precisamente o da equacao:

1) 232 _p

em que vamos supor que a incognita, ¢, € uma ultra-
distribuicio num conjunto aberto, 2, de R2 Como
se trata de um problema de caracter local, bastari
supor que Q é um rectdngulo abertc de lados parale-
los aos eixcs coordenados. Podemos mesmo limitar-
nos ao casg em que o rectdngulo é simétrico em rela-
¢do ao eixo dos x, atendendo a que ¢ caso geral se
obtém deste por simples translacdo.

Para achar a sclucdo mais geral de (1) basta aplicar
o calculo simbdlico baseado na teoria das ultradistri-
buicdes. Toda a ultradistribuicdo ¢ sobre o rectan-
gulo Q pode ser identificada a uma ultradistribuicéo
® de uma sé variavel real y, e cujos valores sdo ultra-
distribuicoes de x. Neste caso, ® serd definida num
intervalo J de R (simétrico em relacio a origem) e os
seus valores sdo ultradistribuicGes escalares num
intervalo I de R, tendo-se I X J = Q. Assim, a equa-

(*) Ha pouco falecido, infelizmente, na Guiné vitima dum
acidente. Era um jovem de quem havia a esperar muitissimo,
para o futuro da matematica em Portugal.
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c¢do (1) podera escrever-se sob a forma de equagdo
diferencial crdindria simbdlica.

d—@—iD o
dy i

(2)
O calculo simbdlico relativo ao operador D, fornece
imediatamente solucées da forma

o(y) = ewPax f(x) para yeJ

onde f é uma ultradistribuicdo escalar arbitrdria
sobre I. Segundo o significado da expressio
exp(iyD;), tem-se:

o(y) = 8(x + wy)*, f(x) = f(x + iy)

Facilmente se reconhece que as ultradistribuicées
deste tipo sdo de facto solucdes de (2) utilizando na
definicdo de derivada a topologia do espagco das
referidas ultradistribuicoes sobre I), identificando-
-se portanto a solugdes de (1). Resta porém saber se
sao estas todas as solucgdes de (1), e portanto de (2).
Seja ¥ uma solugdo qualquer de (2) em Q. Entéo, se
pusermos

Vo, = e WDy ¥ sobre J,

sera ainda ¥, uma ultradistribuicio sobre J, cujos
valores sao ultradistribuicées sobre I, e tem-se, se-
gundo as regras do calculo simbdlico,

¥ = eWD g ¥o

dv,
dy

av
— =14 eWD D, ¥ wDx
&y x¥o + €
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donde, por substituicdo em (1) e, atendendo a que ¥
é uma solucido de (1):

) d¥o
D 4 =0

Daqui resulta multiplicando por exp( — iyDx):

d¥o

dy
Ora, segundo a tecria das ultradistribuicdes vecto-
riais, isto s6 é possivel se ¥o for uma constante em
relagdo a vy, isto é, se ¥o se reduzir a uma ultradistri-

buicdo escalar f sobre I, independente de y. Assim
fica portanto provado o seguinte:

=0

TEOREMA 1. As wultradistribuicoes sobre o rectdn-
gulo Q que verificam a equagdo (1) em Q s@o todas
dadas pela formula o(x, y) = f(x + iy), em que f
é uma ultradistribuicdo arbitrdria sobre I.

Note-se que o método seguido para chegar a este
resultado é uma generalizacdo do método classico da
variagdo das constantes arbitrdrias.

Analisando a expressio f(x + iy), pode agora de-
monstrar-se:

COROLARIO. As #nicas solugdes de (1) que sdo hiper-
funcdes sobre Q sdo as solugbes usuais, isto €, as
funcdes holomorfas em Q.

Para isso convém recordar os seguintes pontos:

1.° Cada ultradistribuicio f sobre I é representada
por um fundo ¢(x + i¢), holomorfa na interseccédo
da faixa vertical xel com o complementar de uma
faixa horizontal |{ < a = o0, em que a depende de .
Duas tais fungdes ¢, ¢ representam a mesma ultra-



76 BOLETIM DA ACADEMIA DAS CIENCIAS DE LISBOA

distribuicao f, se e sb6 se ¢ — y coincide, na intersec-
¢ao dos dominios destas funcbes, com uma funcio
holomorfa em toda a faixa x:I. Nestas condicoes, f
sera uma hiperfungdo scbre I, se e s6 se 0 nimero «
acima considerado puder ser 0.

2.° Cada ultradistribuicdo f sobre I X J é represen-
tada por uma funcio

o(x + i&, y + in)

holomorfa num subconjunto de C? do tipo: =xel,
¢l > a = 0, yeJ, 1| > B =0, em que a, 8 dependem
de ¢. Duas tais funcgbes ¢, ¥ representam a mesma
ultradistribuicdo f, se e s6 ¢ — ¢ coincide, na inter-
seccdo dos dominios destas funcdes, com uma fun-
¢do que se pode escrever sob a forma 6, + 6,, em que
6, € uma funcdo holomorfa num conjunto do tipo:
xel, ¢ >y, yeJ, y real qualquer; e 6, uma funcdo
holomorfa num conjunto do tipo: xzel, ¢ real qual-
quer; yeJ, |n| > y. Nestas condicGes, f sera uma hi-
perfunciao sobre I X J, se e s6 se os numeros a,
atras considerados puderem ser ambos zero.

3. A soma, o produto por escalares, as derivadas e
&s translatadas de ultradistribuicGes traduzem-se nas
operacoes homoénimas efectuadas sobre as funcGes
holomorfas que as representam.

4.° Se f é uma hiperfuncdo sobre I, a translatada
f(x + ih), com h real & 0, sera ainda uma hiperfun-
¢do sobre I, se e s6 se f(x+i £) for funcido holomorfa
de x + i¢ na faixa —h < ¢ <0, resp. 0 <« £ < h,
conforme A >0 ou h < 0.
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Ora estas consideracoes e a teoria axioméitica de
MENESES permitem, segundo creio, demonstrar o
seguinte teorema:

As hiperfungoes sobre um aberto Q qualquer de R?
constituem o «mdximo espagco E, a menos de um
isomorfismo», tal que as solugdoes da equagdo (1)
em Q pertencentes a E sdo apenas as fungdes holo-
morfas neste conjunto.

3. Consideremos agora a equacdo de Laplace,

d%p d%p
(3) vy + W =

0,

sendo a incégnita ¢ uma ultradistribuicao num aberto
Q do plano. Tal como no nimero anterior, podemos
supor que Q é um rectangulo I X J simétrico em rela-
c¢do ao eixo dos «, e interpretar (3) como equagdo
diferencial ordinaria simbdlica

a*e
dx2

(4) + D2 @ =0,

em que & é uma, ultradistribuicdo sobre J, cujos va-
lores sdao ultradistribuicoes (escalares) sobre I. Ora
o método simbdlico fornece solucées de (4) da forma

(5) ®(y) = cos(yDy )u(x) + sen]()ﬂv(w) =

x

_w(xe +iy) +uw(e—iy) V(x+iy) — V(e —iy)
B 2 * 2i

(') S6 depois de publicado o trabalho de MENESES sera pos-
sivel definir o que se entende aqui por «espa¢co maximo a
menos de um isomorfismo».
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onde u, v sdo ultradistribuicOes arbitrarias sobre J,
e V uma primitiva qualquer de u. Para ver se estido
aqui todas as solucdes de (4), observemos que o par
ordenado (@, @®’) se obtém do par ordenado (u, v)

sen(yDy)

[ ®(y) = cos(yD, )u(x) + D v(x)

@' (y) = — sen(yD;)Dy u(x) + cos(yDy)u(x)

por uma transformacio linear cuja matriz, A(y),
para todo o yeJ, admite matriz inversa, que €, se-
gundo as regras do calculo simbdlico,

cos(yD; ) sen(yDz)Dy 7]
A —I= D
[A(y)] _ sen(yDy) cos(yDs)
D, |
Seja agora ¥ uma solucdo qualquer de (4) em J
e ponhamos
[ ¥, = cos(yDy)¥ + sen(yD; )D, ¥’

D
{[ @1:—8—6-7%/—”)\? + cos(yDy)¥’
xX

sobre ©, Entao vira

sen(yD,) v
D,

v = —sen(yDy) ¥, + cos(yDy) ¥y

¥ = cos(yDy) ¥, + 1

l
(6) i
l

ou seja (¥, ¥') = A (¥, ¥1), donde
(¥, ') = A" (Yo, ¥1) + A (¥, ¥';)

Mas, como ¥ € solugdo de (4), isto é, ¥/ = — D27,
facilmente se verifica, atendendo a (6), que

(¥, ¥) = A’ (¥,, ¥;)
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e portanto A (¥’,, ¥'1) = 0 donde
¥,=0 e ¥, =0 (sobre J)

Mas isto s6 € possivel, se ¥, e ¥;se reduzem a ultra-
distribuiccGes sobre I, independentes de y em J.
E fAcil agora concluir, atendendo a (5):

TEOREMA 2. As wultradistribuicées mo rectdngulo Q
que verificam a equacdo de Laplace em Q sdo todas
dadas pela formula.

o(x, y) = f(x +iy) + g(z—1iy)
em que f, g s@o ultradistribuicdes arbitrdrias sobre I.

Daqui se deduz, mediante uma analise conveniente
da expressdo f(x + iy) + g(x —iy):

COROLARIO (LEMA DE WEYL). As unicas hiperfuncoes
que verificam a equagdo de Laplace no rectdngulo Q
sdo as solugbes usuais, isto é, as fungbes harmoni-
cas em Q.

Tal como no caso anterior, creio que, com auxilio da
teoria axiomatica de MENESES, é possivel demonstrar
o seguinte teorema:

As hiperfungdes sobre um aberto Q de R? constituem
o «mdximo espago E, a menos de um isomorfismo»,
para ¢ qual é vdlida a propriedade de Weyl rela-
tiva a Q.
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