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INTRODUCAO

Apos um periodo de ingente mas indisciplinada pro-
dugao em diversos doanios; a actividade matematica comegou,
ja no seculo passado, a convergir para uma fase de unifica-
cao e de critica, que se tem acentuado cada vez mais. As con
cepcoes de Galois, Hamilton, Sylvester, Kummer, Kronecker, etc.,
no campo da Algebra; de Bolyai, Lobatchewski, Gauss, Riemann,
Veronese, etc., no campo da Geometria; de Volterra, Hilbert,
Ba{re, Lebesgue, etc., no campo da Analise, representam uma
profunda revolugao nos metodos de raciocinio anteriormente usa
dos e um evidente preludio daquele processo de unificacao.
Por outro lado, a teoria dos conjuntos de Georg Cantor e o al
goritmo algebro-logico, criado e sucessivamente aperfeigoado
por Boole, Peano, Frege e Russell, vieram oferecer o instru-

mento mais adequado a tdo consideravel obra de sintese.

Ndo se trata porem de atingir aquela Mathematica uni

vernsalis que os logicos tinham sonhado, e de que as antino-

’

(*) Trabalho inedito.
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mias cantorianas tinham mostrado a impossibilidade; mas uni-
camente de fundar uma matematica de novo tipo, que proceda
em relacao as matematicas classicas como estas procedem em
relagao ao mundo empirico — isto e, sistematizando, raciona-
lizando, procurando em tudo um aumento do poder de previsao
do homem e uma simplificagao do seu esforgo. Caracteristica
da nova matematica e, como nao podia deixar de ser, a orien-
tagao abstracta, formal ou axiomatica, que ainda hoje encon-
tra resistencia da parte de certas mentalidades, que em tais
metodos veéem nada menos do que uma total mecanizagdo da acti
vidade matematica, e a consequente morte da intuigao, fonte

exclusiva da criagao.

Nao me alongarei na resposta a tal forma de cepticis
mo, para nao repetir uma argumentagao que passou ao dominio
das coisas conhecidas. Recordarei, apenas, que — enquanto
uma formalizagao radical dos processos de construcao e de ra
ciocinio usados em Matematica nao passa de enganadora miragem
— uma formalizagao parcial de tais processos e, ndo soO possi
vel, mas tambem utilissima, ja pelo aumento de solidez que
proporciona ao edificio matematico, ja pela economia conside

ravel de pensamento que pode representar.

Se alguem se lembrar de dizer que as leis de duali-
dade e de transporte, de tao util aplicacao em Geometria,cons
tituem maquinas de fabricar teoremas — nao estara sequer lon-
ge da verdade. Mas ninguem ousara por esse facto, converter
em desgraca o que e apenas uma felicidade, e propor, deste

modo, a expulsdo pura e simples de tais principios do domi-



nio da Matematica.
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A referida tendencia unificadora conduziu a consti-

tuicao de dois dominios principais — a Algebra abstracta e a

Topologia geral — entre os quais se mantem, geralmente,

nitida separagao apesar de uma
metodos e resultados. O0s dois
tamente, concorrer para um fim
dos grupos topologicos, de que
te exposigao — mas conservando

lidade.

uma
notavel analogia de conceitos,
grupos de teorias podem, cer-
comum, como sucede a respeito
Pontrjagin nos deu uma excelen

sempre a respectiva individua

Tal separagao, de resto, corresponde a secular dis-

puta entre o discreto e o continuo, como provenientes de in-

tuigdoes diversas. Pregunta-se no entanto: N3do sera possivel

atingir uma unidade mais completa? Sera destituido de inte-
resse por em evidencia o que ha de comum entre a teoria dos
espacos abstractos, (fundada por Maurice Frechet),e as teo -
rias algebricas abstractas,(grupos,aneis, corpos, etc.) tais
como sairam da escola de Goettingen? A tarefa nao parece di-
ficil; e como se tudo ja estivesse feito. A possibilidade
de wuma tal unificagao encontra-se naquela teoria dos tipos,
que Bertrand Russell tinha imaginado para evitar o seu conhe

cido paradoxo.

Um papel fundamental e desempenhado nas referidas
teorias pelo conceito de homomorfismo (que no caso topologi-
co se chama transformagao continua), de que € um caso parti-
cular o conceito de isomorfismo (que em topologia se chama
as

homeomorfismo). As propriedades formais de um sistema —

unicas que interessam de um ponto de vista abstracto — sao
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aquelas propriedades desse sistema que se conservam em todos

0os isomorfismos.

Todavia, enquanto estes conceitos sao precisados de
cada vez para o caso dos grupos, dos corpos, dos sistemas
vectoriais, dos espagos topologicos, etc. — um conceito geral
de homomorfismo nao costuma ser dado senao vagamente, fazen

do apelo a intuigao.

Ora o objectivo de esta tese e precisamente o seguin
te: partindo de um conceito geral de sistema matematico e in
troduzindo um conceito igualmente geral de homomorfismo, es-
tabelecer uma serie de resultados, que sejam validos em qual
quer campo, sem nenhuma distingcao — nem mesmo aquela entre
"algebrico" e "topolLogico". E procedendo assim — sem fazexn
a minima hipotese hedtnitiva sobre a natunreza do sistema de
que e trata, colocando-me no tenreno da Logica pura — que
chego no altimo capitulo a generalizagdo de quase todas as

proposigoes fundamentais da teoria de Galois.

Como se sabe, esta teoria tal como safiu da mente do
seu genial criador, refere-se unicamente a corpos de numeros
e de fracgoOes numericas. Um dos objectivos principais da Al
gebra abstracta consistiu, precisamente, em generalizar a teo
ria de Galois aos corpos abstractos mediante convenientes
restrigoes: conseguiu-se ver assim, que todos 04 resultados
da teoria Aubsistem para as extencoes algebricas sepamdaveds

de um corpo qualquen (1).

(1) Sobre a moderna teoria de Galois pode consultar-se a excelente
obra de VAN DER WAERDEN (I).
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Em tais investigagoes o conceito de grupo de Galois
de uma equagao algébrica aparece, pela primeira vez, sob a
forma elegante que lhe deu E.Artin:isto e, como grupo de au
tomorfismos de um corpo. Pois bem: e ainda a consideragao dos
automorfismos de um sistema qualquer, ligados a certas rela-
¢oes a que chamo irredutiveis (por analogia com as equacoes
algebricas irredutiveis) que me permite chegar a referida ge
neralizagao. O0s resultados assim obtidos sao naturalmente
susceptiveis de interpretagao em qualquer campo, e @ apenat
a falta de tempo que me impede de apresentar aqui um maior

numero de exemplos.

E claro que, o que deste modo se ganha em generali-
dade, se perde, por outro lado, em construtividade; o que nao
quer dizer que tais resultados nao possam, em cada caso par
ticular, vir a ser desenvolvidos no sentido construtivo. O
que se consegue desde logo e ja ndo parece pouco — & uma lar
guissima visao sintetica em que ate os factos conhecidos apa

recem sob uma nova luz.

Alem disso,eu espero que se trate, nao do fim mas
apenas do inicio de uma serie de investigagoes sobre tal as-
sunto. E tambem me anima a esperanga de que outros estudio-
sos venham a dedicar a sua atengao a este ponto de vista que

nao pode deixar de ser fecundo.

Estas investigagoes conduziram-me, naturalmente, ao
estudo do problema da definicao.(Nao sera exagerado afirmar
que todo o problema particular de Matematica se reduz ao pro

blema da definigao). Foi assim que cheguei ao conhecimento
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Qa bela obra, rea]izada neste campo pela escola de Hi]bert,
sobretudo no que se refere ao aperfeigoamento da nogao de re
corréncia. A palavra de ordem "Regnresso a Anitmetica" que
caracteriza o periodo de aritmetizagao da Analise, empreendi
da por Dedekind, Cantor e Weierstrass, nao foi cumprida senao
em parte; e, como resulta dos trabalhos de Goedel, nao sera
tao pouco susceptivel de uma execugao integral, se por Aritme
tica entendermos a teoria elementar dos numeros naturais. 0
prosseguimento da referida obra de aritmetizagao, estE;preci

samente, no estudo aprofundado da nogcao de recorrencia.

Ainda a mesma ordem de ideias me levou a concentrar
a atengao sobre a teoria dos numeros transfinitos — essa per
turbante concepgdo cantoriana, em que tanto misterio havera

sempre a desvendar.

Finalmente, atendendo a que a Logica matematica nao
e cultivada sendo por um numero restrito de estudiosos e aten
dendo a que, nas notagoes adoptadas, se esta bem longe de atin
gir aquela uniformidade que seria para desejar (e devo confes
sar que tambem eu contribuo agora para a discordancia geral),
resolvi dedicar todo o primeiro capitulo a uma exposigao minu
ciosa daqueles elementos de Logica matematica e daquelas
minhas convencoes neste campo, indispensaveis a compreensao
da materia exposta nos dois restantes capitulos. Com um gran
de numero de exemplos procuro ndao so familiarizar o leitor
com as nogoes introduzidas, mas tambem dar-lhe uma primeira

ideia da amplitude dos dominios que irao ser considerados.



141

Antes de terminar, devo por em relevo as dificulda-
des de varias ordens que acompanharam a elaboragao desta te-

se, concebida e escnita em Roma nos anos de 1943 e 1944,

Ao Instituto para a Alta Cultura e a Faculdade de Cien
cias de Lisboa cumpre-me agradecer a possibilidade moral e ma
terial que me ofereceram, de me dedicar, inteiramente, duran

te um longo periodo, ao trabalho de investigagao.

Ao Prof. Luigi Fantappie do Instituto de Alta Mate-
matica de Roma devo agradecer os valiosos conselhos, os inci
tamentos e as facilidades que gentilmente me proporcionou em

tao acidentado periodo.

Os resultados apresentados nesta tese devem-se, em
grande parte, a minha experiencia adquirida no Centro de Estu

dos(*)

(*) A pagina do original dactilografado.termina abruptamente em "... Cen
tro de Estudos". E de crer que o autor se refira ao Centro de Estudos
Matematicos de Lisboa, a funcionar na Faculdade de Ciencias de Lisboa
entre1940e 076 de que o autor foi membro antes de ir para Italia como
bolseiro do I.A.C., e posteriormente seu Director. 0 Indice do Autor
refere, porem, seis paginas de INTRODUGAO, da qual somente as primei-
ras cinco constam do original dactilografado (A.F.0liveira)-.
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CAPITULO I. — PRELIMINARES

Este capitulo tem por objectivo: 1) fixar a termino
logia e as notagOes de Logica matematica aqui adoptadas; 2)

esclarecer, na medida do possivel, certos conceitos que de -

sempenham no presente trabalho um papel fundamental.

1. — CONJUNTOS — Suponhamos dado um conjunto U de
elementos a,b,..., cuja natureza nao especificamos. A partir
de tais elementos, poderao construir-se novos entes; em pri-
meiro lugar, os conjuntos A,B,..., formados por elementos de
U; em segundo lugar, os conjuntos A,B ,..., cujos elementos
sao conjuntos A,B,..., de elementos de U; e assim sucessiva-
mente. E claro que tal processo de construcao se pode levar
tao longe quanto se quiser, dum modo que sera precisado adi

ante com a nogao de transfinito.

Para evitar uma repeticao de palavras que possa pre
judicar a clareza do discurso, diremos de preferencia "fami-

lia de conjuntos", em vez de "conjunto de conjuntos".

Entre os conjuntos A,B,..., fiquram, em particular,

o proprio conjunto U, que chamaremos conjunto fundamental
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(relativamente aos restantes), e 0 conjunto vazio, que repre
sentaremos pelo simbolo 0. Analogamente, entre as familias

de conjuntos A ,B ,..., figuram a familia que representare -
mos por 2U, de todos os conjuntos AjB...,e a familia vazia de

conjuntos, etc.
Adoptaremos ainda as seguintes convengoes:

1) 0 sinal = servira em qualquer caso para exprimir
identidade, e assim, a expressao simbolica a=b indicara que
os simbolos a e b representam um e o mesmo elemento de U.

Por outro lado, o sinal # significara "distinto de".

2) Para exprimir que um dado elemento a pentence a
um dado conjunto C escreveremos, simbolicamente, a € C. A no
tagao {a} servira para representar o conjunto que tem a como

unico elemento.

3) Para exprimir que um dado conjunto A esta contido
num outro conjunto B (ou que A e um sub-conjunto de B), es
creveremos A < B. Analogamente, a expressao A > B signi-
fica A contem B (ou, A @ um 4obreconjunto de B). Se, da-
dos dois conjuntos A,B, se tiver simultaneamente AcB, BcA,
e evidente que A=B. Porem, quando se .tiver, AcB sem que
BcA, ter-se-a A#B; diremos entdo que A e um subconjunto

proprio ou uma parte de B e escreveremos A g B.

4) Dados dois conjuntos A,B, a expressao A n B repre
sentara a sua {ntensec¢ao (isto e, o conjunto dos elementos
comuns a A e a B); a expressao AuB representara a sua

neunido (isto e, o conjunto que se obtem reunindo num so con
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junto os elementos de A e B).

5) Dada uma familia F de subconjuntos de U, represen-
taremos por rw X a intersecgao de todos o0s subconjuntos
XeF
pertencentes a F . Anhalogamente, a expressao &E&X represen
ta a reuniao de todos os conjuntos pertencentes a F .
6) Dado o conjunto A, representaremos por v A 0 seu
complementar (isto e, o conjunto dos elementos de U que nao

pertencem a A ).

E claro que nao se tendo especificado a natureza dos
elementos de U, nada impede que se passe a tomar, como novo
conjunto fundamental, o conjunto 2U de todos os subconjun-
tos de U, e, deste modo, fica automaticamente estabelecido o

significado de expressoes tais como AcB ,AnB ,etc.

2. — AGRUPAMENTOS .— Notemos ainda que os conjuntos
A,B,..., sao entidades que verificam as seguintes condigoes:
a) os elementos de cada conjunto sao distintos entre si, dois
a dois; b) todo o conjunto e independente da ordem dos res-
pectivos elementos. Ve-se, portanto, que, adoptando a lingua
gem usual de Analise combinatoria, os subconjuntos de U nao
sao mais do que as combinagoes dos elementos de U, tomados,

de cada vez, em numeno f§inito ou Linfinito.

Mas, alem das combinagoes, a Analise combinatoria
introduz os conceitos de arranjo e de peamutagcao, nos quais

intervem o conceito de oxndem.

Seja P um conjunto qualquer, nao vazio, a cujos ele

mentos daremos o nome de posicoes. Conhecida uma lei que
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faca corresponder, a cada elemento i de P, um, e um so, ele
mento a, de U, diremos que essa lei define um agrupamento de
elementos de U, refativo a P ; e que dois agrupamentos (rela
tivos a P ) sao distintos, quando existe, pelo menos, uma

posicao que nos dois agrupamentos seja ocupada por elementos
distintos de U (1). Diremos ainda que, num dado agrupamento,
um elemento a, de U, se nepete, quando este e]emen;o aparecer
em mais de uma posigao, no agrupamento considerado; isto e,

quando de tiver a = a,  com itk.

Se 0 conjunto das posigcoes for finito, podera sempre
considerar-se constituido pelos numeros inteiros de 1 a n
(sendo n o numero dos elementos de P), visto que tais posigoes
poderao ser marcadas ou designadas por meio daqueles numeros;
e diremos entao que se trata de um agrupamento de n elementos
de U (2). Ve-se portanto que, traduzindo na linguagem tradi

cional da Analise combinatoria a terminologia aqui adoptada,

(1) Um agrupamento de elementos de U, relativo a P sera portanto uma
fungao univoca, definida em P, fungao cujos valores sao elementos
de U.

(2) Na pratica, visto que os elementos de U sao designados por meio de
simbolos ou de palavras, as posigoes (elementos de P ) serdo as po-
s4¢0es nelativas de tais simbolos ou palavras, escritas segundo uma
determinada ordem. E elucidativo o exemplo da numeragao arabe. Se
o conjunto P for infinito, podera ainda (admitindo o principio de
Zermelo) considerar-se constituido por uma classe de numeros ordi-
nais.
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0s agrupamentos de n efementos de U nao sao mais do que os
arnanfos, com hepeti¢ao, dos elementos de U, tomados n a

n (3).

Geralmente, dados n elementos a,b,...,c deU (com
possivel repetigao), adoptaremos a expressao (a,b,...,c)para
designar o agrupamento de tais elementos, segundo a ordem em
que os simbolos estao escritos; as virgulas tém por fim evi-
tar uma confusao com o produto, nos casos em que seja defini
da uma multiplicagao em U. Por outro lado, o conjunto de tais

elementos sera representado por {a,b,...,c}.

Finalmente, desdignaremos por U(n) 0 conjunto de to-
dos 048 agrupamentos de n elementos de U, sendo n um namehro

natural qualquer.

Exemplo: Se U for o conjunto dos numeros reais, U(Z) repre-
sentara o plano euclideano, U(3) representara o espago eucli

deano a tres dimensoes, etc.

3. — PROPOSIGUES.— A respeito dos elementos de U po
derao formular-se diversas proposi¢coes a,b,... Admitiremos
que, a toda a proposigao a, corresponde um e um 40 dos dois
valonres seguintes: 0 (falso), 1 (verdadeiro). Adoptaremos

ainda as seguintes convengoes:

(3) Em vez do termo "agrupamento", usam-se, ordinariamente, com este
significado, os termos "sistema" e "complexo". 0 termo "s.istema"
teve de ser aqui abandonado, porque lhe e atribuido, mais adiante
um outro significado; o Ultimo e ja usado com significado especi-
fico em Matematica. Resta o termo "agrupamento" (tradugdo do fran

ces "groupement") que § adoptado por exemplo, na "Encyclopedie
Frangaise"(art. de Rene de Possel 1.64.2)
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1) Dadas duas proposigcoes a, b, diremos que a implica b
e escreveremos simbolicamente a-> b, para exprimir que o valor

de a €& igual ou menor que o valor de b

2) Para exprimir que ambas as proposicoes a,b , sdo ver
dadeiras, escreveremos anb (ler "a e b") e a proposigcdao an b
daremos o nome de conjuncdo (ou produto Logico) das propesi-
coes a,b . Em vez de (a »b )n (b+>a), escreveremos mais sim-
plesmente aZ b e diremos entao que ae b sao equivalentes (is
to e, terao valores iguais). Em vez de (aeE) n (beE) poderemos

tambem escrever a,b € E (isto e, "a e b 4ac elLementos de E").

3) Para exprimir que uma, pelo menos, das proposigoes
a,b e verdadeira, escreveremos aub (ler "a oub "), e a propo
sigdo aub chamaremos disjun¢cdo (ou soma Logica) das proposi-

coes a,b .

4) Para negar a proposicao a, escreveremos ~a (ler
"nao a") e diremos que ~a € a proposigao contraditoria de a
(isto e, uma tera o valor 1 e a outra o valor 0). Em vez

de ~(acE), poderemos escrever mais simplesmente a¢g E.

Recordemos, finalmente, algumas das mais importantes
leis do calculo proposicional, que resultam imediatamente das
convengoes anteriores. Quaisquer que sejam as proposigoes
a,b,c, tem-se: ~ nva 7a (lei da dupla negagao); ~(a n nva )
(1ei da nao contradigao); a@ unva (lei do tertium non datun);
nv(anb) Z na u~nb (primeira lei de De Morgan) ; an(bue) Z(anb)u(ane )

(distributividade); (@ +b) 2 vaub s (a~>b) ZTrp>na etc.
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4, — FUNCOES PROPOSICIONAIS.— Para comunicar com
os seus semelhantes, o homem serve-se de s{inais que podem
ser sononos (linguagem falada) ou gragicos (linguagem escri
ta) (1). Em qualquer dos casos, o homem dispde de um nume-
ro limitado de s{nais elementanres que, associados de varios
modos, com possivel repetigdo, geram sinais compostos ou ex
pressoes, cada um dos quais pode ter, ou nao um signdificado.
0 numero de sinais elementares pode reduzir-se a dois (trago
e ponto do alfabeto Morse), se bem que as pausas (ou os es-
pacos em branco) desempenhem, neste, éomo em outros casos,o0
papel de sinais. Diz-se fonetico todo o sistema de escrita
que tenda a reproduzir, analiticamente, a linguagem falada
fazendo corresponder a cada sinal elementar (letra) um som
determinado. Reserva-se, neste trabalho, a designagao de
s4imbolica a toda a escrita que n3ao tenha intencdo fonetica;
a palavra "simbofo" atribui-se, portanto aqui, o significado
restrito de "sinal ndo fonetico" (2). As formulas matemati
cas e a escrita chinesa constituem exemplos de esmﬁtassﬁmbﬁ
licas (particular, no primeiro caso). Porem, a Matematica
oferece, normalmente, 0 exemplo de uma escrita de tipo mis-
to em que as formulas aparecem intercaladas no texto a comple

tar o discurso.

(1) E claro que omitimos aqui outros sistemas menos usuais de expres
sao, tais como a mimica dos surdo-mudos, a escrita dos cegos,etc.

(2) Pode suceder, e claro, que um mesmo sinal funcione umas vezes
como letra, e outras vezes como simbolo : a Matematica da-nos
disso um exemplo corrente.
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Mas um sistema de linguagem deve compreender, aléem dos
sinais elementares, um ciriterio de agrupamento destes sinais ,
sem o qual o poder significativo de tal sistema seria limitadis

simo (1). Chamaremos expressdo de 1%

ordem a todo o agrupamen-
to de sinais elementares; expressao de 2% ondem a todo o agru-
pamento de expressoes de 12 ordem, e assim sucessivamente. Na
escrita fonetica, as palavras, as proposigc0es gramaticais, os
periodos, os paragrafos, etc. constituem exemplos de expressoes
(com significado) de ordem cada vez mais elevada. Para distin-
guir estas diferentes ordens de expressoes, a escrita corrente
utiliza intervalos de maior ou menor amplitude, pontos, virgu-
las, parenteses, mudancas de linha, etc.; com um objectivo per
feitamente analogo ao destes recursos de escrita fonética,a Lo
gica matematica utiliza pontos, virgulas, parénteses (escritas
de Peano, de Russell, de Hilbert, etc.) (2). 0 sistema de
lukasiewicz dispensa o uso destes sinais; mas apresenta, a meu
ver, inconvenientes que me levam a nao adopta-lo no presente

trabalho.

Rs expressoes simbolicas daremos ainda o nome de §or
mulas .

(1) Nommalmente, os sinais linguisticos sdo agrupados segundo a ordem na
tural do tempo (linguagem falada); ou segundo uma ordem linear, con-
vencional (linguagem escrita), mas podem apresentar-se casos mais
complexos, em que intervem-a bidimensionalidade do plano: tal € o ca
so dos expoentes, dos indices, das fraccbes, etc. Um facto semelhante
se verifica ainda com a escrita musical; e até na escrita fongtica ve
mos disso um exemplo no emprego dos acentos.

(2) E claro que, incluindo os pontos, os parenteses, etc., na categoria
dos sinais elementares, todas as expressoes serao de 12 ordem; mas a
classificacao em ordem, tal como e aqui apresentada, ajuda a penetrar
no mecanismo da linguagem e esta, como veremos, em relagao com a teo-
ria dos tipos.
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Consideremos de novo o conjunto fundamental U. Cha
maremos variavedis fundamentais ou variaveis sobre U, aos simbo
los X,y,... representativos de elementos nao determinados de
U. Com estes simbolos ligados entre si por meio de constantes ( como,
p.ex., as constantes 3,=,sen,+,etc.) poderao constituir-se
certas expressoes, capazes de adquirir o significado de pro
posicoes (verdadeiras ou falsas), todés as vezes que, nas mes
mas expressoes, as variaveis x,y,... forem substituidas po1
constantes, representativas de elementos de U, escolhidos ar
bitrariamente. Diremos que tais expressdes representam fun
¢les phoposicionadis ou proposicoes condicionais, nas varia-

veis X,¥,..., definidas em U (1).

Seja U, por exemplo, o conjunto dos numeros intei-
ros naturais. A expressao "x ¢ o m.d.c. de y ¢ z" e o enun
ciado de uma proposigao, por assim dizer, incompleto, que
adquire um valor determinado (0 ou 1), sempre que o lugar

das variaveis x,y,z, for preenchido por alguns dos simbolos

(1) Ve-se, portanto, que as variaveis X,y,... constituem um conjunto
de posigoes (§2), em relagao ao qual se pode afirmar se um dado
agrupamento de elementos de U verifica ou nao verifica a proposi
cao. Nada impede que duas variaveis distintas sejam substituidas
por uma mesma constante (caso da repetigao), mas nao sera licito
substituir uma variavel por duas constantes distintas, ao mesmo
tempo (univocidade).
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1,2,3,... Trata-se portanto de uma proposigéo condicional

em x,y,z, definida em U. (2)

Introduzindo a locugao "proposicao condicional" so-
mos levados,para evitar confusoes de‘linguagem, a adoptar
esta outra: "proposigao categorica" (isto e, n3ao condicional),
com o significado que anteriormente atribufamos a palavra

"proposigao" (3)

Toda a proposigao condicional em x,y,... podera es
crever-se sob a forma canonica o(X,y,...) em que o desempe-
nha, por convengao, um papel equivalente ao de todas as cons

tantes que figuram na expressao inicial. Assim, por exemplo

T+X
5

to dos numeros reais, podera escrever-se, abreviadamente ,

a proposigao condicional sen < vy, definida no conjun-

6(x,y), em que 6 substitui as constantes sen,my+, —,5,<,v ,

(2) As equagOes e as inequagOes constituem exemplos tipicos de fungoes
proposicionais, definidas geralmente sobre o conjunto dos numeros
reais. 0 sistema simbolico da Analise classica limita-se, prati-
camente, a estes tipos de proposigoes condicionais, incluindo os
seus produtos logicos (sistemas de equagoes e de inequagoes).Tais
sao as formulas usadas, sistematicamente, na traducao das leis na-
turais.

(3) Diremos de preferencia, "proposi¢ao condicional" em vez de "fungao
proposicional", atendendo a que uma mesma proposigcao se pode con-
siderar umas vezes categorica e outras vezes condicional. Assim,
por exemplo, a proposicao "Dado um numero, existe sempre um outho
menor do que o prnimeino", e verdadeira na teoria dos numeros reais,
mas nao na teoria dos numeros naturais.
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com um criterio diverso de agrupamento. (1)

Quando nao for necessario por em evidencia as varia
veis de que dependem as proposigcoes condicionais, estas po-
derao ser representadas abreviadamente, por simbolos tais

como p,q ...

5.— QUANTIFICADORES.— As proposigoes condicionais
definidas num mesmo confjunto fundamental U podem combinar-
-se entre si de varios modos, por meio dos simbolos n,u,v,>,
introduzidos no §3, dando origem a novas proposigoes condi-
cionais definidas em U. Assim, a conjuncao de duas proposi
coes condicionais p ,q sera a proposigao png que se veri-
fica para todas as determinagoes das variaveis (e so0 para
essas determinagdes) que verificam simultaneamente as propo
si¢coes p,q; a proposicao contraditoria de p sera a pro-
posigcao ~p que se verifica para todas as determinagoes das
variaveis (e so para tais determina§6es) que nao verificam
p; etc. E claro que as expressoes explicitas de pngq,pug,vp,p g,
conteém necessariamente, todas as variaveis que figuram nas

expressoes de p e q.

(1) Como veremos adiante, e na introducao de novas constantes (simbo
los ou palavras) com o objectivo de abreviar certas expressoes
que consiste, formalmerite, uma parte das definigoes logicas. Con-
viria, no entanto, adoptar um tipo uniforme de agrupamentos, o
que se consegue descrevendo todas as proposigoes condicionais,
primitivas e derivadas, com a forma a(X,y,...) mas tal implica
uma alteracao do sistema de simbolos matematicos , que tém sido
elaborados ate hoje, por um processo de evolugao historica.
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Mas os simbolos anteriores nao permitem traduzir
todas as expressodes logicas que a linguagem comum regista;
para obter um sistema de simbolos que satisfaga a esta con
digao e necessario introduzir os chamados quantificadores

(bastaria introduzir um deles).

Para indicar que uma dada proposicao condicional a(x),

condicional numa so variavel x, se verifica para todas as

N

determinagoes da variavel, escreveremos X a(x); para indi

car que existe pelo menos uma determinagao de x, para a

qual e verdadeira a proposigao a(x), escreveremos %g a(x).
X

"Qualquen que sefa Xx..."; e o simbolo \,,seré uma abreviatu-

X
ra desta outra expressao: "existe pelo menos um elemento X,

Deste modo, o simbolo substitue a expressao

tal que". (1). Ve-se, por outro lado, que tais constantes
1ogicas (chamadas quantificadores), permitem formular propo
sigoes categoricas, a partir de proposigoes condicionais nu-
ma so variavel. Porem, aplicados a proposicoes p,q condi -
cionais em mais de uma variavel, uma das quais seja, por exemplo
X, estes simbolos dao origem a novas proposigoes CD;nK;Jp,...
que nao dependem ja da variavel x, sobre a qual incide o
quantificador (variavel quantificada ou variavel aparente),
mas que sao ainda condicionais nas restantes variaveis y,z...

(variaveis £ivnres) .

(1) As proposigoes (;] a(x),(;\m a(x)ggu(x),kg'b a(x), correspondem res
pectivamente, as designagdes classicas de universal positiva, uni
versal negativa, particular positiva, particular negativa; e claro
wethIQauﬁ:mymaULQmaU)ZNQGULiuoaap@
meira @ a contraditoria da ultima; a segunda e a contraditoria da
terceira.
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Em qua]quer caso, porém, a formu]agéo das proposi-
¢Oes categdoricas sera possivel, unicamente, com o emprego,
directo ou indirecto, dos quantificadores, os quais permitem
abaixar, sucessivamente, o numero de variaveis livres das pro
posicOes condicionais, ate a completa eliminagao destas va-
riaveis. Exemplo: a formula ggg) (y#x»y>x) traduz uma pro
posigcao categorica, relativa aos numeros naturais, a qual ,
em linguagem comum, se enuncia, "Existe (pelo menos) um nu-

mero, menor de que todos 04 outrhos namenos.

Devemos notar que os quantificadores nao sao inde-
pendentes entre si, pois que se tem, qualquer que seja a:

mUa(x) Z ﬂma(x).
X X
Adoptaremos ainda as seguintes convengoes:

1) A aplicagao sucessiva dos simbolos (:],(D,..., po-

dera ser substituida pela aplicagao dum simbolo dnico r]

XsYseon
Analoga convengao para o simbolo composto l?i,--- .

2) Se as variaveis X,¥,... quantificadas por meio do
simbolo iti,... nao forem todas aquelas que figuram na ex-
pressao explicita de uma dada proposicao p, e se forem
u,v,... as variaveis livres, convencionaremos escrever (U,v,...)/p
com o mesmo significado de iti,--- p. E claro que as deter

minagoes de (u,v,...) que verificam a proposicao (u,v,...)/ p
sao todas aquelas que, associadas a determinagoes convenien
tes de (x,y,...), verificam a proposicao dadap. Exprimire
mos este facto, dizendo que a proposigao (u,v,...)/presulta

de projectarn p sobre o agrupamento de variaveis (u,v,...).
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3) Sejam p e q proposigoes condicionais em x,y,... Con

vencionaremos escrever p ———> com o mesmo significado de

XsYseno
!NL (prq) Analogamente, p §:§:::!q , em vez de
M Zq) .
I (p%q)
Se as variaveis x,y,... contidas no simbolo ——

XoYseas
sao todas as que figuram nas expressoes de p e de q , escrevere

mos mai im »
0s mais simplesmente pcq , em vez de p 3 % e diremos

que “p implica incondicionalmente " ou que "p €& uma condig¢do
suficiente para que a proposicdo @ se vernifique" ou ainda que
“a proposicdo @ & uma condi¢do necessanria para que se verifique
p"
Analogamente, se no simbolo g——— estiverem compre
g ’ b Pre
endidas todas as variaveis que figuram nas expressoes de p e de
escreveremos = em vez de — e diremos que e
q , P=9 pmq, q P €q

sao {ncondicionalmente equivalentes. (1)

4) Em vez de a(x) 3 B(x,¥,...), podemos escrever

OL(X)B(x,y,...) (isto €: "Para todo o X que satisfaz a condigdo

a(x), tem-4¢ B(Xx,¥,...)). Analogamente, em vez de

LJ['cx(x)ne(x,y,...)] podemos escrever 5 (X

) B(X,3Y¥suuod)

5) Chamaremos proposicao {4undamental, relativa a U, a
proposigcao xeU; chamaremos proposigao nufa, relativa a U,

a proposicdao x¢U. E claro que se tem % xel ,’Vgg(x¢U). Por

(1) Comummente quando se diz "A proposicao p implica a proposi¢do q
(ou e equivalente a q )", subentende-se que se faz uma afirmagdo
categorica, e que portanto aquele "{mplica" e aquele "2 equivalente

a" sao empregados no sentido incondicional.
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outro lado, ter-se-a: (x¢U)cpc(xel), qualquer que seja a pro
posicao condicional p, definida em U. Se, em particu]ar, se
tiver p=(xel) oup =(xgU), diremos que p nao depende, essen-

cialmente, das variaveis que figuram na respectiva expressao.

Mais geralmente, dada uma proposigao p, condicional
em mais de uma variavel (uma das quais seja, por exemplo, x)
diremos que nao depende essencialmente de x, quando existir

uma proposigcao ¢, em cuja expressao nao figure x, e tal que

P=q; ou, o que e equivalente, quando se tiver p"C]q. Assim,

por exemplo, sobre o conjunto dos numeros reais, tem-se
2X

(;%f; > 0)=(2x>0), o que mostra que a proposigao ;?:T >0

nao depende essencialmente de y.

Reciprocamente, toda a proposi¢ao condicional em cet
tas varniaveds X,y,... se podera tomar panra exprimir uma pro-
posi¢ao condicional, ndo 40 nessas, mas ainda em outras va-

niavedis, das quais, porem, ndo dependera essencialmente. (1)

6 .— MUDANGAS DE VARIAVEIS. REGRA DE SUBSTITUIGCAO DE
VARIAVEIS APARENTES. (2)— Se, dada uma proposigao p, condicio

nal nas variaveis x,y,..., efectuarmos, na expressao explici-

(1) Uma convengao perfeitamente analoga (e que, de resto, se admite
quase sem dar por isso) encontra-se, como caso particular, na Ana-
lise classica. Assim, por exemplo, a equagao em duas incognitas

x2+ y2=], representativa de uma circunferencia, em geometria plana,

pode passar a condiderar-se como equagao a tres incognitas, x“+y“+
+0z=1 representativa duma superficie cilindrica, em geometria do
eAspago.

(2) Na terminologia de Hilbert, "Regel der Unbenennung der gebundenen
Variablen", D.HILBERT und P. BERNAYS (I).
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ta de p, uma mudanga de variéveis (substituindo, p.ex., x
por u,y por v, etc.) obter-se-a uma nova proposigao P' con

dicional nas variaveis u,v,...

Diremos que p' & uma proposigdo conjugada de p. E
claro que, embora se nao tenha p=p', as proposicoes pep'
diferem, entre si, unicamente, pela maneira como sao repre-

sentadas.

Porém, a mudanga de variaveis permite introduzir no
vos conceitos, que de outro modo nao poderiam ser definidos.
Assim, por exemplo, a partir das proposigOes conjugadas
X > Y,y > X,y >z, z >y, definidas sobre o conjunto dos qg
meros reais, pode construir-se a proposigao
[(x > y)n(y > z)Jullz > y)n(y > x)], que ja ndao & conjugada
das primeiras e que, em linguagem comum se enuncia: "y esta

compreendido (no sentido rnestrito) enthe x e z".

Mais sugestivo do que o anterior e o exemplo seguin
te: Partindo da proposi¢do "x & {§4Lho ou f§ilha de y", defi
nida no conjunto dos homens, e que escreveremos simbolica -
mente" x ¢ y", podera definir-se a proposi¢do "x & tio ou Ha

de y", ou, abreviadamente, "x 6 y", tal .como segue

(x 8y) = v[(x ¢ u)n(v ¢ u)n(y ¢ v)J; e deste modo se in-
troduz um novo conceito 6, tendo utilizado, alem das constan

tes logicas, a constante ¢, apenas.

Ve-se, portanto, que as mudangas de variaveis figu-
ram entre as operacoes fundamentais da Logica matematica. Por

outro lado, do facto de ser possivel introduzir tantos simbo
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los de variaveis quantos se quiser, resulta a possibilidade
de efectuar um numero ilimitado de diferentes mudangas de va
riaveis.

Relativamente a estas operacgoes, 0s quantificadores
gozam da seguinte propriedade, a que chamaremos regra de subs
tituigao das variavedis aparentes: Dada uma proposicao p con
dicional em x, e eventualmente em outras variaveis y,zZ,...,
se for pP a proposicao que se obtem substituindo, na expres-
sao de p, a variavel x por uma outra varidvel u, que nao coin

cida com nenhuma das restantes variaveis y,z,..., ter-se-a,
necessariamente Uszp',n = ﬂ‘p'
X u X u
Assim, a respeito do ultimo exemplo, vira:
H[(x ¢ u)n(v ¢ u)n(y ¢ v)]= &th(x ¢ w)n(t ¢ wn(y ¢ t)]=(y 6 x)

Uma consequencia imediata deste principio e a inva-
riancia das proposigoes categoricas a respeito das mudangas
de variaveis, efectuadas sobre as respectivas expressoes simboli-
cas. Assim, por exemplo, as formulas LJrW [(y > x)u(y=x)] e
Ljfwf (v > u)y(v=u)] traduzem uma e a mesma proposicao da Ari

tmet1ca dos numeros naturais.

E na mudanga de variaveis (subordinada ao principio
agora mesmo enunciado) e na introdugcao de variaveis de tipo

superior ao primeiro (assunto de que adiante nos ocuparemos),

(1) Factos semelhantes se verificam a respeito dos indices mudos dos so
matorios, da variavel de integra¢ao dos integrais definidos, etc.
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que se reflete maiormente a liberdade de criagao matemati-
ca. Este facto podera ser constatado no decurso do presente

trabalho.

7.— AS VARIAVEIS NA LINGUAGEM COMUM(]).— Na Tingua
gem comum, as variaveis sao constituidas no caso mais sdimples

por substantivos comuns (ou locugOes equivalentes) emprega-

"um": o ar

dos no singular e precedidos do artigo indefinito "um
tigo da a ideia de variabilidade; o substantivo fixa o con -
junto das determinagOes possiveis da variavel,isto e, o campo
de variagcao desta ultima. Assim, por exemplo, a expressao
"um astho" representa uma variavel, cujas determinagles sao:
a Terra, o Sol, etc. Como distinguir, porem, diferentes va-
riaveis com um mesmo campo de variacao? Do seguinte modo:
Faz-se preceder o substantivo de expressoes tais com o "um",
"outro" (ou "um segundo") "um terceiro", "um quarnto", etc.,
conforme a ordem pela qual vao sendo introduzidas as varia-

veis; se estas forem mencionadas mais de uma vez na mesma

proposicao deverao usar-se a partir da segunda vez, os comple-

mentos "o paimeirno", "o segundo", etc. no Tugar de "um","um

segundo", etc. (2)

(1) As consideragoes desenvolvidas neste e noutros §§ seguintes, refe-
rem — se , evidentemente, a 1ingua em que e escrito este trabalho;
e tém por fim tornar mais nitida a passagem do sistema fonetico ao
sister> simbolico .

(2) Ver n? 1 na pag. seguinte.
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Antes de apresentar um exemplo, notemos que, tambéem
na linguagem simbolica da Matematica, se recorre algumas
vezes a alfabetos ou tipos de imprensa diversos, quando se
trata de representar variaveis sobre conjuntos fundamentais
diversos: deste modo, o simbolo variavel fixara, por conven
¢ao, o campo de variagao que lhe pertence. Quando, porem,
numa teoria dedutiva, todas as consideragoes se referem a
um so, e sempre ao mesmo conjunto fundamental U, este sera,
por assim dizer, o Universo ao qual se aplica a teoria e bas-
tara, neste caso, como veremos adiante, fazer a distingdo
entre variaveis de tipo 1, variaveis de tipo 2, etc. Entdo
para as variaveis do tipo 1, que nao sao mais do que as va-
riaveis fundamentais (isto e, as variaveis sobre U) , pode-
ra sempre usar-se sem receio de ambiguidade, a expressao
"elLemento fundamental", precedida dos complementos "um","um
segundo", "um tenceino", etc. que permitem distinguir entre
si as diferentes variaveis deste tipo - o que corresponde

a formar os simbolos-variaveis com uma mesma letra (por exemplo

x) afectada de indices 1,2,3,.. (2)

(1) E claro que, sendo a linguagem um produto natural, sdao possiveis
muitas variantes, que rompem, necessariamente, a rigidez dum esque
ma. Em particular, a quantificacao das variaveis efectua-se nos
casos mais simples, fazendo preceder directamente o substantivo
comum de certas palavras como "todo", "algum", "nenhum",etc.

(2) E claro que, do pon o de uista Logico, nada se opoe a que, Initan-
do a Linguagem comum, todas as variaveis fundamentais sejam repre-
sentadas, numa dada teoria, por uma mesma letra, afectada de indi.
ces numéricos diversos. Mas sabe-se que, do ponto de vista de cla
neza 0 uso de indices pode apresentar inconvenientes.
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Vejamos agora como se efectua o jogo das variéveis
quando se trata de enunciar uma proposig&o em linguagem comum.
Seja, por exemplo a definigao do termo "divide", na teoria
dos numeros naturais: "Dados dois numeros quaisquer, diz-se
que um defes divide o outro, quando existe um tercedlro que
multiplicado pelo primeinro, neproduz o segundo". E facil
ver que, neste enunciado, s3ao mencionadas tres variaveis fun
damentais, que se distinguem entre si por meio dos adjecti -
vos "primeiro", "segundo", "terceino", aplicados segundo a
ordem pela qual as variaveis forem introduzidas no agrupamen
to fonetico que exprime a proposigao. E evidente que tal pro
cesso de expressdao, em casos menos simples, deixa muito a de
sejar em Matematica e se alguma duvida subsistir a esse res-
peito, basta que nos lembremos de quanto e penosa a leitura
dum livro de Algebra, anterior ao facto historico de impor-
tancia extraordinaria, que foi a introdugao das letras com

fungdo simbolica.

A definigao anterior sera hoje enunciada, de prefe-
rencia, de um modo semelhante ao seguinte: "Dados dois name -
ros X,¥, quaisquen, diz-se que x divdide Y quando existe ‘um
nimeno z tal que y=xz". Mas tal enunciado ndo & ainda de ti
po simbolico puro. Para obter uma formulagao puramente simbo
lica, resta traduzir em simbolos adequados a constante mate-
matica "divide" e as constantes 10gicas "Dados dois elementos
... quadisquen" "diz-se que ... qudndo", "existe um elemento
,s, tal que". Teremos assim, adoptando o simbolo | para subs

tituir o termo "divide":
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xq, (x|y I.*kzjy=x2)
8.— RELAGOES n-ARLAS.— No §4 observamos que toda a
proposigao condicional p definida em U, se pode escrever com
a forma o(X,y,...) em que.a constante a substitui, por con -
ven¢ao, todas as constantes que figurem numa dada expressao
inicial; ter-se-a deste modo P = a(x,y...). Vimos alem dis-
so (§6) que, por mudancas de variaveis efectuadas na proposi
¢ao p, esta se transforma em outras proposicoes condicionais
p',p", definidas ainda em U, e que, atraves de todas as pos-
siveis mudangas de variaveis, afguma codisa se conserva cons-
tante em p,p' etc. Ora e facil ver que (nas mudangas que subs-
tituem variaveis distintas, por variaveis tambem distintas)
essa "alguma coisa"e representada pela constante a, que ex-
prime a relag¢ao (ou, se quisermos, o predicado) corresponden
te a p. Assim, por exemplo, as proposigoes condicionais "x
e fiLho de y" "y ¢ §4ilho de x" "u ¢ §4ilho de v", etc., defi-
nidas sobre o conjunto dos homens, sao conjudadas entre si
(n3ao equivalentes) e correspondem todas a uma mesma relag¢ao
binaria, expressa pela constante "e filho de" (neste caso co

locada entre as variaveis).

Mais precisamente, diremos que duas proposigoes
o(X,¥Ys...) € B(u,v,...), condicionais num igual numero de
variaveis, definidas num dado conjunto U, representam a mes-
ma relacao definida em U (relativamente a ordem pela qual as
variaveis sdao mencionadas no paréntese),quando efectuando a

substitui¢ao x >~ u,y » v,... de cada variavel da primeira,
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pela variavel correspondente da segunda, se tem a(u,v,...,)= B(U,Vs...,)
Podemos escrever, em tal caso, a=RB.

Se for n.o numero das variaveis, diremos que o € uma
relagao n-andia ou de grau n. Por outros termos: Dizer que, num
dado conjunto fundamental U e definida uma relacdo n-aria o,
equivale a dizer que existe um criterio, mediante o qual .se
possa afirmar, a respeito de cada agrupamento (x],xz,...xn)de
n elementos de U, se tal agrupamento verifica ou nao verifi-
ca a relagao a, devendo verdficar-se uma, e uma 50, dessas
duas hipoteses (1). E para indicar que o agrupamento (x],“.,xQ
verifica a relagcao a, que se escreve a(x],...,xn). Porem, no
caso das relagOes binarias, costuma adoptar-se tambem o esque

ma xay, em vez de o(x,y) (tal e o caso das escritas"x > y", "x &

§4iLho de y", etc.).

Convem notar que, na linguagem comum, o uso fixou a
palavra "relagao" um significado, em virtude do qual o grau
n de uma relagcao deve ser, pelo menos, igual a2. Naoc obstan-
te, em virtude da necessidade que se verifica, frequentes
vezes, em Matematica, de wuma uniformizacdao de linguagem (por
exemplo, o emprego da palavra "conjunto" no caso dos conjun-

tos vazios e dos conjuntos formados de um s0 elemento) fo-

(1) E claro que neste caso, os agrupamentos se referem a um conjunto de
posigSes constituido pelos inteiros de 1 a n, indicativos da ordem
pela qual as variaveis sdo introduzidas nas escritas, e nao por es-
sas variaveis.
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mos levados a legitimar o emprego da expressao: "relag¢ao uni

taria" de harmonia com as convencgoes anteriores (1).

Apesar da distingao aqui reconhecida entre nelagao
e proposdi¢cao condicional , diremos frequentemente "a relacgao

a(x,y,...)" em vez de "a relagao a".

9.— RELACOES CONJUGADAS—RELAGOES SIMETRICAS—RELACOES
EFECTIVAS.— Seja a(x],...xn) uma relagao n-aria definida em

Ue (X;,...5% ) uma permutacao das variaveis XqseeesX . E
1 n
claro que nao se tera, necessariamente, a(x],...,xn)za(xif...,xi‘).
n
Pondo B(xi,...,xi
1 n
e B sao conjugadas. Assim, por exemplo, as relagoes "x.div4

)za(x],...,xn) diremos que as relagoes a
de y" e "x 2 multiplo de y", definidas no conjunto dos nu-
meros naturais, sao conjugadas; e o mesmo se verifica a res-
peito das relacgdes "x ¢ tio(a) de y" e "x e sobninho(a) de

y", definidas no conjunto dos homens.

Uma relagao diz-se simetrica quando coincide com as
suas conjugadas. Exemplos: 1) a expressao "e paimo(a) de"
representa uma relagao simetrica, definida no conjunto dos
homens. 2) A relagao geometrica fundamental "x,y,z estdo em

Linha necta", que escreveremos simbolicamente Rt(x,y,z) e uma

(1) E aqui adoptado o termo "rela¢dao" em vez de “"predicado" atendendo a
que o primeiro € o unico usado nos exemplos que nos apresenta a Mate
matica (relagoes de igualdade, de desigualdade, de congruencia, etc.);
sendo substituido pelo termo "condig&o“ nos cascs em que 0 grau e
igual a 1.
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relacao ternaria, simetrica, definida no conjunto dos pontos do

espago ordinario.

Diremos que uma dada relagdo n-aria o € efectiva, quan
do se nao pode exprimir por meio de uma relagao de grau inferi
or a n, isto e, quando a proposicdao condicional a(x],...,xn)dg

pende, essencialmente (§ 5, alinea 5) das n variaveis XQoeeesXn

10. — AS RELAGOES n-ARIAS E 0S SUBCONJUNTOS DE u(M),
Chamaremos s0fu¢ao de uma relacao n-aria definida em U a todo
o agrupamento de n elementos de U que a verifica. A cada rela-
.¢ao n-aria, definida em U, correspondera um sub-conjunto de U(m
(§ 2), ou seja, o conjunto das suas solugoOes. Tal correspondég
cia €, alem disso, reciproca, pois que, dado um subconjunto K

de U(n) a proposigao condicional (x],...,x e K representa uma

n)
relagao n-aria definida em U. Mais ainda: dadas duas relagoes

n-arias a,B (ndo necessariamente efectivas) definidas em U, te
remos, representando por A e B respectivamente 0s conjuntos-das

solugcoes de o e de B:

1) A conjungao a(x],...,xn)ns(x],...,xn) corresponde a
intenseccdo An B.Analogamente, a dis funcgdo a(x],..l,xn) U

BtXT’“"Xn) correspondera a reuniaoc AU B,

2) R proposicao contraditoria ~ a(x],...,xn) corresponde

0 conjunto complementar ~A,

3) As operagoes representadas pelos simbolos (u,v,...)/ a

que (§ 5, alinea 2) chamamos projfecgdes, traduzem-se em U
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por operacdes que chamaremos ainda projecgoes, por analo-
gia com o que sucede em Geometria Analitica. (Assim, p. ex.,

a proposigao condicional (x?y)/(x2+ y2+ 22= 1) equivalente

2

2 . ~ - s -
ax+y 1, representa um circulo, projeccdo da superficie esfée

A
rica x2+ y2+ 22= 1 sobre o plano (x,y)).
4) As mudangas de variavedis traduzem-se por mudangas

de ondem (que em Geometria Analitica tridimensional signifi

cam rotacgoes de 90° em torno dos eixos coordenados) .

5) A implicac¢ao Lincondicional a(x],...,xn)c:B(x]”.,xn)
traduz-se por uma 4inclusao A < B ; a equivalencia incondi-
cional a(x],...xn)zs(x],...,xn) (ou seja, a=B), por uma Lden-

tidade AR =B

Notando, finalmente, que todas as relagoes logicas
se podem reduzir as anteriores: conjun¢do, disjuncao, nega-
cao, Amplicagao Aincondicional, projec¢oes e mudancas de va-
niaveis, segue-se que toda a relagdo n-aria a, definida em
U, se podera conceber, do ponto de vista da logica formal ,
como um sub-conjunto A do conjunto U; e cada proposigao
condicional a(x],...,xn) podera entao interpretar-se como
funcao caracteristica do conjunto A , isto e, uma fungdo
que toma o valor 1 para todo o elemento de A e o valor 0

para todo o elemento de ~ A .‘(1)

(1) Recordemos, a proposito, o papel que as operagoes de intersecgao,
de reunido (estendida a uma familia numeravel de conjuntos) , de
formagao do complementar e de projeccao, desempenham na constru-
¢ao dos conjuntos mensuraveis B e dos conjuntos projectivos.
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11. EXPLICITAGAO: FUNGOES E OPERADORES.— Qualquer teo
ria dedutiva poderia ser exposta, simbolicamente, sem introdu-
zir simbolos de conjuntos ou de operadores. Todavia, por razoes
de caracter psicologico (comodidade, clareza, etc.), que podem
influir decisivamente na marcha da investigagao, convem muitas
vezes recorrer a tais processos explicitos de expressao, que
o homem utiliza a cada passo na linguagem comum. Lembremo-nos
de que foi o método operatorio que deu a Algebra aquele graude
seguranca e de eficiencia que so mais tarde foi possivel atin-

gir em Geometria.

Dada uma relagdao unitaria a, representaremospoeruhQ
o conjunto das solugoes de a. (1). Se a relagao a admite uma e
uma so solugao, isto e se forem verificadas as duas condicoes:
1) L{ o(x); 2) [e(x)n a(y)] c(x=y), entao representaremos por
ta(x) a solugdao unica de o. Deste modo o simbolo 1, tem o va-
?Qr da locugao "aquele que" e € claro que se a relagdao a nao
verifica as condigoes 1), 2), a expressao 1 a(x) sera desprovi
da de significado. "

Em resumo: teremos, por definigao, qualquer que seja
a relagao unitaria a:[yera(x)]Ea(y); e no caso de serem ve-

rificadas as condigdes 1), 2): [y=1a(x)]za(y).
X

0s simbolos KX e 1, poderao ainda aplicar-se a pro-

posicoes condicionais em mais de uma variavel. Assim ,

(1) Por exemplo, no conjunto dos numeros complexos, tem-se
Kx((x;4=])={] -1,9,-11.
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dada uma relacgao a(y,x]...,xn)de grau n+l, definida em U,

a expressao Kya(y,x],...,xn) representara um conjunto inde-
tenminado de elementos de U, dependente das variavedis
Xys++.sX . Representando tal conjunto indeterminado pela for
mula @(x],...,xn), vé-se que a constante ¢ representa uma
lei, que faz corresponder a cada agrupamento de n elementos
de U um determinado sub-conjunto de U: chamar-lhe-emos ope-

rador (ou operagao) n-ario, definido em U. Ter-se-a, entao,

I:VE‘I)(X-I ,...,xn)Ea(y,X]s-- -sxn)]

Nao se faz mais, portanto, do que dar uma nova fox-
ma a relagao o, substituindo o simbolo a pelos simbolos e,d,

com um novo critério de agrupamento.

Suponhamos agora que D representa um subconjunto
delﬂn)tal que, para cada determinagao de (x1""’41) contida
em D , a proposigao condicional a(y,x],...,xn) admita uma
e uma so solugao em y. Nestas condigoes, supondo verificada
a hipotese (Xqs.0esx J)e D, a formula 1 o(Y,Xqs...,X.) repre-

n y 1 n
sentara um efemento indeterminado de U, dependente das varia

veds (x],...,xn). Representando tal elemento indeterminado,

pela expressao ¢(x],...,xn), teremos, por convengao:

[y=¢(X],...,xn)]Ea(y,x],...,xn)rlﬂx],.“,xn)e D]

Ve-se, pois, que a constante ¢ representa uma lei
que faz corresponder a cada elemento de D um elemento de <
terminado de U: diremos que ¢ € um operador (ou operagao)

n-ario, univoco, definido em D , e chamaremos a D o doml
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nio de ¢. Diremos ainda que a variavel Y=¢(Xxqs...5x,) € uma
dungdo univoca das variaveis XqseeesXps definida em D. Se for

D=U(n) diremos que ¢ e definida em U.

Fica assim subentendida uma distingao entre fungao e
operador, analoga a que estabelecemos entre proposigao condicio
nal e relacao. Em particular, se, dados dois operadores n-arios

¢,, definidos num mesmo dominio D, se tiver

[(x],xz,...,xh)eD] c[¢(x],...,xn)=w(x],...,xn)]

diremos que as fungoes ¢(x],...,xn) e w(x],...,xn) sao equi-
valentes (ou idénticas) e escreveremos ¢(x],...,xn)zqﬂxr.”,xnh
ou ainda ¢=y. Todavia, para transigir com o uso, empregaremos
algumas vezes a palavra "funcao" com o significado de "opera -
dor". (1)

Exemplos: 1) Se U for o conjunto dos pontos do es-

(1) A distingdao torna-se aconselhavel em certos casos: quando, por
ex., se pretende evitar confusdao entre os conceitos classicos de
"funcao de gungao" (ou "funcac composta") e de "funcional".

Entre operador e operagao o uso tende a estabelecer a seguinte
distingao: Openado@ € uma constante que, associada as constantes
representativas de um certo numero de elementos de U, permite re-
presentar outro ou outroé e]emenfos de U; tal que e, p. éx., 6
simbolo ¥, que associado a constante 2, gera a nova constante /2.
Operagao correspondente a um dado operador, € o acto pelo qual,
dado um agrupamento de elementos de U, se deteuminam os elemen-
tos que tal operador faz corresponder ao ag%upamento dado; mas
aqui as palavras dar e determinan supdem a existencia de um sis-
tema canonico de representacdo, como € p.ex., o das fracgoes de-
cimais para os numeros reais.
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paco ordinario, e se vy (X,y,z) representa o centro da circun
feréncia que passa pelos pontos X,¥Y,2, a constante y seré
um operador univoco, ternério, definido no sub-conjunto D
de U(n) formado por todas-as solugoes da relagao ~ Rt(x,y,z)

("Xs¥Ys2 nao estao em Linha recta')

2) Um exemplo tipico de operador nao univoco € o que

chamaremos operador algebrico de grau n, que faz corresponder,

a cada agrupamento (x],...,xn) de n numeros complexos, as
- ~ n n-

raizes da equagao y + XqY ]+ ... + x_= 0., Neste caso tra-

ta-se, precisamente, de um operador n-{voco.

Seja ainda ¢ um operador univoco, definido num sub-
-conjunto D delﬂn) e seja, por sua vez, D* um subconjunto
de D . Chamaremos entao operador induzido por ¢ em D* ,a0

operador ¢*, definido em D* tal que:

[y=¢*(x] sene ,Xn)]E[y=¢(x],...,xn)]n[(x],...,xn)e D

Poderemos tambéem dizer que ¢ & um prolongamento de

E e claro que a formula 1 a(y,x],...,xn) representa
y
uma fungdo cujo dominio esta automaticamente fixado: sera o

conjunto de todas as determinagoes de (x],...,x para as

n)
quais a relagao a(y,x],...xn) admite uma unica solugdo em y.

A definicao de "comutatividade" (ou’"Aimetnia") que
demos para as relagoes, aplica-se, mutatis mutandis, aos ope
radores. Por exemplo, o operador ¥Yy(x,y,z) do exemplo ante-

rior e comutativo; mas ja o ndo e o operador algéebrico.
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12. — 0S OPERADORES NA LINGUAGEM COMUM. — Na linguagem
comum, 0S operadores unitErios sao geralmente representados
por substantivos comuns (com eventuais complementos) seguidos
da preposicao de e precedidos ou nao do artigo definido, con
forme s3ao univocos ou nao univocos. Exemplos: As expressoes
"tio de", "o pai de", "multiplLo de", "o dobro de", "satelite
de", representam operadores unitarios, definidos: no conjnto
dos homens, os dois primeiros; no conjunto dos numeros natu-

rais, os dois segundos; e no conjunto dos astros, o ultimo.

Quando, porem, se trata de operadores de grau supe-
rior a 1, recorre-se a novas preposigoes, tais como, "por",
"entne" etc. e as conjungoes "e", "ou". Por exemplo, as ex-
pressoes "o produto de... por" "o.m.d.c. de ... e", "o nesto
de divisdao de ... pon" representam operadores binarios, uni-
vocos, definidos no conjunto dos numeros naturais. A repre
sentagao simbolica que, desde seculos, costuma dar-se aos
operadores binarios (tais como +,x,:, etc.) mostra uma ten-
dencia a adoptar, para tais operadores , o tipo de agrupamen
to x ¢ y, em vez de ¢(x,y), tal como sucede para as relagoes
binarias. Ate com os operadores binarios da Logica Matemati

ca,ne U, se verifica um facto semelhante.

13. — TRANSFORMAGCOES UNTVOCAS. — Seja 6 um operador uni
tario univoco definido num subconjunto A do conjunto funda -
mental U. Dado um elemento x qualquer de A, chamaremos {ma-
gem de x, por intermedio de 6 ao elemento 6(x). Dado um sub-

conjunto M qualquer de A, chamaremos <imagem de M por interm§
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dio de 8 e representaremos por 6(M) o conjunto das imagens de
todos os elementos de M. Por outro lado,qualquer que seja o
subconjunto K de U, chamaremos imagem completa Ainversa de K
por intermedio de 6 ao conjunto de todos os elementos de A
cujas imagens pertencem a K; isto e, ao conjunto

le;{[y=e(x)]r1(y e K)}.

Se B for um conjunto tal que Bo6(A), diremos que 6

define uma trhansformacao univoca do conjunto A no conjunto 8.

Se 6 for uma transformagao univoca de A em B, que
verifique as duas condigbes: 1) (x#y) c[6(x)#6(y)]s 2) B=6(y),

diremos que 6 constitue uma transformacao biunfvoca de A emB.

Dadas duas transformagdoes univocas o (de A em B) e
6(de B em C) chamaremos piroduto de 6 por o, e representare-
mos por 6o a tftansformagao (de A em C) tal que (6.0)x=6[o(x)]
ou seja, mais detalhadamente, [y=(e.c)(x)iJ@#e(u)]n[Uqﬂx)]}

com xe A e ueB.

E claro que, aparte a terminologia, a nogao de "pxro
duto de duas transformacgoes" coincide com a de "fungao de fun

cao".

Exemplos: representando os operadores "o pai de" e "a mae de"
respectivamente, pelos simbolos Pad e Mad, 0 produto Pad.Pad
sera o operador "o avo paterno de"; o produto Mad. Pad sera

o operador "a avo pateana de". Visto que se tem Pad. Mad.

#Mad. Pad, conclue-se deste simples exemplo, que o produto
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de transformacdes univocas nao e em geral comutativo. Mais
geralmente, ao conceito de "funcdo de funcdes" (isto e, de
"funcdo composta", aplicado a fungoes de mais de uma varia-
vel) corresponde uma classe de operacgoes a cada uma das quais
chamaremos sobreposicao de operadores. Assim, por exemplo,
diremos que o operador x tal que x(x,y,z)56[¢(x),w(y,z)] re-

sulta duma sobreposdi¢cao dos operadores ¢,0,y.

Se chamarmos J{dentidade, e representarmos por I,
a transformagao que faz corresponder a cada elemento x ©
mesmo elemento x, (em sfmbolos:()[l(x)=x]) ve-se que, a toda
a transformagao biunivoca & (de A em B), corresponde uma, e
uma so0, transformagdo biunivoca (de B em A) que representare

1 1

mos por 6 ', tal que 6 6=I, isto e tal que e_][e(x)]=x, qual

quer que seja xeA.

Dois conjuntos A,B, dizem-se equivalentes quando exis
te, pelo menos, uma transformagao biunivoca de A em B. As
transformacoes biunivocas de um conjunto A em s7 mesmo chama
remos auto-equdivalencias de A, ou, no caso de A ser finito ,
substituicoes sobre os elementos de A. Fica também automati-
camente estabelecido o significado de expressoes tais como

"wroduto de duas substitiudicoes™ "substitudicao Lmvensa", etc.

14 .— OPERADORES MOLTIPLOS.— Os simbolos 1, sugerem a

introdugao de outros mais gerais. Seja o uma relagdo n-aria,

definida em U, a qual admite uma e uma so solugao; pois bem,

representaremos por 1, x a(x],...,xn) a solucdo unica de o consti -

.Ig.-., n
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tuida, como sabemos, por um determinado agrupamento de n ele

mentos de U. Apresenta-se este caso, quando, por exemplo,
a(x],...,xn) representa um sistema, compativel e determinado ,

de n equagoes lineares nas incognitas XqoeeesXy 3 e claro que

n
a(x],...,xn) sera a conjuncdo das n equagoes (1).

Seja agora a(y],...,y ,x],...,xn) uma relagao de grau

p
n+p, definida sobre U; e seja D um subconjunto de U(n) tal que,
para (x],...,xn) e D, aquela relagcao admite uma, e uma so0, SO-
lugao em (y],...,yp). Entao, supondo verificada a hipotese

,) € D a formula 1y],.._’ypu(y],...,yp,x],...,an que

podemos substituir por esta outra: ¢(x],...,xn) - representara

(x],...,x

um agrupamento (y],...,yp) de p variaveis, dependentes das n va
riaveis Xqs---sX,. A constante %, que faz assim corresponder a
cada agrupamento de n elementos de U, pertencentes a D, um agru
pamento de p elementos de U, chamaremos operador univoco, p-uplo,
n-ario (ou de ordem p e grau n) definido em D. E claro que tal
operador nao sera mais do que uma transformagao univoca do con-
junto D<:U(n) no conjunto U(p), e podera sempre (do, ponto de
vista da logica formal) desdobrar-se num agrupamento de p ope-
radores simples ¢],...,¢p, conforme o esquema seguinte:

[yyseeesyp) =00xgsesx))

)

"

—
<
—
1
o
—
—~
x
e—
-

x
N
D
]
<

n

= ¢p(x],...,xnﬂ para (xq,...,x )eD.

(1) Exemplo: lx’y[(x =3y) n (y=x-4)] = (6,2).
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Exempfo :  Da relagdo quaternaria (x;=x,y +y,)n(¥z<x,),
definida sobre o conjunto dos nimeros naturais, deduz-se uma
operagao univoca, binaria, dupla (y],y2)=$(x],x2), definida
para todos os pares de numeros, dos duais o segundo e distin
to de 0; operagao que se desdobra em dois operadores simples
y]=x(x],x2) (cocdente da divisao de Xy bonr xz) e yzqﬂx],xz)
(resto da divisao de Xy por x2). Em linguagem comum dir-se-a
que Yy e yp, 4a0 respectivamente, o cociente e o resto da divisdo
de Xq POr X, Ve-se, pois,que a expressao "respectivamente,

0 cociente e 0 nesto da divisao de... por" representa o ope-

rador ¢.

15. — RELAGOES MISTAS. — As anteriores convengoes podem
facilmente estender-se ao caso em que, em vez de um S0 conjun
to fundamental U, se considerem dados varios conjuntos funda-

mentais, U],Uz,....

Suponhamos, para fixar ideas, que se trata apenas de
dois conjuntos fundamentais U,V. A toda a proposigao
a(u],...,um,v],...,vp) condicional nas variaveis Ugsonnslpos

sobre U, e nas variaveis v],...,vp sobre V, chamaremos propo
sicao condicional mista, definida em U e em V. Corresponder-

-lhe-a uma relagdo a, mista, m-aria em U e p-aria em V.

Mais precisamente, se representarmos por (U,V)m‘p)
0 conjunto de todos os agrupamentos de m+p elementos, dos
quais m pertencam a U e p a V, podemos dizer que uma relagao

o, definida em U e em V, m-axria em U e p-aria em V, e uma
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lei que faz corresponder a cada elemento de (U,V)(m’p)um e um
so dos dois valores seguintes: 1 (a relagao e verificada),

0 (a relagao nao e verificada). Em particular, uma transfor
macao univoca de U em V, sera uma lei ¢ que faz corresponder

a cada elemento x de U, um elemento determinado y=¢(x) de V.

E claro que, de um ponto de vista puramente 10gico,

0 caso de vanios conjuntos fundamentais U],Uz,..., se reduz
ao de um 50 conjunto fundamental U, efectuando a reuniao

dos primeiros, e tendo em conta as relagoes er],erZ,...,

definidas em U. Mas pode nao ser esse o0 modo mais natural
de proceder: e o que sucede quando, por exemplo, se trata de
questoes que envolvam, ao mesmo tempo, numeros reais e pontos
geometricos; vectores e escalares,etc; convira entao conside
rar como conjuntos fundamentais distintos, o corpo real e o
espago geometrico, o conjunto dos vectores e o conjunto dos
escalares,etc, adoptando um sistema simbolico que permita dis-
tinguir entre si as variaveis correspondentes a cada um des-
tes conjuntos (representando, p.ex., 0s vectorescom os caracte
res do alfabeto latino e os escalares com caracteres do alfa
beto grego, etc.). Todavia, como veremos adiante, ainda nes-
tes casos a redugao a um so conjunto fundamental se pode
efectuar naturalmente, por uma via em que a interdependencia

logica e genetica dos conceitos e posta em maximo relevo.

E o que se consegue com a teoria dos tipos de B.Rus
sell.

16. — TIPOS FINITOS.— A teoria dos tipos baseia-se nes
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te simples facto: toda a propriedade o se pode conceber como
um individuo dotado de certas propriedades T',4,...; isto e,
todo o conjunto A se pode conceber como elemento de novas
confuntos A,B ,..., 0os quais se dirao, naturalmente, de tipo

superior ao do primeiro.

Mais precisamente, representaremos por R](U) o con
junto das relagoes a,B,..., definidas num dado conjunto fun-
damental U; dada uma proposicao I'(E£,n,...,X,¥,...), condicio
nal em variaveis &€,n,..., sobre R](U), e eventualmente, em
variaveis fundamentais x,y,..., diremos que tanto essa propo
sigao, como a relagao correspondente I', sao de tipo 2, so0bre
U. Por outro lado, chamaremos relacgoes de tipo 1, so0bre U,
§s relagoes a,B,..., definidas em U; variavedis de tipo 1 (a
nespeito de U) as variaveis fundamentais x,y,...; variaveis
de tipo 2 (a nespeito de U), as variaveis &,n,..., sobre

R (V).

Exemplo: Se U for o conjunto dos numeros naturais,
a proposigao {h(x,y)-;Ty (x,y+x)1n(1n(x,x) condicional em n,
que escreveremos abreviadamente ®(n), sera verificada por
infinitas relagoes binarias, definidas em U (p.ex.,x<y,x di-
vide y, x+y=x+y, etc.). Porem, juntando-lhe a condigao
®(c)z[h(x,yjity-g(x,y)], que escreveremos com a forma abrevia
da ¥(n), e facil ver que a condigao ®(n)n¥(n) ou, abreviada-

mente, ©(n), e agora verificada por uma unica relagao bina-

ria n, definida em U: a relagdao x|y (isto &, a relagdo "xdi
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vide y") ja considerada no § 7 (1). As formulas &(n) e ©(n)
representam, portanto, relacoes unitarias de tipo 2, sobre U.
Utilizando o simbolo 1 introduzido no § 11 poderemos ainda es-
crever [1ne(n)] (x,y)=x|y, e e facil ver que tal formula rephre

senta uma phoposi¢dao categorica de tipo 2, sobre U,

Representamos agora por RZ(U) 0o .conjunto das relagoes
de tipo 2 sobre U; dada uma proposigao condicional em variaveis
de tipo 3 (isto e, variaveis sobre Ré(U)) e eventualmente em
variaveis de tipo inferior aquele, diremos que tanto essa pro-
posigao, como a relagao correspondente, sao de tipo 3 sobre U.

E assim sucessivamente.

Poderemos ainda dizer "elemento de tipo n a respedito

de U" em vez de "nelag¢ao de tipo n-1 so0bre U".

Por outro lado, visto que operadores e conjuntos nao
sao mais do que foxamas, sob as quais se podem apresentar as re
lagoes, segue-se que a classificagao em tipos se pode apresen

tar, mutatis mutandis, aos operadores e aos conjuntos.

(1) Representando por Y o subconjunto de U(z), constituido pelas solugoes
de n(x,y) (§ 10), € facil ver que &(n) equivale a conjungao das condi
coes: 1) Se (x,y) pertence a Y, tambem (x,y+X) pertence a Y; 2) 0 par
(x,x) pertence a Y, qualquer que seja x. E claro que infinitos subcon
juntos de U(z) satisfazem a tais condigoes, entre eles o proprio con-
junto U(Z); porém, a formula ©(n) exprime que Y € 0 menor dos conjun-
tos que satisfazem as duas condigoes 1),2); isto e, qualquer que seja

0 conjunto Z correspondente a uma relagao z que verifique ¢(z), ter -
-se-a, necessariamente YEZ ,
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Assim, os subconjuntos A,B,... de U constituem elementos de
tipo 2, a respeito de U; as familias A,B ,... de subconjun-
tos de U, constituem elementos de tipo 3 (conjuntos de tipo

2) a respeito de U, etc.

As equacgoes funcionais, em particular as equagoes
diferenciais, constituem exemplos tipicos, fornecidos pela
Analise classica, de proposigoes condicionais de tipo 2, s0-
bre 0 confunto dos numeros heais ou sobre o conjunto dos ni-

mernos complexos. A proposigao

k>0 h>o0

M U(ly—x|<h—y»|¢(y> - 6(x) |<k)

condicional em ¢ (variavel de tipo 2) e em x (variavel de tipo
1), corresponde a uma relagao binaria T'(¢,x) de tipo 2, a

qual condicdo se enuncia "A funcdo ¢ ¢ continua no ponto x".

Sao de tipo 2 a respeito do corpo real ou do corpo
complexo: o conjunto das fungoes racionais, o conjunto das
equacoes algebricas, os operadores diferenciais e integrais,

etc.

17. — TIPOS TRANSFINITOS.— Vimos como, a cada numero
natural, se pode fazer corresponder um tipo de relagao. Po-
derao assim construir-se, com numero ilimitado, conjuntos

R(U), Ry(U), Ry(U),... de relagdes sobre U.

Mas a possibilidade de criacao de tipos de relagoes
supera o poder de representacao dos numeros naturais, como

se pode concluir do seguinte exemplo:
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Qua]quer que seja o nimero natura] k, representemos
por ZYk o operador (tipo 2) que faz corresponder a cada fun
cao ¢(n) definida no conjunto dos numeros naturais, a fungao
¢(n)+k, definida no mesmo conjunto. Representando agora por
£ um numero natural qualquer, seja, por sua vez,3yz 0 operador
que transforma 2Yk em 2Yk+£ qualquer que seja k. Somos
assim levados a definir, por indugao, uma familia de operado
res myp dependentes dos parametros m e p, e cujo tipo m
pode ser tao elevado quanto se quiser. Podemos finalmente de

finir, no conjunto dos operadores myp(m,p=1,2,...) um novo

m_y_m+l

operador I tal como segue: T(

Y., quaisquer que sejam

Yp) b
m e p; ve-se facilmente que n3o existe nenhum numero natural
que permita representar o tipo de I', e, mais ainda, que o ti
po deste operador surge imediatamente depois dos tipos dos
operadores an’ a partir dos quais e definido. Representare
mos o novo tipo pelo simbolo w, de acordo com as conven -
coes usuais. Notemos, entretanto, que ja o simbolo vy, utili
zado neste exemplo, representa um operador binario, de tipo
w, que faz corresponder, a cada agrupamento (m,p) de dois

numeros naturais, um operador mY de tipo m.

P

Deste modo, representando por YU a reunido de todos
0s conjuntos Rn(U), quando n percorre o conjunto dos numeros
naturais, chamaremos relagao de tipo w sobre U, a toda a re
lagao definida em “U, que ndo se reduza a nenhuma relagdo
pertencente a este conjunto. Mas ve-se agora que a criagao

de tipos de relagdes podera prolongar-se para alem de w, exi
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gindo a introdugEo de sempre novos simbolos, indicativos da
ordem pela qual os tipos vao surgindo, isto e, a introdugéo
qe novos numeros ordinais transfinitos (superiores aos nume-
nos ordinais finitos, que sao representados pelos numeros na

turais).

Adiante nos ocuparemos, pormenorizadamente, dos nu-

meros odrdinais.

18. — MUDANGA DE CONJUNTO FUNDAMENTAL.— A atribuigao de
um tipo a cada proposigcao de uma dada teoria e, como vimos,
nelativa a um determinado conjunto fundamental U,que desempenha
deste modo, o papel de um sistema de referéncia. Porem,a mu
dangca de conjunto fundamental e uma operacdao a que Se recor-
re algumas vezes em Matematica, para comodidade de exposicao.
Assim, por exemplo, na Geometria euclideana tridimensional,e
natural conceber, como elementos fundamentais apenas os pon-
tos: nestas condigoes, o espaco geometrico U sera o conjunto
de todos os pontos; as rectas e os planos serao elementos de
tipo 2 (conjuntos de elementos fundamentais); os conjuntos V
e W, respectivamente, das rectas e dos p]anos serao elementos
de tipo 3, etc. (1) Porém, na sistematizacao logica das ge

metrias projectivas, surgiu como facto novo a lei da dualida-

(1) Numa das axiomaticas da Geometria euclideana dadas por Hilbert - pre
cisamente a mais divulgada - as rectas e os planos figuram como ele
mentos fundamentais. E porem mais intwitivo conceber as rectas e
os planos como conjunto de pontos. Na sua axiomatica apresentada
em 1904, Oswald Veblen toma os pontos como unicos elementos fundamen
tais.
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de, em virtude da qual se tornou comodo conceher como elemen
tos fundamentais, n3ao so os pontos, mas tambem as rectas e
os planos, de modo que o universo geometrico sera constitui-
do (no caso da geometria tridimensional) pelos conjuntos U*

V* e W*, respectivamente, dos pontos, das rectas e dos pla -
nos (incluidos os elementos improprios) e assim os geOmetras
foram levados a converter as relagOes Logicas de pertence (€)
e de 4nclusdo (c), em relagOes geometrnicas de incidencia,de

modo que um plano, agora elemento de tipo 1, ja nao se <iden-
tifica com o conjunto dos seus pontos, mas sera apenas O Au-
porte de tal conjunto; o conjunto dos pontos de uma recta

sera a pontual definida por essa recta, etc.

A Analise funcional oferece-nos um exemplo notavel
da mudanca de conjunto fundamental, passando do corpo real
(ou do corpo complexo) aos espagos funcionais que sao conjun
tos de operadores de tipo 1 (portanto elementos de tipo 2)
relativos aqueles corpos. Tais operadores sao concebidos

como pontos do espago, isto e, como elementos fundamentais.

Tornaremos a este assunto adiante, quando tratar-:

mos das axiomaticas.
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19. — AS CONSTANTES LOGICAS E A TEORIA DOS TIPOS.— Seja
ia uma relacao n-aria de tipo i, sobre U, e seja 1.U 0 conjunto
das relagoes de tipo inferior a i. E facil ver que ia nao pode
coincidir com nenhum dos elementos de ]U (isto € que a uma mes
ma relacao nao pode corresponder mais de um tipo). Com efeito,
dan a relacgao ia equivale, como vimos no § 10, a dax um subcon
junto de 1.U(n), e, assim, a relagao ia sera definida a partir
de elementos de tipo inferior, e todos, em ultima analise, sao
definidos a partir dos elementos de U, que se consideram previ
amente dados. E portanto excluida a possibilidade de definigoes
de conjuntos tais como a seguinte: "0 conjunto A & constituldo
por dois elLementos, um dos quais € o numero 3 e 0 outho € 0 pad
prio conjunto A". Um conjunto s0 podera ser construido a partir
de elementos anteniormente definidos. E deste modo se chega a
seguinte importante conclusdo: nao e Legitimo falar da totali-
dade dos tipos (ou ainda dos numeros ordinais); com efeito, qual
quer que seja o conjunto R de relagoes (de diversos tipos) sobre
U, toda a relagao definida em R (em particular a relagdao zeR)
sera distinta de qualquer relagdo pertencente a R . Mesmo admi
tindo, por um momento, que a relagao <zeR coincide com um dos
elementos de R , tal nao pode suceder com a relagao p(Z) que
definiremos do seguinte modo: p e verificada por todas aquelas

(e so por essas) relagOes z, pertencentes a R.-, que nao veri-
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ficam a condigdo z(z); em simbolos: p(z) =(zeR)n~ z¢(z) (1).
Com efeito, supondo que peR & se conduzido ao classico para-
doxo de Russell.

Por uma via diversa, Burali-Forti tinha chegado a uma
conclusao equivalente, com o seu paradoxo relativo a totalida-

de dos numeros ordinais.

Uma consequencia importante, do que atras ficou dito,
€ a seguinte; cada uma das constantes logicas e, N, >, =, ~,
etc., representa relagdes sobre U de varios tipos, os quais de
pendem do tipo das variaveis que sao aplicadas. Analoga obser-
vagcao se pode fazer quanto aos conceitos de "elemento" ("ser",

"entidade", "ente", "individuo", etc.) e "nelagao" ("atributo",

(1) Admitindo que se tem peR, de duas uma: ou € verdadeira a proposigao
p (p)sou @ verdadeira a sua contraditoria ~p(p); mas visto que, por
definigdo, p(z)=(zeR) n ~ z(z), ter-se-a no primeiro caso,
o(p) + (peR) n ~ p(p), € portanto ~ p(p), 0 que & contra a hipotese;
e ter-se-a, no segundo caso (peR) n " p(p) + p(p) 0 que € de novo con
tra a hipotese. 0 absurdo vem de supor que p pertence a R.
Uma variante sugestiva do paradoxo de Russell & o exemplo do catalogo
de todos 04 catalogos que ndo se citam, Notemos, porem, que num dado
momento e a nespeito de uma dada bibLioteca, € possivel imaginar um
catalogo de todos os catalogos existentes, o qual obviamente, se de-
ve citar. Todavia a consideracdo de conjuntos que se contém como ele
mentos de si mesmos deve ser eliminada dos raciocinios se nao quiser-
mos abandonar as leis do pensamento a que estamos habituados. Analo-
gamente, no sujeito de uma dada proposicao ndo deve figurar essa mes
ma proposicao; a nao observancia desta norma deu ja origem, na anti-
guidade, ao paradoxo de Epimenides de Creta.
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"predicado", "conjunto", etc.). Podemos convencionar que, em
cada caso concreto, o tipo daquelas relagoes € imediatamente
superior aos tipos das relagoes as quais sao aplicadas;assim por
exemplo, a conjuncao N comporta-se como operador binario de tipo
2, quando aplicado a proposigoes de tipo 1,etc. (1). No momen
to em que estao sendo aplicadas, as constantes 10gicas consti-
tuem operacoes mentais, fenomenos psiquicos em acto; apenas rnea
Lizadas, a atencao pode incidir #retrospectivamente sobre tais

fenomenos, condensando-os em seres, em dados do real.

Um conceito de tipo variavel e ainda o do namero can-
dinafl. Com efeito, o operador 10gico "o numero de elementos de"
que abreviadamente escreveremos Num, sera um operador de tipo
2,3, etc., em relacao ao conjunto fundamental U, conforme for
aplicado a subconjuntos de U, a familias de subconjuntos de U,
etc.

Notemos, finalmente, que a expressao "um efemento" nao
representa uma variavel como a que corresponde, por exemplo ,
a expressao "um astno"; no segundo caso o campo da variagao e
previamente fixado (ou pelo menos admite-se que o seja) pelo
substantivo "astro"; no primeiro caso, a extensao do conceito
& a mais ampla que, num dado momento, se possa conceben, donde
a impossibilidade de fixar o respectivo campo de variagao, vis-

to que tal conceito esta a receber constantemente, interpreta-

(1) Seria talvez mais conforme a Realidade dizer que, a respeito de uma
dada teornia, o tipo de tais relagoes & num dado momento imediatamente
superior aos tipos de todas as re]agaes da referida teoria as quais
as primeiras tenham sido efectivamente ap]fcadas, ate esse momento.
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¢0es novas e Aimprevistas. Deste modo, as expressoes '"um elemen
to" "um segundo elemento", etc., usadas sem qualquer limitacgao
de significado, representam variaveis na mais larga acepgao da
palavra e, para salientar este facto, empregaremos em tal caso
o substantivo (na verdade adjectivo substantivado) "{ndetermi-

nada", em vez do substantivo "variavel".

20 — A TEORIA DOS TIPOS E 0 SIMBOLISMO. — A introdugao
de sempre novos tipos de variaveis cria ao simbolismo 10gico di
ficuldades que nao e possivel resolver de um modo completo como

veremos a proposito dos numeros transfinitos.

Nos casos em que nao seja necessario considerar ele -
mentos de tipo superior a um numero finito bastante baixo ( 3,
por exemplo), a distingcdao dos tipos de variaveis podera fazer-
-se por um processo analogo ao que adoptamos no § 1, em que
convencionamos representar elementos de U, por letras minUscu-
las do alfabeto latino; subconjuntos de U, por letras mailuscu-
las do alfabeto latino, e familias de subconjuntos de U, por
letras maiusculas do alfabeto gotico. Tal processo, poréem,deve
ser abandonado quando for necessario considerar muitos tipos
diversos.

Tratando-se de relagoes de tipo f4inito, este pode sempre
ser deduzido da expressao explicita das respectivas proposigcoes
condicionais, atendendo ao modo como os parenteses se compre -
endem um aos outros, e nao contando os parenteses relativos a

constantes 10gicas. Por exemplo, uma relagdo o da forma
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a(«‘;(x,y),z,g (n(xsy)n c(x,6(y)))) , em que &,n,z,6

designam nelagoes Aindeterminadas sobre U, sera,evidentemente ,
uma relacgao de tipo 3.

Mas tal processo ja nao pode ser aplicado exactamente
quando nas formulas figuram simbolos de conjuntos ou de opera-
dores (exceptuados os operadores da Logica). (Bastara conside-
rar,entao, os operadores univocos, visto que todo o operador
nao univoco se reduz a um operador univoco de tipo imediatemen
te superior). 0 caso mais simples sera aquele em que 0o contra-
dominio & um subconjunto de U (isto e, quando 04 vafores da fun
cao sao elementos de U); neste caso o processo anterior pode
ainda ser aplicado com uma modificagao que consiste em escrever
como indices do simbolo do operador, os simbolos das variaveis
das quais a fungao nao depende. (1) Assim, por exemplo um opera
dor da forma ¢xyy’v’n(Ez(x,y,n(z)),w(u,c(v)),t)emquec,n,
designem operadores Aindeterminados e Y um operador determinado
sera, de acordo com a convencgao precedente, um operador de tipo
3. Resta porem, estabelecer convengoes correspondentes que
sirvem para operadores quaisquer e, mais ainda, convengoes que
permitam distinguir entre si simbolos-relacoes, simbolos-con -
juntos e simbolos-operadores; e resta, finalmente, estender o
simbolismo aos tipos transfinitos. Deixaremos, todavia, neste

ponto, o problema.

(1) Na terminologia hilbertiana as fungOes deste genero s3ao denominadas
funcionais , de que sao um caso particular as funcionais da Analise
funcional, fundada por Volterra.
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Um caso corrente de operadores de tipo superior a 1 e
0 que se apresenta em expressoes tais como: "familia de opera-
dores ¢ dependentes de um pardmetro i, vardiaveld sobre um conjun
to A".

E facil ver que, se AcU,e se ocsoperadores forem de tipo
1, a respeito de U, a familia dos operadores ¢, (familia que
representaremos por {¢i}) nao e mais do que a imagem de A, por
intermedio do operador ¢ de tipo 2, que faz corresponder a cada
elemento i de A um operador ;-

Adoptaremos ainda as seguintes convengoes, relativas
ao simbolismo 10gico:

Dada uma familia F de proposigoes condicionais nas va
riaveis x,y,..., representaremos por n{_:Fn(x,y,...) e por
£:L:n(x,y,...) respectivamente, a disjungao e a intersecgao de
todas as proposicoes pertencentes a familia F . Em particular,
podera apresentar-se uma familia {au(x,y,...)} de proposigoes
condicionais, dependentes do parametro u, variavel sobre um
dado conjunto M;neste caso a conjuncao de todos os elementos
da familia podera representar-se pela formula {:L au(x,y,...),
ou simplesmente, y au(x,y,...), se nao houver duvidas sobre

o campo de variacao de u. Analogamente para a disjuncgado.

Assim, por exemplo, as expressoes N A(XsYsZyeoo),
C]a(x,y,z,...) representam, respectivamente, a reuniao e a in
terseccao de uma familia {Bx(y,z,...)} de proposigoes defini -

das em U, tais que Bx(y,z,...)sa(x,y,z...).

Um outro caso particular importante € aquele em que M

€ o0 conjunto dos numeros naturais. Entao {au(x,y,...)}seré
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uma familia numeravel de proposicoes condicionais. Recordaremos
a proposito, o papel que a reuniao e a interseccao de uma fami-
lia numeravel de proposicoes condicionais desempenham na teoria
dos conjuntos mensuraveis B, conjuntos analiticos, etc. Notemos
por Ultimo, que o conjunto dos numeros naturais pode ser sempre
substituido por um conjunto de tipo determinado, qualquer que
seja o conjunto fundamental U; com efeito, se U nao contem 0s
numeros naturais, mas € infinito, podemos consideran, como nﬁmg
ro natural, toda a classe de subconjuntos de U, finitos e equi-
valentes entre si; se U e finito, podemos considerar como nu -
mero natural toda a classe de elementos de “U (ver §17) que

tenham o mesmo tipo, a respeito de U (1).(*)

(1) 0 conjunto dos numeros naturais sera assim substituido por um conjun
to que lhe & 4somorfo, o que equivale a dizer {identico, do ponto de
vista das propriedades formais. Adiante sera precisado o significado
da palavra "isomonfo".

(*) Ver as NOTAS RELATIVAS A TESE, do Autor, no final do presente trabalho
(A.F.0liveira).
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CAPITULO I1, — SISTEMAS ABSTRACTOS E ‘HOMOMORFISMOS .

21 — 0 LOGICO E O INTUITIVO NA HISTORIA DA DEFINIGAO
MATEMATICA. — 0 que devemos entender por uma definigcaoc matema-
tica? Como distinguir, em Matematica, os conceitos puramente
formais, daqueles que correspondem a uma realidade? Quais as de
finicoes que devemos considerar construtivas? Eis a7 dos gene-
ros de questdoes que mais tem preocupado os matematicos e os fi
losofos atraves dos seculos: que ja se apresentam na Antiguida
de a proposito do paradoxo de Zenao e dos problemas nao resolu
veis por meio da regua e do compasso; que se tem posto de um
modo agudo a respeito das nogoes de irracional, de complexo,de
transfinito, etc.etc. Todas as discussoes travadas a volta deste
assunto, todos os esforgos no sentido de esclarece-1o tendem
naturalmente a um mesmo resultado: a conciliacao entre o 10qi-
co e 0 intuitivo, evitando desvios quer num, quer no outro sen
tido e e este esforgo de conciliagcao que tem condicionado atra
ves da Historia, a evolucao dos conceitos de namero, de funcao,
de confunto, etc.

0 aparecimento da Geometria analitica determina a dis
tingdao entre as curvas afgebricas (que seriam as unicas sus -
ceptiveis de uma defindicao matematica) e as curvas entao cha-
madas mecandicas e que hoje sao compreendidas na designacao de
thanscendentes. Paralelamente, o conceito de fungao parte de
duas origens diversas: por um lado, o conceito de fun¢ao sus-

ceptivel de nepresentacdo analitica, isto €, de fungao que se
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possa expirimin (1) por meio de certas fungoes, consideradas
elementanres; por outro lado, o conceito Lintuitivo de fun¢ao, su
gerido pelos fenomenos mecanicos, dos quais se pode dar uma des

endcao, em graficos ou tabelas.

Os metodos de construcao logica aperfeicoam-se consi-
deravelmente no seculo XIX, com a teoria das fungOes analiticas,
com a teoria de Galois, etc. Porém, o desenvolvimento da Anali
se pura e, em particular modo, a teoria dos conjuntos poem de
novo, com a maxima acuidade, o problema da conciliagao entre o
logico e o intuitivo. 0 principio de Zermelo que, segundo a pro-
pria designacao original ("Auswahlpostulat") admite a possibi-
lidade de efectuar um numero infinito de escolhas arbitrarias,
provocam a historica discussao das "Cinco cantas sobre a teoria
dos conjuntos",em que somente Hadamard ocupa uma posigao plato
nica. As teorias de Poincare e a sua reacgao (util so ate certo
ponto) aos metodos cantorianos parecem ter determinado em Franga
um revigoramento da situacao empirista. Procura-se entao evitar
o perigo de raciocionar no vacuo, isto e, sobre entidades nao
susceptiveis de uma construgao efectiva. Borel insurge-se con-
tra as matematicas verbais, "constructions Logiques dans Les-

quelles on fongle avec des symboles auxquels ne correspond

(1) Aqui a palavra "expaimir" tem um significado muito restrito: exprimir
um operador ¢ nos operadores B8y5-.456,5 consiste, neste caso, em cons
trui-1o por meio de sobreposicoes (§13) efectuadas um numero §inito de
vezes, entre os operadores 071450, © entre os resultados de tais
sobreposigoes.
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aucune Aintuition" (1), e proclama a necessidade de excluir, do
dominio da Analise, as entidades que nao possam definir-se
efectivamente, por meio de um nimero finito de palavras.(2) De
acordo com tal programa, introduz primeiro as nocdes de namenro
e de funcao calculavel (3) e em seguida a de conjunto bem defi
nidosnogcao esta que coincide com a de conjunto mensuravel B
ja introduzida pelo mesmo autor nas suas investigagoes sobre o
problema da medida. Por sua vez, a teoria dos conjuntos de Borel
vem reunir-se a teoria das fungOes de Baire, numa bela sintese
realizada por De La Vallee Poussin (4). Observa-se, alem disso,
que o dominio da Analise classica nao vai alem das classes de
Baire de La Vallee Poussin, as quais satisfazem superabundante

mente as exigencias da tecnica.

Mas a Analise classica diz respeito ao passado, e e
principalmente para o futuro que se deve olhar. Sucede, por ou-
tro lado, que nem todos os conjuntos bem definidos parecem sus
ceptiveis duma construcgao efectiva. Numa primeira tentativa de
alargamento, observando que os processos de definigcao exigidos

por Borel saoc demasiado hesthitivos, pois excluem certas enti-

(1) E.BOREL (I). p.181. No que se refere aos trabalhos de escola de Borel
as indicacoes aqui apresentadas sao colhidas em J.CAVAILLES (I),In-
trodugao, e em LUSIN (I).

(2) Borel procura evitar, com a nogao de calculavel, o paradoxo de
Richard, relativo a tais definigoes.

(3) "Un nombre o est caleulable Lorsque, etant donng um nombre entier n
quelconque, on salt obtenin un nombre rationnel qui differe de o de
moins de 1/n". "Une fonction est caleulable Lorsque sa valeur est
calewlable pour toute valeuwr caleulable de La variable". BOREL (I).

(4) Ch. de la VALLEE-POUSSIN (I).
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dades que parecem dignas de estudo, Lebesgue introduz a sua
nogcao de "nommable": "Un objet est defini ou donne quand on a
prononce un nombre f4ind de mots 4s'applicant a cet objet et a
celui-La seulement; c'est a dire, quand on a nomme une propriete
caracternistique de £'objet" (1), e, deste modo, e levado a admi
tir, alem das definigOes de caracter constructivo, de Borel,

outras definigoes, de caracter descritivo.

Em tais investicacoOes, Lebesgue e sucedido por Lusin,
Sierpinski e Souslin, que aprofundam a teoria dos conjuntos de
Borel e estudam as novas categorias de conjuntos: conjuntos
analiticos e conjuntos projectivos. Enquanto na definigao dos
conjuntos de Borel intervem apenas a reunido de infinidades nu
meraveis de conjuntos, disjuntos dois a dois, e a formagao do
complementar de cada conjunto em relagao a um outro que o con
tenha, na definigao das novas categorias de conjuntos intervem
uma nova operagao: a projecgao ortogonal segundo os eixos coor
denados. Lusin observa que nada parece opor-se a admissao de
uma tao simples operagao geometrica (como tivemos ocasiao de
ver no capitulo precedente, trata-se mesmo de uma das opera -
¢oes fundamentais da Logica); porem certas propriedades dos no-
vos conjuntos estudados revelam-se paradoxéis, e Lusin termina
a sua importante obra com a seguinte conclusao: "2'auteuxr de
ce Livne A'incline ... a considenen Les exemples condtruiits pan Lui
comme formes de mots et ne definissant pas des etres veritable

ment acheves, mais seulement des virtualites. (2)

(1) LEBESGUE (I).

(2) Obra ja citada, p. 322.
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0 que surpreende nestas notaveis investigagoes, desde
Borel a Lusin, € que nao tenha sido nelas utilizado umdos ins
trumentos que parecem mais indicados para tal fim : a Logica
Matematica. Considerando o problema da definicao matematica de
um outro ponto de vista (tendo'como objectivo principal uma de
monstragao de nao contradigao da Aritmetica), Hilbert e os da
sua escola (Bernays, Ackermann, von Neumann, etc.) dedicaram-se
a um estudo aprofundado das definigoes por inducgao finita,; de
que conseguiram obter, com a introducao de fungoes de tipo supe
rior a 1, esquemas cada vez mais amplos, muito para alem dos
conhecidos. Se o objectivo principal nao foi atingido, pode di
zer-se que tais investigacoes no campo da Logica Matematica
vieram, pelo menos, lancar muita luz sobre o mecanismo das de

finigoes logicas.

No esquema apresentado no § seguinte, nao se faz refe
réencia explicita as definigoes por recorréencia, pela razao de
que € adoptado um ponto de vista geral, tendente a obter uma
visao sintetica de todas as teorias matematicas,algebricas,to

pologicas, geométricas, etc.

22 — DEFINIGOES LOGICAS SOBRE UM DADO CONJUNTO FUNDA
MENTAL. — Dado um conjunto fundamental U, seja P um conjunto
anbitrnarnio de relagoes sobre U.(1) Para uniformizagao de lingua-

gem, admitiremos a possibilidade de que, entre tais relagoes,

(1) Embora nenhuma restrigao aqui seja imposta ao tipo de tais relagoes,
a verdade € que, para o fim que se tem em vista, nao sera necessario
ir alem das relagoes de tipo 2.
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figurem elementos de U, considerados estes como xelacoes de
tipo 0.
E claro que, a partir das .relagoes P, poderao definir-

-se infinitas relagoes sobre U, por meio das operacoes da Logica.

Convencionaremos entao que, tomando para paimitivas
as relagoes P, devemos chamar refa¢oes dernivadas a todas as
aquelas que, nao pertencendo a P, se possam definir logicamente

a partir das primeiras.

Vejamos, porem, mais de perto, em que consiste o meca
nismo das definigOes logicas, ja esbogadas no capitulo anterior
renunciando, todavia, a pretensoes de encerrar num esquema ri
gido todos os possiveis processos de definigao, visto que, para
alem de todo o esquema rigoroso, novas e nao previstas possibi
lidades virao sempre apresentar-se. (1) Para maior brevidade
de exposigao, chamaremos fundamentais as operacoOeslogicas de:
identificacao (=) (2), confuncao (pn ), disdfuncao (u),negacaoc
( V), quantifdicacgao ((], EJ), mudangas de variaveis e explicd
tagao (1X). Ainda por razdoes de comodidade, sera aqui adoptﬁ-
do o ponto de vista quasi-combinatorio da teoria dos conjuntos,

supondo preexistente as respectivas definigoes todas as rela-

(1) Ver-se-a adiante que, no caso presente, a imprecisao do esquema se re
fere ao modo de introduzir as variaveis de tipo transfinito. De res-
to, ja no § 20 se aludiu a esta indeterminagao.

(2) € claro que a constante = funciona como operador, enquanto a cada par
(x,y) de variaveis, faz corresponder a proposicdao X=y.
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¢coes sobre U, de tipo inferior a um limite arbitrariamente fixa
do (1). Diremos entao que uma dada relagao a se pode exprimir
Logicamente nas relagoes primitivas, quando existir uma suces-
sao finita a]"“’“m’gl”"’En""’Bl"'°’8p em que:1) os m
primeiros termos sejam relacoes primitivas; 2) os n termos a
seguir aos m primeiros sejam constituidos por variaveis de tipo
qualquen, a respeito de U;3) cada um dos ultimos p termos se
obtenha de um ou dois dos precedentes por meio de uma operagdo
logica fundamental, aplicada uma so vez; 4) o ultimo termo Bp

coincide como (m,n,p representam numeros naturais que depende-

rao de a, de um modo nao necessariamente univoco).

Ve-se, portanto, como, partindo das relagOes primiti-
vas, se chegara a uma expressao F(a],...,am), de ordem mais ou
menos elevada (§4), que representa o em fungao Logica daquelas
relagoes. Deste modo, a constante o substituira todas as cons-
tantes l1ogicas e nao logicas que figuram no desenvolvimento de
F(a],...,am)e e evidente que a vantagem desta substituigao, ten
dente a uma economia de linguagem, dependera da importancia do
conceito definido, pois que, quanto mais importante for tal con
ceito, maior sera o numero de vezes que 0 -mesmo intervira nas

formulas ulteriores.

E 3@ proposicao categorica, que sob a forma de uma equi-
valencia ou de uma identidade, fixa o significado de o, que se

da normalmente o nome definicao de o; proposicao esta que se

(1) E claro que, uma vez adoptado este ponto de vista, se torna dis -
pensavel o axioma de Russell, chamado de redutibilidade.
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apresenta, manifestamente, com 0 caracter de um axioma (1). E

claro que se a sucessao a]""’am"g]""’En’Bl""’Bp for de-
masiado longa, e conduzir portanto, a uma expressao demasiado

complexa, sera praticamente indispensavel fragmentar a defini-
¢ao em varias definigOes parciais, introduzindo sucessivamente
varios simbolos, destinados a representar algumas das relagoes
intermediarias. (Recordaremos, a titulo de exemplo, o modo como

no § 16, foi definida a relagao x|y).

E preciso porem nao perder de vista que a introducao
dos simbolos (ou das palavras) que, numa dada teoria, sao es-
colhidos para representar, definditivamente, certas nogoes (como
por exemplo, os simbolos, +,>,3, etc.; as palavras clrcungeren-
cia ,"pokinomio",etc.) ndo se faz de um modo perfeitamente axr-
bitnanio, mas antes de um modo natural, isto e, acompanhando o
desenvolvimento genético da teoria, o qual por sua vez & condi
cionado pelo ambiente que circunda o homem. Com efeito, na evo
lugdo historica de uma teoria dedutiva, os conceitos efectiva-
mente postos em evidéncia, ndao se reduzem a associagoOes pura-
mente acddentais de conceitos primitivos e de constantes 10gi-
cas; constituem, pelo contrario associagoes piivilegiadas de tais concei
tos,privilegiadas pela fecundidade, pela riqueza de propriedades, pelas apli

cagOes que possam vir a receber dentro ou fora da teoria. Segundo Poincare

e na escolha de tais combinagoes privilegiadas, entre infinitas

(1) Todavia, pode ainda conceber-se a definigao, nao como um juizo, mas
como um acto. Esta ultima interpretagdo € a que corresponde a tendén
cia intuicionista, construtiva.
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combinagoes possiveis, que consiste a funcao criadora do mate-
matico (1).

No isolamento de tais conceitos, o investigador proce
de de um modo mais ou menos sintetico, sem se aperceber de gran
de parte das operacgOes elementares que intervem na definicgao
do mesmo modo que nao se apercebe dos fenomenos que, no interior
das suas celulas nervosas, acompanham essas operacoes; guiado
por uma {ntudicao (muitas vezes, por um verdadeiro sentimento
antistico), que lhe permite efectuar a escolha a que se refere
Poincare. (2) Sucede ate, especialmente nas matematicas elemen
tares, que muitos dos conceitos sao sugeridosS directamente pelo
Mundo fisico, e, nestes casos, a definicao apresenta-se nitida
mente com o caracter de um postulado-traducao logica de uma lei
natural.

Importa ainda salientar, de acordo com o que ja foi
dito no final do § 6, que sao as mudancas de variaveis e, mais
geralmente, a introdugcao de variaveis de tipo qualquen que mais

amplas possibilidades oferecem a criagao matematica.

(1) "Inventer, cela consiste precisement a ne pasd construire Les combina-
tlons inutiles et a construire celles qui sont utiles et qui ne sont
q'une ingime minonite. Inventern, c'est discerner, c'est choisin".
POINCARE (I), p.46.

(2) A este respeito Borel declara: "I1 faut ... se borner a ctudier Les
gonctions que se presentent naturellement, ce que nous pouvons appel
Lon Res "Etrnes neels et nowmaux" par opposition aux" monstres arti-
ficiellement crees ou meme concus abstra.itement .BOREL (II) p.164. De
resto ja Poincare tinha feito a mesma observagao, classificando espi
rituosamente as fungoes em "honestas” e "monstruosas".
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23. — 0S CONJUNTOS E 0S OPERADORES NAS DEFINIGCOES LO
GICAS.— Pode naturalmente acontecer que alguma das relagoes
primitivas ou derivadas se apresente sob a forma de conjuncgao.
Neste caso, sera necessario introduzir o simbolo logico €, e
poderao ser usados, subsidiariamente, certos simbolos deriva-
dos, mas e claro que nao resultara daqui nenhuma alteracao es-

sencial para o esquema apresentado no § anterior.

Quanto aos operadores, a sua introdugao exige, mani -

festamente, o emprego de novos simbolos logicos.

Seja, por exemplo, em Geometria plana, a definicao de
cincunferencia, tomando para conjunto fundamental o conjunto
dos pontos e para nogdo primitiva a nogao de distancia. Ter-se-
-3 representando por Cinf§ a familia das circunferencias e por
§(x,y) a distancia entre os pontos x,y:

(Xe Cing) = }TL {X=K [8(x,2) =8(y,z)]}

Porém, renunciando a forma conjunto, a mesma definigao
pode apresentar-se com o Sseguinte aspecto:

U

=Y.z

r(e) {e(x) 2 [8(x,z)=8(y,z)]}.

em que a constante I' desempenha um papel equivalente ao da cons
tante Cixf. E manifesto que se trata aqui, excfusivamente, de

uma diferenca de notagao (1).

(1) Nesta definigao, a distancia &(x,y) € concebida ndao como um numero
real, mas como a familia dos pares de pontos que sao congruentes ao
par (x,y).
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24. — ALTURA DE UM CONCEITO.— Ja se viu como , na de-
finicao 10gica de uma relagao o, intervem, necessariamente,uma
cadeia finita de relagoes, que comega nas relagoes primitivas
e termina na relacao a. Nao se pode, porem, afirmar que tal ca
deia seja univocamente determinada para cada o; ‘isto e, que exis

ta um so caminho para definir tal relacgao.

Chamaremos aftura de uma dada definigcao de o, a partir
das relagoes primitivas P, a diferenca entre o maior tipo das
relacoes, que intervem nessa definicdao, e o tipo da relagao a.
Chamaremos aftura da relagao, a respeito das relagoes primiti-

vas a menor das alturas de todas as possiveis defini¢des de a.

Pode ainda acontecer que uma pelo menos das relagoes
primitivas se apresente sob a forma de um operador (univoco);
0 que quer dizer que se considera ja efectuada a explicitacao
por meio da qual esse operador € deduzido da relagao correspon.
dente (§11). Sera entao natural admitir-se que a explicitagao do

mesmo nao determina elevagao de altura.

Convira todavia, esclarecer com varios exemplos esta
nogcao que me parece muito importante:

I) Se no conjunto dos seres humanos tomarmos como pri
mitiva a relagao "x ¢ f§4iLho(a) de y", vé-se, atendendo a defi-
nicao dada no §6, que a relacao derivada" x ¢ fio (a) de y"
tem altura 0; mas tambem n3ao sera dificil reconhecer que,em tal

caso, a relagcao "x ¢ descendente de y" tem altura 1.

II) No conjunto dos numeros reais, o operador de tipo

2, supx(u,v,¢(x)) ("extrnemo superniorn" da fungao ¢(x) no in-
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tervalo (u,v)) podera definir-se tal como segue

N

[y=supx(u,v,¢(x))] = u<x<v{[¢(x) <¥)n [e(x)< z 7Y < z]}

com um dominio de existencia fixado pela proposicgao

EJ [u<x<v ;¢(x)§;], condicional em ¢,u,v.

Ve-se pois que tal operador e de altura 0, para todoo
conjunto de relagoes primitivas que compreende a relagao <, e
o mesmo se pode dizer a respeito do operador infx(u,v,¢(x))
("extremo infenion"da fungao no intervalo (u,v)). Consideremos,
porem, uma funcional @x(u,v,¢(x)) que satisfaca as seguintes

condigoes:

1) @x(u,u,¢(x))50

2) o (usv+w,o(x))=0, (u,v,6(x)) + & (v,v+w,0(x)) (pro-

priedade da decomposigao do intervalo.)

N ® (U, 0(x))

3 x,u,v [inf (usv,0(x)) < VU < sup, (u,v,9(x)]

(primeira propriedade da media.)

Para maior comodidade, representaremos por I'(¢) o pro
duto logico de tais condigoes. Demonstra-se nos trabalhos clas
sicos de Analise, a parte as notagoes e a terminologia, que a
relagao I' (de tipo 3) admite pelo menos uma solugao se, e SO
se, a fungao ¢(x) for limitada no intervalo (u,v) (teorema de
existencia); e que n3ao admitira mais de uma solugdo, 4e e 45 se
for nula a medida do conjunto dos pontos de descontinuidade de
¢ (x) no mesmo intervalo (teorema de unicidade). Pois bem, su-

pondo ainda verificada esta dltima condigao, ve-se imediatamen
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te que o operador 1®P(®) nao € mais do que o integral de Cauchy,

isto e ter-se-a:

v

[, T (00 (u2v,0(x)) = [0 (x) dx

u

0 que constitue manifestamente uma definigao de altura 1, se
forem tomados como primitivos, unicamente, os operadores +,x e

a relagao <.

III) Ainda no conjunto dos numeros reais; pode-nos servir
de exemplo o numero e, base do sistema dos logaritmos neperia-
nos, o qual, como se sabe, pode ser definido por meio de qual-
quer das tres formulas:

i=n
extim (1 1) emtin 1 daemn, Y CT6 (x)z600]n 6(0)- Tn (1) D)
n=oo nseoi=1 '
Uma analise da estrutura logica destas formulas mostrara que,
tomando para primitivos os conceitos de divisao, Aubftraccao e

desigualdade, e definindo a maneira usual as constantes 1,lim,!

etc., tais formulas correspondem todas a definigoes de altura 2.

Porém, no mesmo conjunto, o numero +/?E1XRXZ=2MWX>OH
sera de altura 1, se tomarmos para primitivas as operacoes fun
damentais da Aritmética e a relagdao >; e e facil ver que, se a
estas nocoes juntarmos a de +v/2, todos os numeros da forma

a+b Y2 (com a, b racionais) passam a ter altura 0 (1).

Estes exemplos bastam para mostrar que as definigoes

de altura superior a 0 sao definicOes de caracter impficito (a

(1) E preciso nao confundir esta nogao de altura com aquela dada por Borel,
para os numeros algebricos.
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explicitagao efectuada por meio do simbolo L e puramente for-
mal) em que o objecto a definir € determinado (ou "nomme", como
dizia Lebesgue), por meio de um conjunto de propriedades caracte-
risticas desse objecto. No caso do integral de Cauchy, por exemplo,
as propriedades caracteristicas podem ser as que anteriormente
utilizamos.

Convem notar, porem, que as definigoes deste genero
devem, numa teoria dedutiva, ser acompanhadas de uma demonstra
¢do de existencia e de unicidade, a qual pode ser ou nao cons-
trutiva.

Todavia, as definigdes por recorrencia de que se tra-
tara mais adiante, constituem exemplos de definigcoes, automati

camente construtivas e cuja altura e sempre superior a 0.

Notemos, por Ultimo, que a nogao de construtividade
anda em parte ligada a consideracgoes de natureza empirica ou

psicologica que lhe dao um caracter relativo (1).

25. — CONJUNTOS ORGANIZADOS.— Chamaremos conjunto or-
ganizado ou sistema concreto [U;P] a todo o conjunto fundamen-
tal U determinado sobre o qual e escolhido um conjunto P de re

lacoes primitivas. Se forem Qpseees0  AS relagoes pertencentes

n
a P, poderemos escrever [U,a],...,an] em vez de [U;P]. Importa ,
porém, fazer a seguinte observagao: os sistemas [U;P] e [U,P]
nao coincidem necessariamente um com o outro; o primeiro tem

como relagoes primitivas os elementos de P; o segundo tem como

(1)  Abstenho-me por obvias razoes a entrar aqui em detalhes sobre a mo-
derna tendencia intuicionista da Matematica.
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relagao primitiva o conjunto P. Veremos adiante, nalguns exemplos,

a importancia desta distingao.

Diremos que dois conjuntos P,P*de relagoes sobre U de
finem sobre tal conjunto a mesma oigandiza¢ao ou, ainda, aue sao
equivalentes do ponto de vista da paimitividade, quando toda a
relagcao que pertenca ao primeiro se possa exprimir logicamen-
te nas relacgoes do segundo ereciprocamente; podendo entao escre
ver-se [U;P] = [U;P*]. Quando, sobre um dado conjunto U, se
considera definida uma so organizagao (por meio de ?), podemos

dizer simplesmente "o 4istema [U]", em vez de "o sistema [U;P],

pois nao havera entao lugar para confusoes.

Na organizacao de um dado conjunto, convira, pelo me-
nos do ponto de vista da elegancia, escolher um conjunto de re
lagoes tal que.nenhum seu subconjunto proprio lhe seja equiva-
lente. Se esta condigao se verificar, diremos que as relagoes
primitivas sao {independentes entre si. Pode porem acontecer que
tal condicao nao seja realizavel, e € evidente que, neste caso,
o conjunto das relacoes primitivas sera, necessariamente, infi-
nito. Por outro lado, entre dois conjuntos mi{nimos de relacgoOes
primitivas, podera suceder que um deles seja mais simples do
que o outro, usando um criterio de simplicidade que se refira

ao namero, ao grau e ao tipo das relagoes.

Finalmente, podemos ir mais longe, concebendo uma mu
danca de relagoes primitivas, que seja acompanhada de uma mu-
danca de conjunto fundamental (§18) de modo que o novo siste-
ma se possa considerar ainda como equivalente ao primeiro. Por

exemplo, nas geometrias planas racionais, podemos tomar como
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conjunto fundamental o conjunto U dos pontos e como relagao pri
mitiva a relagao Rt(x,y,z) ("x,y,z estao em £inha necta") ou o
conjunto V das rectas (conjunto de tipo 2), tendo-se entao
[u,Rt] = [u,v]} (1). Mas pode igualmente tomar-se como conjun
to fundamental a reuniao W dos conjuntos U, dos pontos, e V das
rectas e como relagoes primitivas, nao so as relagoes unitarias
xeU,xeV (que sao agora ambas de tipo 1), mas ainda as relagoes
binarias conjugadas x<y ("x jaz em y") e x > y ("x passa por y"),
em substituicao da constante 1ogica € e da sua conjugada, apli-
cadas entre pontos e rectas; constituindo deste modo o sistema

(W,U,V,<,>].

26. — ISOMORFISMO.— Dados dois sistemas concretos [U;P]
e [V;Q], seja 6 uma transformacao biunivoca do conjunto U no
conjunto V. E facil ver que este mesmo operador estabelece uma
correspondencia biunivoca entre as relagoes sobre U e as rela-
coes sobre V; com efeito, chamando imagem (por intermedio de 6)

..X_) de U(n), ao elemento

de um dado elemento (x_,.. n

1
(e(x]),... ,e(xn)) de V(n), podemos convencionar que 6 & uma
transformagao tal que: a cada relagao n-aria de tipo 1 sobre U,
fara corresponder a relagao n-aria (de tipo 1) sobre V, cujas
solugoes sao as imagens, por intermedio de 6, das solugoes da
primeira; a cada relacao de tipo 2 sobre U fara corresponder a

relagao (de tipo 2) sobre V, cujas solucoes sao imagens das so

lugoes da primeira, as quais, por sua vez, sao agrupamentos de

(1) E claro que, neste exemplo, nos referimos a uma determinada concreti-
zagao da axiomatica geometrica, por exemplo a concretizagao cartesia-
na, por meio de pares de numeros racionais.
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elementos de tipo nao superior a 2, a respeito de U; e assim

sucessivamente, passando ao transfinito de um modo analogo. Re
presentaremos, naturalmente, por 6 (o) a relagao que 6 faz cor-
responder a a, e deste modo o operador 6 resulta prolongado (§11]

num conjunto arbitrario de relagoes sobre U.

Seja agora o uma transformacao biunivoca do conjuntoPp
no conjunto Q. Diremos que 6 e um Lsomorfismo do sistema[ﬂ no
sistema[ﬂ, a respeito da transformagao o, quando, qualquer que
seja a pertencente aP, se tiver 8 (o) = o(a), isto €, quando
o operador 6 nao for mais do que um prolongamento de o. Ve-se
imediatamente que, se 6 for um isomorfismo de [U]em [V],a respei
to de o, tambem 67! sera um isomorfismo de[V]em[U],a respeito
de o).

Se, em particular, as relagoes primitivas forem todas
de tipo 1, & facil ver que os isomorfismos de[U]em[V],a respei
to de o,serdo aquelas transformagoes biunivocas 8 (de[U]em[V])

tais que
a(xXqseeenx )= o(a)[alx)seen,8(x )]

qualquer que seja a relagao primitiva o. Exemplo: Seja U o con
junto dos raios de uma estela, organizado por meio da relagao

P1(x,y,z) ("x,y,z sao complanares"); seja V o conjunto dos pon
tos de um plano projectivo que intersecte os raios da estela em
pontos distintos da origem, tomando como relagao primitiva, sobre
este conjunto, a relagao Rt(x,y,z); e seja finalmente o o ope-
rador que transforma P1 em Rt; entdao, se representarmos por ©

a transformagcao que faz corresponder a cada raio da estela a
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sua interseccao com o plano V, e facil ver que 6 sera um isomor

fismo de U em V, por intermedio de o; isto e, que se tera

P1(x,y,z) = Rt [6(x),0(y),0(z)]

Pode ainda acontecer que os simbolos usados para repre
sentar as relacdes P coincidam com os simbolos para representar
as relacgoes Q, que correspondem as primeiras por intermédio de

o. Nestes casos o podera considerar-se como operador {idéntico.

Suponhamos que uma das relagdes primitivas assume a for
ma de um operador ¢(x],...,xn), de tipo 1, e que o @ a identi-
dade. Neste caso, a condigcao para que a transformagao biunivo-
ca 6 seja um isomorfismo, tomara, relativamente a ¢, 0o seguinte

aspecto

¢[e(x]),...,e(xn)] z e|_'¢(x],...,xn)]

isto &, traduzir-se-a numa permutabilidade dos operadores 6,¢.
E com este ultimo aspecto que o conceito de isomorfismo se apre-
senta, geralmente, na literatura matematica dos nossos tempos

(em Algebra abstracta, em Topologia geral, etc.)

Um exemplo sugestivo em que as relacoes primitivas se
apresentam sob a forma de operadores, mas em que o nao se reduz
a identidade, € o seguinte: Seja U o conjunto dos numeros posi
tivos, organizados por meio da operagao .; e seja V o0 conjunto
dos numeros reais organizado por meio da operacao +; entao, O
conhecido operador £og representara um isomorfismo do sistema

[U,.] no sistema [V,+], a respeito do operador o que transfor-
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ma . em +, pois que se verificam as duas condigoes: 1) o opera

dor Log define uma transformagao biunivoca de U em V;

2) log (x.y) = log x + log y.

27 .— AUTOMORFISMO.SISTEMAS INDEFORMAVEIS.— Suponhamos
agora que os dois sistemas [U;P] [Vi2], considerados no § an-
terior, sao coincidentes; isto €, sejam 6 e o, respectivamente,
transformagoes biunivocas dos conjuntos U e P em si mesmos. Em
virtude do que foi convencionado no § anterior, sabemos em qual
caso B constitue um isomosfismo a respeito de o. Pois bem: se a
transformacao 6 for isomorfica a respeito de o, e o for a iden-
tidade, 6 dir-se-a um automonr§ismo do sistema [U;P]. Os automor
fismos de um sistema [U;P] sdo pois aquelas transformagdes, biu-
nivocas do conjunto U em si mesmo que conservamas relagdes pri-
mitivas P.

Diremos indeformavel todo o sistema que admita como
unico automorfismo a identidade. Condig¢ao suficiente para que
um sistema sefa indeformavel & que todos 04 seus elementos fun
damentais se possam exprimin Logicamente nas relagoes primiti-
vas. Sera esta condigdo tambem necessaria? Eis ai um problema
cuja solucdo depende, naturalmente, do significado atribuido a
locucao "exprimin Logicamente”; problema de que nos ocuparemos
desenvolvidamente adiante, como caso particular de uma das ques
toes que constituem objecto fundamental de estudo do presente
trabalho.

Sao exemplos de sistemas indeformaveis os conjuntos dos

nimeros naturais, dos numeros racionais, dos numeros reais, etc.
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organizados por meio das relagoes +,.,>. Porém, ja o conjunto

dos numeros complexos, organizado por meio dos operadores +,.,e
da relagao |x|>|y|, constitue umsistema deformavel, pois admi
te como automorfismos, alem da identidade, a transformagao que

faz corresponder a cada numero z=x+iy (com x e y reais) o seu

conjugado z=x-iy, como resulta do que segue: z]+22é21¥2é,z].22é21.22 ,
(Ixl<ly)=(Ix]<ly]).

A Geometria fornece-nos exemplos sugestivos de isomor
fismos de um sistema em si mesmo. Limitar-nos-emos, para maior
simplicidade, as geometrias racionais. Consideremos entao o sis
tema [U,V],VZ,V3,p] em que U representa a reuniao dos conjuntos
V],Vz,v3 respectivamente, dos pontos, das rectas e dos planos
(no sentido afim) e p , a relacao binaria simetrica "incide em"
(isto €, "jaz em", ou"passa por") aplicavel entre pontos e rectas,
entre pontos e planos, e entre rectas e planos, em substituigao
das constantes logicas e,c’ . Como se sabe, este sistema admite
infinitos automorfismos, comumente chamados afinidades,masnSo
admite nenhum isomorfismo em si mesmo, a respeito dum operador
o que permute entre si as relagoes V],Vz, V3, p . Se a estas re
lagoes primitivas juntarmos a relagao quaternaria &(x,y)=86(x',y'), apli
cavel a pontos, a familia dos automorfismos reduzir-se-a ao con
junto das semelhangas (que podem ser, em particular, rotagoes,

translagoes, homotetias, etc.)

Porem, se, em vez desta ampliacdao do conjunto das re-
lagOes primitivas, com a adjungao dos elementos improprios,pas
sarmos a Geometria projectiva, o sistema anterior sera substi-

* * * * -
tuido por um outro [U ,V],VZ,V3, p] que alem dos automorfismos
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(chamados homografices), admitira também isomorfismos em si mes
mo, a respeito dum operador o que transforma os pontos em pla -
nos, deixando fixos V; e p. Estes isomorfismos, chamados conre
Lagoes, estdo, como se sabe, intimamente ligados a lei da dua-
lidade.

Notemos, finalmente, que a familia H dos automorfis -
mos de um sistema constitue uma relagao unitaria de tipo 2 (con
junto de operadores de tipo 1), a qual se exprime logicamente

nas relagoes primitivas. Ter-se-a portanto 6(H) = H |, quaiquer

que seja 8 pertencente a H

28.— SISTEMAS ABSTRACTOS.— METODO AXIOMATICO.— Dados
dois sistemas [U];P]]e [UZ;PZ], seja 6 um isomorfismo entre o
primeiro e o segundo, a respeito duma transformagao biunivoca
o de P1 em Pz. E facil ver que , se for a uma relacao sobre
U], exprimivel nas relacoes primitivas por meio de uma fungao
16;}ca F(a],...,an) e se representarmos por o(a) a relagao
sobre U, que se exprime nas relagoes Py, por meio da fungaolo
gica F[o(a]),...,o(an)](isto e do mesmo modo que o e exprime
nas netagées P, conrespondentes) ter-se-a 6(o)=o(a). Assim por
exemplo, se forem Hye Hy, respectivamente, as familias dos

automorfismos do primeiro e do segundo sistema, vira

Hy=olH) e 8(H ) =H, (1),

(1) E preciso nao confundir e(H]) com 6. H isto e, com 0o conjunto de to-
das as transformacoes da forma 6.4, em que gefly . E porem fEcj] re -
conhecer que, segundo a convengao introduzida no §26, se tem
e(H])=e.H.e']
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Em particular, podera apresentar-se uma fungao l1o0gica
P(x],...,xn) das relagOes P, que se reduza a uma proposigao ca
tegorica; isto e, uma funcao 10gica em cujo desenvolvimento simbo
lico todas as variaveis sejam aparentes (§§5.,6), e e claro que
neste caso, se for verdadeira a proposigao P(u],...,an) sera
tambem verdadeira a proposigao P[o(a]),...,o(an)], e reciproca
mente. Veé-se portanto que:

Toda a proposdigao categorica verdadeira no s48tema
ﬂH,ﬂ](iAto e, exphessa unicamente nas nrelacgdes Pys» por medio
de constantes Logicas) se converte numa proposi¢ao categorica ,
ainda verdadeira, no sistema [U,;P,] mediante uma conveniente tra
ducao dos termos, em que o dicionario e representado pela trans
formagao o; e necdprocamente, utilizando a transformagao o-]
Atendendo a este facto, diremos que os sistemas [U;;P] ,[Uél%]
tem a mesma estrutura Logica ou definem o mesmo sistema abstracto
a respeito de o.

Assim, por exemplo, no caso da estela de rectas corta-
da por um plano projectivo que nao passa pela origem, a tradu-
cao do primeiro para o segundo sistema, far-se-a mediante o di
cionario: Recta -~ Ponto, PLano -+ Recta; e deste modo a geome
tria projectiva da estela se reduz a do plano, cbm uma simples

mudanca de simbolos ou palavras.

Mas ha um outro facto que & precico por em relevo
Como acabamos de ver, as proposicOes categoricas verdadeiras,
que relativamente a um dado sistema concreto, se podem cons-
truir a partir das relacoes primitivas, segundo o processo in

dicado no §22 (aplicando os quantificadores de modo que todas
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as variaveis se tornem aparentes), constituem propriedades for
mais do sistema, isto e, propriedades que dependem exclusiva -
mente da estrutura logica do mesmo, e nao da natureza dos seus
elementos. Ora sucede que, uma vez reconhecida a veracidade de
algumas dessas proposicoes, uma parte ou mesmo a totalidade das
proposicoes restantes (de tipo inferior a um limite arbitraria
mente dado) se podem reconhecer como verdadeiras, sem necessi-
dade de uma observagao directa sobre o sistema, mas simplesmen
te por dedu¢ao, isto € n3ao fazendo mais do que aplicar as re -

gras da Logica formal.

Consideremos, por exemplo, o conjunto U dos seres hu-
manos, organizado por meio da relagao "x ¢ descendente de y",
que escreveremos abreviadamente x< y. Todos sabemos que, em

tal sistema, sao verdadeiras as proposigoes categoricas:

a) (x<y)c(x#y) (propriedade artireflexiva)

b) (x<y)n (y<z) c(x<z) (propriedade transitiva)

Mas, deste modo, tambeém a proposigao
c) (x<y)cn(y<x) (propriedade antisimetrica)

nio podera deixar de ser verdadeira no mesmo sistema, pois que,
se fosse falsa, isto e, se existissem dois individuos x, y,
tais que (x<y)n (y<x), ter-se-ia, em virtude de b, x<x 0 que,
segundoa , & impossivel. Vé-se, pois que, uma vez admitida a
veracidade das proposigoes a ,b, a proposigaoc nao podera dei
xar de ser admitida como verdadeira, qualquer que seja o signi
ficado concreto atribuido aos simbolLos <, U. Assim, onde dis-

semos "confunto dos sernes humanos" poderiamos ter dito "con-
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junto das aves" atribuindo a < o significado "ascendente de" ;

poderTamos ter dito "conjunto dos numeros" interpretando x<y

como a relagao "x ¢ um divison proprio de y"; poderVamos ter di
to "confjunto das funcoes reais de vaniavel real", considerando
a expressao ¢<y como uma abreviatura desta outra L;J[¢(x%w4xﬂ,
etc. etc.; em qualquer destes casos as proposigoes a,b sao ver-
dadeiras, e o mesmo sucedera, necessariamente, a respeito da
proposigcaoe. E & claro que nao so e, mas ainda outras propo-
sicoes poderao ser deduz{idas, sucessivamente, das proposigoes

a,b, tomadas como axiomas (isto e, admitidas como verdadeiras);
deste modo; a partir de tais axiomas sera desenvolvida uma teo-
nia dedutiva que podemos chamar teoria das relagdes binarias an

tisimetnicas thansitivas, ou ainda, como veremos adiante, fteo-

nia dos conjuntos parcialmente ondenados.

E e nisto, precisamente, que consiste a moderna orien
tagao axiomatica, abstracta ou formal de Matematica: em reduzir
a uma teoria Unica, condensada numa axiomatica, o estudo de uma
classe de propriedades que, mediante convenientes tradugoes de
linguagem, se revelam comuns a infinitos sistemas possTveis.Vqﬂ
tagem imediata deste método: economia thraordinéria de pensa-
mento, vresultante da possibilidade de aplicar, a infinitos campos
concretos, um mesmo aparelho 10gico, constituido por uma rede de
raciocinios efectuados uma vez por todas. Os principios de dua-
lidade e de transporte, tao fecundamente utilizados em Geometria
constituem um exemplo da aplicagao do método axiomatico.Todavia
contra este metodo, aponta-se, entre outros, o inconveniente

de que, esvaziando os conceitos primitivos de todo o conteudo
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intuitivo, ele romperia aquele contacto entre o investigador e
a Realidade, sem o qual toda a actividade Matematica se reduz

a um jogo inteiramente esteril de sTmbolos e de formulas. Ora
a verdade € que nada impede o investigador, ao desenvolver uma
teoria construida axiomaticamente, de apoiar a imaginacao sobre
alguns, ou melhor, sobre varios dos modelos que verificama axio

matica.

29.— COMPATIBILIDADE E CATEGORICIDADE.— Dar uma axio-
matica Ax[U;P] consistira em introduzir: 1) um sinal U repre-
sentativo de um conjunto fundamental; 2) um conjunto P de si-
nais Cysloseens representativos de relagdes primitivas sobre U;3)
um conjunto Ax finito de axiomas, isto e, de expressoes P(a],az,...),
L(a],az,...),..., obtidas por conexoes de sinais primitivos e
de constantes l10gicas, de tal modo que, uma vez atribuido um
significado concreto aos sinais U e Oy sOoseees tais expressoes
se transformam em proposigOes categoricas, verdadeiras ou fal-
sas.

Diremos que um dado sistema concreto [U];P] constitue
uma concretizagdo da axiomatica Ax[U;P] segundo uma dada trans -
formagao biunivoca o de P em P], quando, efectuando nas expres
soes Ax a substituicao representada por o, todas as proposicoes

categoricas assim obtidas sao verdadeiras.

Dadas duas concretizagdes [U;;P,] e [U,3P,] de wuma
mesma axiomatica .Ax[U;P] segundo as transformacdes 0, € 0,

respectivamente de P em P] e de P em P2, seja o a transforma-

¢ao ozo{] de P] em P2; por isomorfismo entre a primeira e a
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segunda concretizagao devera entender-se todo o isomorfismo de
[U;sRlem [Uys P] a respeito da transformagdo o. Nestas condi-
¢oes, duas concretizagoes isomorfas de uma mesma axiomatica de
finirao um mesmo sistema abstracto, e a cada sistema abstracto

assim definido chamaremos so0fug¢aoc da axiomatica considerada.

Es concretizagoes e as solugoes de uma mesma axiomati
ca convem naturalmente atribuir uma designagao comum, e & deste
modo que se apresentam na literatura corrente as palavras "grupo”
"conpo", "espago topologico”, etc. Segundo as convengoes intro
duzidas anteriormente, dois grupos concretos isomorfos repre-
sentarao- o mesmo grupo abstracto, isto €, a mesma solugcado da
axiomatica dos grupos; dois corpos conchetos isomorfos represen
tarao o mesmo corpo abstracto, etc. Importa notar porém que,em
virtude de nogOes analogas as que foram apresentadas no § 20,
nao sera licito falar da totalidade das concretizacoes de uma
dada- axiomatica, e em certos casos (como sucede a respeito dos
grupos, dos corpos, dos espagos topologicos, etc.) nao sera 17
cito, sequer, falar da totalidade das solucoes da axiomatica ,
a nao ser que a esta se junte uma nova condigao (isto €, um no-

vo axioma) relativa a potencia do conjunto U.

De um modo geral, a respeito de uma axiomatica, uma e
uma s& das tres seguinte hipoteses se deve necessariamente ve
rificar:

1) A axiomatica nao admite nenhuma solugao (e portan

to nenhuma concretizacgao).

2) A axiomatica admite uma, e uma so0, solugao (isto

€, admite concretizacOes varias, mas todas isomorfas entre si).
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3) A axiomatica admite mais de uma solugao.
A axiomatica dir-se-a incompativelf na hipotese 1);

compativel nas hipoteses 2) e 3); categorica na hipotese 2),

Somos porem colocados agora perante as seguintes ques
tées: Como reconhecer, efectivamente, se uma dada axiomatica e
ou nio & compativel, e, no caso afirmativo, se ela & ou nao &
categorica? Mais ainda: Visto que toda a axiomatica categori-
ca define um sistema abstracto, ocorre perguntar: sera tambem
verdadeira a reciproca? Isto e: podemos nos afirmar que todo o
sistema abstracto e susceptivel de uma definigao axiomatica, ou
como tambéﬁ se diz, de uma caracternizagcao por meio de algumas
das suas propriedades formais, tomadas em numero finito? Trata-
-se ai de um género de problemas tao interessantes quanto deli
cados, alguns dos quais (como o da nao-contradigao da Aritmeti
ca, a que a escola hilbertiana dedicou muitos anos de labor ,
nao inteiramente infecundo) parecem ja, a priori, condenados a
ndao serem resolvidos. Nao entrarei, contudo, em particulares
sobre tais assuntos, que se afastam, sensivelmente, do objecti

vo fundamental do presente trabalho.

30.— DEMONSTRABILIDADE.— AXIOMATICAS EQUIVALENTES.— 0
desenvolvimento de uma teoria dedutiva consistira, formalmente,
na aplicacao reiterada e indefinida dos dois seguintes proces-
405: 0 processo da degindig¢ac, mediante o qual, partindo dos con
ceitos primitivos, se chega aos conceitos derivados; 2) o pro
cesso da dedug¢ao, que, aplicado a partir dos axiomas e das de-

finigcoes, conduz, sucessivamente, as proposigcoes demonstraveds
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da teoria, tambem chamadas teoxemas. Ja no § 22 se viu em que
consiste o mecanismo das definigoes; resta portanto ver em que
consiste o mecanismo das dedugoes. Nao e contudo meu proposito
desenvolver aqui a teoria da demonstragao; limitar-me-ei a obser-
var que as dedugoes se efectuam por um processo analogo ao que
no referido § 22 foi descrito para as definigoes: uma proposi-
¢ao sera demonstravel no seio da teoria considerada, se puder
figurar como termo de uma cadeia §inita de proposicoes em que
os termos iniciais sejam constituidos por axiomas e, eventual-
mente, por definigcoes, e cada um dos termos seguintes se dedu-
za imediafamente de alguns dos precedentes pela aplicacao de
uma das regras fundamentais da Logica. Todavia, € preciso no-
tar que, a respeito destas regras denominadas fundamentais ,nao
s0 podera haver uma certa arbitrariedade (tal como se verifica
a respeito da escolha éas operagoes logicas fundamentais) mas
sucede ate que o0 uso dé algumas das regras tradicionais da Lo
gica (principio do tertium non datur e seus derivados) e con-
siderado como geralmente ilegitimo, pela moderna escola intui
cionista de Brouwer. Como resulta do que foi dito no § 3 as
recras aqui admitidas sao todas as da Logica classica,das
quais damos alguns exemplos, relativos ao caleulo proposicio-
nat, nb referido § 3, e um exemplo, relativo ao calculo das re

Lagoes, no § 6.

0 conceito de dedugao (ou de demonstrabifidade) pode
ra concretizan-se do seguinte modo: diremos que uma dada pro
posigao P(a],az...) € demonstravel a respeito de uma axiomati

ca Ax[U;P] quando a adjungdo de P(aj,a,,...), a0 conjunto
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Ax dos axiomas, conduz a uma axiomatica tal que toda a solugao
da primeira sera ainda uma solugao da seguinte. Concebendo as pro-
posigdes categoricas de uma teoria como proposigoes condicdionais
nas variaveis Ags0psenns constituidas pelos sinais primitivos ,
poderemos ainda chamar demonstraveis, nessa teoria, a todas as
proposicoes que sejam implicadas Lincondicionalmente (§ 5) pela
confungao dos axiomas (1), Importa, contudo, observar — e € esta
a diferenca essencial — que, ao contrario do que sucede com as
proposicOes condicionais ordinarias, nao e gixado o campo dé va-
riacao das variaveis Aqs0pse..5 AS quais constituem, propriamen

te, indeteaminadas, segundo o sentido precisado no § 19.

Vejamos agora o que deve entender-se por axiomiticabg
quivalentes. Para maior clareza de exposigao convira partir do
caso mais simples: Duas axiomaticas Ax[U;P] e Ax*[U;P] relati
vas a um mesmo conjunto fundamental U e a um mesmo conjunto
P de relagoes primitivas, dir-se-ao equdivafentes, quando cada
um dos axiomas da primeira for demonstravel a respeito dos axio
mas da segqgunda, e, reciprocamente; ou ainda, por outras palavras
quando toda a solugao de cada uma delas for ainda solugao de

outra.

(1) Importa notar porem que n3o se sabe (e, naturalmente :.unca se podera
vir a saber) se o conceito de demonstrabilidade assim concretizado
coincide exactamente com o primeiro ouse e mais geral do que ele. A
hipotese segundo a qual estes dois conceitos coincidem sera do genero
do principio de Zermelo e da hipotese da nao — contradigao da Aritme-
tica.
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Dadas porém, duas axiomaticas Ax[U;P] e Ax*[U;P*]que
difiram , nao so pelos conjuntos dos axiomas, mas tambem pelos
‘conjuntos P e P* dos sinais primitivos, o conceito de equivﬂéy
cia nao sera aplicavel neste caso, senao quando for referido a
um conjunto Deg§ de definigoes, que exprimam logicamente as re-
lagoes P* nas relagoes P. Entao, as duas axiomﬁtiqas considera
das dir-se-ao equivalentes a respeito de Def quando forem veri
ficadas as duas condigcoes: 1) cada um dos axiomas da segunda se
possa deduzir do conjunto Ax dos axiomas da primeira, ampliado
com o conjunto Def; 2) seja possivel exprimir logicamente as re
lagcoes P nas relagoes P* por meio de um conjunto Deé-] de defi
nigoes tal que nao so as proposicoes Ax, mas também as proposigdes
Ded, se tornem demonstraveis a respeito dos axiomas Ax* e das

definigoes Deé'], tomados conjuntamente.

Finalmente, o conceito de equivalencia podera ser ge-
neralizado ao caso de duas axiomaticas quaisquer, Ax[U;P] e Ax*[U*;P*]
ligadas entre si por um conjunto De4 de definigoes que exprima
logicamente nas relagoes P:1) o conjunto fundamental U*;2) uma
parte das relagoes P*. As relacgoes pertencentes a P*, que nao
se deixam exprimir logicamente nas relag0es P serao representa
das na primeira axiomatica por constantes logicas e,c,n, etc.
e, como tais, o seu significado na segunda n3ao podera Ser senao
limitado, por meio de alguns dos axiomas Ax*. Tendo em consi-
deragao este particular, a generalizagao do conceito de equiva
léncia far-se-a de um modo analogo ao anterior. Ja vimos como,
no estudo das geometrias, se apresentam exemplos deste genero

de equivaléencias;em tais casos, a relacao logica xeX conver-
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te-se, .quando aplicada entre pontos, rectas e planos, as rela -
coes geométricas x<y ("x faz em y") e x>y ("x passa porn y") ,

mediante as condigoes:

1) (x<y)=(y>x) , 2) (x<y)n (y<z)c(x<z).

Ja no § 19 se viu que .toda a constante 10gica se desdo
bra em infinitas relacoes de tipos diversos, sobre um dado con-
junto fundamental. E facil ver agora que, dada uma axiomatica
Ax [UP] esta poderd ser sempre substituida por uma outra Ax*[U;P¥]
equivalente a primeira, de modo que certas relacdes logicas de
tipo determinado, passem a figurar na segunda, como novas rela-
¢oes primitivas, adjuntas a P, por meio de novos axiomas, adjun
tos a Ax, (em particular, se algumas das relagoes P forem de ti-
po superior a um, podera passar-se, por tal processo, a uma no-
va axiomatica, equivalente a primeira e em que todas as relagde
primitivas sejam de tipo nao superior a 1). Seja por exemplo a
relagao 10gica, ternaria de tipo 2, z(x,y) que, para cada deter
minacao o de ¢, € verificada por todas aquelas determinacgoes de
(x,y) que verificam a relagao binaria de tipo 1,a(x,y); tal re-
lagao de tipo 2 podera,manifestamente, ser reduzida a uma rela-

¢ao primitiva Q@ de tipo 1, mediante os axiomas

1) OLZJ[c(x,y) z Q(x,y,2)]

XSy
2)  [2(xy.z9) 2 206Y52)]5 7, (297 2)

s

0s quais correspondem, visivelmente, aos axiomas 10gicos de

Russell, ditos de redutibilidade (o primeiro) e de extensao

(o segundo).
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31.— INDEPENDENCIA E SATURAGAO.— Os axiomas de uma:dada
axiomatica dir-se-do <independentes se nenhum deles puder ser
deduzido da conjuncao dos restantes, isto e, se a supressao de
cada um deles conduzir a uma axiomatica mais pobre do que a pri
mitiva.

Uma axiomatica compativel dir-se-a saturada, se a mﬁuﬂ
¢ao de um novo axioma conduzir, necessariamente, a uma axiomati
ca que, ou e equivalente a primeira, ou € incompativel; isto &
quando, dada uma proposigao cuja veracidade dependa unicamente
do valor dos sinais primitivos, se verifica necessariamente uma
e uma so0, das hipoteses: 1) a proposigcao & verdadeira (isto e ,
demonstravel) na teoria considerada; 2) a proposicao e falsa
(isto e, sera demonstravel a sua contraditoria) na referida teo
ria. Ve-se imediatamente que toda a axiomatica categorica sera
saturada, visto que, admitindo uma unica solugao, a adjungao de
um novo axioma ou elimina tal solugao, conduzindo a uma axiomé
tica incompativel, ou a conserva, conduzindo a uma axiomatica
equivalente. Mas sera verdadeira tambem a reciproca, isto e, sera
verdade que toda a axiomatica saturada e também categorica? E
este um problema do genero de problemas da nao — contradicao da
Aritmetica, do principio de Zermelo, etc. E facil ver ainda que
tal problema se reduz ao de saber se todo o sistema abstracto

e susceptivel de uma definigao axiomatica.

Notemos, por ultimo, que o conceito de categoricidade
€ historicamente posterior ao de saturagao. Foram ambos intro-
duzidos, no estudo dos fundamentos da Geometria, o primeiro por

0. Veblen e o segundo por D.Hilbert.
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32.— REPARTIGUOES.— RELAGOES DE CONGRUENCIA. Neste § e
no seguinte, serao apresentados alguns exemplos de axiomaticas,
que, alem de permitirem esclarecer varios dos conceitos atras

definidos, serao utilizados em resultados ulteriores.

Dado um conjunto U qualquer, chamaremos *tepanticao de
U, a toda a familia C de subconjuntos de U, disjuntos dois a

dois, cuja reuniao coincida com o conjunto U; isto €, em simbo-

U

C

los:

ey) X=U

Xe
e N (ry-xnveo)
X,Y
Ao sistema [U,c] assim obtido (tendo como uUnica relagao primi-

tiva a familia ¢) chamaremos conjunto repartido, e a cada con-

junto da familia C chamaremos ceélula da repartigao.

Definindo agora em U uma relagao binaria x =y tal

U

d) (u=y)= XeC (u,veX)

como segue:

sera facila partir dos axiomas Ci:6, © da definicao d, demons

trar as proposigoes seguintes:

c;) (‘1 (x = x) (reflexdividade)

X
qﬂ (x =y)c(y = x) (simetrnia)
c_;> (x =y)n(y = z) c (x = z) (transitividade)

As relagoOes binarias reflexivas, simétricas e transi-
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tivas, chamaremos, genericamente, re]agﬁes de congruéncia. Ve-se
portanto que toda a reparticao de U deteamina neste confjunto uma
nelagdao de congruénedia = , mediante a defini¢ao d. Mas a recipro
ca também e verdadeira. Com efeito, se representarmos por &(x)
0 conjunto de todos os elementos congruentes a um dado x, e por
C a familia dos conjuntos ¢(x), quando x percorre U, isto e, em
simbolos:
dly(xec) = N Ix=k, (u=v)],

sera facil ver que, nao s0 as proposigoes CqsCys Mas tambem a
proposigao d, podem ser deduzidas das proposigoes cT,t%,c;,
a1 ().

Trata-se, portanto, de duas axiomaticas equivalentes a
respeito da definicaod (ou, o que € o mesmo, a respeito da de-
finigao dq). Vé-se, por outro lado, que tais axiomaticas sao

compativeis, mas nao categoricas e portanto nao saturadas.

Ainda sobre este assunto, ha um facto que convira sempre
por em evidencia. Como vimos, a partir de toda a relacao de con
gruéncia = sobre um dado conjunto U, podera ser definido um ope
rador & que, a cada elemento x de U, faga corresponder a classe
¢ (x) dos elementos de U congruentes a x. Ora € este um opera-
dor notavel, mediante o qual a relacao de congruéencia = (entre
elementos de U) se traduz na relagao de identidade =, entre ce-

lulas de reparticao correspondentes;

(1) A demonstragao deste mesmo resultado, sequndo uma ordem de ideias diver
sa, pode encontrar-se, por exemplo, em VAN DER WAERDEN ().
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E neste facto que se baseia o metodo das definigoes por
abstracgdo, de uso tao frequente em Matematica e que ja aqui uti
lizamos, por exemplo, na definigdao do conceito de 4istema abstrac
to a partir do conceito de {isomonfismo (1). Mas outros exemplos,

mais familiares podem ser apresentados.

Assim, por exemplo, a relagao "x & paxrafefo a y", apli
cavel entre rectas (considerando como paralelas duas rectas coin
cidentes) converte-se na relacao de identidade "direc¢do de X =

dirneccao de y".

Analogamente, e definindo entre pares de numeros intei

ros a relagao de congruencia = , tal como segue

[(X,_Y) = (us.Y)]E(X-V=.Y-u),

que, por abstraccao se chega ao conceito de numero racional.Tem-
-se entao (§=%)E[(x;y) = (u,v)]. Notemos ainda que, neste caso,
ao contrario de que sucede a respeito do exemplo anterior, existe
um representante privilegiado para cada célula da repartigao

este representante € a frac¢ao irredutivel.

Por sua vez, a relacao de identidade entre os numeros
naturais nao € mais que uma tradugao, em nova linguagem, da rela
¢cao de equivaléncia entre os conjuntos finitos. E a relagao de

identidade entre os elementos de tais conjuntos? Essa podera pro

(1) Neste caso porem ha uma restricao a fazer: nao & 1icito, como vimos ,
falar da totalidade dos sistemas isomorfos a um sistema dado.
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vir, por sua vez, de uma outra relagcao de congruencia. Mas e
claro que tal processo de revisao historica da genese dos diver
sos conceitos de identidade devera chegar a um termo. Em geral.
0o matematico detém-se nos objectos. do mundo empirico, e encar-
rega- o filosofo de prosseguir a revisao;o filosofo dedica-se
ao estudo do problema e chega a uma conclusido inquietante,
que quase nao se deixa exprimir por palavras: a "identdidade
absoluta" tal como a "elementaridade absoluta" ou o "efectiva-
mente concreto" sao expressoes a que nao corresponde nenhuma
realidade; o homem deve contentar-se com a aplicagao sempre a-
proximada e nunca exacta dos seus conceitos a este mundo insta

vel e quasi contraditorio em que se ve constrangido a viver.

Entao, o matematico parte do principio de que a rela-
¢cao Logica de identidade € automaticamente definida em todo o
conjunto U, apenas tal conjunto tenha sido, ele mesmo, defini-

do ; e regista os seguintes factores:
1) (x=y) = Q[E(X) z &(y)]

2) Q (x=x); (x=y)c(y=x) 5 (x=y)n (y=2)c(x=2) ;

isto €, a relagao de identidade sera sempre uma das relagoes de
congruencia possiveis no conjunto U (e mesmo, por assim dizer,

a mais f§4ina de todas elas).

Finalmente, os factos 1), 2) constituem, precisamente,
uma parte daquelas regras de Logica formal que o matematico ,
consciente ou inconscientemente, aplica em todas as suas dedu-

goes.
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33.— CONJUNTOS QUASI—ORDENADOS e CONJUNTOS PARCIALMEN-
TE ORDENADOS .— Suponhamos agora definida num dado conjunto U,
uma relagao binaria < , reflexiva e transitiva, mas nao necessa

riamente simetrica; isto e, uma relagao < tal que:

0]) rD(X < Xx) (reflexividade)

02) (x<y)n (y<z) c (x<z) (transitividade)
Diremos entdao que < € uma relagao de quasi-ordem ou
que o sistema [U,<] @& um conjunto quasi-ordenado.

Definindo agora uma familia F de subconjuntos de U, tal

como segue
d) (XeF) EE} [X =K, (uzv)]
ter-se-a:

¢ ;) m H{(UEX)QE(XEF) n (ueY)
€

u

<4

(XcY)]}

o’;) mU{ (UEX)n[(XeF)n (ueY) ; (XxcY)]}
X

eF u

Reciprocamente, seja F uma familia de subconjuntos de
U que verifique as duas condigoes anteriores, e < uma relagao

binaria definida a partir de F, tal como segue

-1

d ') (u<v)= ueX + veX) ;

Xd’(

sera facil ver entao que, nao so as proposigoes 0,,0,, mas

tambem a proposicao d se podem demonstrar a partir das proposi

- *  k -1
¢oes 0,,0,, d
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Trata-se, portanto, de duas axiomaticas equivalentes
a respeito de d; axiomaticas manifestamente mais pobres do que

as do § anterior (1).

Juntemos agora aos axiomas 0],02 este outro axioma

03) (x<y)n (y<x) c (x=y) (antisimetria atenuada)

- .~ * *
ou,0 que sera equivalente, juntemos as condigoes 0]472 esta ou-

tra condigao:
03) xeF (ueX 2 veX) c (u=v) ;
diremos entao que < & uma relacao de ordem parcial e que 0 Sis

tema [U;<] € um confunto parcialmente ordenado.

E claro que, substituindo a relagao < por uma relagao
< definida tal como segue: (x<y)=z(x<y) n(x#y), a axiomatica dos
conjuntos parcialmente ordenados se pode resumir nos dois axio-

mas sequintes:
0q) (x<y) c (x#y) (antireflexividade)
02) (x<y)n (y<z) ¢ (x<z) (transitividade)
ja considerados no §28. Diremos entdao que < e uma relagao de
ondem parncial, s0b a forma antireflexdiva.

Ora e facil ver que, dado um confunto quasi-orndenado

[U,s] a nelagao < se traduz imediatamente numa relagaoc de ondem

(1) G.Birkhoff estabelece uma equivaléncia entre as relagoes de quasi or-
dem e os anéis de conjuntos, por um lado; e entre as relagoes de con-
gruencia e corpos de conjuntos por outro lado. Ver G. BIRKHOFF (I),
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parcial, enthe as celulas de uma conveniente reparnticdao de U.
Bastara tomar para relagao de congruencia, correspondente a tal

reparticao, a relagao ~, definida tal como segue

dy)  (x ~ y)=(x2y) n (y<x)

Assim, por exemplo, se U for o conjunto dos inteiros
de Gauss, isto &, dos numeros da forma a+b i, com a e b racio
nais inteiros, a relagao x|y, definida em tal conjunto, sera
uma relagao de quasi-ordem, pois que se tem: 1) (x=y)c (x|y);
2) (x|y)n(y|z)<c(x]|z) mas n3o sera uma re]aééo de ordem par-
cial visto que se tem, por exemplo, 1+i|i-1,i-1|1+i, sem que
1+i=i-1. Neste caso a relacao de congruencia definida segun-
do dy, sera a relacao "x & um conjugado algebrico de y"; entao,
se tomarmos como células da repartigdo, os conjuntos dos nume
ros que sao entre si conjugados algebricamente, a relagao "d<-
vide" converter-se-a numa relacao de ordem parcial entre estas

celulas (1).

34.— RELATIVIZAGAO.— FUNGOES LOGICAS RESPEITADAS POR
ESTA OPERAGAO. Dados um conjunto U e um subconjunto V de U,
chamaremos relativizagdo em V, aquela operacao que, a cada re-
lagao a sobre U faz corresponder uma relacao o (relagao a-rela

tivizada em V), conforme as duas seguintes regras:

1) Se a € de tipo 1, as solugoOes de & serao todas

(1) E por um processo analogo que Frechet define tipo de dimensdo,
FRECHET (I).
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aquelas solugoes de a, formadas exclusivamente por elementos

de V; isto €, em simbolos
a(x],...,xn)za(x1,...xn) (x],...,xneV)

2) Se a € de tipo i>1, as solugoes de o serao todas
aquelas solugoes de o, formadas exclusivamente por relagoes
(de tipo inferior a i) relativizadas em V, incluindo os ele-

mentos deste conjunto.

Posto isto, chamaremos subs.istema de um dado conjunto
organizado [U;P] a todo o sistema [V;P] constituido por um sub-
conjunto V de U e por um conjunto P de relacoes primitivas que
resultam das relagoes P por relativizacao em V; diremos ainda

que o sistema [U;P) & uma extensdo do sistema [V;P].

Dado entao um subsistema [V;Fj do sistema [U;P] seja
a uma relacao sobre U que se exprima nas relagoes primitivas
Ay sGoseens mediante uma fungao 10gica F(a],...,an). Pergunta-
-se: Em que casos & que a relacao da, obtida por relativizacao
de o em V, se pode ainda exprimir nas relagoes primitivas

Upslnsenns mediante a funcao 10gica correspondente F(a1,;..,on ?

)
n
Notemos, em primeiro lugar, que se deve comegar pdr averiguar
0o que sucede quando F se reduz a um dos operadores 10gicos
fundamentais, pois que, em qualquer caso, F se obtem por sobre
posicoes, em numero finito, de tais operadores, como vimos no
§22. Ora o resultado a que sobre este assunto fui conduzido e
0 seguinte: as anicas operagies. L0gicas fundamentais, que a re -

Lativizagdo pode ndo hespeitanr, sdc as duas edpecies de quan-

tigicacao e, portanto, a explicitagao. Por conseguinte, se na
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arquitectura 10gica de F nao intervierem tais constantes 1logicas
podemos desde logo afirmar que a relagao a se exprime nas rela

coes P por meio da referida funcgao F(ur""an)'

Limitar-me-ei a mostrar o que sucede a respeito das
constantes n, ~ (recordamos que as constantes u,- se podem re-

duzir as duas primeiras):

Para fixar ideias considerarei apenas relacdes bina -
rias de tipo 1; para graus e tipos diversos proceder-se-a de
um modo analogo. Sejam pois o e B duas relagdes binarias quais

quer definidas em U, e ponhamos
Y (X5¥)Za(x,¥) n B(X,Y) 37, (Xs¥)= & a(x,y)
Ter-se-a, entao, sucessivamente,

'?-](X,_Y)E'Y-I(X,y) n (x,er)

[OL(X,_Y) n (X,.\/EV)] n [B(X,.V) n (x’yevl)]

a(x,y¥) nB(x,y) »

como se pretendia demonstrar. Por outro lado,

Yo (X:¥)2v,(x5y) n (x,yeV)

(x,yeV) n ~ [a(x,y) n (x,yeV)]

= qﬁ a (X,Yy)
representando, naturalmente, por vy A negacao interpretada no

conjunto fundamental V. Pode portanto dizer-se que a negagao

€ respeitada por re]ativizagéb.

Uma consequencia imediata deste facto € a seguinte:
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Se P e Q forem dois conjuntos equivalentes de rela-
¢oes primitivas sobre U, isto &, se for [U;P]=[U;Q] ndo se tera
necessariamente [V;P]=[V;Q] quando as relagdes P e 0 sdao obti-
das, respectivamente, das relagoes P e Q por relativizacao em
V; por outras palavras; a relativizacdo ndo ¢ necessariamente
Ainvariante para qualquer substitudicao do confunto de helagoes

primitivas, por um outho que Lhe seja equivalente.

Um exemplo muito simples, entre numerosissimos outros

que podem ser apresentados para ilustrar este facto € o seguinte:

Seja U o conjunto dos numeros naturais e V o conjunto
dos numeros pares. Se a organizacao em U for definida pela rela
cao "x ¢ sucesson de y", ou, abreviadamente, x=suc y,obter-se-a
por relativizagao em V, uma organizagao nula, pois que se tera
entao: v itb(x=suc y); mas tal nao sucedera se a mesma organi-
zacao for definida por meio da relagao x<y; o0 sistema [V,<]
sera ate isomorfo ao sistema inicial. Tal discordancia esta
em ligacao com o facto de nao ser possivel exprimir logicamen-
te o conceito de suc, no conceito de <, sem recorrer 3@ quanti-

ficagao. (1).

35.— EFEITO DA RELATIVIZAGAO SOBRE AS PROPOSIGUES CA-
TEGORICAS.— Uma fungao logica F(a],...,an) das relagoes pri -
mitivas de um sistema [U;P] pode em particular (se todas as suas

variaveis forem aparentes, por quantificacao) reduzir-se a uma

(1)  Notemos que, Topologia, a relativizacao se refere a relacdo primiti-
va ¥eX, e n3o a relacao Y=X .
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proposicao categorica. Mas neste caso sera preciéo distinguir
os operadores externos (isto €, que efectuam a passagem final
da proposigao condicional a proposigdo categorica) dos restan
tes quantificadores, que chamaremos {internos. Ora e facil ver

que, Se 0 quantificador Ix' ou mesmo o seu derivado

Xs¥seun
nao sao necessariamente respeitados por quantificag¢ao, quando

intennos, se-lo-ao, todavia, quando externos; mas que tal nao

sucede a respeito da outra espécie de quantificagao.

0 resultado anterior fornece-nos um méfodo geral para
abordar o seguinte prob]em&: Deteaminan um minimo de condigdes
a que deva satisfazer um subsistema [V] de um sistema [U], con
cretizagao de uma dada axiomatica, para que [V] sefa ainda uma

concretizacao dessa mesma axiomatica.

Por exemplo: em que condicoes € que um subsistema de
um grupo € ainda um grupo; ou um subsistema de um corpo e ainda
um corpo; ou um subsistema de uma algebra de Boole & ainda uma
algebra de Boole; ou um subsistema de um espago metrizavel e
ainda um espago metrizavel, etc. etc.? A resposta a tais pregun
tas depende manifestamente da arquitectura logica dos axiomas

sobre os quais se baseia cada uma dessas teorias (1).

(1) E preciso notar, porém, que a resposta varia com o conjunto das rela-
coes primitivas, nas diversas axiomaticas possiveis da teoria. Assim
por exemplo, as condigOes para que um subsistema de uma algebra de
Boole seja ainda uma algebra de Boole, nao sao as mesmas quando se to-
mam para primitivos os conceitos de n e y , ou quando se toma como uni
ca relacao primitiva a relacao de ordem parcial correspondente.
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Nao entrarei em pormenores sobre este assunto. Observa
rei, simplesmente, que o0 criterio anterior podera ser substitui-
do por outros de mais facil aplicacao, a respeito de certas ope-
ragoes logicas derivadas. Entre tais operagoes derivadas, uma
das que se apresentam com mais frequéncia € aquela que no §11
denominamos sobreposicao de operadonres; ora e facil ver que tal
operacao sera respeitada por relativizagao, desde que seja ve-

rificada a condicao:

a) Qualquer que seja o operador n-ario primitivo, ¢, e o

agrupamento (x],. ..,xn) de n elementos de V, tem-se ¢(x],...,xn) e V.

Em particular, serao respeitados aqueles axiomas que
se apresentam sob a forma de identidades entre expressoes obti
das por sobreposigoes de operadores primitivos, como, por exemplo

a propriedade associativa de certas operagoes binarias:

$L(x,y) 2] [x,0(y»2)]

36.— ISOMORFISMOS ENTRE SUBCONJUNTOS DE UM SISTEMA.-—
Entre dois subconjuntos V],V2 de um mesmo sistema [U;P] duas

especies de isomorfismos podem ser definidos:

1) Tsomornfismos gracos ou, simplesmente, Lsomorfismos,
que se reduzirdo aos isomorfismos entre os subsistemas W]g;]e
[Vz;fja respeito da transformacao o que faz corresponder a cada
relagao primitiva @ do primeiro a relacao o do segundo que pro-

vem da mesma relagao o sobre U.
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2) I1somornfdismos fonrntes que serEo aquelas transformacgoes
biunivocas de V, em V, que respeitam qualquenr nelagao, primiti
va ou derivada do sistema [U;P]; isto &, aqueles isomorfismos
do sistema [V;?] no sistema [V2;$] que subsistem para todas as
mudancgas de ? e de ? resultantes de uma substituigao do conjun
to de relagoes primitivas P por um outro que lhe seja equiva -
lente.

Veremos adiante que todo o isomorfismo forte e prolon

gavel num automorfismo.

Notemos, entretanto, que os dois conceitos agora intro
duzidos sao ainda generalizéveis ao caso em que y] e v2 sejam
subconjuntos nao de um mesmo, mas de dois sistemas distintos
[Uy:P] [UZ;Q] devendo ent3ao os isomorfismos referir-se a uma

dada transformacgao biunivoca o de P em Q.

Exemplo de isomorfismo forte no espago euclideano: uma
transformagao biunivoca 6 de uma circunferéncia C], numa cir-

cunferencia C,, tal que:

6[9()() ’e(.V)]

o) =const; '[G(x1,x2)<c3(y] Yp)1> {810(x7)50(x,)] <8 [6(yq),0(y5)]}
X,y

quaisquer que sejam X,Y¥,Xy,¥ysX,,¥pe Cy

Exemplo de isomorfismo fraco no conjunto dos numeros
naturais: a transformacdo biunivoca do conjunto dos niimeros
impares, no conjunto dos numeros pares, representada pelo ope

rador suc, tomando para primitiva a relagao <.
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37.— SOLUGOES MAXIMAS E MINIMAS DE UMA AXIOMATICA.—
Em campos particulares da Matematica moderna (teorias dos gru-
pos, dos aneis, etc.) costuma demonstrar-se um teorema quase

evidente, que, no caso geral, se pode enunciar tal como segue:

Dados dois sistemas [U;P] e [V;Q] tais que o primeino
seja Lsomonfo a um subconjunto do segundo, a respedito de uma
thans formagao o de P em Q, Aend Aempre possiveld condtruin uma
extensao do primeiro que seja Lsomonga do segundo, a respedto
de o (1). A demonstracao deste teorema pode ser feita segundo

um método analogo ao que e seguido nos campos particulares (2).

Posto isto, se [U;P] e [V;Q] forem concretizacdes de
uma mesma axiomatica, diremos que o sistema abstracto $ defi-
nido pela primeira, esta contido no sistema abstracto 32 defi-
nido pela segunda, e escreveremos $y< S,, quando [U;P] for iso

morfo a um subconjunto de [V;Q]

Uma solucao de uma axiomatica dir-se-a maxima, quando
contiver qualquer outra solugao da referida axiomatica; dir-se-a
minima, quando estiver contida em qualquer outra solugao da mes

ma axiomatica.

Um novo problema se apresenta entao: Dados dois siste
mas abstractos S] e 52 tais que S]i 82 e 323 S] ter-se-a, neces

sariamente, S,= S,? Mais ainda: Pode uma axiomatica admitir mais

(1) A restrigao que obriga os conjuntos U e V a serem disjuntos nao e
necessaria.

(2) Veja-se VAN DER WAERDEN (I), p. 42.
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de uma solugdo maxima ou mais de uma solugao minima? A respos
ta a primeira questao €, no caso geral, negativa, como resulta

de varios exemplos topologicos (1).

Quanto a segunda questdo, notarei apenas que, nos casos
comuns a categoricidade & geralmente atingida mediante um axio
ma que consiste no afirmar que o sistema abstracto a definire
0 maximo ou € o minimo dos que verificam as restantes condigoes :
tais sao, por exemplo, o axioma da indugao completa para os nu
meros naturais, e o axioma da saturagao, introduzido por Hil -

bert nas axiomaticas dos numeros reais e da Geometria.(2).

Convem notar, finalmente, que uma axiomatica nao admi

te necessariamente uma solugao maxima ou uma solugao minima.

38.-« HOMOMORFISMOS E ENDOMORFISMOS.— E agora altura de
introduzir o conceito de homomorfismo, de que o conceito de iso

morfismo € apenas um caso particular.

Dados dois sistemas [U;P] e [V;0], sejam © uma trans
formagao unfvoca de U em V, e o uma transforma¢ao biunfvoca de
P em Q. Para maior clareza de exposigao, comecemos por supor
que as relagOes primitivas p e 9 sao todas de tipo 1; diremos
entdo que 6 € um homomonfismo de [U;P] em [V;Q. a respeito de
o, quando, qualquer que seja a relagao n-aria a pertencente a

P, se tiver

(1) E atendendo precisamente a um facto deste género que Frechet intro-
duz o seu conceito de tipo de dimensao. FRECHET (I).

(2) HILBERT ({III) p.183.
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a(Xqseresx ) co(a) [8(xq)sev.,0(x,)]-

Tratando-se agora de passar ao caso geral, convira in

troduzir previamente algumas convengoes auxiliares.

Se chamarmos imagem, por intermedio de 6, de um qual-
quer agrupamento (a;,...,a ), ao agrupamento [e(a]),...,e(anﬂ
a transformagcao 6 podera ser prolongada a um conjunto qualquer

de relacgoes sobre U, conforme as duas seguintes regras:

1) Se a for uma relagdo de tipo 1, sobre U, 6(a) sera a-
quela relagao sobre V,cujas solugdes sao as imagens, por inter

medio de 6 das solugoOes de a.

2) Se o for uma relagao de tipo < qualquer sobre U,6(a)
sera aquela relagdo (do mesmo tipo) sobre V, cujas solugdes sdo
as imagens por intermedio de 6, das solugcOes de a, as quais, por
sua vez, sao, como sabemos, constituidas por relacoes de tipo in

ferior a 4.

Por outro lado, escreveremos, naturalmente, ocB, para

indicar que toda a solugao de o e ainda uma solugao de B.

Posto isto, diremos que a transformagao 6 e um homo -
mon§ismo de [U;P] em [V;Q] a respeito de o quando, qualquer

que seja a relagcao a de P se tiver
8(a) € og(a) -

Exemplo: Seja U o conjunto dos pontos do espago ordi
nario, organizado por meio da relagao Rt(x,y,z) eV o conjun

to das rectas desse espago, paralelas a uma direcgao dada, or



238

ganizado por meio da relagao Pl (u,v,w). Entao, se designarmos
por 6 a transformagao univoca que, a cada ponto x faz corres-
ponder a recta 6(x) de V que por ele passa, 8 sera um homomor-
fismo de [U,Rt] em [V,P1] a respeito da transformagdo o que

muda Rt em P1, pois que se tem

Rt (x,y,z) € P1[6(x),6(y),0(z)]

Um primeiro resultado, relativo ao conceito de homo-

morfismo sera o seguinte:

Teorema: Se 68, & um homomonfismo de [U] em [V] a nes-
peito de gye 6, & um homomorgismo de [V] em [W] a nespeito de
1¢ %2 J
0,5 0 produto 6,.8, send um homomorfismo de [U] em [W] a nres-

peito do produto 0y:0,.

Para a demonstracao deste teorema, do qual se encon-
tram consequéncias em todos os campos da Matematica, bastara

atender a propriedade transitiva da implicacdo condicional.

Quando se falar de homomorfismo entre duas concreti
zagO0es de uma mesma axiomatica, devera entender-se, natural-
mente, um homomorfismo entre esses dois sistemas, a #tespeito
da trhansgormacao que resulta automaticamente defindida, depois
da intenpretag¢ao dos sinais primitivos em cada um defes. Fica
ra assim estabelecido o significado de expressoes tais como;
homomorfismo do grupo G] no grupo G,; homomorfismo do corpo

K] no corpo K2’ etc..

Dados dois sistemas [U] e [V] que sejam concretiza -

¢Ges de uma mesma axiomadtica, diremos que [U] & homomorfo alV],
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se existe, pelo menos, uma transformagao 6 que seja um homomor
fismo do primeiro no segundo. Resulta imediatamente do teorema
anterior que a relagao de homomorfia assim definida goza das
propriedades reflexiva e transitiva: e portanto uma relacao de
quasi-ordem; nao chega a ser porem uma relagao de ordem parcial,
e nao se pode sequer afirmar que, da conjuncgao logica [U] & ho-
momongo a [V] e [V] & homomorgfo a [U] "resulte" [U] & <somorfo
a [V].

Notemos finalmente que, do mesmo modo que o0 conceito
de isomorfismo se generaliza no conceito de homomorfismo, o de

automorfismo se generaliza no de endomorjismo.

Chamaremos portanto endomornfismos de um sistema [UP] a
nespeito do conjunto P, aos homomonfismos deste sistema em 44
mesmo, a respeito da transformagao identica do conjunto Pem si
mesmo.

Consequéncia imediata do teorema anterior e que: o pro

duto de dois endomorfismos de [U] serda sempre um endomorfismo
de [U] (1).

Quanto aos automorfismos, ter-se-a uma proposigao ana

(1) E claro que, ao efectuar sucessivamente dois endomorfismos 6, e 6, de
um sistema [U], o segundo devera ser aplicado a imagem e](U) de U por
intermédio de 6y;se 6,(U) ndo coincide com U, aplicar 8, consistira,
naturalmente, em apficar o operador ez*induzido por 6, em 6, (U). Com
tal convengao, ficara esclarecido o significado da expressao "produto

de e] por 62
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loga a precedente, e ainda a seguinte: a transformacao invensa

de um automonfismo ¢ ainda um automorgismo.

39.— FUNGOES LOGICAS RESPEITADAS PELOS HOMOMORFISMOS .—
Un problema analogo ao que no §35 se pos a respeito das relati-

vizagoes, apresenta-se agora para os homomorfismos.

Seja 6 um homomorfismo de [U;P] em [V;Q] a respeito
de o0 e seja a uma relagao sobre U que se exprima nas relagoes

P mediante a fungao logica F(a] seees).

Representaremos entao por o(a) a relagao sobre V que

se exprime nas relacoes 2 mediante a fungao 10gica FEJ(a]),...,o(an)],

Assim o operador o resulta prolongado num conjunto ar

bitrario de relagdes do primeiro sistema.

Pergunta-se agora: qual deve sen a arquitectura Log4i-
ca da fungdo F para que se tenha 0(a)co(a); Lsto &, para que
0 homomonfismo 6 se estenda a relagdo o, respeitando assim a
guncao F?

Tal como anteriormente, deve comegar-se por investigar
0 que sucede a respeito dos operadores 10gicos fundamentais. Em

tal investigagao fui conduzido aos seguintes resultados:

No caso de a imagem homomonrnfica de U coincddirn com V,
as undicas opehracdes Logicas fundamentadis ndo necessariamente

nespedtadas sao: a implicagao =~ e a negagcao ~ (1).

(1) Podemos, contudo, afirmar que, para aqueles homomorfismos a respeito
de o tais que 6(a)=0(a) , qualquer que seja a relagao primitiva o, a
implicacao incondicional c € respeitada.



241

No caso de a imagem homomonrfica de U sen apenas uma
parte de V, afem da implicagdo e da negag¢do pode ndo sen resped

tada a quantificacaoc.

Abster-me-ei de demonstrar aqui a veracidade das duas
proposicoes anteriores, demonstracao que nao oferece particula-

res dificuldades.

Convem todavia salientar o seguinte facto importante,
analogo a um outro que ja foi apontado a respeito das relativi
zagoes:

Ao contrarnio do que sucede com 04 Lsomonfismos, o0s ho
momornfismos nao subsistem, necessariamente, para qualquer subs
titudigao do conjunto das nrelagoes primitivas, por um outho que

Lhe sefja equivalente.

Um exemplo bem sugestivo € o seguinte: Consideremos o
conjunto U dos numeros naturais, organizado por meio da rela -
cao <. E claro que a transformagao 6 de U em si mesmo tal que
6(x)=2x sera um endomorfismo do sistema [U,<] a respeito da re
lagdo <; mas ndo sera ja um endomorfismo do mesmo sistema, a
respeito da relacado suc, embora se tenha [U,<] = [u,suc]. Esta
discordancia liga-se ao facto de nao ser possivel exprimir lo-

gicamente o conceito de suc a partir do conceito de <, sem fa-

zer intervir implicagoes ou negagoes:

suc x=1y{(y>x);1[(z>x) ? (z>y)]} (1).

(1) Este endomorfismo reduz-se visivelmente a um isomorfismo fraco entre
U e o conjunto dos numeros pares, isomorfismo que ja nos serviu de
exemplo (§35).
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Um outro exemplo: Consideremos o conjunto U dos pontos
do espago ordinario, organizado por meio da relagao Rt (x,y,z,); e V
o conjunto dos pontos de um plano, organizado por meio da mesma
relagao. Se 6 for a projecgao ortogonal dos pontos do espago
sobre o plano, e claro que sera um homomonrfismo de [U,Rt] em
[V,Rt] a respeito da transformagao Rt-Rt. Ora a mesma organiza
cao podera ser definida, tomando para conceito brimitivo 0 de
necta (isto &, a relagao " uma necta"), e contudo a referi
da transformagao primitiva ja nao sera um homomorfismo a respei
to da nova relagao primitiva, uma vez que transforma em pontos,
e nao em rectas, as rectas perpendiculares ao plano. Tal dis -
cordancia esta em ligagao com o facto de nao ser possivel ex-
primir o conceito de recta, a partir do conceito de estar em
Linha necta, sem recorrer a implicagoes ou a negagoes; com efei

to, tem-se, representando por R a familia das rectas:

(XeR)= U

e [(weX) % Rt (u,v,w)]. (1)

Finalmente, os resultados anteriores fornecem um cri-

terio geral para a resolucao do seguinte genero de problemas:

Sejam [u] e [V] dois sistemas , dos quais o primeino
verifica uma dada axiomatica. Suponhamos, alem disso, que Dﬂ
2 homomongo a [V]. Deteaminan um minimo de condig¢bes a que de-
va satisfazen [V] para que este sistema seja ainda uma concre

tizagao da mesma axiomatica,

(1) Convem notar que, como ja sucede para as relativizagoes, os homomor-
fismos que em Topologia sao denominados transformagoes continuas, Ae
referem a relacao primitiva xeX.
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Notemos que, ao contrario do que sucede a proposito
das relativizagoes, nao ha agora nenhuma distingao a fazer entre
0s quantificadores internos e os quantificadores externos. Surge

porem um facto novo que convem tratar em separado no § seguinte.

40.— HOMOMORFISMOS OPERATORIOS:— Como sabemos (§11)
todo o operador univoco ¢ de grau n e de tipo 1, corresponde a

uma determinada relacao o do mesmo tipo, e de grau n+l:

[y = ¢(X]9---axn)] = G.(,Y,X-I,...,Xn).

Suponhamos agora que o e uma das relagdes primitivas
de um dado sistema [Uﬂ], e que 6 & um homomorfismo deste sis-
tema, em um outro sistema [V,2], a respeito de uma transforma-
¢ao o tal que o(a) = B, sendo B naturalmente, uma das relacoes

Q Ter-se-a entao:

u(y,x],...,xn)c:B[e(y),e(x]),...,e(xn)].

Nada nos habilita, porem, a afirmar que deste modo, a
¢ corresponde um operador Y ainda univoco; a Unica coisa que
podemos dizer, no caso geral, e aue ¢ corresponde, por interm§

dio de o, ao operador B, nao necessariamente univoco,tal que:

[yew(x],...xn)] = B(XqsevenX) s

tendo-se, alem disso,

by = o(xqs.ooux )] edo(y)ewlo(xy),....0(x )]}

Isto e: 04 homomorfismos tais como athas foram defini
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dos, nao nrespedtam necessariamente a undivocddade dos operadores
unfvocos, o0 que esta em Ligacdo directa com o facto de ndo senr
possivel definin a univocidade, Aem recorrer a uma negagdo ou

a uma implicagao.

Todavia, os homomorfismos, tais como costumam ser de-
finidos em muitos campos particulares (teoria dos grupos, dos
aneis, etc.),satisfazem ja a condigcao de respeitar a univoci-
dade dos operadores univocos primitivos. Este facto, que nao e

" para desprezar, levou-me a considerar uma vasta categoria de ho
momorfismos, que direi operatornios e que siao precisamente aqueles
que respeitam a univocidade dos operadores univocos primitivos.
Vé-se imediatamente que tais homomorfismos respeitarao, ndao so

a univocidade dos operadores primitivos, mas ainda:
1) O0s respectivos dominios de existencia (1)

2) As sobreposigoes de tais operadores.

Além disso, as condigoes de homomorfismo tomam o seguin

te aspecto:
6[¢(x],...,xn)] = $[e(x]),...,6(xn)] ,

relativamente a todo o operador primitivo ¢, de grau n e de

tipo 1, e supondo que ¢ = o(9).

Exemplo: Se U for o conjunto dos numeros complexos e

(1) E preciso ndo perder de vista que, segundo a terminologia abreviada
aqui adoptada, se diz que um homomorfismo 6, referido a uma transfor
magao o, respeita uma relagao a, quando se tem 6(a)co(a).
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6 a transformagdao univoca (mas nao biunivoca) deste conjunto em
si mesmo, definida pela formula 6(x) = c®,a transformacdo 6 se
ra um homomorfismo operatorio do sistema [U,+,.]1 em si mesmo a
respeito do operador o que troca a adigao pela multiplicagao »
visto que se tem 6(x + y) = 6(x). 6(y). Importa <contudo notar

que 6 nao &€ um endomorfismo.

Sera facil ver ainda que os homomorfismos operatorios
respeitam aquelas proposigoes, tao frequentes nos sistemas al-
gebricos (propriedades associativa, distributiva, etc.) que se
apresentam sob a forma de {dentidades entre expressoes obtidas

por sobreposigoes de operadores.

41.— CONJUNTOS ORDENADOS E CONJUNTOS BEM ORDENADOS (1).
Por conjunto ordenado entende-se todo o conjunto parcialmente
ordenado [U,<], que verifica o seguinte axioma suplementar

o [

3) y,y (XVulx=y)uly<x) (2)

0 qual, juntamente com a propriedade antireflexiva e antisime-
trica, constitue o principio trnicotomico dos conjuntos ordena-
dos: ©Dados dois elementos X,Yy. quaisquer, uma e uma 40 das

Ines hipoteses x<y,x=y,y<x e verifica necessariamente. Transi
tividade e tricotomia, eis as propriedades caracteristicas das

relacoes de ordem.

(1) Sobre este assunto pode ver-se, por exemplo, SIERPINSKI (I).

(2) Os axiomas 5} ,6_2 foram enunciados no §33.
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0s isomorfismos entre conjuntos ordenados sao comummen
te conhecidos pela designacao de semelhancas. Por outro lado, os
sistemas abstractos definidos pelos conjuntos ordenados (isto e

as solugoOes da axiomatica 5],32) sao chamados tipos de ondem.

Entre os conjuntos ordenados, sao particularmente impor
tantes os conjuntos bem oradenados, que se distinguem pelo facto
de todo o subconjunto nao vazio conter um primeiro elemento , isto

€, em simbolos:

9,) 1;L }Z& [veX > (u=v) uy (u<v)],

axioma que podera ser substituido pelos dois seguintes:

;) EH (3 [(u=x) u (u<x)]

Z

0,) U [(x<u) » c(x)]n {l(y<v)>z(y) > ()]} > " Tz(2)
u X y \ g

0 ultimo axioma ndo € mais do que 0 principio de indu-
¢ao. Se uma dada proposicao t(x) condicional em x vernifica as
duas condigoes: 1) exdste um elemento u, a respedito do qual se
sabe que a proposicao ¢(x) e verdadeinra para todo o x tal que
X<uj; 2) o facto de a proposigao z(x) ser verdadeira para todos
04 elementos anterdiores (1) a um dado elemento v, Amplica, qual-
quen que sefa v, que ela sena ainda verdadeinrna panra este ele-
mento - entdo pode afirmar-se que a proposi¢do r(x) e verdaded

ha qualquer que sefa X.

(1) 0 simbolo < podera ler-se indiferentemente "¢ anterion a", "precede",
"e menon que", "e inferion a", etc.
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Se representarmos pelo simbolo 7 aquele primeiro ele-

mento cuja existéncia € postulada em a&, isto e, se puzermos

1 = (u#x > u<x) ,

ty >
e se, por outro lado, adoptarmos na escrita simbolica a forma

conjunto, em vez da forma relag¢do, o principio de indugao pode

tomar o seguinte aspecto.

0f)  (1eX) n [(usvzueX) 3 (veX) = (X=U).

v
Posto isto, chamaremos seccdo [a] de um conjunto bem

ordenado [U,<] ao conjunto dos elementos x de U tais que x<a,

em _que a°- designa um dado elemento de U. Na teoria dos con-

juntos bem ordenados, desempenham um papel fundamental os dois

sequintes teoremas:

I) Dados dois conjuntos bem ondenados, sera sempre pos
sZlvel e de um 58 modo, estabelecer um Lsomorfismo ou entre um

deles e 0 outho ou enthe um deles e uma secc¢ao do outro.

II1) Nenhum conjunto bem ordenado pode sen Lisomornfo a

uma das suas sec¢oesd.

De tais teoremas, podemos deduzir, imediatamente, as

seguintes consequéncias:

a) Entre dois confuntos bem orndenados, um deles Asenra
necessariamente, isomornfo a um subconfjunto do outho; isto e:

dadas duas s0lucoes £, e8, (tipos de ordem)da axiomatica 5}- 0,

uma das hipoteses S <S,.8,<S, se verifica necessariamente.

b) Dois conjuntos bem ordenados, tais que cada um
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deles sefa isomornfo a um subconfunto do outrho, 4ao Asomorfos
entrne 44; isto e, se S] e 32 dorem duas s0lucoes da axiomatica

- { Ao -d [ =S
0,- 0,, tais que S]i 32,325 S], ten-se-a necessariamente 3] >

. - -

Notemos, de passagem, que o uUltimo teorema ja nao e
verdadeiro na teoria dos conjuntos ordenados. Com efeito, se U
for, por exemplo, o conjunto de todos os numeros racionais,e V
o conjunto dos numeros racionais x tais que 0<x<1, organizados
por meio da relagdo natural de ordem, & facil ver que [U,<] e
isomorfo a um subconjunto de V (o conjunto dos numeros racio -
nais x tais que 0O<x<1), e que [V,<] e isomorfo a um subconjun-
to de U (aquele mesmo conjunto V), sem que [U,<] seja isomorfo

a [V,<] (recorde-se, a propdsito, o que foi dito no §37).

Varios autores (Frechet, Sierpinski, etc.) chamam ni-

menos ondinadis aos tipos de ordem dos conjuntos bem ordenados,
isto e, as solugdes da axiomatica 0= 04.

to, preferivel introduzir este conceito do seguinte modo, tal-

Parece-nos, no entan

vez mais intuitivo:

Dinemos que dodis elementos u,v de dois conjuntos bem
ondenados [U] , [V], definem nestes sistemas o mesmo nimero or
dinal, quando tais elementos se cornespondem mutuamente naquele
Lsomonfismo que, segundo o teorema I, se verndifica necessarnia-
mente, ou entre um dos conjuntos [U] , [V]e o outro, ou entre

um deles e uma sec¢ao do outrno (1).

E facil ver que a axiomatica 0= o4 e, como as ante-

riores compativel mas ndo categorica. Surgem no entanto as ques

(1) Tal e, no fundo, o conceito adoptado por certos autores como Borel,
Baire, etc; Veja-se, por exemplo, BAIREsR. (I).
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toes: Esta axiomatica admite uma solugao minima? Esta axioma

tica admite uma solugao maxima?

A primeira questao responde-se afirmativamente. A se-
gunda responde-se com o paradoxo de‘Burali-Forti, isto e, nega
tivamente; e e atendendo ao teorema II que se chega a tal con-
clusao. N3o e portanto admissivel a existencia de um conjunto
bem ordenado tal que qualquer outro conjunto bem ordenado seja
isomorfo a um subconjunto do primeiro; ou ainda, por outras pa
lavras: nao € 1icito falar da totalidade dos numeros ordinais;
sera permitido tio somente falar da totalidade, sim, dos nume
ros ordinais anteriores a um numero ordinal arbitrario (para
alem do qual novos numeros ordinais poderdao vir a ser conside-
rados) .

Notemos, finalmente, que, embora na arquitectura 1691
ca do axioma ;4 intervenha um quantificador < ° Se pode afir-
mar que todo o subconjunto de um conjunto bem ordenado e, por

relativizacao ainda bem ordenado.

42 .— NOMEROS ORDINAIS FINITOS.— Diremos numerado todo
0 conjunto bem ordenado que verifique o seguinte axioma suple-

mentar

o5) (XY)Ty U f(u<y) n [(v<y) v (v=u)u(veu)]y

ou seja, por palavras: Para todo o elemento distinto do primei

RO exAAtina um outno que o precede imediatamente.

Namenros ondinais finitos serdo todos aqueles numeros
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ordinais, definidos pelos conjuntos numerados.

. a - .
Chamaremos conjfuntos numerados de 1= especie aqueles

conjuntos numerados que verificam este outro axioma.

05*)LEJ ( x#u MR u) (isto e: Existe um altimo elemen

to) .
) - . a - .
Notemos que 0s conjuntos numeiavedis de 1— especde (isto

e susceptiveis de neles ser definida uma relagdao < que satisfaca

aos axiomas 01-05* nao sao mais do que oS conjuntos {initos.

*

Vé-se entao imediatamente que a axiomatica 5]-05 nao admite uma

solugao maxima; o mesmo nao sucede, porem (1), a respeito da

axiomEtica-;]-gs, que tera como solu¢ao maxima, precisamente, a
solucao da axiomatica ( a primeira axiomatica categorica que en-
contramos neste trabalho) que se obtem da anterior pela adjungao

deste ultimo axioma.

05) (;}Ly}(x <y) (isto e: Nao existe um ultimo elemen

o)

Chamaremos conjuntos numerados de 22 espZeie aos siste
mas fU,{] que verificam axiomas ;1';6' 0s conjuntos suscepti-
veis de uma tal organizagao serao, naturalmente, 0S conjuntos
Anginditos numeraveis a que, para transigir com o uso, passaremos

a chamar simplesmente conjuntos numeraveds.

(1) Notemos, entretanto, que afirmagao da nao-existencia de uma solugao

maxima para a axiomatica 0.,-6 sera ja equivalente a afirmacao de exis-

téncia de, pelo menos, uma]sgﬁugéo da axiomatica 5}-36 jsto e, a afir-
magao de compatibilidade desta ultima. Por outro lado, a afirmagao de
existéncia de uma solucdo maxima para a axiomatica 5}-5% conduziria
imediatamente a um paradoxo como o de Bura]i-Forti. Estaria portanto

aqui uma primeira confirmagao de compatibilidade da axiomatica.
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Uma concretizagao privilegiada das axiomaticas ;H-;S
(entre infinitas outras, construiveis a partir desta) e o con-
junto dos numeros naturais, com a relagao comum de ordem. E pre
ciso, porem, nao perder de vista que se tal axiomatica basta
para fixar as propriedades formais daqueles entes, nada porem
nos pode dizer sobre a genese do conceito de numeno natural, con
ceito que nos e dado pela <intuigdo (1) e que, como se teve oca
siao de verificar, se encontra na base da propria Logica. Note
mos entretanto que, apesar da sua origem intuitiva, este con-
ceito acusa ja um certo grau de idealizagdao, uma vez subordina
do ao axioma ;6 , no qual reside essencialmente a dificuldade
do problema da nao-contradicao da Aritmetica, pois que e preci
samente em tal axioma que se encontra a ideia de infinito. Nao
aprofundarei , contudo, este delicadissimo problema que, confor-
me ja disse atras, me afastaria do objectivo fundamental do pre

sente trabalho (1).

Tornemos a axiomatica 01-05 e introduzamos o novo simbolo

suc, mediante a definigao:

$1 (yssue x) = (x<y)nllx<2) 2 (v < z)]

(1) Segundo a escola intuicionista de Brouwer, que se filia em parte na
tradicao Kantiana, a ideia de numero deriva imediatamente da intuigao
do tempo. Porém os intuicionistas brouwerianos rejeitam a intuigao es
pacial - e € neste ponto que se afastam de Kant; assim, toda a matem§
tica intuicionista se apoia construtivamenté sobre a nogao de numero
natural, de acordo com o ponto de vista que ja Kronecker defendia.

(2) Sobre este assunto, veja-se HILBERT,D. und BERNAYS,P.(IQ), HERBRAND,
J. (III),GODEL, K. (I),GENTZEN, G. (I).
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Sera entao facil demonstrar as seguintes propriedades:

e;) (y = suc x)n(z = suc x) 45— (v = 2)
e) (v = suc X)n(Y=SUCZ)m(X=Z)
%) [Q (suc x # u) » 2 (u)] n[e(x) > z(suc X)IZQC(X)

A formula 2 exprime simplesmente a univocidade do ope
rador unitario suc. A formula e, exprime o facto de dois elemen
tos distintos nao admitirem um mesmo sucessor. A formula ey ex-
prime a existencia de um primeiro elemento. Finalmente a formula

e, traduz o principio da indugdo ginita.

Ora nao sera facil ver que a axiomatica ;]-;5 e equi
valente a axiomatica e -e,, A respeito da definigao S. Quando
a definigao s'] que exprime logicamente o conceito de < no con
ceito de suc, ela nao podera deixar de ser uma definigao de al

tura 1, muito mais complicada do que a primeira:

S ) [(x<y) 2 o(x,y)]= rw [z(x,suc x) n~g(x x)]n[c e z(x,suc y)]
Xy Xy

n[ v elxy) 2y v T (suc xy)]

$e aos axiomas e1-ey juntarmos este outro:

LVJ[AuL;J (x=suc v)] (isto €: Existe um ULtimo elemen
to), teremos a axiomatica dos conjuntos numerados de 12 espécie,

em termos de suc.

*
Se em vez de e Juntarmos aos axiomas e1-eq 0 axioma:
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25)(:] ky}(y = suc x) (isto e: todo o elemento admite um su-
cesson) teremos a axiomatica dos canjuntos numerados de 22 espé
cie (1).

Esta ultima axiomatica apresenta de notavel o seguin-
te facto: o operador unitario suc nao so e definido em todo o
conjunto fundamental U, mas ate, em virtude do axioma ez, cons
titue uma transformacao biunfvoca do conjunto U num seu subcon
junto proprio: o conjunto V que se obtém de U pela supressao
do primeiro elemento. Assim, o conjunto U sera equivalente a
uma sua parte: propriedade caracteristicas dos conjuntos infi-
nitos, em geral. que Dedekind adopta para a classificagao dos
conjuntos em finitos e infinitos. Sabe-se, todavia, a que difi
culdades pode conduzir este criterio (positivo para os conjun-
tos infinitos e negativo para os conjuntos finitos). Em vez de
tal critério podera ser usado um outro (positivo no caso fini-
to e negativo no caso infinito): a possibilidade ou impossibi-
lidade de introduzir no conjunto considerado um operador unita

- *
rio suc, que verifique as condicoes eq-eg.

Notemos, finalmente, que as anteriores axiomaticas em
termos de suc poderao ser ligeiramente modificadas, com a in -
troducao de um novo sinal primitivo: o simbolo 1, tal que

1 =1 X (suc x#u). Entao, os axiomas es,e, tomarao, respecti

(1) E facil ver agora que, como ja observamos no §37, o axioma da indugao
completa, equivale a acrescentar uma condigéo de minimo a axiomatica
¢12523:85 O conjunto dos numeros naturais sera, a menos de um {40-
mongismo, o minimo sistema [U,suc] que satisfaz a esta ultima axioma
tica.
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vamente, o aspecto:

%) (:] (suc x # 1)

e) n Lz(x) > c(suc x)] Zﬂc(X),
X
E facil ver agora que aparte diferencas formais, a axio
matica e] e e' 25 coincide com a conhecida axiomatica de
Peano (1).

Em vez do sinal 1, poderiamos ainda usar o sinal 0, pon
do 1=suc 0. No primeiro caso, diremos que se adopta a notacao
dos numeros natunrais e no segundo caso, a nota¢do dos numernos

Aintednos positivos,

43.— DEFINIGOES RECORRENTES.— Sobre o principio de in
dugao finita, tal como foi formulado no § anterior, baseiam-se
as definigcoes recorrentes, relativas aos conjuntos numerados ,
em particular ao dominio dos numeros naturais ou ao dominio dos
inteiros positivos. E a este ultimo conjunto que nos referire-

mos no que Se seque (2).
Seja, por exemplo, ¢ um operador (univoco, de tipo 1)

que verifique as duas seguintes condigoes

$(0) = a
¢ (suc n) = yY(é(n),n) ,

(1)

(1) Todavia a axiomatica de Peano corresponde a um espirito diverso do da
escola formalista de Hilbert, e assim o axioma: 1 ¢ um nimero natu-
nol, deixa de ter aqui um sentido..

(2) Respeitando o uso, representarei neste § a variavel inteira por le-
tras tais como n,m,p,q.k, etc. E claro que diremos aqui "positivo”
no sentido de > 0.
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em que a representa um numero dado e Yy um operador binario ja

definido. Em virtude do principio da inducgdo, existira um e so
um operador ¢, que verifique tais condigOes, operador que pode
ra entao ser representado pela formula 1¢{[¢(0)=a]n [¢(suc n)=

=p(¢(n),n)]} .

Trata-se portanto de uma definigao implicita (de altu
ra 1) e todavia construtiva, se atendermos a que os valores da
funcao podem, segundo tal definigao, ser calculados sucessiva-
mente, um por um, para todos os valores 0,1,2,..., da variavel
independente n.

Mais geralmente, podemos considerar o seguinte esque-

ma de definigao por recorrencia:

¢ (k,0) = w(k)

(IT)
¢(k,SUC n) = X(¢(ksn)’ksn)

em que Y,x representam operadores ja definidos,n a vaxrdiavel de
inducdo e k um parametro (isto e, uma variavel sobre a qual nao
incide a indugao). Tomando, naturalmente, como ponto de parti-
da (no lugar de y e x) os simbolos 0, suc , a primeira operagao
que se pode definir segundo o esquema (I) sera a adigao::

o(k,0) = k

k +n = ¢ (k,n) ¢(k’ suc n) = sSuc ¢(k’n)

A partir deste momento a fungao suc n podera assumir a forma
n+l. Notemos, por outro lado, que, tomada como unica nogao pri

mitiva,a adicdo permite fundar uma nova axiomatica dos conjun-

(1)  ACKERMANN (II), p.
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tos numerados, que me abstenho, todavia de apresentar aqui.

Depois da adigao, podera definir-se a multiplicacao:

k.n = ¢¢k,n)

S
—
=
3
+
—
~ 1
i

¢(k,n)+k
e assim por diante.

Podemos agora alargar o esquema (II) considerando em

vez de um sO0 parametro k, varios parametros kl""’kr:
k'ls ak ,0) = w(k'ls 9k )
(I111)
¢(k],...,kr,n+1) =X (¢(k],...,kr,n),k],...,kr,n)

No sentido classico, entende-se por fun¢dao hecorrente
toda a fungao ¢ definida, quer directamente segundo o esquema
(II1), quer por sobreposicoes, em numero finito, de outras fun
coes assim definidas. Tem-se, deste modo, uma classe particu-
lar da classe das definigOes 10gicas descritas no § 22. Wilhem
Ackermann (1) deu o exemplo de uma fungao de inteiros, que se
pode definir por um processo de indugcao finita e nao e, toda -
via, uma fungao recorrente no sentido «classico : a fungao
#(n,p,a) que € identica a p+q para n=o0 , a p.q para n=1, a p9
para n=2 , a pqqpara n=3, e assim sucessivamente. Ve-se, por -
tanto, que o esquema (III) nao esgota a nocao intuitiva de re-
corréncia.

0 alargamento do esquema classico das definigoes por

recorrencia constitue uma das belas obras da escola hilbertiana.

(1) R. PETER (I), p. 613 .
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Rozsa Péter (1) considera as seguintes modalidades de
recorrencias: decursiva, imbricada e cruzada (ou maltipla) (2).
Na recorrencia decursiva, o valor da funcao ¢ (n+l1) & calcula-
do, nao apenas a partir do valor precedente ¢ (n), mas a partir
de um certo numero dos valores precedentes ¢(0),..., ¢ (n-1).Da

recorrencia imbricada limitar-me-ei a apresentar um exemplo:

1 para k=0 1 para k=0
¢(k,0) = d(k,n+l) =.

0 para k#0 ; ¢(k=-1,n)+¢(k,n) para kz0

E facil ver que a fungdo ¢ (k,n) assim definida e a
mesma que em Analise combinatoria se representa nor (E). Em par-
ticular, a segunda condigao constitue a conhecida regra do tri-

angulo aritmetico de Tartaglia.

Finalmente, na recorréncia cruzad&, o processo de in-

ducao incide sobre mais de uma variavel ao mesmo tempo: a refe-

rida funcao de Ackermann pode ser definida por tal processo.

Por outro lado, R. Peter demonstra que so a ultima mo
dalidade & irredutivel ao esquema classico.

Notemos agora que as definicOes por recorréncia podem
ser estendidas a operadores de tipo superior a 1. Consideremos,

por exemplo, o funcional 2 [m,n,é(k)] que verifica as condigdes

o, [n.m,0(k)] = 0
(IV)

11

¢k[m,n+1,¢(k)] @an,n,¢(k)] + ¢(n+1)

(1) R.PETER (I), p. 613.

(2) Expressoes do autor: Wertrerlanfrekursion, eingeschachtelte Rekursion,
e mehrfachen Rekursion.
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k=n
E facil ver que se trata do somatorio Z ¢(k), cuja
' " k=m

definigao por recorrencia € precisamente a anterior (1).

Hilbert pensou que a intervencao de tipos superiores
permitiria atingir todas as modalidades de recorréncia, e, por
ventura, todas as possibilidades de construgao de fungoes de in-
teiros; e € guiado por esta ideia que estabelece 0 seu esquema

geral

p(Y,6,0) = 6
(V)

p(v,0,n+1) = y(p(v,06,n),n) ,

em que 9 e Yy representam variaveis funcionais, de tipos quais
quer, com possiveis parametros; y depende de duas variaveis, a
primeira do mesmo tipo que 6 e a outra uma variavel fundamen

tal; o valor de y tem o tipo de 6.

44 .— IMPORTANCIA DO ESTUDO DA RECORRENCIA.— EQUAGOES
AS DIFERENCAS FINITAS.— A importdncia das investigacoes no
campo das definigoes recorrentes manifesta-se tanto do lado pqi

tico, quanto do lado teodrico.

Skolem mostrou que a Aritmetica comum se deixa cons-
truir por via finita (“finiterweise"), sem o emprego dos quanti

ficadores,desde que se adoptem exclusivamente os metodos de re

(1) Sera interessante por esta definigao em confronto com aquela de inte
gral de Cauchy, dada no § 24. A segunda condigao poderia ainda ser
substituida pelas duas seguintes: @kﬁn,n+p,¢(k)]5¢kﬁm,n,¢(k)] +
+ ¢ [nun +p,0(k)] 59, [0,1,0(k)]=0(1).
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correncia ("rekurriende Denkweise").Deste modo, a classe das
funcOes recorrentes - que contéem todos os conceitos usuais da
teoria dos numeros - constitue um dos dominios respeitados pelo

ponto de vista do intuicionismo.

Por outro lado, Hilbert e Ackermann aplicam as fungoes
recorrentes ao estudo do problema do contTnuo; Godel toma a no-
¢ao de recorrencia como base das suas notaveis investigagoes so-
bre a impossibilidade de demonstrar certos teoremas de nao con-
tradigao.

E claro que o facto de ser possivel estabelecer uma cor
respondéncia biunivoca entre os numeros reais e as funcoes de
inteiros de uma so variavel (por meio das fracgoes decimais, ou
das fracgoes continuas) determina uma imediata repercussao no
dominio da Analise das investigagoes sobre os processos de re-
corréncia. Quando, numa proposicao da Analise, se fala de wuma
sucessao qualquer de numeros, abstrai-se completamente do modo como
tal sucessao possa vir a ser efectivamente construida, e chega
a admitir-se a possibilidade de que tal sucessao seja dada por
meio de infinitas escolhas arbitrarias e independentes, tal como
sucede a respeito do principio de Zermelo; ora a verdade e que,
passando a pratica, uma sucessao numeravel nao podera ser cons-
truida (completamente), senao com um nuamero finito de escolhas,
que podem consistir, por exemplo, em fixar alguns termos inici-
ais e em adoptar uma Led de hecornencia, em virtude qual todos

05 termos segudintes resultem potencialmente determinados.
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Ora € facil ver que as consideragOes anteriores rela-
tivas as definigO0es recorrentes se aplicam, mutatis mutandis,
a funcoOes que dependem de variaveis inteiras e tomam os valores
no conjunto dos numeros racionais, ou no conjunto dos numeros
reais ou, finalmente, no conjunto dos numeros complexos: basta
ra que, para ponto de partida, se tomem, por exemplo, as quatro

operacdes elementares da Aritmética e os simbolos 0,1,i.

Posto isto, notemos a analogia entre o esquema (I) do
§ anterior e o esquema das equagOes diferenciais ordinarias ,
completadas com uma condigao inicial; esta analogia tornar-se-

-a flagrante se fizermos
Ad(n) = ¢(n+1) - ¢(n)

chamando primeiras diferencas da funcao ¢(n) aos valores A¢(0),
Ad(1), Ad(2),... da funcdo A¢(n). Entao, o esquema (I) podera

tomar o aspecto

(VI) $(0)=a 3 Ad(n) = y(¢(n),n).

Fazendo AA¢(n) A2¢(n) s AA2¢(n) = A3¢(n), etc. e cha

mando 4egundas diferencas de ¢(n) aos valores da fungao Azqn)
terceiras diferencas de ¢(n) aos valores de fungao A3¢(n), etc.,
poderemos imaginar o seguinte esquema mais geral, de equagoOes
as diferencas finitas:

¢(0)=a],¢(]) = a2,...,¢(r-1) =a.

(VII) A
2Po(n) = w(aP e (n), ... 80(n),6(n),n)

0 qual corresponde, manifestamente, as recornencias recursivas
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da classificacao de Péter.

Poderiamos ainda considerar sistemas de equagoes as
primeiras diferencas, e, finalmente, equagOes as diferencas panr
ciais, que estarao incluidas no processo da recorrencda chuza

da.
Ora & preciso notar que nao se trata aqui de puras es

peculagoes. Todos estes tipos de equagoes as diferengas finitas
(exceptuado o ultimo) se tem apresentado, por exemplo, em vari

os problemas de calculo das probabilidades (1).

Sucede, alem disso, que, na resolucao de algumas des-
sas equagoes se podem usar metodos semelhantes a certos metodos
utilizados na integragao de equagoes diferenciais. Sera pois na
tural que as duas teorias possam desenvolver-se com um certo
paralelismo, fornecendo-se muitas sugestdoes. Para as equagoes
as diferencgas finitas, as quadraturas sao manifestamente repre-
sentadas pelos somatorios, tais como foram definidos no § ante
rior. Todavia, entre as duas referidas teorias, observa-se uma
diferenga capital: enquanto para as equagoes diferenciais & ne
cessario estabelecer dificeis, e nem sempre muito eficazes, teo
remas de existencia e de unicidade, para as equagdes as diferen-
cas finitas tal dificuldade nem sequer se apresenta, visto que,
nao so a existencia e a unicidade, mas até a construtividade

sao garantidas imediatamente pelo principio de inducgao.

Deste modo, a 4ntegracaoc das equagOes as diferengas

(1) Sobre este assunto, pode, ver-se, por exemplo, FRECHET (II).
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finitas, adquire um significado preciso: trata-se de evitar uma
recorréncia, exprimindo a solucdaodas equagbes ou do sistema em
opernadores f§a conhecidos, mediante um niamero §inito de sobrepo-
s4¢oes (1). Trata-se portanto, de uma resolugao, por assim di -
zer, indirecta, nao numérica, no genero da resolugao de equagoes
algebricas por meio de radicais — e eis que um novo programa de
trabalho se desenha imediatamente: estender a teordia de Galodis

as equagbes de rnecornréncia.

Nao devia estar longe da verdade Poincare, quando no
processo de indugao finita reconheceu o principio dinamizador
da Matematica. No futuro desta ciéencia, um papel importante pa-

rece reservado ao estudo das fungoes recorrentes.

45.— NOMEROS ORDINAIS TRANSFINITOS.— POTENCIAS SUPERIQ

RES A DO NUMERAVEL.— Vimos no §42 como a axiomatica E]- 54 se

pode tornar categorica, mediante a adjungao dos axiomas 0,0

Nao havera entao outros modos de saturar a mesma axiomatica ?

Consideremos, por exemplo, o conjunto U dos polinomios
inteiros em x, de coeficientes inteiros positivos, organizado
por meio de uma relagao < assim definida: 1) ¢(x) <y(x) se
0 grau do ﬁrimeiro for inferior ao grau do sequndo; 2) dados

dois polinomios ¢(x), ¢(x) do mesmo grau, supostos ordenados se

(1)  Assim, por exemplo, supondo ja conhecido o operador' e as operagoes
elementares da Aritmetica, a fungao recorrente (E) a que nos referimos

n. .
R

podera passar-se a expressao

no § anterior podera definir-se directamente pela formula
analogamente da expressao 12+ 22+...+ n2
2(2n2+3n +1).
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gundo as poténcias decrescentes de x, ter-se-a ¢<y se, e SO
se, 0 primeiro coeficiente pelo qual diferem & maior em ¢ do
que em ¢.

E claro que se trata de um conjunto bem ordenado que,
porem, ja ndo satisfaz ao axioma ;5 , visto que, por exemplo, o
polinomio x (de grau 1) aparece imediatamente a seguir aos poli
nomios que se reduzem a uma constante (de grau 0) e nao e toda-
via precedido imediatamente por nenhum deles: corresponder-lhe-a
o numero ordinal comummente designado pelo simbolo w - o primei
ro numero ordinal transfinito. E claro que tal conjunto bem or
denado podera ser agora extendido (§ 34), passando, sucessiva-
mente, aos conjuntos de polindomios em duas variaveis x,x' em tres
variaveis x, x', x", etc. e adoptando criterios analogos de or-

denamento: cada polinomio em x, x', pode considerar-se como um
polindmio em x', tendo como coeficientes polinomios em x; e
assim por diante. Apos a introducao de uma sucessao numeravel

de variaveis x,x',x",..., uma nova sucessao numeravel x],xi,x",u.
e uma outra xz,xé,x",..., poderao ser introduzidas, etc. etc.
ter-se-a entao: 1< 2<...< x < x+1 <...<2Xx <...< 3 x<...

2 ’ 3 ]

Vel XT< u< XT< L e XML uue XX <iiue X" aue x™

<o Xy <.

Em qualquer destes casos, um mesmo facto se verifica:
cada um dos elementos, a partir de certa ordem, € precedido por

uma infinidade apenas numeravel de outros elementos.

Consideremos entao, entre 0s conjuntos bem ordenados,

aqueles que verificam o seguinte axioma:
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0 Cada elemento ¢ phrecedido por um numehro findito

5)

ou uma inginidade quando muito numeravel de outrhos elementos.

Aos numeros ordinais transfinitos (isto e, nao finitos)
definidos pelos elementos de tais conjuntos costuma dar-se o
nome de numeros ordinais de classe II, chamando de classe I aos

numeros ordinais finitos.

Se, alem do axioma o juntarmos a axiomatica 01-0, €s-

te outro axioma:

06) A seguin a cada infindidade numenravel de elementos

exListina sempre um novo elemento;

obteremos, pela segunda vez, uma axiomatica categorica. Todavia,
a respeito da compatibilidade de uma tal axiomatica, ou, o aue
€ equivalente, a respeito da legitimidade da expressao "totalida
de dos ordinadis de classe II", os empiristas, como Borel, deci
dem-se pela negativa — embora nenhum paradoxo, como o de Burali-
-Forti, se tenha apresentado para esta classe de numeros ordi-
nais (1). Admitida, porem, a totalidade dos ordinais de clas -
se II, resulta que tal conjunto tera uma poténcia {imediatamen-
te superior a do numeravel-potencia que se designa pelo simbo-
1o N] enquanto a poténcia do numeravel se designa pelo simbo-
1o N hor outro lado, 0 padimeiro numero ordinal que segue

0
todos os ordinais de classe II e designado pelo simbolo Q .

Tratando agora de passar a escrita simbolica os dois

axiomas anteriores, sem fazer Antervirn directamente o0 concedto

(1) Como veremos no § seguinte € precisamente um paradoxo como o de Burali-
-Forti que resulta de supor que 0s axiomas 01'04'05’06 nao sao suscep-
tiveis de verificacdo simuttanea.
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de numerdvel, convird previamente representar por &(X) a se-

guinte proposigao condicional em X (subconjunto variavel de U):

(x,yeX) n (y<x) — kJ

X5y o2y ((u<x)n [(vex) o v (u<v)])

a qual equivale a afirmar que o tipo de ordem de X e, por rela
tivizagao, quando muito igual ao tipo de ordem w (do conjunto
dos numeros naturais); e convira, por outro lado, convencionar
escrever X<u, em vez de (veX) 3 (v<u). Posto isto, sera facil

ver que os dois axiomas anteriores sao substituiveis pelos se-

guintes:
- U

05) (.V<x)x"?y’ o(X) {(X<x) n[V<X) v (X<V)]} s

° qp) LaJ (X<u) (1)

6) X

E notorio que a solucao da axiomatica E&-o4,553? coin

6
cide com a solugao maxima da axiomatica 0,-0,,0, e com a solu-

¢ao minima da axiomatica 0,-0,,0,

Notemos agora que a geragdao dos numeros ordinais pode
prosseguir para alem de Q; a geragéo dos numeros cardinais, para
alem de Q] . A cada numero ordinal i viré a corresponder, assim
um numero cardinal Ni » potencia do conjunto dos numeros ordi

nais que sao precedidos por Nk numeros ordinais, para algum

k<i; a cada numero cardinal 3 vir3 a corresponder o nume-

(1) 0 axioma :g afirma que, para todo o elemento x distinto do primeiro,
existe, pelo menos, um subconjunto de U, cujo tipo de ordem e quando
muito igual a w e que precede imediatamente x. 0 axioma 56 afirma que
para além de todo o subconjunto de U, cujo tipo de ordem nao ultrapas
se w, existira sempre um novo elemento.
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ro ordinal t(N) , o primeiro que e precedido por N nimeros
ordinais (tem-se, por exemplo T(Nb) = w,T(N]) = Q. Existira en
tdo um primeiro numero ordinal p tal que T(Nu) = y; poderia to-
mar-se u como limite superior definitivo da seérie dos numeros
ordinais, e portanto Nu como limite superior definitivo da

série dos numeros cardinais.

46 .— RELAGOES DE GRAU INFINITO.— O PLATONISMO EM MATE
MATICA. Ja no § 2 apresentamos uma nogao geral de agrupamento.
Todavia, ate aqui, nao temos feito referencia senao a agrupamen
tos finitos.

Como vimos, dado um conjunto fundamental U e o conjun
to P de posigoes, um agrupamento de elementos de U, a respeito
de P sera definido por uma transformagao univoca 6 que, a cada
elemento i de P faga corresponder um elemento 6(i) = ai de 1y
E claro que o papel desempenhado pelo simbolo 6 sera, neste
caso, equivalente ao papel desempenhado pelo simbolo a; todavia,
para evitar confusoes, convencionaremos escrever em tal caso

a; em vez de a, para designar o agrupamento em questao; em vir
tude de tal convengao, o agrupamento Ei distinguir-se-a, niti-
damente, da fungao ai : assim, por exemplo, as formulas ¢(Ei)

e vy (ai) sendo ¢ e Yy simbolos de operadores, designarao coisas

bem diversas — uma fungao composta do agrupamento 31 , @ pri-

meira, e uma funcao composta de i, a segunda (1). Por outro Ta

(1) Conviré nao perder de vista a distingao feita no § 11 entre funcao e
operadon, distingcao que, transigindo com o uso, nem sempre tem sido
respeitada neste trabalho.
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do, designaremos por {a;} o conjunto dos valores da fungao a;,
isto e, o subconjunto de U descrito pelo elemento variavel ajy

quando i percorre P .

Notemos agora que o conjunto P podera ser, como conjun
to de posigoes, substituido por um outro P*,equiwﬂente ao pri -
meiro, desde que seja dada uma transformacao biunivoca o de P*
em P, Entao, cada agrupamento de elementos de U, a respeito de
P podera traduzir-se, mediante o operador o, num agrupamento
dos mesmos elementos, a respeito de Pt.dé-se portanto uma mudan
ca de sistema de referéncia analogo as mudangas de coordenadas
nos espa¢os geometricos; e, ainda por analogia podemos conce -
ber que cada agrupamento se conserva identico a si mesmo, em
tais mudangas de conjuntos referenciais, do mesmo modo que ca-

da ponto e invariante, a respeito das mudancas de coordenadas.

E nesta ordem de ideias que podemos supor 0s agrupa -
mentos finitos sempre referidos a uma secgao do conjunto dos ng
meros naturais - e, em tal hipotese - o termo "sucessao"(fini-
ta) aparece como talvez mais indicado para exprimir a ideia
de "agrupamento"., Mais geralmente, se admitirmos o principio
de Zermelo, o qual equivale a afirmar que todo o confunto & bem
ondenavelf, podemos supor cada agrupamento referido a uma clas-
se de numerns ordinais - e ainda, em tal hipotese, o termo

"sucessao" parece impor-se.

Posto isto, alem das relagoes e dos operadores de grau
finito ate aqui considerados, podemos agora passar a conside-

rar relagOes e operadores de grau infinito: relagao o de grau
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Nb definida em U, sera toda a lei que, a cada agrupamento de
No elementos de U (tomando para referencial o conjunto dos nu
meros naturais) faca corresponder um, e um so dos valores logi-
cos: verdadeiro, falso. Analogamente para as relagoes de grau
N , etc. E claro que toda a relagao de grau infinito e de ti
po]l, se reduz imediatamente a uma relagao de grau finito e de
tipo superior a 1; assim, por exemplo, a relagao simetrica que
consiste em afirmar a convergencia de uma sucessao numeravel de

numeros racionais 37585500452 .., € 0 operador numerico L4im

n>:
‘que a tal sucessao faz corresponder um numero determinada a=1lim a
nao sao mais, no fundo, do que uma relagao wunitaria de tipo 2

e um operador unitario do mesmo tipo.

Todavia, pode ser comoda e ate certo ponto {§ecunda

(em virtude das analogias que dai resultam) a concepgao de rela
coes de grau infinito, pois que e esse um modo de evitar uma ope
racao mental a que o nosso espirito nao se adapta imediatamen-
te,a consideracao directa de tipos superiores a (1) . Alemdis-
so, entra aqui em jogo uma das tendencias do espirito humano -

- a tendencia, denominada geralmente platonica, que consiste em
atribuir aos objectos matematicos uma existencia independente da
respectiva construcao (o papel do matematico seria entao desco-
brin e ndao inventan) e em admitir, portanto,como aplicaveis aos
conjuntos infinitos os metodos combinatorios usados para os con
juntos finitos. Daqui, oS conceitos quase-combinatorios expres-

sao de Bernays) de conjunto, sucessao, etc. tal como se apre-

(1) E na intervencao de tipos superiores a 1 que consistem, parcialmente,
as dificuldades conceptuais da Analise Funcional.
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sentam correntemente em Analise e na teoria dos conjuntos; com
efeito, uma vez admitido que, por exemplo, toda a sucessao nu-
meravel preexiste as definigdoes que dela possam vir a ser dadas,
nos poderemos sempre, ao falar de sucessdes numeraveis em geral,
abstrair completamente do modo como possam ser definidas, admi-
tindo implicitamente a possibilidade ideaf de que sejam construi

das a partir dos respectivos termos, mencionados um por um.

Numa sua bela conferéncia sobre o platonismo em Matema
tica, Bernays (1) procurou mostrar que, enguanto um platonismo
absoluto que postula a existéncia de uma realidade intelegivel
constituida por todas as entidades matematicas, € insustentavel
por causa das antinomias que se ligam ao paradoxo de Russell -
- um platonismo restrito, invulneravel a respeito de tais anti-
nomias pode considerar-se uma hipotese de trabalho comoda e fe
cunda (2).

Formas deste platonismo atenuado sao, por exemplo, as
concepcoes sobre a totalidade dos numeros inteiros (infinito nu
meravel actual), o principio de Zermelo, etc. Todavia, numa re-
accao que ate cento ponto se deve considerar salutar, os intui-
cionistas brouwerianos pretendem eliminar da Matematica todo o

residuo de platonismo, ainda que atenuado - desenvolvendo assim

(1) Conferencia feita a 18 de Junho de 1934 no ciclo das Conferencias 4in-
ternacionals das Ciénedias matematicas organizadas pela Universidade
de Genebra; serie consagrada a Logica matematica. Veja-se BERNAYS (I)

(2) Convem recordar que o platonismo & uma forma daquela tendencia, deno
minada racionalista, que parece coexistir em todo o homem com a ten-
déncia oposta, denominada -empirista . ha Idade Media chamavam-se nea
Lismo e nominalismo.
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as ideias de Kronecker sobre tal assunto. Em particular, o in-

tuicionista n3ao admite a totalidade dos numeros naturais. Ocor-
re no entanto perguntar se nao sera este empirismo extremo tao
ilusorio como a concepgao do platonismo absoluto. Abstenho-me

de aprofundar tal assunto. Nao deixarei contudo de lembrar a con
veniencia que parece haver em conservar estas duas especies de
Matematica: a Matematica existencial ou descritiva e a Matemati
ca construtiva (1). Abolir a primeira (se tal e possivel) seria
talvez por um entrave ao progresso desta ciéncia, obrigando-a a
caminhar com maior seguranca, mas tambem com maior lentidao,so
bre as vias do intuicionismo. (2) Mas sera tambem necessario

nao cair no excesso oposto - que sera o de permanecer extasiado
na contemplagao das "harmoniosas linhas" do edificio matematico ,
esquecendo que esta ciencia sera sempre, no fim de contas,"obra do

homem e para o homem" (3).

(1) Recordemos, a proposito, a distingao que tanto agradava a Klein, entre
Matematica de precisao e Matematica de aproximag¢ao. Nao se trata, porem
exactamente, da distingao aqui assinalada.

(2) 0 intuicionismo, considerado como meio para evitar as antinomias canto
rianas, ja foi comparado ao ponto de vista de um cirurgido, que para
curar radicalmente uma unha encravada, resolve amputar a perna inteira
(BARZIN (I)p.11).Com efeito, a maior parte da Analise, com as  suas
importantes aplicagoes a Técnica, nao seria mais do que um montao de
ruinas.

(3) Em particular, devera sempre tentar-se a substituicao de uma definigao
implicita ou quantificada por uma definigao recorrente. Mas nao € nisto
que, em ultima analise, consistem os problemas da Matematica? Nao foi
assim que nasceram a teoria das equagoes algebricas, a teoria das equa,
coes diferenciais e, finalmente, a Analise funcional?
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47.— A DEFINIGAO PARA ALEM DO NUMERAVEL E AS IDEIAS DE
LEIBNIZ SOBRE UMA LINGUA UNIVERSAL CIENTIFICA.— Notemos agora
que nao soO para as fungoes de variavel inteira se podem imagi
nar processos de definigao recorrente. De um modo geral, para
qualquer conjunto bem ordenado se podem estabelecer esquemas
de recorrencia, baseados no principio geral da indugao, enun-
ciado no §41.

Para maior clareza, introduzamos uma convengao auxili
ar: Se forem ¢ um operador, definido numa dada classe U de ng
meros ordinais e k um destes numeros, representaremos por ¢[k] 0

operador induzido por ¢ na secgao [k] (1).

Podemos entao estabelecer o seguinte esquema de recor

rencia transfinita:

6(0) = a5 ¢(k)=ze, (o 7(x),K),

em que a representa um numero dado, e & um operador (de tipo 2)
ja definido. E facil ver que, em virtude do principio geral de
indugao, existira um e um s0 operador ¢, que verifique as
duas condigoes precedentes, operador que sera definido em to-
do o conjunto fundamental U (2). (Notemos que ja a proposito
dos conceitos de relativizacao e de homomorfismo foi utiliza-

do intuitivamente o método da recorrencia transfinita).

Todavia, esta forma de recorrencia diz respeito ape

(1) Sobre o significado dos termos "induzido" e "secg¢acv" vejam-se os
§§ 11,41,

(2) 0 esquema aqui indicado coincide, aparte diferengas formais, com
0 que von NEUMANN apresenta em (I).
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nas a definicdo de operadores e, de nenhum modo, a definigao de
elementos de U. A garantia dada pelo esquema anterior € a seguin
te: qualquen que sefa o modo como venham a sern introduzidos no
vos numehrod ordinais da classe U, o valor da funcdo ¢ (x) para

esses numenos resultard automaticamente determinado.

Ocorre, no entanto, indagar: Como definir ou construir
cada um dos elementos de U? Havera elementos de U inacessiveis,
isto €, que nao possam vir a ser definidos? 0 problema & deve-
ras delicado. Uma resposta negativa a segunda pergunta provoca
imediatamente as seguintes objecgoes: Como admitir em Matemati
ca a existencia de entidades que nao se possam definir? Se nao
se podem definir, apontar, individualizar, por qualquer meio,
porque nao libertar a Matematica desses fantasmas? Todas estas
perguntas tém sido feitas a seu tempo, por matematicos de ten-

dencia empirista, entre os quais Borel.

A existencia de numeros inacessiveis resultaria do se
guinte facto: Um numero nao se podera definir efectivamente
senao com um numero finito de palavras e simbolos; deste modo,
atendendo a que: 1) uma lingua cientifica n3ao contem mais de
um numero finito N de sinais elementares; 2) o numero das ex-
pressoes com sentido que se podem construir tomando P destes
sinais de cada vez (com ou sem repeticao) ndao sera nunca supe-
rior a NP. — segue-se que 0 conjunto dos numeros efectivamente

definfveis, tera a potencia do numeravel (1). Por outro lado

(1) E claro que para o calculo do numero NP se admite que o sistema de es
crita considerado € de caracter exclusivamente unidimensional. Mas e
facil ver que todo o sistema de escrita em que intervenham agrupamen-
tos bidimensionais (determinantes, fracgoes, etc.) podera reduzir-se

a um do primeiro tipo.
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sabe-se que o0 conjunto dos numeros de classe II tem uma poten-
cia superior a do numeravel (e analogamente para o conjunto das
funcOes de inteiros ou de nlUmeros reais). Deste modo, serlamos

Levados a admitin a existencia de numernos inacessiveds.

Todavia, se o conjunto dos numeros de classe II, que
se podem definir por meio de um numero finito de palavras, tem
a potencia do numeravel, existira necessariamente um primeiro nE
mero da mesma classe que nao se pode definir por tal processo;
e contudo, dizendo que € "o primeilro" que nao se pode definin
com um namero finito de palaviras, ele resulta "ipso facto" de-
findido com um namero finito de palavras. Tal e o paradoxo de
Richard, aplicado primitivamente aos numeros reais, com o pro-

cesso de diagonal.

A primeira observacao que este paradoxo sugere & que a
palavra "definin" nao corresponde um significado preciso, deter
minado, definitivo: trata-se de um conceito natural e, por isso
mesmo, sujedlto a uma evolfucdo no tempo. No caso do paradoxo de
Richard, a palavra aparece empregada com dois sentidos diversos,
mais restrito a principio do que no fim: e-se levado intuitiva

mente a ampliar o significado inicial.

Chamaremos lingua univoca, cdentifica ou exacta, -a
todo o sistema de expressao constituido por um determinado con
junto (finito) de sinais elementares e por.uma lei uniforme de
agrupamento, tal que: 1) dada uma expressao qualquer, € sempre
possivel saber se ela tem ou nao tem significado, nao podendo
verificar-se as duas hipoteses simultaneamente; 2) a uma mesma

expressao nao pode corresponder mais de um significado. As 1lin
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guas comuns nao satisfazem a estes requisitos: trata-se portan-
to de linguas plasticas, essencialmente dinamicas, mesmo abs-
traindo da evolugao externa — reproduzindo na sua mutabilidade
aquele fluir constante que caracteriza o mundo empirico. Uma
1ingua exacta, embora rudimentar, e ja o sistema de numeragao
arabe. Mas as linguas cientificas, por exceléncia, sdo os chama-
dos f4ormalismos rigorosos, constituidos pelos simbolos e regras
da LOogica matematica (adaptados, por exemplo, aos tipos finitos),
com a adjuncgao dos sinais primitivos e dos axiomas de uma dada
teoria. E facil ver entao que, em qualquer destes formalismos R
o conjunto dos entes que se podem definin Logicamente (§22) tera
a poténcia do numeravel. (1) Simplesmente — e € este 0 nervo da
questao — todo o formalismo rigoroso podera ser enriquecido com
a adjuncdo de novos simbolos ou de novas convengoes simbolicas,
permitindo novas possibilidades de definigao, com a intervengao
de tipos superiores aqueles anterndormente usados. Por outro la-
do, nao ha nenhuma Lei formalizaveld a que possam Asubmetern-se
todas as possiveds ampliacdies de um formalismo, o que Aignifica
nia a possibilidade de um formalismo rigoroso definitivo.

Numa sua outra conferencia, Bernays (2), depois de fa

lar dos dois grupos de antinomias cantorianas — as que se redu-

zem ao paradoxo de Russelle as que se reduzem ao paradoxo de

(1) E preciso contudo nao perder de vista que uma 1ingua absolutamente
exacta, rigida, ndo passa de uma aspiragao jamais realizavel. Em parti
cular, uma lingua exacta supoe certas condigoes materiais, que nao sao
perfeitamente realizaveis: superficie plana indefinidamente prolongavel,
etc.

(2) BERNAYS (II).
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Richard — chamou a atencao para a correspondencia que se veri-

fica entre estes dois grupos de antinomias e as duas seguintes
concepcoes filosoficas: a de Platdao sobre o mundo das ideias e
a de Leibniz sobre uma 1ingua cientifica universal. Do mesmo

modo que o paradoxo de Russell exclui o platonismo absoluto, o
paradoxo de Richard torna impossivel a realizagao integral da

aspiracao de Leibniz (de que nasceu a LOgica matematica). Como
nota Carnap, (1) "tudo 0 que ¢ matematico e formalizavel; ponrem
a Matematica ndo se esgota num anico sistema, mas necessita de

uma senie Anfinita de Linguas cada vez mais ricas"

E precisamente a impossibilidade de fixanr wuma regra
que baste para definir qualquer numero de classe Il ou que bas-
te para definir qualquer numero real (em particular um sistema
universal de notagoes, como o da numeracao arabe para os nume-
ros inteiros, e, neste caso, impossivel) que leva certos empi-
ristas moderados, tipo Borel, a nao admitir a totalidade ‘dos
numeros de classe II ou a. totalidade dos numeros reais. Toda
via, a admisséo destas totalidades ndo conduz a nenhum parado
xo do grupo do paradoxo de Russell. Pelo contrario, e um para
doxo no genero do de Burali-Forti que surge ao supdr Que o0s
axiomas ;]-;4, :5’:6 nao podem ser simultaneamente verificados
pois que tal equivale a admitir que a axiomética.;]-;4,:5,m,:%
admite uma solugao maxima, isto €, que existe um conjunto bem
ordenado numerével tal que qualquer outro nas mesmas condi

coes € isomorfo a um subconjunto do primeiro.

(1)  CARNAP (III).
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A fim de precisar as ideias que acabo de expdr, vou in
dicar um modo de construir nureros transfinitos, mediante defi
nigoes de altura finita. Introduzamos entao, sucessivamente,as
seguintes convencgoes:

1) Poténcia de um operador unitario ¢. Define-se imedia-

tamente por inducio finita ¢%= I;4(N*1)_ P

=¢ .9
2) Chamaremos £Zimite de uma Aucessdo numeravel de nimeros

ordinais 3715355...,3 ., € representaremos por 11'mn a_ o pri-

n®>"" n

meiro numero ordinal que goze da propriedade de nao ser anteri-

or a nenhum dos termos da sucessao.

3) Representando por F] a classe dos operadores unitarios
(univocos) de tipo 1, por F% a classe dos operadores que a cada
operador pertencente a F] fazem corresponder um operador perten
cente a F] e assim sucessivamente, o operador £im podera ser

prolongado a cada um destes conjuntos, tal como segque:

(1imn1¢n) (x) = 1imn(1¢n(x)) e de um modo geral

p+1 p+1

(

s (o))

(vim P76, ) (Pe) = 1im ( N

em que p, na posicao de indice ‘superior esquerdo, indica que o

operador correspondente pertence a Fp.

4) Finalmente, definiremos uma sucessao de operadores
zy,3y,...,Py,..., tal como segue:

Loy Py (Po) = 1im Po"

2 1 .
y( ¢) = 11mn n

Obtém-se deste modo uma sucessdo de processos de defi
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nigcao de altura finita, englobaveis num processo anico, median
te 0 operador Yy de tipo trans findito. Para avaliar a potéencia
deste processo bastara dar os seguintes exemplos (sem passar do
tipo 2):

2 2

(“y(suc))(0) = ws( 2,2 2

y(suc)) (w) = 2ws3("y"(suc))(0)=w

2 3
( Yy (suc))(0)

wu);(qu (suc)) (0) = e (representando por ¢

w
o limite de sucessdo w,w”,0" ,...) etc. (1)

Podemos agora imaginar uma definigcao de altura trans
finita, formalizavel mediante novas convengoes simbolicas: a de

finicao do limite da sucessao

(By (suc))(0), 0y (3v)) (sue)) (0),(((*v(3v)) (By)) (suc)) (0),...

Sera este numero efectivamente de altura transfinita,
isto e, nao sera possivel construi-lo por uma definigao de al-
tura finita? Eis uma questao a que nao procuro responder. Entre
tanto, notarei que no artigo de Hilbert "Uber das Unendliche"
(2) pode ver-se uma possibilidade de, por metodos de recorren-
cia, fazer corresponder a cada numero ordinal k, ja definido, uma
fungao de inteiros de altura k. Neste trabalho, cujo objectivo
principal € o de fornecer um esbogco da resolugao do problema do
continuo (que consiste em saber se a poténcia do continuo coin-

cide com o numero cardinal N]), Hilbert serve-se do esquema ge

(1) A existéncia de numeros transfinitosde altura finita sugere imediata
mente 0 seguinte problema: existina um nimerto de classe 11, cuja al-
tuna seja precisamente Ligual a k?

(2)  HILBERT (I).
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ral indicado no §43 e procura mostrar como todo o numero de clas
se Il sera atingivel por processos de recorréncia, mediante uma

ampliacao natural do formalismo.

Convem ainda notar que €& sobre os factos acabados de
expOr que se baseia a demonstragao do notavel teorema de Goedel (1)
segundo o qual & impossivel atingirn a demonstracao da nao con-
trhadicdo de um formalismo Logico-matematico, utilizando unica-
mente 04 medlosd oferecddos por este formalismo. Em particular ,
tem-se que, ao contrario do que supunham os promotores da ari-
tmetizagcao da Analise, ndao & possivel reconduzir a n3ao contradi-
¢ao da teoria dos numeros reais (ou dos numeros de classe II)
a nao contradigcao da teoria dos numeros inteiros. Trata-se, por

tanto, de graus divensos de Ldealizagao.

Uma ideia tentadora seria a de eliminar da Matematica
as definigOes de altura transfinita. Que interesse podem vir a
ter semelhantes definicoes, nao so0 na pratica, mas ate no decur-
so de uma teoria? Porem, tal medida significaria de novo o re-
gresso ao numeravel — e e preciso atender a que, em tal hipote
se, certas teorias, como por exemplo a teoria da medida de Le-

besgue , seriam pura e simplesmente aniquiladas.

Antes de terminar este §, convira notar que o anterior

(1) Na sua originalissima demonstracao, Goedel estabelece uma correspon
dencia biunivoca entre as expressoes do formalismo considerado e os
numeros naturais mediante a decomposicao destes em factores primos.
Nestas condigoes, a s4intaxe do formalismo, isto e, as constantes 10-
gicas, os conceitos de definicao, de demonstracao, etc. aparecem sob
a forma de fungoes e relagoes recorrentes.
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processo  de construcao de numeros transfinitos se pode apli-
car mutatis mutandis , a construcao de fungoes de uma variavel in
teira (e portanto de numeros reais): bastara interpretar o simbo-
1o suc como indicativo da adi¢ao de uma unidade e o simbolo £im
como indicativo, por exemplo, da passagem de cada sucessao
¢](n), ¢2(n),...,¢p(n),... a funcdo y(n) tal que y(n) = ¢n(n) +1
(processo da diagonal).

Obteremos assim, em particular, uma formalizagao do

conhecido processo intuitivo de formagao de fungoes sucessiva-

mente mais crescentes (1).

48.— 0 PRINCIPIO DE ZERMELO.— Concentremos um pouco a

atencao sobre o principio de Zermelo, varias vezes aqui citado.

Seja F uma familia qualquer de conjuntos nao vazios ,
que podemos supor incluidos num sistema [U;P], como conjuntos
de tipo 1. 0 principio de Zermelo afirma simplesmente a exis-
téncia de um operador univoco O (operador de escolha) que, a
cada conjunto X de tal familia faz corresponder um elemento do
Q LGJ) [(XeF) M 8 (X)eX].

Uma demonstragao finitista de tal principio deveria efectuar-se

mesmo conjunto; isto e; em simbolos

segundo um, pelo menos, dos metodos seguintes: 1) por redugdo
ao absurdo; 2) por via construtiva, isto €, indicando um modo
de , para cada F, definir logicamente um tal operador © a par
tir das relagoes primitivas. E claro que uma restrigao devera,

desde logo, ser imposta: osistema  [U;P] deve ser indeformavel.

(1) Veja-se, por exemplo, R.BAIRE (I), p. 24.
Ainda sobre a definigao de numeros ordinais, veja-se CHURCH (I),
KLEENE (I,II,IIT), TURING (I,II), CHURCH and KLEENE (I)
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A escola polaca dedicou-se ao trabalho de estabelecer
varias proposicoes equivalentes a este principio. Todavia a pos-
sibilidade de uma demonstracgao geral de tal proposigao parece
excluida.

Tudo se passa como se este principio admitisse a pos-
sibilidade de construir o qperador © , escolhendo, um por um,
os pontos que tal operador faz corresponder aos diversos conjun
tos, o que, no caso de F ser infinita, e manifestamente impos-
sivel. Contra tal interpretag&b reagem, porem, 0s zermelianos,
entre os quais Fraenkel (1) que insistem sobre o caracter pura-

mente existencial do referido principio.

Entre as duas posigoes extremistas a respeito do prin-
cipio de Zermelo — empirismo e platonismo — parece-me que 0 mais
razoavel ser3d o ponto de vista intermédio, adoptado por Sier -
pinski, que reconhece em tal principio uma util hipotese de tra
balho, devendo todavia fazer-se o possivel por estabelecer em ca
da caso, um processo construtivo de escolha. E nesta ordem de
ideias serao sempre interessantes as investigacoes tendentes a
determinar uma lei de escolha, aplicavel a familias de conjun-
tos tao extensas quanto possivel; assim por exemplo, Guido As
coli (2) conseguiu demonstrar o principio de Zermelo (por um
processo todavia nao construtivo, no sentido intuicionista)
para as familias dos conjuntos fechados e dos conjuntos abertos,

de um qualquer espaco metrico separavel completo.

Nio me parece, contudo, muito aconselhavel a designa-

cao de "axioma" dada comummente a tal principio: trata-se an-

(1) FRAENKEL (I1I).
(2) GUIDO ASCOLI (I).
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tes de uma hipotese meta-matematica, como a hipotese de ndo-

-contradicao da Aritmetica, a hipotese do continuo, etc.

Recordemos, por ultimo, que uma das proposicoes equi-
valentes ao principio de Zermelo € a da bem-ordenabilidade de
qualquer conjunto. Por outro lado, resulta do teorema I enunci
ado no §41, que todo o conjunto bem ordenado e indeformavel . Ve
remos assim transformado o problema posto no §: podemosnBsaij
mar que todo o elemento de um conjunto indeformavel se pode ex-
primir logicamente nas relagoes primitivas? Ja vimos o estudo
da questao para os numeros de classe II. Notemos no entanto que,
intuitivamente, se tende para resposta afirmativa: se um elemen-
to nao e individualizavel, e portanto discernivel logicamente
de certos outros elementos (como o numero i e indiscernivel do
numero -i, por meio das nogoes primitivas usuais) parece que
deve existir um automorfismo do sistema que transforme esse ele

mento em qualquer dos outros. Tornaremos adiante a este assunto.

49.— CONDENSAGAO.— Alem da relativizagao, ja estudada
no §34, um outro processo de formagao de novos sistemas, a par

tir de sistemas dados, € aquele a que chamarei condensacdo.

Sejam [U;P] um conjunto organizado e C uma repartigio
de U. Introduzamos no conjunto C uma organizacao tal como segue:
Se representarmos por ¢ aquela transformagao univoca de U em
C, que faz corresponder a cada e]ementq x de U a celula da re
particao a que x pertence, e se prolongarmos ao conjunto P o

operador ¢ segundo o processo indicado no §32, tomaremos para
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conjunto de relagoes primitivas sobre € o conjunto R das rela-
goes ¢*(a) em que aeP e ®* € o prolongamento de ¢ a P (1). Re-
sultara assim definido um sistema [?;R] a partir do primeiro,e
€ facil ver que nao so0 a transformagao ¢ e, por defini¢ao, um

= A . * .
homomorfismo de [U;P] em [C;R] a respeito de & , mas ainda:

Teorema: Consideremos dois sistemas [UsP] , [V;Q zais
que o segundo sefa a imagem homomorfica do primeiro, por intehr
medio de uma transformacdo univoca 6, a hespeito de uma transfohr
macdo biunivoca o de Pem @Q; e sefa C a reparticdo determinada
em U porn 8 (tomando para celulas as imagens completas Linversas
dos elementos de V). Em tal caso, a transformagao biunivoca e*
tal que 0% .9=0 send um homomongismo de [?;R] em [V;9] a nesdped

* * o
to da trhansformacao biunlvoca: ¢ = 0.9 1 de Rem Q

Este teorema pode ser completado com a seguinte proprie
dade: a organizacdo R introduzida em C por condensacdo de P e
a anica que verifica a condicdo de todo o homomornfismo 6 de
[UsP] num outro sistema [V3;Q] se traduzin num homomorfismo biu
nivoco de [C3R] em [V;9], quando C ¢ a reparticdo determinada
em U por 8.

0s anteriores resultados concretizam-se em numerosas
proposicoes das teorias dos grupos, dos aneis, dos espagos to-
pologicos, etc. Por outro lado, visto que a transformacao ¢ a
que nos referimos € um homomorfismo (e um homomorfismo de natu

*
reza particular, pois que se tem ¢ (a) = ¢ (a), qualquer que se

. *

(1) Para evitar faceis confusoes, represento aqui por & o operador ¢
prolongado a P; com efeito, ndo se trata do mesmo operador, visto que
os dominios de existencia s3o diversos (veja-se §11).
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ja aeP) podera aplicar-se a condensagao,mutatis mutandis , quanto

foi dito para os homomorfismos.

Em particular, condicdo necessaria e suficiente para
que uma hreparticao H de um grupo G se torne, por condensag¢ao, um
novo ghupo, e que a familia H seja constituida pelas classes
nesto de G em nelagao a um seu subgrupo invariante N3 e entao H

sena precisamente o grupo cociente G
N

Por outro lado, toda a reparticao de um espago topold
gico de Kuratowski sera ainda, por condensagao, um espago topo

Lo0gico de Kuratowski. (1)

0 conceito de condensacdo esta intimamente relacionado
com um outro conceito — uma relagao de ordem parcial entre as
organizagoOes possiveis sobre um mesmo conjunto fundamental — con-

ceito ja posto em evidencia para o caso das topologias.(2)

Abstenho-me todavia, por falta de tempo, de desenvol-

ver aqui esta ideia.

(1) Veja-se por exemplo, ALEXANDROFF und HOPF (I) Zerlegunsgraum, p.62.Po
dera ai avaliar-se o interesse e o poder de sintese do conceito geral
agora introduzido.

(2) Num meu trabalho inédito, estudo a comparacao de topologias em espa-
cos muito gerais. No meu trabalho "Les ensembles fesames et Le probleme
de Wienen", aplico o mesmo conceito.
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CAPITULO III. — ESTUDO DOS AUTOMORFISMOS E DOS ENDOMORFISMOS

DE UM SISTEMA QUALQUER.

50.— CONJUNTOS UNIVOCAMENTE FECHADOS NUM SISTEMA.— BA
SE LOGICA DE UM CONJUNTO.— Consideremos um sistema [U;P] e um
subconjunto V de U. Diremos que uma relagao o (de grau finito
ou infinito) se pode expaimin univocamente em V, quando a Se po
de exprimir logicamente nas relagoes P e nos elementos de V. Di
remos ainda que o subconjunto V de U e univocamente fechado nes
te sistema, quando todos os elementos de U que se podem expri -

mir univocamente em V pertencem a este mesmo conjunto.

Exemplosd: 0 conjunto dos numeros inteiros nao e univo
camente fechado no seio do conjunto dos numeros racionais, com
as relagbes primitivas comuns. Pelo contrario, todo o plano sera

univocamente fechado no espaco euclideano ordinario.

Sera facil ver que, qualquer que sefa a gamilia F de
confuntos undivocamente fechados, a internsec¢ao de tais conjun-
tos serna ainda univocamente fechada. Em particular, a intersec-
cao K dos conjuntos univocamente fechados que contem um dado con
junto A sera o menor dos conjuntos que gozam de tal propriedade;
diremos entao que K e fogicamente gerado por A, ou que A €& uma

base Logica de K.

Note-se que o conjunto vazio pode nao ser univocamente
fechado; € o que sucede, por exemplo a respeito do conjunto dos

numeros reais ou do conjunto dos numeros complexos, tomando como
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primitivos os conceitos de .subtracgao, divisao e desigualdade
(entre modulos); o conjunto logicamente gerado pelo conjunto
vazio coincide, no primeiro caso, com o conjunto fundamental,e

no segundo caso, com o conjunto dos numeros reais.

Pelo contrario, nos espagos topologicos o conjunto vazio
e univocamente fechado. De um modo geral, nos sistemas algebri
cos (grupos, aneis, corpos, etc.) o conjunto vazio nao e univo
camente fechado, o que equivale a dizer que em tais sistemas
existem necessariamente elementos que permanecem fixos para to
dos os automorfismos. Em particular, se o conjunto fundamental
admite como base lo0gica o conjunto vazio, tratar-se-a, manifes

tamente, de um sistema indeformavel.

Dados um sistema [U;P], um subconjunto V de U e um
subconjunto W de V, chamaremos ainda base Logica de V, a respei
to de W, a toda a famila {ai} de e]émentos de V, tal que todo
0 elemento de V se possa exprimir univocamente em W e nos ele-
mentos a, (1). Diremos alem disso que duas familias {ai}’{bi}
de elementos de U, constituem bases Logicas equivalentes a
respeito de W, se os conjuntos logicamente gerados por cada uma
destas familias sao identicos entre si. Uma base l0gica {ai}
de V, a respeito de W, dir-se-a minima, se nao for equivalente
a nenhum seu subconjunto proprio; e, em tal caso, dir-se-a
ainda que os elementos a, sao Logdcamente @ndependente&a res -

peito de W.

(1) E claro que nd3o sera necessario supor, a respeito dos conjuntos V e
W, que eles sao univocamente fechados,
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Exemplo : Uma base l1ogica minima do conjunto dos nume-
ros complexos a respeito do conjunto dos numeros reais (com os
conceitos primitivos usuais) podera ser constituida por qualquer

numero nao real, em particular o numero i.

E claro que nem sempre um conjunto V admitira uma base
1ogica minima a respeito de um seu subconjunto W, o que, eviden
temente, so acontece quando V nao admite uma base logica finita
a respeito de W. E tambéem manifesto que, no caso geral, o con-
junto V podera admitir mais de uma base logica minima; por ou-
tro lado, duas bases minimas nao serao, necessariamente, forma
das pelo mesmo numero de elementos, como se pode verificar a

respeito da teoria dos corpos.

NOTA.— Comecei por introduzir o conceito de base 10gi

ca de um conjunto V, sem referencia a nenhum outro conjunto.

E facil ver agora que se trata, precisamente, da base
logica de V.a respeito do conjunto vazio. Este facto sugere uma
convengao comoda e sugestiva: diremos "base Logica de V/W" em
vez de "base Logica de V, a rhespeito de W". De resto, uma con-

vencao simbolica analoga se pode encontrar na teoria dos corpos.

51.— RELAGOES IRREDUTIVEIS NUM CONJUNTO.— Dados um sis
tema U e um subconjunto V de U, direi que uma relagao “(;i) de
tipo 1 e de grau finito ou infinito, univocamente exprimivel
em V, € innedutivel neste conjunto, quando, dada uma outra re-

lagao B(xi), do mesmo grau e do mesmo tipo, univocamente expri

mivel em V e compativel com o (isto &, que tenha pelo menos
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uma solugcao comum) se tem necessariamente.
oz(;i) cB(_;i) 3

isto e, toda a solucao de o sera ainda uma solugao de B.

Trata-se, manifestamente, da generalizagao do conheci
do conceito de irredutibilidade de uma equagao algebrica, a res
peito de um corpo que contenha os seus coeficientes; generaliza
cao efectuada a partir da propriedade caracteristica das equa -
¢oes irredutiveis, que entra em jogo constantemente nas demons
tragcdes da teoria de Galois: Dada uma equagdo algebrica f(x)=0
innedutivel num corpo K que contenha o4 seus coeficientes, qual-
quer outrna equacaoc 9(x)=0 de coeficientes em K, que tenha, pelo
menos, uma ‘so0lu¢do comum com f(x)=0, admitira todas as outras

raizes desta equacgao.

Sejam agora V um subconjunto de U, W um subconjunto de

Ve {ai} uma base logica de V/W.

E facil ver que existira pelo menos uma relagao univo
camente exprimivel em W e que admita Ei como solugao: a rela -
¢ao identica Yi::yi' Posto isto, consideremos a conjungao de to
das as relagoes &(x) que admitem Ei como solugao; isto e, con-

sideremos a relagao p(Yi) tal que

N

(a)  o(x5) = p3.y E(x;)
1

ou, 0 que e equivalente,

(b) o=1n{n(31~) n [c(a;) ; (nce)l}
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supondo, além disso, que as variaveis &,n,¢ representam rela-

¢O0es univocamente exprimiveis em W.

Podemos agora demonstrar por reducao ao absurdo, que
a relacao p € irredutivel em W. Com efeito, supondo que existem
pelo menos, uma solugao Bi de p e uma relagao a, univocamente
exprimivel em W, tais que Ei seja solugao de o, mas EA ndo seja
solucao de a,a relagao p* tal que p*(?i)zp(ii) n m(a(Yi)) sera
ainda univocamente exprimivel em W, admitira a solucdo 51 de p,
e, contudo, ndao admitira a solugao Bi da mesma relacao, o que

e manifestamente contrario a (b).

E preciso notar, porem, que tais raciocinios se apoiam
sobre a hipotese de que a relagao atras definida e univocamente
exprimivel em W, o que, atendendo ao modo como foi introduzido
este UTtimo conceito no § anterior, nao se pode considerar evi-
dente. Para manter a legitimidade das afirmacOes feitas, sera por
tanto necessario alargar o significado da locugao "exprimin uni
vocamente" ,admitindo a existéncia, em qualquer caso, da intersec
¢ao de todos os conjuntos que gozam de uma dada propriedade. De
resto, uma tal concessao de caracter quase combinatorio € cor
rente em toda a Matematica ndo intuicionista. Lusin por exemplo
chama-lhe pnrincipio do minimo, a proposito do corpo de Bo-
rel. (1) Notemos, por outro lado, que tambem os teoremas de
existéncia que se encontram nos fundamentos da Analise (mExi
mo e minimo das fungdes continuas , continuidade uniforme,
etc.) nao sao demonstrados canstrutivamente, como resulta da

critica intuicionista. A respeito da referida concessao, deve

ra manter-se, portanto, uma atitude analoga a que Sierpinski

(1) LUSIN (I).
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aconselha para o principio de Zermelo: admitirn a exdstencia no
caso geral, como hipotese comoda de trabalho; procurar demons-

thagoes construtivas, em cada caso particulanr,

Uma vantagem se obtem, pelo menos, com tal atitude:nao
sera preciso repetir constantemente a hipotese "suponhamos que

exidte a internseccdo, ete." (1)

52.— TEOREMAS FUNDAMENTAIS.— Dado um conjunto organi-
zado [U3P], sejam V um subconjunto univocamente fechado de U;W
um subconjunto de V, e {ai} uma base logica de V}W. Seja, por
outro lado, p(;i) a relagao irredutivel em W que admite ;i como

solugcao. Podemos entao estabelecer os seguintes resultados:

I) 048 i{somongismos gontes (§36) que, dedixando f§4ixo04
todos o4 elementos de W, transformam V em subconfuntos V',V",...
de U 8do constituidos por aquelas thansformacoes biunivocas 8
de U que gazem corresponder a cada elemento y=¢(31) de V, o
elemento 6(y)=¢(51), em que Ei designa uma solucdo qualquer de
D(Yi) determinada para cada 6.

I1) Se todas as so0lucoes de p estao contidas em V, 04
Lsomongismos gontes de V que dedxam fixos o4 elementos de W

trans formam o conjunto V em 51 mesmo, L{8to ¢, reduzem-Ae acs au

tomonfismos fortes de V que dedixam f4ixos o4 elementos de W.

Demonstragcao do teorema I, Suponhamos, em primeiro lu

gar, que as relagoes P sao todas de tipo 1. Seja entao 6 um iso

(1) A questao podera ainda ser estudada do ponto de vista da teoria dos
tipos, o que nao fiz por falta de tempo.
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morfismo forte de V que deixe fixos todos os elementos de W;
como, por hipotese, a relacdo p & univocamente exprimivel em

W, ela sera conservada por 6, e portanto a so]ugSo 31 de p

sera transformada numa outra solugao bi= e(ai) de p. Por outro
lado, visto que {ai}élmatmse16gnn de V/W, cada elemento y de
V sera susceptivel da representagao y=¢(§i) em que ¢ designa
um operador univoco que por ser univocamente exprimivel em W,
sera tambem respeitado por 6. Ter-se-a portanto e(y)=¢(e(§i))=
=9(b,).

Reciprocamente, seja 6 uma transformagao que fagca cor
responder a cada elemento y=¢(§i) de V o elemento e(Y)=¢(Bi)’
em que Bi designa uma solucao de p. Ve-se imediatamente que 6
nao so deixara fixos todos os elementos de W, mas sera tambem
uma transformagao biunivoca de V em 6(V) (1). Alem disso, qual
quer que seja a relagao a(y1,y2,...), logicamente exprimivel
nas relagoes P, cada solugao (c],cz,...,) de o podera ser pos
ta sob a forma [¢1(a1.),¢2('51.),... ,] em que ¢;,6,,..., designam ope-
radores univocos e univocamente exprimiveis em W, o que mostra
que a proposicao a[¢](gi),¢2(§1),...,], e verdadeira, e que ,
portanto, se fizermos af(?i)za[¢](ii),¢2(;i),...,], a relagao
a*(Ii) assim definida, univocamente exprimivel em W, admite a
solugdao a, de p(ii). Mas, por hipotese, a relacao p e irredu-

i
tivel em W, logo, a solugao Ei de p sera tambem uma solugdao de

(1) E preciso notar porem que, nao sendo o operador p univocamente deter
minado para cada y, parece haver aqui uma intervengao do principio
de Zermelo. Uma andlise mais profunda mostrara que tal nao sucede
porem.
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a*(ii), isto €, a proposigao a[¢1(Ei)’¢2(Ei)""’]’ ou o que @
0 mesmo, a proposigao a[e(c1),8(c2),...], serd verdadeira. Tem-

-se portanto:

0‘()’]:.y2s--~)C°LEe(.V])’e()’z)“"]
e analogamente

u[@(y]),e(yz),...] c:on(y.l,yz,...)

para toda a relagao a univocamente exprimivel em W, e relativi

zada a V; o que significa que 6 € um isomorfismo forte de V.

No caso de algumas relagoes P serem de tipo superior
a 1, bastara efectuar previamente uma mudanca de conjunto fun-
damental que reduza todas as relagOes primitivas ao tipo 1. E
facil ver que os isomorfismos fortes de V, antes e depois da mu

danca, ser3ao os mesmos, aparte a linguagem.

DEMONSTRAGCAO DO TEOREMA II. Seja Ei uma solugao qual-
quer de p;stem-se, por hipotese, {bi} c V, donde, representan

do por 6 o isomorfismo de V que resulta de substituir Ei por

bi: (V) < V. Trata-se entao de demonstrar que se tem recipro

camente, V c 6(V) e portanto V=06(V).
Visto que {bi}c:V e que {ai} € uma base logica de V/W
existira um operador ¢, univoco, miltiplo (§14) e univocamente

exprimivel em W, tal que Bi= ¢(31).

Ponhamos entao

U

OL(Xi): 2 {[I-i= 6(?1)] np(yi)}.

1
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Imediatamente se vé que a relagdo a € univocamente ex
primivel em W e que, alem disso, admite a solugao Ei de p. Mas
a relacdo p e por hipotese irredutivel em W; logo, Ei sera tam
bem uma solugao de a, o que, atendendo ao modo como foi defini
da a relagdo, significa que existe uma solugao Ei de p tal que

a;= 5(31). Mas, ainda por hipotese, a familia {ci} esta conti-
da em V, donde se conclue, atendendo novamente a que {ai} € uma
base logica de V/W, que existe um operador y univoco, maltiplo,
e univocamente exprimivel em W, tal que Ei='$(Yi)donmeE}ﬂﬂﬁﬂcm
(recordando que 31=$(ci)).

Entao, se fizermos

B(x;) = {xy= V[B(x;]}

ve-se que a relagao B, univocamente exprimivel em W, admite a
solugao Ei de p, 0 que, por ser p irredutivel em W, implica que
B admitira tambem a solucgao Ei; isto e, ter-se-a: Ei= E[$(Ei)]

ou ainda Ei= u(b;).

Visto que {ai} e uma base logica de V/W, cada elemento
k de V sera susceptiyvel da representacao k=x(31), em que yx de-
signa um operador univoco e univocamente exprimivel em W; entdo,
atendendo ao ultimo resultado, ter-se-a k=x[$(51)] ou, abrevia
damente k=X*(Ei) sendo ainda x*, como & ficil ver, um operador
univoco e univocamente exprimivel em W.E, como k & arbitrario,

tem-se que {b.} e ainda uma base logica de V/W, o que significa

que 6(V)=V, gq.e.d.



293

53.— CONJUNTOS NORMAIS; GRUPO DE GALOIS DE UM CONJUN
TO NORMAL.— Vimos no §38 que: 1) o produto de dois automorfis
mos € ainda um automorfismo; 2) a transformagao inversa de um
automorfismo € ainda um automorfismo. Tal significa, como se sa
be, que a familia dos automorfismos de um sistema constitue um
grupo a respeito da multiplicacao que no §13 foi definida en-
tre operadores. Analogamente, sera facil ver que a familia dos
automorfismos fortes de um conjunto univocamente fechado V, que
deixam fixos 0s elementos de um seu conjunto W, -sera ainda um

grupo a respeito da mesma operagao.

Posto isto, dados um sistema [U;ﬁ], um subconjunto V
de U, univocamente fechado, e um subconjunto W de V, diremos
que o conjunto V e noamal a respeito do conjunto W, se existe
pelo menos, uma base logica {ai} de V/W, tal que todas as so-
lTucoes da relacao irredutivel p(x) que admite Ei como solugao
pertencam a V. Chamaremos entao grupo de Galois do conjunto
normal V a respeito do seu subconjunto W, ao grupo dos auto-
morfismos fortes de V, que deixam fixos os elementos de W. Fi
nalmente, dada uma base 1lo0gica {ai} de V/W, e uma relacao p
irredutivel em W que admite 31 como solugao, diremos que p €
uma resolvente de Galois de V a respeito de W, ou simplesmente
de V/W.

As razoes da terminologia agora introduzida parecem-
-me bastante manifestas, para que ndo seja necessdario indica-
-las.

Podemos ainda estabelecer os seguinte resultados:
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— *‘ -
ITI) Se V e noamal a nespeito de W, e p e uma relagao
innedutivel que admite uma s50fLugdo em V, todas as solucdes de

* -
p penrtencerao a V.

IV) 0 conjunto Logicamente gerado pelo conjunto vazio

¢ normal a respeito do conjunto vazio.

V) Dada uma famifia F, qualquer, de conjuntos normais
a nespedito de W, a intenseccao dos conjuntos de tal familia se

ra ainda um confunto normal, a kespedlto de W.

A demonstracao destes teoremas nao oferece qualquer difi-
culdade.

Chamaremos simplesmente conjunto normaf a todo o con-
junto normal a respeito do congjunto vazio. Notemos que em todo
0 sistema [U;P] existe um conjunto normal maximo: o0 conjunto
fundamental U; e um conjunto normal minimo: o conjunto logica-
mente gerado pelo conjunto vazio. Em particular, nas considera
coes anteriores, podemos supor V=U e W=0. Ve-se entao que, se
for {a;} uma base 1dgica de U, e p uma relacao irredutivel
(em 6) que admita a, como solucdo, os automorfismos de (Usp]
serao dados pelas substituigoes de Ei pelas diversas solugoes

ass bi’

de p.

54 .— UNIVOCIDADE NO SENTIDO RESTRITO.— Suponhamos agora
que todas as relagoes primitivas do sistema [U;P] sdo dadas sob
a forma de operadores univocos de tipo 1, de grau finito ou
infinito. Dado entao um subconjunto V de U, diremos que um

elemento x de U se exprime operatoriarmente em V, quando se pos
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sa obter a partir dos elementos de Y, mediante um nﬁmero fini-
to de aplicagoOes sucessivas dos operadores primitivos. Diremos
que um operador € operatoriamente exprimivel em V , quando se

possa obter, a partir dos operadores Pe dos elementos de V, me
diante um numero sucessivo de aplicagOes sucessivas, das opera
¢oes seguintes; 1) sobreposi¢cao de operadores; 2) substituigao
de um ou mais argumentos dos operadores por elementos de V. Fi
nalmente, dfremos que uma relacao € operatoriamente exprimivel
em V quando se possa obter, ligando pelo sinal = duas fungoes

operatoriamente exprimiveis em V. (1)

Posto isto, o subconjunto V de U dir-se-a operatornia-
mente gfechado se todos os elementos de V que se podem exprimir
operatoriamente em V pertencem ainda a este conjunto. Analoga-
mente, se introduzira a nocao de base operatoria de V a respei-
to de um seu conjunto W. Em particular, o conjunto vazio sera

sempre operatoriamente fechado.

As locugoOes "exprimin operatoriamente no conjunto vazio"
e "exprimin operatoriamente nos conceitos primitivos" serdo con

sideradas equivalentes.

Exemplo: Se o sistema [U] for um corpo e as operagoes

(1) Convem salientar que o conceito de "exprimin operatoriamente" corres-
ponde a mais rigorosa acepgao de "exprimin comstrutivamente",pois que
nem sequer a recorréncia aqui intervem.
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considernadas primitivas, forem a subtracgao e a divisao (1), €
facil ver que: a) as fungOes operatoriamente exprimiveis num
dado conjunto V serao as fungoes racionais de coeficientes em
V; b) as relagoes operatoriamente exprimiveis em V, serao as
equacoes algebricas de coeficientes em V; ¢) os conjuntos ope-
ratoriamente fechados serao os subcorpos de [U]; d) o conjunto
operatoriamente gerado Pela unidade € o sub-corpo fundamental
de U, o qual como se sabe, ou € isomorfo ao corpo racional (e
entdo [U] tera caracteristica 0) ou & isomorfo ao corpo das clas
ses-resto em relagao a um modulo primo p (e entao o corpo sera

de caracteristica p).

Uma relagao a(?i) dir-se-a {nnedutivel no sentido hes-
thito a respeito do subconjunto V de U, quando: 1) a € operato
riamente exprimivel em V; 2) dada uma outra relagao B(xi) do
mesmo grau, operatoriamente-exprimivel em V e compativel com a,
ter-se-a, necessariamente o<B, isto &, todas as solucOes de «

serao ainda solugoes de B.

Poréem, dado um subconjunto V de U, e uma base operat§
ria {ai}de V, a respeito de um seu subconjunto W, ja ndo podere
mos afirmar que existe necessariamente uma relacgao p(?i), irre

dutivel em W no sentido restrito e que admite 31 como solugao.

(1) Um facto interessante € este de se poder exprimir operatoriamente a
soma e 0 produto na diferenca e no cociente, e de nao se poder efec
tuar, operatoriamente, a definigao inversa, a qual exige., manifesta
mente, o emprego do quantificador de existencia. E este facto que per
mite apresentar sucintamente, em termos de diferenca, e de cociente,
a condigao necessaria e suficiente para que um subconjunto de um cor
po seja, por relativizacao, ainda um corpo.
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Para que tal suceda sera necessario (e suficiente) que a conjun
cdao de todas as relacOes, operatoriamente exprimiveis em W, que
admitem 31 como solucao, seja ainda uma relacao operatoriamente
exprimivel em W. E isto o que se verifica, sistematicamente, a
respeito dos corpos, quando a base e constituida por um so ele-

mento e, como se sabe, &€ sempre possivel escolher uma tal base,

quando V e .uma extensao algebrica separavel de W (1).

Posto isto, € facil ver agora que, substituindo o con-
ceito de "expadimin univocamente" pelo conceito de "exprimin ope:
ratorniamente", o teorema I (§ 52) conservara toda a sua valida-
de, enquanto o teorema II devera ser completado com a restrigao
de que a relacao p admita apenas um numero finito de solugoes (2).
Todas as consideracoes ulteriores serao pois aplicaveis a este
caso, tendo em conta as limitagoes introduzidas. E, deste modo,
se reencontram, no caso dos corpos, as proposicoes da teoria de
Galois, que se trata agora de generalizar a sistemas quaisquer,
segundo os dois pontos de vista; restrito (construtivo) e lato

(descritivo).
Um problema interessante a resolver e o seguinte:
E evidente que o grupo dos automorfismos foxtes de um

conjunto normal V, a respeito de um seu subconjunto W, esta con-

tido no grupo dos automorfismos {fracos de V, a respeito de W.

Podena agirmarn-se, em geral, que 05 dols grupos coin-
cidem?

Pois bem: a nesposta, no caso da univocidade restrhita

(1) Veja-se, por exemplo, VAN DER WAERDEN (I).

(2) Abstenho-me de fazer aqui as respectivas demonstragoes, que nao apre-
sentam dificuldades.
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¢ afirmativa, se atendermos a que V ¢ um confunto restritamen-
te fechado e ao que 4oi dito nos §§ 34 , 35, a respeito das fun

coes Logicas conservadas por relativizacado.

A importancia deste resultado & manifesta.

55.— DETERMINAGAO DAS BASES LOGICAS.— POSSIBILIDADES
DE EXPRIMIR UMA RELAGAO NOS CONCEITOS PRIMITIVOS.— Coloquemo-
-nos de novo no ponto de vista inicial. Sejam,pois, W e V dois
subconjuntos, ambos univocamente fechados, de um sistema [U] .

tais que We V. Ter-se-a entao:

VII) Condi¢ao necessaria e suficiente para que um efemen
to k de-V pentengca a W e que todos 04 Lsomorngismos fontes de V
que dedxam f§ixos 04 elementos de W, deixem tambem §ixo o ele -

mento k.

VIII) Condig¢do necessaria e suficiente para que um subcon
junto {a;} de V constitua uma base Logica de V/W, & que o0 con-
junto {ai} sefa deformado (1) por todos os Lsomorfismos forntes
de V, distintos da Lidentidade, que dedixam f§ixos 04 elementos de
W.

DEM. DO TEOREMA VII.— Que a condicdo & necessaria, e

evidente. Demonstremos entao que ela e suficiente.

Sejam {a,} uma base 1ogica de V/W, p (x;) a relagdo
irredutivel que admite Ei como solugao, e k um elemento de V.

Ter-se-a: k=¢(31), sendo ¢ um operador univoco e univocamente

(1) Dizemos, naturalmente, que um conjunto A e deformado pela transformagao
® quando um, pelo menos, dos seus elementos & mudado por 8.
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exprimivel em W. Segundo o teorema I, os elementos em que @&
transformado k pelos isomorfismos fortes de V que deixam fixos
os elementos de W, serao todos os elementos, ¢(Ei), ¢(Bi) R
¢(Ei)"“’ em que 31,5131,... designam as diversas solugoes de
p. Mas, por outro lado, tais elementos serao as solugoes da re

lagao a tal que

a(y) L;{ {y=6(%;)]n o(X;)}

relagao univocamente exprimivel em W. Entao, se k permanece fixo
para todos os referidos isomorfismos, isto e, se todos os elemen-

tos ¢(Ei) s ¢(b.),... coincidem entre si, tal significa que a

;
relagdo o admite k como unica solugao, isto e, ter-se-a k =1ya(y) R
donde se conclui que k & univocamente exprimivel em W e que,
portanto, visto ser W univocamente fechado por hipotese, k per

tence a W, q.e.d.

DEM. DO TEOREMA VIII. Ainda neste caso, bastara de-
monstrar que a condicdo & suficiente. Fa-lo-emos por reducao ao

absurdo (1).

Seja entao {ai} uma famlia de elementos de V tal que o
unico isomorfismo forte de V, que deixa fixos todos os elemen-
tos de W e todos os elementos a, seja a identidade. Seja por
outro lado V o conjunto logicamente gerado pelos conjuntos {ai}ew;

a familia {ai} sera deste modo uma base 10gica do conjunto uni

(1) A demonstracao poderia igualmente ser feita por outro método. E
apenas por comodidade que adopto o metodo de redugdo ao absurdo.
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*
vocamente fechado V¥V , a respeito de W. Tem-se por outro lado que
* - . 3 - .
V esta contido em W, visto que V e univocamente fechado e que

*
{ai}c V. Resta portanto demonstrar que VcV .

Suponhamos entao que esta ultima condigcao se nao veri
fica e sejam: {k;} uma base logica de V/V*; p*(;i) a relacgao
irredutivel em v que admite Fi como solucao. E claro que p*
admitira mais de uma solucao, de contrario ter-se-a {ki}cV* e
portanto V=V*. Mas o facto de p* admitir mais de uma solugao,
significa justamente que existem isomorfismos fortes de V, dis
tintos da identidade, que deixam fixos todos os elementos de
V* e portanto todos os elementos de {ai}, o que € contra a hi
potese.

- - * -
0 absurdo resulta de supor que a condigao VcV se nao

*
verifica. Ter-se-a portanto V=V , q.e.d.

Do teorema VII deduz-se a seguinte importante conse-

quencia:

IX) Seja P um confjunto qualquer de helag¢oes sobre o
conjunto fundamental U. Condicdo necessaria e suficiente para
que uma refac¢dao sobre U seja univocamente exprimivel nas rela
cGes P, & que tal nelacdo seja conservada por todos o0s auto -

mongismos do sistema [U;P].

A demonstracao deste resultado far-se-a sem qualquer
dificuldade, imaginando convenientes mudan¢as do conjunto fun

damental e atendendo ao teorema VII.

Convem salientar que a proposicao IX costuma ser admi
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tida intuitivamente em tratados de Topologia, Algebra, etc.
Assim por exemplo, diz-se que "a Topologia consiste no estudo
das propriedades de um espago que se conservam por homeomorfis-

"

mo (isomorfismo topologico)" e acrescenta-se vagamente que "tais
propriedades saoc todas aguelas aue se podem exprimir logicamen-

te no conceito primitivo de fecho (ou derdivado, ou interior, etc.)"

Vé-se agora que a locugao "exprimin Logicamente" deve
aqul ser tomada naquela acepgdo quasi-combinatdoria que no § 51

foi dada a locugao "expramirn univocamente".

Em particular, obtem-se uma resposta ao problema posto
no § 27:

Um s4stema serd indeformavel, se, e 40 se, todos 05 4eus
elementos forem univocamente exprimivedis nas helagoed primiti -
vas .

£ preciso n3ao perder de vista, porem, que se trata aqui
de um criterio puramente existencial, uma vez que. tacitamente,
se admite a existéncia da interseccao de qualquer infinidade de
conjuntos, abstraindo dos meios de determinar. efectivamente,tal

interseccao.

56.— 0S GRUPOS DE GALOIS E AS SUCESSOES MONOTONAS DE
CONJUNTOS NORMAIS.— Entre a estrutura de um sistema e a estrutu
ra do seu grupo de automorfismos, existe uma interdependencia, ao
mesmo tempo simples e profunda, que € posta em relevo pelo seguin

te complexo de teoremas:

*
Dado um sistema [U;P] sejam: U um subconjunto normal
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*

de U 3 V um subconjunto univocamente fechado de U , ¢ W um sub-
*

conjunto qualquen de V. Sejam, por outro Rado: {ai} uma base

*
Logica de U /W, {ai} uma base 10gica de V/W. Entado:

X) Se p* e p forem as relagoOes irredutiveds em W que
* —

admitem como solucoes, respectivamente, a;, e a; e 4e gon ¢
um dos operadonres univocos e univocamente exprimiveis em W

tais que a, =9¢(a,) ter-se-a

XI) A nelLacao u tal que u(iﬁ) = [X; =9(X;)] ¢ uma re-

*
so0lvente de Galois de U a respedlto de V.

XII) Se forem G,H,K, nespectivamente, 04 grupos de aute
morfismos de U*/N,U*/V,V/N, uma condi¢ao necessaria e suficdent
para que V Aefa normal a nrespeito de W e que o grupo H sefa 4in
variante em G; e Ae esta condigdo e verificada, ter-se-a ainda

K=G/H .

DEM. DO TEOR. X. Ponhamos

pl(y'i) EL__'J {[)71 =_()T-i)] n p*(S(_i)..}
X+
i
Trata-se de provar que p=p'. Para isto notemos, em pri
meiro lugar, que p' € univocamente exprimivel em W, e admite a
solugao Ei de p, donde resulta que p' admitira todas as solu -
coes de p. Reciprocamente, toda a solugao de p sera também uma

solucdao de p' pois que, de contrario, a relagao p" tal que
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1

p"(_)z-) Eg {p\Y1)ﬂ [¥1=5(§1)]}
yi

- %
sendo univocamente exprimivel em W, e admitindo a solugdo a; s
nao admitiria contudo todas as solucoes de p*, o que & contra a
hipotese de ser esta relagao irredutivel em W. Tem-se, pois, como

se pretendia provar, p=p'.

DEM. DO TEOR. XI. — Bastara notar que u e univocamente
exprimivel em V e que todos os automorfismos de U a respeito de
- %
V, se obtem substituindo a, sucessivamente por cada umas das

*

- _%
solugoes as Bi"" de o.

DEM. DO TEOR. XII. — Demonstremos que a condigao enun-
ciada e suficiente. Seja entao Bi uma qualquer solugao de o
trata-se de provar que {b,}cV. Ora H e, por hipotese, um sub-
grupo invariante de G; donde resulta que todos os elementos bi
permanecem fixos para as transformagdes de H (1); alem disso H
e o grupo de Galois de U/V; logo, segundo o teorema VII (§ 55),

todos os elementos bi pertencerao a V,qg.e.d.

Suponhamos agora que o conjunto V &€ normal a respeito

* _* *
de W, e seja 6 um automorfismo de U /W que transforma a, emf%.
Entao, se for Bi 0 agrupamento em que se transforma 31. , € ¢ um dos

operadores univocos e univocamente exprimiveis em W, tais que
_ *

_ - N
a; = ¢(a1) ter-se-a ainda (19 teorema fundamental) Bi==¢(51).

Por outro lado, visto que V &, por hipotese, normal a respeito

(1) As transformagoes que deixam fixos os elementos bi sao, manifestamente
todas as transformagoes de forma eoe'] com oeH.
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de W, existira um outro operador ¥ uniyoco e univocamente expri
mivel em W tal que Bi= Y(ET) donde, atendendo as igualdades an-

teriores

3(V(33)) = X(F(FT] )
representando por Y um dos operadores univocos e univocamente
exprimiveis em W que transformam E: em E:. Mas a relagao a tal
que

a(X;) = [B(T(X;)) = X(F(%;))]
€ univocamente exprimivel em W e admite a solugao 3: de B*:logo
admitira todas as solugdes de p* 0 que significa, em particular,
que todas as solucgoes Yi de p*, tais que $(§A) =E} sao transfor
madas biunivocamente por 6 nas solugoes yi de p*, tais que
6(?1) = Bi‘ Segue-se imediatamente que eHe-]=H e,como 6 € wuma

transformagao arbitraria de G, tem-se, finalmente, que 0 grupo

H e invariante em G, g.e.d.

Vé-se agora facilmente que, segundo a ultima parte do

teorema, se tera K=G/H, desde que V seja normal a respeito de W.

Consideremos entao uma qualquer sucessao (1) monoOtona

V0<:V.| c V2c.v..CV1.c ...C,Vk= U

de subconjuntos de U, cada um dos quais a partir do segundo seja
normal a respeito do precedente, sendo o primeiro o conjunto
normal gerado pelo conjunto vazio, e o uUltimo o conjunto funda-

mental U. Em virtude do estabelecido, corresponder-lhe-a uma

(1) 0 termo "sucessdo" e aqui usado na mais larga acepgdo; isto e, o con-
junto de posigoes podera ser constituido por qualquer classe de nime-
ros ordinais.
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sucessao PsPpseeesPis de relagoes, cada uma das quais P sera

a resolvente de Galois de-Vi/Vi_]; e uma sucessao monotona

GODG]D ...DGiD...DGk= I

de grupos cada um dos quais G; e, para i>0,invariante no pre
cedente, e constitue o grupo de Galois de U/Vi, sendo o ulti-

mo constituido unicamente pela identidade, e sendo Gi/G 0

i+1
grupo de Galois de vi+j/vi ligado a relagdo irredutivel Pig] »
segundo o critério fornecido pelo teorema fundamental. As su-
cessoes anteriores correspondem, portanto, ao conhecido pro-

cesso das reducoes do grupo de Galois por adjungoes sucessivas.

Ocorre agora perguntar: Sera tambem verdadeira a reci
proca? Isto e, dado um conjunto normal V, a respeito de um seu
subconjunto W, e um subgrupo H de grupo de Galois de V/W, exis-
tira um subconjunto V* de V tal que o grupo de Galois de V/V*
seja“precisamente H? Veremos adiante num exemplo que, no caso
geral, pode um tal conjunto nao existir, ao contrario do que
sucede a respeito dos corpos. Sera esta, pois, a unica proposi
¢ao fundamental da teoria, que nao consegue generalizar-se. Um
problema importante a resolver sera entao o seguinte: determi-
nar a condigao necessaria e suficiente para que tal proposigdo
se verifique.

Ainda uma consequéncia dos teoremas demonstrados e

aquele facto ja anunciado no § 36:

Dado um sistema [U], todo o Lsomongismo gorte de um
subconjunto V de U, num subconjunto V', ainda de U, sera prolon

gavel num automorfismo do sistema [U].
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57. — CONJUNTO E GRUPO DE GALOIS DE UMA RELAGAO. DE-
COMPOSICAO DE UMA RELAGAO EM FACTORES IRREDUTIVEIS.— Dado um
sistema [U], sejam: W, um subconjunto qualquer de U e o uma re
lagao univocamente exprimivel em W. Chamaremos entao conjunto
de Galois da relagao a a respeito de W ao conjunto V logicamen
te gerado por W e por todas as solugoes de a; e grupo de Galois
da relagao a a respeito do conjunto W ao grupo dos automorfis-
mos do seu conjunto de Galois, que deixam fixos os elementos de

W. Posto isto, sera facil demonstrar o seguinte teorema:

XIIT) Qualquen que sefja a relagao o undivocamente exphi-
mivel no conjunto W, o seu conjunto de Galois sernd normal a nes
peito de W.

Para a demonstragao basta notar que as solugoes de «a
sao permutadas entre si pelos automorfismos do conjunto de Ga-

lois que deixam fixos os elementos de W.

Notemos agora que o grupo de Galois de uma relacgao a
a’ respeito de um conjunto W se traduz (tal como sucede a res -
peito das equagOes algébricas) num grupo de substituicoes sobre

as solugoes de o. Em particular, ter-se-a:

XIV) Toda a nelagdao a, univocamente exprimivel num con-
funto W, pode sen nepresentada, e de um 58 modo, como produto
Logico de nelagies innedutivedis em W, cada uma das quais tenrd
como s0lugbes 04 elementos de uma das celulas de transitividade
do grupo de Galois de o a nespeito de W, considerado como gru-

po de substituicoes sobre as solucgoes de o.

DEM. Sejam Er uma das solucoes de o. e G o grupo de
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Galois de a a respeito de W. Seja por outro lado yk a relacgao
que admite como solugoes todas aquelas solugOes de o em que €
transformada a solugao E? pelas substituicoes de G (como se sabe,
tais solugoes de o constituem a celula de transitividade a que
pertence E?). Da propria definigao resulta que a relagdo yk e
respeitada por todas as substituigoes de G e portanto exprimivel
univocamente em W (1). Analogamente se reconhece que a relagao

Yk e irredutivel em W.

Podemos escrever entao:

em que {1) yk(Yi) representa o produto 10gico de todas as rela-
¢oes assim obtidas. Por outro lado, ve-se imediatamente que tal

representacao & unica, para cada relagao a.

Uma outra consequencia importante dos resultados ante-

riores € a seguinte:

XV) Se ¢(§!, X:see.) $01 uma 5ung&o das s0fugoes da ne

2
i
1
1

Lagdo o, tal que ¢ [6(X e(x =0 (% ...)s qualquer que

sefa a substitudigao 6 do grupo de Galodis de o a respedto dum

(1) Se forem V o conjunto de Galois de o, a respeito de W, {E}} uma base
1ogica de V/W e p a relagao irredutivel que admite 5& como solugao, a
relagao yk pode ser dada directamente pela formula

Yk(yi) X, {ly;=9 ()] noo(x;)}

em que ¢ designa um dos operadores uniyocos e univocamente exprimiveis

— —k
em W que transformam a; em a;
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confunto W, no qual o operador univoco ¢ defja univocamente ex-
. -~ < -1 -2
primavel, entao ter-se-a ¢(xi,xi,...)§c em que C hepresenta

um elemento determinado de W.

Esta proposigao resulta imediatamente do teorema VII.
Uma forma fraca da mesma proposicao sera, manifestamente, a ge

neralizagao do teorema das fungOes simetricas. (1).

Sera tambem facil estabelecer uma generalizacdo do conhe
cido teorema de Lagrange:

Se uma dada funcdo ¢(§},7§,...) das s0lugoes da rela-

cdo o & Lnvarndiante panra todas as substituicoes do grupo de Ga-
Lois de o (a respeito de W), que dedixam Linvariante uma outha
1 -2

X:s...) das s0lucoes de o, entao ter-se-a

jungdo ¥(X} %

¢(Y},Y§,...)Ex[¢(§},Y?,...)l em que X designa um operador uni-
voco e univocamente exprimivel em W (dupde-se que tambem ¢ e Y

sao0 operadores univocos e univocamente exprimiveds em W) (2).

58.— ISOMORFISMOS DE UM SISTEMA EM SI MESMO. SISTE -
MAS VECTORIAIS. GRUPO DE UMA AXIOMATICA.— No § 25 observamos
que o sistema [U;P] em que, por convengao, P designa o

conjunto das relagoes primitivas, pode nao ser identico ao sis

(1) Uma das primeiras, se nao a primeira obra em que a teoria de Galois
aparece exposta sistematicamente sem a intervengao explicita do teore
ma das fungoes simetricas (o qual e apresentado depois como consequen
cia) € o livro de G.BIRKHOFF e MACLANE (I).

(2) No Congresso Luso-Espanhol do Porto efectuado em 1942, propuz um meto
do elementar de exposicdao rapida e intuitiva da teoria de Galois com
base numa generalizacdo do teorema de Lagrange,metodo que so por fal-
ta de tempo nao descrevo aqui.
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tema [U,P], em que, por convencao, P designa a relacgao primiti
va anica sobre U. Ora e facil ver que tais sistemas serao dis
tintos se, e sO se, existir pelo menos um isomorfismo do sis-
tema [U;PJ em si mesmo, a respeito de uma transformagao o do

conjunto P em si mesmo, que seja distinta da identidade. E cla-

ro que tais isomorfismos do sistema [U;P] nao sdo mais do que
automorfismos do sistema [U;P]; e assim, o grupo dos automorfis
mos do primeiro sera um subgrupo proprio do grupo dos automor-

fismos do segundo, se, e so se, (U;P # [U,P].

Um primeiro exemplo €-nos dado pelas geometrias pro-
jectivas, a que ja nos referimos no § 27. Um outro exemplo su-

gestivo e-nos fornecido pelos sistemas vectoniais.

Chama-se s4istema vectorial a todo o conjunto organiza
do [U,+;E] em que a operacao binaria univoca + (adigdo) e os
operadores unitarios univocos E (chamados escalares), verificam

as seguintes condigoes:
1) 0 sistema [U, +] € um grupo abeliano (comutativo).

2) Dados dois operadores o,8 € E, 0o operador y tal que
y(x)=a(x)-B(x) pertence ainda a £ (escreveremos entao
y=a-8).

3) Dados dois operadores a,ReE, tais que nao se verifique

1 -
pertencera

a relagao B(x)=0, tambem o operador aB
at.
4) a.B=B.a quaisquer que sejam o,BeE.
E facil ver que, nestas condigdes, o conjunto E cons

tituird um coxpo, a respeito da multiplicagao usual de opera-
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dores e da adigao definida tal como segue: (o+B)(x)=Za(x)+8(x).

Em particular, este corpo pode ser isomorfo ao corpo
dos numeros reais ou ao corpo dos numeros complexos, e assim re-
cairemos nos espagos vectoriais (n - dimensionais), no espago
de Hilbert, etc. E curioso notar que, no caso do espago de Hil
bert, enquanto uma base Logica do espago pode ser constituido
por uma sucessao numeravel de elementos, uma base operatoria
(8 54) nao podera igualmente ser constituida por uma sucessao
numeravel de elementos, se, alem dos operadores algebricos, nao

for considerado como primitivo o operador topologico £im.

Dum modo geral, uma base operatoria m{nima dum sistema
vectorial sera constituida por elementos (vectoriais) £ineaamen
te independentes, isto €, tais que, dados quaisquer desses ele

mentos, a],az,...,ak a relacgao

a](a]) +o¢2(a2) + ...t ak(ak) =0 com Gysenes0 € E

nao pode ser verificada senao para A= Qp=...=0) = 0. Demonstra-
-se que, se existir uma base operatdoria minima formada de n ele
mentos, qualquer outra base operatoria minima sera formada do
mesmo numero de elementos, e diz-se ent3ao que n & o numero de
dimensoes do sistema. Demonstra-se igualmente que todo o vector

b podera ser representado, e de um s0 modo, sob a forma
(n) b=o¢1(a1) +0L2(a2) + ...+ock(ak) com oys...,a €E

relativamente a uma base operatoria minima, sendo 3153554058 ele

mentos desta base.
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A relacao irredutivel a que satisfaz a base operatonria
minima de um sistema vectorial e precisamente a de ser uma base
operatoria minima de tal sistema. Atendendo a este facto e ao
modo de representacao (1), recordando por outro lado o teorema
I, sera facil ver como se obtem todos os automorfismos de um

dado sistema linear.

Notemos agora que o grupo dos automorfismos (tambem cha
mados transformagdes lineares biunivocas) de um sistema linear
[U,+;E] pode nao coincidir com o grupo dos automorfismos do sis
tema [U,+,E] e que tal sucede, precisamente, quando o corpo E
dos escalares for deformavel (se for, por exemplo, isomorfoao

corpo complexo).
Podemos, porém, demonstrar o seguinte teorema

XVI) Sejam G e H nespectivamente, 04 ghupos dos automohr-
§ismos dos sistemas [U;P] e [U,P]. Entdo H sena um subgrupo in
varniante de G e ten-se-a K=G/H, sendo K 0 grupo dos automorfis

mos fonrtes de P.

Para a demonstragao basta imaginar uma mudanga de con

junto fundamental, e atender ao teorema.XII.

No caso de um sistema vectorial [U,+;E] a referida mu
danca podera consistir simplesmente em tomar para novo conjun-
to fundamental U* a reuniao UuE do conjunto U dos vectores e
do conjunto E dos escalares. Mas entdao devera introduzir-se uma
nova nocao primitiva, proveniente duma relacdo 1dgica: escrever-
-se-3 a.x em vez de a(x), e dir-se-a que o.x € o produto de «

por Xx.
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Por outro lado, e facil ver que os automorfismos de
[U,+;E] se traduzem nos automorfismos do novo sistema que deixam

fixos os elementos de E.

Chamaremos grupo de uma axiomatica Ax[U;P] ao grupo G
daquelas transformagoes biunivocas do conjunto P dos sinais$
primitivos em si mesmo que. efectuadas sobre as expressoes dos
axiomas, conduzem a uma axiomatica equivalente a primeira. Entao
do teorema anterior podera deduzir-se aseguinte notavel conse-
quencia:

Se forem G o grupo da axiomatica Ax[U;P] , [U];P]]Lma
concretrzagao da mesma (a respedto de uma trans formacao o de P
em P]), H e K 04 grupos de automonfismos, respectivamente, de
[U],P]] e [U];P]], e finalmente G'=H/K,tern-se-a G'c G, e no caso

de a axiomatica sen categorica, G'=G.

Por exemplo, no caso das geometrias projectivas, H e
K serao respectivamente, o grupo das projectividades e o grupo
das homografias do espaco, e G'=H/K sera um grupo de ordem 2,

correspondente a l1éi da dualidade.

Um outro exemplo e-nos dado pela familia de todos os
subconjuntos de um conjunto dado, a qual, organizada por meio
das operagdes N,U constitue uma concretizacdo da axiomatica

nao categorica das algebras de Boole.

59.— 0S RESULTADOS ANTERIORES NO CASO RESTRITO.— Uma
analise das demonstracdes anteriores permitira reconhecer que

0os teoremas demonstrados subsistem no caso restrito (§ 54), des
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de que sejam verificadas as duas seguintes condigoes:

1) Se duas relagdes a(ii,yi) e B(Yi) sdo operatoria
mente exprimiveis num dado conjunto W, tambem a relacao
u [a(;i,yi)n B(Yi)] e operatoriamente exprimivel no mesmo con-
X
jbnto.

2) Se a relagao o(x,) operatoriamente exprimivel no

i

conjunto W, admite uma unica solugao Ei’ e se 0 conjunto W e

operatoriamente fechado, entao ter-se-a {ai} c W.

Ora, quando se trata de extensoes algébricas separa -
veis de um corpo qualquer, podemos limitar-nos a relagoes da
forma a(x,y) e B(x) (visto que a base operatoria de cada exten
sao deste genero pode ser constituida por um unico elemento);
e entao e facil ver que as condigOes anteriores sao verifica -
das. Quanto a operacgao que faz passar das relacoes a(x,y), B(x),
a relagao LJ [a(x,y)n B(x)], trata-se manifestamente da elimi-
nagao de x Xentre as equagoes o(x,y) e B(x); nos casos conside
rados em cada uma das referidas demonstragoes, trata-se, mais

precisamente, das conhecidas transformagoes de Tchirnhaus.

Quanto a segunda condig¢do, bastara notar que uma rela
¢ao a(x) que admita uma unica solugdao correspondera,no caso
das referidas extensoes: ou a uma equacao do primeiro grau, e
a condigao 2) sera manifestamente verificada; ou a uma equagao
cujas raizes sejam todas iguais, e ainda neste caso a condi -

¢ao €& verificada, admitindo que se trata de uma raiz separavel.

Para nao tornar mais longa a exposigao, deixarei ao

cuidado do leitor uma analise minuciosa destes factos.
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60.— EXEMPLOS VARIOS.— A ilustrar os resultados ante-
riores, poderao ainda servir os seguintes exemplos, que apresen

tarei muito resumidamente:

a) Seja U o espago geometrico afim, concebido como o con-
junto dos agrupamentos de tres numeros reais, organizado por
meio das relacoes "estar em Linha recta" e "situado entre". Nes
te caso, nao sO0 o conjunto vazio mas ainda cada elemento, serao
univocamente fechados. Porem, o conjunto logicamente gerado por
cada par de pontos distintos sera a recta que por eles passa;o
conjunto logicamente gerado por tres pontos nao em linha recta
sera o plano por eles definido, etc. Por outro, os unicos con-

juntos normais serao o conjunto vazio e o conjunto fundamental.

Seja entao V um conjunto constituido por dois pontos
p,q. Uma base 10gica minima de U/V sera sempre constituida por

dois pontos 3,535, tais que:

'\,U [Rt(x,a] ,p) n Rt(X,asz)]ﬂ f\;Li' ['Rt(x,a],q) n Rt(x,az,p)] (])
X

Repre§entando esta condigao abreviadamente por p, ve-se imedia
tamente que p € univocamente exprimivel em V. Mais ainda: op
sera irredutivel em V. Os automorfismos do espago (afinidades
biunivocas) que deixam fixos os pontos p,q, obter-se-ao, portan
to, substituindo ay,2,, respectivamente por dois pontos b],b2
tais que p(b],bz). Cada ponto ¢(a],a2) (sendo ¢ um operador uni

voco e univocamente exprimivel em V) sera assim transformado no

(1) Esta condigao exprime simplesmente que os pontos 3y52,5P,q nao sao
complanares.
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ponto ¢(b],b2) pelos automorfismos que substituem (a],az) por
(b1,b2). Notemos ainda que o operador ¢ se pode exprimir opera
toriamente (§ 54) nos pontos p,q e nos dois operadores seguin -
tes: 1) o operador Sm, que a cada terno (x,y,z) de pontos, faz
corresponder o ponto u=Sm (x,y,z), intersecgao das rectas que
passam por x e por y, e sao, respectivamente, paralelas as rectas
Yz e xz ; 2) o operador £im que, a cada sucessao convergente de
pontos XqsXopsenns de wuma recta R, faz corresponder aquele
ponto u=1im X da recta R tal que dados arbitrariamente dois pon
tos v,w de R entre 0s quais esteja situado u, todos os termos
da sucessao Yn, a partir de uma certa ordem, estarao situados
entrne ve w (1). E facil ver que tais operadores sido logicamen-
te exprimiveis nas relagOes primitivas (univocamente exprimiveis

no conjunto vazio).

Deixo ao cuidado do leitor um estudo mais aprofundado
deste exemplo.

b) Se passarmos agora a geometria euclideana, pela adjungao
do conceito de congruincia (ou de {gualdade de distdancia) as no
¢Oes primitivas do exemplo anterior, vé-se imediatamente que a
relagao p ja nao & irredutivel em V. Dada uma solugao (a;,a,) da
relagdo p, € claro que o conjunto V constituido por tais pontos
sera ainda uma base logica minima de U/V; todavia a relagao irre
dutivel em V que admita (a],az) como solugao sera agora a rela-

¢ao p* tal que

(1) As sucessoes convergentes sao, naturalmente, por defini¢ao, aquelas su
cessoes para as quais o operador £im e definido.
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D*(X-I SXZ)E[G(X] ,p)=6(c] ’p)]ﬂl.-d(x] :q)=6(d] sQ)]ﬂ[G(Xz ,p)=6(C2 ,P)]n

n [(S(_Xz »q)= 6(d’sz)]ﬂ[5(x] ,x2)=6(p ,e)] ’

representando por c],cz,d] d2’ e, pontos da recta pq tais que:

8(cy.p)=5(a; ) 8(d;,0)=8(a,0) 38(C,5p)=6(a,D) 56(dy»0)=6 (a5,) 3
S(p,e)= 6(a1,a2),

0 grupo de Galois de U/V & portanto determinado por to
das as transformagoes do par (a],az) nas diversas solugoes de
p* e e facil ver que tal grupo € constituido: 1) pelas rotagoes
do espago em torno da recta p q ; 2) pelas simetrias do espago

a respeito dos planos que passam por p q.(1)

Seja H um grupo de rotagoes de 60° em torno de pq.Te
mos aqui o exemplo de um subgrupo H (nao invariante) do grupo
dos automorfismos de [U], tal que o conjunto dos elementos res
peitados por H € V, sem que, porem, H coincida com o grupo de

Galois de U/V. Este facto liga-se com o que dissemos no § 56.

c) Seja agora [U] o plano projectivo ordinario. Neste caso,
nao so os pontos e o conjunto vazio, mas tambem os pares de pon
tos sao univocamente fechados. Todavia, o conjunto logicamente
gerado por trées pontos colineares sera a recta que por eles pas-

Sa.

(1) E interessante notar que o par (az,a]) nao e necessariamente uma solu
¢ao de p*. Condigdo necessaria e suficiente para que tal suceda € que
0s pontos 21,3, sejam Simétricos a respeito dum plano que passe por
Pq .
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Seja entao V um conjunto formado por tres pontos
P1sPpsP3s tais que Rt (p],pz,p3). Uma base 10gica minima de U/V
sera sémpre constituida por dois pontos 31,35, distintos e exte

riores a recta P1Ps- Se for ¢ o ponto de encontro das rectas

a;a, e pyp, , a relacao irredutivel em V verificada por (a],az)

sera neste caso a relagao p tal que

P(X] 5%, ) ZRE(X]5X55C) 1 o RE(Xy5P75Po) N a RE(X 5Py sP) 0 (X7 X 2).

£ facil ver entdo qual sera o grupo H das homografias
do plano que respeitam os pontos P1sPpsP3- Se obrigarmos tais
homografias a deixarem fixos um quarto ponto p, nao colinear com
0s primeiros, obteremos o subgrupo K de H, constituido pelas pers -
pectividades do plano que admitem a recta BTE; como eixo e o pon

to Py como ponto de fuga.

d) A familia de todos os subconjuntos de um conjunto dado,
organizada por meio da relagao c, os corpos de fungoOes racionais,
o corpo dos numeros algébricos, etc. fornecem exemplos igualmen

te sugestivos.

Um exemplo constituido artificialmente, que contribuira
notavelmente para esclarecer o que foi dito nos paragrafos ante

riores, € o seguinte:

Seja U um conjunto no qual e definido um operador uni-
tario Suc (ler sucesson de) que so difira do operador suc defi
nido no conjunto dos numeros naturais pelo seguinte facto; b
operador Suc faz corresponder a cada elemento de U, dois e )

dois, elementos de U (nd3o sera portanto um operador univoco).
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Deste modo, existira em U um primeiro elemento, que designare-
mos por a . Aplicando a aj; o operador Suc, obteremos dois elemen

tos distintos que designaremos por Suc](ao), Sucz(a )5 estes ele

0
mentos darao por sua vez origem a quatro elementos:
Sucy (Suc, (ag))s Sucy(Sucy(ag)), Sucz(suc](ao)),Sucz(sucz(ao)),
distintos entre si; e assim sucessivamente. 0 conjunto U coinci
dira com o conjunto dos elementos assim gerados (principio de
indugao).

E claro que o sistema [U,Suc] ndo admitira uma base 10

gica finita (tal como o corpo dos numeros algébricos).

Um caso importante que tenciono estudar apos a redacgao

desta tese € @ da integragdo 1logica das equacoes diferenciais.

61.— A ORGANIZAGAO DE UM SISTEMA DEDUZIDA DO GRUPO DOS
AUTOMORFISMOS.— PROBLEMA DE WIENER.— Uma vez introduzida uma
organizagao P num conjunto U, o grupo G dos automorfismos do
sistema [U;P] assim constituido ficara automaticamente determi

nado. Consideramos porem o problema inverso:

Dados um conjunto U e um grupo G de transformacoes
biunivocas do conjunto U em 34 mesmo, determinar uma organiza-
cao P a inthoduzin em U, de modo que o ghupo dos automorfismos

do sistema [U;P] seja precisamente G.

Este problema pode comparar-se a um problema mecanico
que consiste em procurar as ligagoes a introduzir num dado sis
tema material para que o grupo dos movimentos possiveis do sis

tema coincida com um grupo previamente dado.
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Se 0 grupo G se reduz a identidade, o problema € sempre
possivel e determinado; basta considerar o sistema [U,U] ou (admi
tindo o axioma de Zermelo) o sistema [U,<], sendo < uma das re-
lagOes que transformam U num conjunto bem ordenado. Obter-se-a

entdo um sistema indeformavel.

Analogamente, o problema e possivel e determinado quan
do G coincide com o grupo simétrico. Este caso e caracterizado
pela ausencia de organizagao efectiva; diremos entao que se tra

ta da organizagao nula.

Mas estes dois casos extremos sao os de menor interes-
se. Como resolver a quest3ao no caso geral? 0 problema sera sempre

possivel e determinado?

Nao pude, por falta de tempo, aprofundar este assunto
(1). Em todo o caso, se a solugao existe, um metodo quasi-combi

natorio para encontra-la sera o seguinte:

Em cada um dos conjuntos U, U(z),...,U(n),... 0 grupo
G determinara uma repartigcao em celulas de transitividade, e
cada uma das células de transitivyidade assim determinadas no con-

(n)

junto U (sendo n qualquer) correspondera (§ 10) a uma relagao
n-aria, irredutivel, da organizagao procurada. Pode acontecer
que todos os conjuntos da sucessao U,U(z),..., ate uma certa or

dem p, inclusive, constituam eles mesmos uma celula de transiti

(1) Este problemadeve relacionar-se com o que foi dito no § 56 a respeito
daquela proposigao da teoria de Galois que nao subsiste no caso geral.
Um caminho a tentar e ainda o seguinte: Considerar o problema para os
grupos ciclicos de G (atendendo a transitividade e a primitividade),
e considerar em sequida a {nterseccao das organizagoes correspondentes
a todos esses grupos ciclicos.
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vidade; dir-se-a entao que p & o grau de transitividade do gru
po (simplesmente thansditivo, se p=1; duplamente transitivo, se
p=2, etc.). € claro que as relagoes correspondentes as celulas
de transitividade coincidentes com os conjuntos U,U(z),..., nao
serao efectivas (§ 9) e portanto mada adiantam na resolugao do pro
blema. Pode mesmo acontecer que o grau de transitividade do gru
po seja infinito, isto €, que todos oS conjuntos U,U(z),...cong

tituam células de transitividade ; e o que sucede a respeito dos

espagos topologicos mais frequentes (exceptuada a recta).

Se esta ultima hipotese se verifica, ou as relagoes
efeétivas encontradas nao bastam para resolver o problema, deve.
ra passar-se as relacgoes de tipo 2, seguindo um caminho analogo
ao anterior; e destas para as relagoes de tipo 3, se a solugao
nao tiver sido ainda encontrada, e assim sucessivamente. A solu
¢ao, se existe, sera atingida necessariamente por este processo.
Restara apenas simpfificar a solugao, procurando um conjunto m{

nimo de relagdes primitivas.

No caso de U e G serem finitos, o problema resolver-se-a
com um numero finito de demarches, e sem passar do tipo 1. Se
estes conjuntos forem infinitos, sera manifestamente necessario
tornar construtivo o metodo indicado, o que depende do caso con

creto em questao.

Notemos ainda que, se a 4o0fucdo existe, ela Aera Qnica,
-n . . . *
isto e, o problLema sera determinado. Com efeito, sejam P e p
dois conjuntos de relagOes primitivas sobre U, tais que os gru

: *
pos de automorfismos dos sistemas [U;P] , [U;P ] coincidam ambos

‘com G. Entao, em virtude do teorema IX, cada uma das relagoes
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* - . . -« ~ .
P sera univocamente exprimivel nas relagoes P, e, reciproca -

mente, cada uma das relagoes P sera univocamente exprimivel nas

-~ * *
relagoes P, o que significa simplesmente que [U;P]=[U;P ].

0 referido problema podera ainda ser apresentado de um

modo mais restrito, tal como segue:

Dados um conjunto U e um grupo G de transformagoes bi
*
undivocas de U em 84 mesmo, determinar uma organizagao P a 4in-
. * . .
trhoduzin em U de modo que: 1) o grupo dos automorfismos do 844
* *. B . R * * ..
tema [U ;P coincida com G; 2) o sistema [U ;P ] verifique ,
para uma conveniente Ainterpretacao dos sinails primitivos, uma
axiomatica Ax[U;P] previamente dada. Deteaminar as condigoes a

que deve satisfazer G para que o problema sefa possivel e deter

minado .

E deste género o problema de Wiener, no qual se pede
que o0 sistema qde admite aquele grupo de automorfismos seja um
espago topologico de classe determinada (um espago (V), um es-

pago acessivel, um espago de Hausdorff, etc.) (1)

62.— 0 CASO DOS ENDOMORFISMOS.— Um estudo analogo ao
que atras foi feito para os automorfismos de um sistema qualquer
podera repetir-se para os endomorfismos de um sistema ainda
qualquer. E claro que neste caso devera comegar-se por substi-
tuir o conceito de "exprimirn univocamente" por um outro mais

limitado, conceito que resultara do primeiro, pela exclusao da

quelas operacoes logicas elementares, que, segundo a analise do

(1) Veja-se WIENER (I) ou ainda FRECHET (I).
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§ 39, ndo sao respeitadas pelos homomorfismos: para tal concei

to usaremos a locugao "exprimir, no sentido homomorfico"; e dele
derivar , naturalmente, os conceitos correspondentes, no sen -
tido homomonfico, aos da base Logica, geracao Logica, etc. Note
mos ainda que uma defindicac operatoria seva sempre uma defind -

cao. no sentido homomongico, mas a reciproca nao e verdadeira.

Quanto ao conceito de xelag¢ao innedutivel num dado con

junto ele devera ser substituido por um outro mais complexo:

Dados: um sistema [U], um subconjunto V de U e um outro
subconjunto {ai} de U, dinemos que uma relagao p(xi) definida em
U minima a respeito de {a,} e de V, quando: 1) Ei e uma s0fu
cao de p3 2) a nelagao p e exprimivel, no sentido homomorfico,
em V; 3) se p* ¢ uma relag¢do que verifica as duas condigdoes an

tendores, entao p<p*,

€ facil ver que este conceito nao coincide com o de re
lagao irredutivel num conjunto. 0 estudo dos endomorfismos far-
-se-a a partir de tal conceito. Assim, por exemplo; 4e ﬁam{ai}
uma base no sentido homomongico do sistema [U] a nrespeito do
conjunto V e se for p a relagdo minima a hespeito de {ai} e de
V, entdo os endomornfismos de [U] que deixam §ixos o8 elLementos
de V, serao todos obtidos, substituindo o agnupamento'aipamcada

uma das so0lugoes Ei de p.

Por outro lado, deve observar-se que uma tal relacao
minima ex{stina sempre como a conjuncdao de todas aquelas rela-
¢oes, exprimiveis no sentido homomorfico em V, que admitem 31
como solugao.
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Um exemplo simples e-nos fornecido pelos sistemas vecto
riais. Seja [U,+;E] um sistema vectorial e {ai} uma sua base
operatoria (portanto uma base no sentido homomorfico) constitui
da por elementos distintos dois a dois. Nao sera dificil reconhe
cer que uma relagao anjma a respeito de {ai} e do conjunto
vazio, sera a relagao p(Yi) que € verificada por todas as deter
minages de X., o que significa que os endomorfismos de [U,+;E]
se obtem, substituindo Ei por cada um dos possiveis agrupamen-

tos Ei’Ei"" relativos ao mesmo conjunto de posigoes.

0s endomorfismos de um sistema vectorial sao comummente
chamadoes transformagoes Lineares (representaveis por matrizes

finitas, no caso de o sistema ter um numero finito de dimensoes).

Por outro lado, o grupo dos endomorfismos dum sis
tema vectorial podera ser convertido num anel néo comutativo ,
com uma unidade, se, alem da multiplicacao ja existente, for nele
introduzida uma adigao, tal como segue: (e]+ 62)(x)561(xhﬁz(x)
quaisquer que sejam os endomorfismos 61,62.

63.— CONJUNTOS FECHADOS A RESPEITO DE UMA FAMILIA DE
OPERADORES; TOPOLOGIAS.— Consideremos um conjunto fundamental
Ue uma familia ¢ qualquer de operadores ¢],¢2,... que trans-
formem agrupamentos de elementos de U em elementos ainda de U,
de um modo inteiramente anbitranio; isto e: tais operadores
podem n3ao ser definidos em todo o conjunto U, podem nao ser
univocos, podem ser de grau infinito, etc., etc. Diremos que
um subconjunto A de U ¢ fechado a respeito dos operadores ¢ ,

quando a aplicacao de tais operadores a elementos de A nao faz
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sair deste conjunto.

E facil demonstrar que, dada uma famila F quafquer de
conjuntos fechados a respeito dos operadores ¢, a interseccgao
de todos esses conjuntos pertencera tambem a F. Daqui resultam
imediatamente conhecidos teoremas das teorias dos grupos, da teo

ria dos corpos, etc.

Seja agora A um subconjunto qualquer de U. A intersec-
¢ao F de todos os supraconjuntos de A, que sao fechados a respei
to dos operadores ¢, sera, manifestamente, o menor de tais con-
juntos: chamar-lhe-emos conjunto gerado por A, mediante 0os ope-
radores ¢ e exprimiremos esse facto, escrevendo: F=A[¢].Dire-

mos ainda que A &€ uma base de F a respeito dos operadores o.

Exemplos; No corpo dos numeros racionais o conjunto do:
numeros inteiros coincide com o conjunto gerado por 1, mediante
a subtracgdo; no corpo dos numeros complexos, o conjunto dos nu
meros algébricos &, por definigao, o conjunto gerado pelos hﬁmg
ros racionais, mediante os operadores algebricos de todos os

graus (§ 11) etc. (1).

Observemos no entanto que a definigao anterior assenta
sobre a hipotese da existencia da interseccao de uma infinidade
qualquer de conjuntos, hipotese a que ja nos referimos no § 51.
Podera aquela definigao ser substituida por uma outra construti
va?

Suponhamos em primeiro lugar que os operadores ¢ sao

todos de grau finito. Seja entao A o conjunto dado e represente
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mos: por A], 0 conjunto A ampliado com todos os elementos que
se obtem, aplicando aos elementos de A os operadores &, de todos
os modos possiveis, sem sobreposigao; por A2 0 conjunto que se
deduz de A] tal como este se deduz de A, e assim ‘sucessivamente.
Obter-se-a deste modo uma sucessao numeravel de conjuntos
A,A],...,An,... cada um dos quais esta contido nos seguintes,e
€ bem facil ver que a reunido de todos os conjuntos assim obti
dos € precisamente o conjunto gerado por A mediante os operado
res &. 0 processo indicado baseia-se manifestamente no princi-

pio de indugao finita, e pode considerar-se construtivo.

Pode mesmo acontecer que a partir de uma certa ordem
todos os termos da sucessao coincidam: € o que sucede,por exemplo,
se A for o conjunto dos numeros racionais e ¢ a familia dos ope
radores algebricos (ent3do a coincidéncia da-se a partir do se-

gundo termo).

Suponhamos agora que alguns dos operadores ¢, ou mes-
mo todos, sao de grau infinito, mas nao superior a No . Neste
caso, em vez de uma sucessao numeravel (tipo de ordem w) deve-

ra, em geral, considerar-se uma sucessao de tipo de ordem Q:
A,A'I’uo-,Aw,...,Azw,.-.,sz,....,Aww,oo-,Ae,o--

com a seguinte lei de formacao: Cada termo Ai com um anteceden
te Ai-l sera deduzido de Ai-l pela aplicagao dos operadores ¢
aos elementos de Ai-] de todos os modos possiveis, 4em so0brepo
s4i¢do; cada termo sem antecedente (distinto de A) serd obtido

pela reuniio de todos os que o precedem. Sera facil demonstrar

que o conjunto gerado por A, mediante &, coincide com a reuniao
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de todos os conjuntos assim obtidos.
Pode ainda este processo considerar-se construtivo ?

Recordemos a proposito tudo o que foi dito acerca da
definigao dos ordinais de classe II. Notemos, entretanto, que e
por tal processo que se definem as classes de Baire — De la Vallee
Poussin (1).

Pode suceder, ainda neste caso, que todos os termos coin
cidam a partir de uma certa ordem: assim, por exemplo, se A for
um subconjunto de um espago métrico, e a familia ¢ se reduzir
ao operador Lim, tal como costuma ser definido em tais espacgos,

entao todos os termos coincidem a partir do segundo (2).

Consideremos agora os homomorfismos do sistema [U;@]
num outro sistema [V;y], sendo ¢ e ¥ familias de operadores de
tipo 1, postas em correspondencia biunivoca por meio de uma trans
formagao o. Podemos nos afirmar que a imagem de um conjunto
fechado e, em tais homomorfismos, ainda um conjunto fechado?

Em geral, ndao podemos afirma-Lo. Todavia, pode afirmar-se:

1) A imagem completa inversa de um confunto fechado & ,em

tals homomongismos, ainda um conjunto fechado.

(1) Vejam-se BAIRE (I), De la VALLEE-POUSSIN (I), LUSIN (I).

(2) Notemos que a todo o par (A,F) de conjuntos, em que F designa o con -
junto gerado por A mediante os operadores ¢, corresponde uma lei de
indugdo: Se uma funcdo ¢ definida para todes os elementos de A, e se
0 facto de sen definida para o ‘elementos 2, de F implica que send
tambem definida para o eLemento ¢ (a;) qualquer que seja de¢ entdo a ne
ferida funcao e definida para todo o eLemnto de F.

E deste género o principio de indugao no corpo de Borel.
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2) Se 04 operadores das familias & e ¥ forem todos univo-

cos e 08 homomorngismos gorem operatorios (§ 40), a imagem dum

conjunto fechado sena sempre um conjunto fechado.

Estas duas proposicdes desdobram-se em inumeros teore
mas da teoria dos grupos, dos anéis, dos espagos topologicos,
etc.

Notemos finalmente que todo o sistema [U;¢], em que
¢ designa ainda uma familia de operadores de tipo 1, da origem
a um espago topoldogico [U,”] se o nao € ja, quando a familia ¢
€ substituida pelo operador unico que a cada subconjunto X de
U, faz corresponder o conjunto X gerado por X, mediante os ope
radores &. Entao € facil ver que, quaisquer que sejam X,YcU,

se tem:
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Aos espagos topologicos que verificam tais condigoes
chama A. Monteiro espacos (F). Uma grande parte das proprieda-
des dos espagos de Kuratowski (que sao os espagos (F) em que a
reuniao de dois conjuntos fechados & sempre um conjunto fecha-

do) sao generalizaveis a esta categoria de espagos.

E preciso porem nao perder de vista que, como jéobsqg
vamos atras, os homomorfismos e as operagoes de relativizagao
e de condensa¢dao se referem sempre, nos espagos topologicos, a

relacdo xeX, e ndo a relagdo Y=X. As razoes deste facto nao se
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rao dificeis de encontrar.

64.— CONJUNTOS ABSORVENTES.— Um conceito semelhante
ao de conjunto fechado € o de conjunto absorvente. Considere-
mos um caso simples; seja ¢ um operador binario definido num
subconjunto dum conjunto fundamental U. Diremos que um dado
subconjunto R de U € absorvente a esquerda, a respeito de ¢,

quando verifica a condigao

(xeA) c [¢(x,y) € A]
Analogamente se define conjunto absorvente a direita
a respeito de ¢.

Exempfo : Seja U um grupo, e ¢ o operador tal que

y.x.y']. Ve-se imediatamente que os conjuntos absor-

$(x,Yy)
ventes a esquerda a respeito de ¢ ndo sao mais do que os subcon

juntos invariantes de U.

Varios resultados, relativos a intersec¢ao de conjun
tos absorventes, a geragao de conjuntos absorventes, ao efeito
dos homomorfismos sobre tais conjuntos, etc. poderao agora ser
estabelecidos tal como fizemos para os conjuntos fechados. As
proposigcoes assim obtidas desdobram-se em conhecidos teoremas

das teorias dos grupos, dos anéis, etc.
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APENDICE AOQ § 37.

37.A. CONCRETIZAGOES IRREDUTTVEIS E CONCRETIZAGOES
INEXTENSTVEIS DE UMA AXIOMATICA.— Os conceitos de so0lugoes ma-
ximas e s0lucoes minimas duma axiomatica sao semelhantes, mas

nao identicas, aos conceitos de que vamos aqui tratar.

Uma concretizagdao duma axiomatica diz-se inextensivel,
quando ndo admite nenhuma extensao propria que verifique a mesma
axiomatica; dir-se-a {aredutivel quando n3do admite nenhum

subsistema proprio, que verifique a referida axiomatica.

Uma rectificagcao deve ser feita ao que foi dito no §37.

A categoricidade e atingida, em varios dos casos co -
muns , directamente, por meio de um axioma que equivale a afir-
mar a inextensibilidade ou a irredutibilidade de qualquer con-
cretizagdo da axiomatica: o primeiro caso verifica-se a respei
to do axioma da indugao finita, para os numeros naturais; o se
gundo caso, a respeito do axioma da saturagao de Hilbert, para

0s numeros reais e para a geometria euclideana ordinaria.

Todavia, como mostrou E. Noether, podem apresentar-se
axiomaticas que admitam apenas concretizagoOes inextensiveis
(ou apenas concretizagoes irredutiveis), sem que tais axiomati

cas sejam categoricas.
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I.— A TEORIA DOS TIPOS E A REALIDADE. — Vimos atrés
que toda a proposicao supoe a existencia de um conjunto fun-
damental U, a respeito do qual e fixado o tipo de tal propo-
sigcao. Mais ainda: nao so e possivel substituir, como siste
ma de referéncia, o conjunto U, por um outro de tipo superi-
or a 1 (a respeito de U), mas tambem este podera (e assim su
cede em todos os exemplos que a Matematica nos oferece) ser de
tipo superior a 1, a respeito de um outro conjunto, a partir
do qual foram construidos os elementos de U; tal e o caso dos
numeros naturais que servem de base a todo o edificio da Anali
se classica. Ocorre, entdo, perguntar: Nao sera possivel as
sinalar um conjunto fundamental absofuto, isto e, um conjunto
ao qual se refiram todos os conhecimentos humanos, organiza-
dos num sistema Logicamente compativel? Eis ai um daqueles
problemas que parecem destinados a nao ser vresolvidos: o efecti
vamente concheto deve consistir em qualquer coisa de inaces-
sivel, se ndao e apenas uma ilusao. Todavia, para exercer efi
cazmente a inteligencia e poder entao agir com probabilidade
de exito, o homem e consgtrangido a fixar esquemas l1ogicos (ne
cessariamente parciais, necessariamente provisorios) que lhe
permitam interpretar aquilo a que chama a Natureza, a Reali-

dade, etc. (1)

(1) Dum modo geral, o homem, em presenca de varios esquemas que se refe
rem a aspectos diversos da Natureza e que, em parte, se contradizem,
procura modifica-los, incorporando-os num esquema Unico mais vizinho
da Realidade. Porem, este mesmo comega a revelar-se incompleto e
outros vem a formar-se, ao lado dele, fazendo sentir a necessidade
de uma nova sintese. E e assim, por apreximacdes Ssucessivas, que a

ciencia dos homens parece caminhar,soldando o desconhecido.
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Num primeiro esquema da Natureza, o homem considera
como seres, isto e, como elementos do conjunto fundamental ,
0s individuos naturais (animais, plantas e minerais) e como
atrhibutos (]), isto e, como relagoes definidas em tal conjun
to, os diversos modos pelos quais os individuos se nos dao a
conhecer, ou directamente (introspecgao) ou atraves dos or-
gaos dos sentidos. Neste caso, as constantes sao, em lin-
guagem comum, representadas por substantivos proprios ou por
substantivos comuns associados a complementos determinativos.
Os atributos, enquanto atributos, sao representados tipica-
mente por adjectivos, que, no grau positivo, correspondem
a relagoes unitarias ("branco","solido","Luminoso", etc.) e
no grau comparativo correspondem a relagOes binarias ("mais
denso que", "menos denso que", "tao extenso como" , etc.) Mas
a forma adjectivo, embora tipica, nao e a unica apta a expri
mir atributos: os substantivos comuns (concretos) podem subs
tituir em tal fungao os adjectivos. E ate se pode verificar
o fenomeno, chamado substantiva¢ao, que consiste no emprego
do adjectivo como substantivo comum, tal como nos exemplos:
"um fefino"”, "um carnivoro", "um animal" etc., em que a pala

vra "individuo" foi suprimida, conferindo aos adjectivos a

(1) A linguagem distingue entre atributo e predicado. 0 segundo equi
vale ao primeiro, acrescido do elemento de ligacao entre o sujeito
e o atributo, elemento expresso pelo verbo "ser";trata-se aqui,
somente, de uma diferenca de forma analoga a que assinalamos entre
"conjunto" e "nelagao". Notemos que, na linguagem russa, o verbo
"sen" e omitido no presente, de modo que o atributo se confunde
praticamente com o praticado.
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categoria de substantivos.

Por outro lado, ja vimos no §7, que, na linguagem
comum, as variaveis sao representadas por substantivos comuns

precedidos de certos complementos.

Notemos, porem, que, enquanto apficados a individuos
naturais, os atributos nao sao reconhecidos como Aenes, como
coisas, isto e, nao se lhes atribui uma existencia propria,
concheta, maternial. Porem, no esforco de conhecer e compre-
enden, e-se naturalmente levado a concentrar a atengao sobre
os atributos, analizando-os, classificando-os, etc., e e cla
ro que, enquanto procede assim, o homem confere-lhes, de fact,
uma existeéncia autonoma, isolando-as em objectos do pensamen
to, em senes de um novo tipo. A linguagem reflecte, nitida-
mente, esta mudangca de ponto de vista, passando dos adjecti-
vos aos substantivos abstractos, transforma "extenso" em
"extensao", "duno" em "dureza", "denso" em "densidade", etc.Sucede
atée algumas vezes que a transformacao se reduz a antepdr o
artigo definido, tal como nos exemplos: "o verde", "o plano",
etc. Porem a passagem do adjectivo ao substantivo abstracto
(como tambem a passagem do substantivo comum ao adjectivo)
revela apenas uma mudanga de atitude psicologica, a que a Lo
gica se mantem estranha. Por exemplo, as palavras "esfera",
"esfenico", "esfernicidade", empora gramaticalmente distintas,
correspondem a um mesmo conceito abstracto, a um mesmo atri-
buto de tipo 1, a respeito do conjunto dos solidos, de modo

que as proposicdes: "x ¢ uma edfera", " x e esfenico", "a

esfenicidade ¢ um atrnibuto de x" sdo perfeitamente equivalen
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tes. Convem todavia ndo perder de vista as ampliagdes, as
esfumaturas, etc., que o uso tende a imprimir ao significa-
do das palavras, como sucede, por exemplo, na expressao‘elec-
tricidade vitrea", em que o adjectivo adquire um significado

diverso do original.

A concretizacao dos atributos em seres de um novo
tipo determina um fenomeno curioso: a tendencia a alargar o
conjunto fundamental, com a adjuncgao de elementos de tipo 2.
Ja vimos como, na sistematizacao 10gica das geometrias projecti
vas, e obedecendo exclusivamente a um criterio de comodidade,
se € levado a conceber, nao so os pontos mas tambem as rectas
e os planos, como elementos fundamentais. Pode poréem esta
tendencia polarizar-se numa nitida posigao filosofica, como
sucede com o0 platonismo, que efectua uma completa inversao
de tipos, admitindo como elementos primitivos de Realidade,
unicos, universais e etennos, certos atributos, de que os in
dividuos naturais seriam apenas combinagles transitorias,acd
dentais, contingentes; de modo que cada individuo natural
seria, nao uma {ntensecc¢ao, mas sim um conjunto de atributs,
0os quais existiram ja, antes de ocorrerem em tal combinacgao,
como existem as cores antes de o artista as dispor sobre a
tela. E claro que, do ponto de vista logico, € indiferente
a escolha deste ou daquele conjunto como fundamental, desde
que todo o elemento de um qualquer deles se possa exprimir
como elemento de tipo determinado a respeito do outro, do
mesmo modo que & logicamente indiferente a escolha deste ou

daquele corpo solido como sistema de referéncia no estudo
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dos movimentos, visto que todos os pontos do espago se podem
definir em relagao a qua]quer deles. A questao, porem, muda
de aspecto, quando passa a ser considerada do ponto de vista
da comodidade ou da ponto de vista da formagao efectiva,his-

torica dos conceitos.

Notemos, agora, que os atributos dos individuos na
turais correspondem apenas a um primeiro grau de abstracgao
pois que, uma vez considerados como seres de tipo 2, poderao
ser separados, classificados, etc., consoante 0s respectivos
"atnibutos" (isto e, atributos de tipo 2), os quais, por sua
vez, poderao considerar-se como seres de tipo 3), e assim su
cessivamente. Por exemplo, nas expressdes "propriedade §ilsica"
e "propriedade quimica" os adjectivos "§isica" e "quimica"

exprimem atributos de tipo 2.

0s substantivos comuns colectivos fornecem-nos um
exemplo de elementos de tipo 3, a respeito dos individuos
naturais. Assim, por exemplo, cada um dos substantivos "oxdem"
n, = n [ = s n Y : g
geneno", "especie", etc. empregados na acepgao biologica,
corresponde a uma familia de sub-conjuntos do conjunto dos

seres vivos.

Como exemplo de operadores de tipo 2, a respeito
dos individuos naturais, citaremos, entre outros, 0s que
correspondem as expressoes "a cox de", "a substancia quimi-
ca de", "a massa de", etc.. Os dois primeiros nao sao defi-
nidos para todos os individuos naturais, mas & claro que n

poderao ser usados, em qualquer caso, os operadores: "as co
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nes de", "as substancias de", etc.

Um exemplo notavel de entidades de tipo 3 a respei-
to do mesmo conjunto fundamental e-nos fornecido pelos nume-
ros naturais, se estes forem considerados como familias de con
juntos de individuos naturais. Em tal caso, a constante Num
("o numeno de elementos de") comporta-se manifestamente como
operador de tipo 3. Porem, a mesma constante podera aplicar-
-se a conjuntos de numeros, a familias de conjuntos de nume-
ros, etc., e apresentar-se-ao deste modo expressoes tais como
"numero de numeros", "numerno de numero de nameros", etc., em
que o conceito de numero aparece com um grau de abstracgao

cada vez mais elevado.

Finalmente, e preciso nao perder de vista que os in
dividuos naturais se encontram em continua transformagao no
tempo, de modo que a) cada <individuo nao sera mais do que o
conjunto dos estados por que vai passando; b) entre os esta
dos dos diversos individuos considera-se definida uma rela -
cao binaria "x precede y", correspondente a ideia de tempo.
Por outro lado, & transformando-se que um individuo se nos
da a conhecer, donde: "o estado de um individuo num determi-
nado instante t", e, em particular, "o estado do Universo num
dado instante t", constituem ainda conceitos abstractos, que

nao se podem aplicar senao de um modo apioximado.

Tudo se passa, portanto, como se aquele "efectiva-
mente concreto" que o homem se esforgca por atingir, fosse

apenas uma miragem, que um momento se promete vizinha, logo
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em seguida, aparece mais distante. A Ciéncia levou a conce-
ber os corpos como conjuntos de partTcu]as que o homem chamou
atomos, convencido de que fossem efectivamente indivisiveis;
mas, por sua vez, a interpretagao de certos pontos nos exigiu
que se atribuisse ao atomo uma estrutura complexa, e,deste
modo, surgiram os {indecomponfiveis do nosso tempo: 0s efectrocs
0s protoes, etc. Mas tais corpusculos, alem de constituirem
simples hipoteses, nao bastam para explicar tudo aquilo que
se observa. Sem falar das dificuldades da propria Fisica
atomica, devemos lembrar-nos de que os fenomenos vitais e,
muito especialmente, os fenomenos psiquicos, estdo muito Ton
ge de poderem enquadrar-se num modelo mecanico. Como diz
Louis de Broglie: "As idealizagoes mais ou menod esquematicas
do nosso espinito podem hepresentar certos aspectos das coisas,
mas essas Ldealizacgoes sdo Limitadas e nao podem contern nos

seus nigidos esquemas toda a niqueza da Realidade".

II. — A EVOLUGAO DOS CONCEITOS E O PLURALISMO LOGICO.
— Seja U o conjunto dos seres vivos (que admitiremos como
bem definido), e m(x) a proposigao condicional "x ¢ uma pLan
ta". Podemos nos garantir que a relagao m e definida em U?.
Por outras palavras: existe ou nao um criterio, mediante o
qual seja sempre possivel, em presenca de um ser vivo x, re
conhecer se x e ou nao e uma planta? No caso afirmativo,
tal criterio sera independente do espago e do tempo (univer
sal e eterno) e a constante m fixara, simultaneamente, a re

lagao unitaria m e o conjunto P das plantas, visto que entre
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estas duas constantes existe unicamente uma diferenca de ex-

pressao: dar uma equivale a dax a outra, isto e m(x)=(xeP).

Notemos, entretanto, que a linguagem comum atribui
a palavra "conjunto" um significado, em virtude do qual um
conjunto se considera sempre suscetivel de ser construido, a
partir dos seus elementos, mencionadod um por um, e, em tais
condigoes, todo o conjunto seria, por natureza, finito. Assim
quando se ouve falar do conjunto das plantas, e-se levado ge-
ralmente a pensar nas plantas que existem actualmente 3@ super
ficie da Terra, e nao nas plantas que existem, existiram ou
possam vir a existir, em qualquer épocé e em qualquer lugar;
nesta ultima acepgao serdo usadas, em vez de "conjunto", as
palavras "classe", "famifia", “"genero", etc., a que, por sua
vez, as ciencias biologicas atribuiram significados particula
res, com prejuizo do conceito geral. Alem disso, 0S conjun-
tos corresponderiam a um criterio acidental ou mesmo arbitra-
rio, isto e, dependente da vontade do homem, e aplicavel ape-
nas ao presente e ao passado; enquanto as classes (que nao se
reduzem a conjuntos) corresponderiam a um critéerio natural,
que os fixa ate ao presente e os projecta no futuro, indepen-
dentemente da vontade humana. Mas € claro que nao compete a
Logica formal fazer a distingdao de tais criterios; e e por
isso que em Matematica se usa a palavra "conjunto" ("ensemble,
"{nsieme ", "set", "benge" , etc.) em ambas as acepgoOes; sendo

usadas com o mesmo significado as palavras "classe", "familia",
etc. (1)

(1) Comummente, a ideia de "conjunto" anda tambem ligada a ideia de simul-
taneidade, ou 3 ideia da possibilidade de encerrar todos os seus ele
mentos num mesmo campo visual, auditivo, etc.
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Notemos, porem, voltando ao exemplo anterior, que
a existéncia de um criterio aigido, imutavef, que fixa no
tempo e no espago o conceito de planta, nao passa de pura ilu
sao ( e o mesmo se pode dizer quanto aos conceitos de "fane-
rogamica", de "mamifeno", etc. e ate quanto aos conceitos de
"sen vivo" e de "individuo naturatl"). Com efeito,os bidolo -
gos tem-se visto algumas vezes em dificuldades, a respeito
de certos seres vivos, sem saberem se os devem incluir no con
junto P das plantas ou no seu complementar, o conjunto A dos
animais; e nenhum- biologo esta em condigcoes de saber se ou-
tras dificuldades do mesmo género nao virao a surgir no futu

no.

Como proceder entao? Inicialmente, admite-se¢ como
definida em U a proposigcao m(x), e portanto a sua contradi-
toria ~ w(x) a qual inclui x no conjunto A dos animais. Num
grande numero de casos, o reconhecimento de um ser vivo como
animal ou como planta e acompanhado de um sentimento de per
feita seguranga (centeza pratica). Mas podem tambem apresen
tar-se casos em que, em vez de tal seguranga, se sinta
uma maior ou menor hesitacdo, que incite 3 renuncia: entao,
para nao cometer um erro, derivado de suposta ignorancia,
renuncdia-4e a atribuir a m(x) qualquer dos valores 0 ou 1.
Porem, daqui a atribuir-lhe um terceiro valor, dizendo-a du
vidosa ou problematica, vai uma certa distancia; sera pre-
ciso, em primeiro lugar, que o sujeito reconhega, sem hesi-
tacao, o proprio estado psicologico de hesitacdao; e sera

necessario, em segundo lugar, que tal juizo se torne objec-
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tivo, por comparagao com o das outras pessoas.E, entao, se for
reconhecida a concordancia de opinioes, havera dois caminhos ,
diversos, mas equivalentes, a seguir: ou bem se conserva o con
ceito de "planta", subordinando-o a uma logica em que cada pro
posigcdo seja suscetivel de tomar um, e um so, dos valores: "ver
dadeina", "fgalsa", "duvidosa", (10gica trivalente) ou bemse pro
cura corrigir o conceito de "pLanta" (e portanto o de "animaf'),
admitindo uma terceira categoria de seres vivos, a que podemos
dar o nome de "seres Anteamediarnios". Entao, dizer que, para

um dado x, a proposicao m(x) e duvidosa equivalera a afirmar
que x € um ser intermediario; e deste modo, tratar-se-a apenas

de uma diferengca de linguagem. (1)

Em qualquer dos casos, e efectuada a substituigao de
um esquema por um outro, que sé afigura mais proximo da Reali-
dade; mas nada impede que novas dificuldades, do genero das an
teriores, venham a apresentar-se para o segundo esquema, indu-
zindo a substitui-lo por um terceiro, e assim sucessivamente .
Pode, entao, por esta via ser-se conduzido a um esquema de con
tinudidade; e assim sucede nos casos em que, partindo de uma pro
posigcao oa(X),. que dLnicialmente se considera definida num certo

conjunto U de individuos naturais, se chega a avaliar objecti-

(1) Poderiamos ainda convencionar dizer que o conjunto I dos seres inter-
mediarios constitue a §ronteira dos conjuntos A e P. E interessante
notar que as nogoes topologicas ordinarias sao elaboradas por um pro-
cessoanalogo ao que estamos descrevendo; porem, neste caso, admite-se
que a fronteira da ghonteira coincide com a fronteira, isto e, fixa-
-se intuitivamente um termo, ao processo de evolugao.
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vamente, para cada determinacao de x, 0 grau de hesita¢ao que
se experimenta ao afirmar o(x); e havera entdo de novo dois ca
minhos, diversos, mas equivalentes, a seguir: ou bem se subor-
dina a(x) a uma 10gica em que cada proposigao seja susceptivel
de uma infinidade de valores distintos (a que podemos chamar

probabilidades de que a proposicao seja verdadeira); ou bem se
substitui a relagao unitaria a(x) por uma relagdo binaria xoy
que seja equivalente a esta outra: "A probabilidade de que seja
verdadeira o(x) e maior que a probabifidade de que seja verda-

deirna afy)" (1).

Notemos que ja por exemplo os conceitos de "volLume" |,
"peso", "distancia", etc. foram elaborados por um processo se-
melhante ao anterior. E' certo que, em matematica, os adjecti-
vos "gnrande" e "pequeno" nao tem significado senao aplicados
no grau comparativo; Mas,na vida quotidiana, e ate nas Ciencias
Fisico-quimicas, e-lhes atribuido um significado (embora menos
preciso, menos objectivo), mesmo quando usados no grau positi-

vo e superlativo.

(1) E' claro que, por esta via, se poderia ir mais longe, considerando
probabilidades de segunda ordem, de terceira ordem, etc.
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Um exemplo muito sugestivo da passagem da forma unita
ria 3 forma binaria e-nos oferecido pelo conceito de cor (1).
Numa fase inicial, este conceito e elaborado directamente, 4in-
tuditivamente, a partir das sensagoes visuais, especificas, de
cor. Consideremos, por exemplo, o verde: todo o individuo nor-
mal, nao daltonico, sera capaz de reconhecer, num grande numero
de casos, se uma dada cor e ou nao e o verde, e entao tudo se
passa como se tal conceito correspondesse a uma relagao unita-
ria. Mas sao frequentissimos tambem os casos em que nao e difi
cil_reconhecer se o verde de um dado corpo e mais acentuado ou
simplesmente diverso do verde de um outro corpo; por outro lado,.
a transigcao entre o verde e as cores vizinhas far-se-a de um
modo imperceptivel, dando origem a expressoes tais como:"vexrde
amanrelo", "azul esverdeado", "vende esmeralda", etc., ou ainda
"con indeginivel", "con indecisa" (teremos ai o que podemos de

nominar as fronteiras do verde). Finalmente, efectuando a ana-

(1) No campo biologico, encontramos, entre outros, o exemplo dos conceitos
de "masculinidade" e de "{eminilidade”", os quais se apresentam inici-
almente sob a forma unitaria, mas correspondem, numa fase ulterior, a
relagoes binarias; com efeito, desde a descoberta das hormonas o homem
de ciencia encontra-se em condigoes de atribuir, objectivamente, a ca-
da individuo um gnrau de masculinidade (ou de feminilidade); por outro
lado, os casos de hermafroditismo fazem desaparecer a separagao nTti
da entre os dois sexos. Entretanto, investigagOes recentes no dominio
da genetica tendem a fixar, com maior precisao, o conceito de sexo.

No campo da Quimica, encontramos o exemplo do Ph, forma evoluida
dos conceitos de acido e de base; € interessante notar como na determi
nacao do Ph sao usados, entre outros, os metodos colorimétricos.
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lise das cores, o fisico conseguiu classifica-las em simples
e compostas, e chegou a perfeicao de escalonar as cores simples
(ou ainda os raios monocromaticos) segundo os respectivos compri
mentos de onda, medidos em unidades angstrom. Em tais medigoes,
e ainda o sentido da vista que desempenha o principal papel.
Cdnsegue-se, entao um maior grau de objectividade e de precisao;
mas e claro que nao existem na Natureza cores simples como nao
existem gazes perfeitos, rectas ou esferas. Trata-se apenas de
idealizacOes mais ou menos adaptaveis ao real; de conceitos mais
ou menos objectivos. E ate o conceito de "objectividade de um
concedito" (nao perder de vista a teoria dos tipos!) pode servir

de exemplo a quanto atras ficou dito. (1)

III. — A FORMAGAO INDUTIVA DOS CONCEITOS. — Examinemos
de perto a formagao natural, espontanea, dos conceitos. Seja o
conceito de "ave", correspondente a uma relacao unitaria, que
se considera definida no conjunto dos animais. Depois de ter
conhecido um numero bastante elevado destes animais, o homem
(e ndo so o homem, mas varios homens, em varias epocas e em va
rios lugares), foi intuditivamente levado a estabelecer uma Ze<,
mediante a qual se cre habilitado a decidir de um animal, qual

quer que seja, se ele ¢ ou nao ¢ uma ave. Assim, a primeira vis

(1) Do mesmo modo que, na recepgao das ordas hertzianas, se consegue uma
melhor ou pior sintonizagao, sem nunca atingir a sintonizagao perfei
ta (o que nem sequer tem sentido); na aplicacdo dos conceitos e pos-
sivel obter uma maior ou menor aproximagao sem chegar a exactidao
absoluta.
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ta, trata-se de um criterio dicotomico (isto e, que conduz ne-
cessariamente a uma afirmagéo Ou a uma negagao, e jamais a um
paradoxo) e, como tal, nigido, imut@vel, isto e 4independente
dos individuos a que, no futuro, venha a ser aplicado. Seja ,
porem, C o conjunto das aves conhecidas pelo homem, ate uma de
terminada epoca, posterior a formagao do conceito de "ave", e
seja E o conjunto das aves, nao incluidas em C, sem determina-
cao de tempo ou lugar. E claro que dar o conceito de "ave"equi
vale a g4ixan o conjunto A=Cyu E das aves; mas e tambem manifes-
to que, para dar aquele concedito e portanto o conjunto A, bas-
taria dar o conjunto inicial C e daqui a tendencia a conside -
rar o conjunto das aves e a entidade abstracta ave, como coisas
distfntas, como se tal conceito nao dependesse dos individuos
que, sucessivamente, veém reunir-4e ao conjunto C, isto e, como
se o0 criterio formado a partir dos elementos de C, fosse real-
mente definitivo,imutavel. Ora a verdade e que tal criterio
assenta sobre os caracteres que foram reconhecidos comuns aos
elementos de C, 0s quais por sua vez correspondem a conceitos
elaborados por um processo em tudo semelhante ao que estamos
descrevendo. Mas trata-se aqui, verdadeiramente, de uma lei ,
como as Leis §isicas, estabelecida por Lnducdo; uma lei que
permite extrapofan, isto e, que pode ser aplicada a individuos
nao pertencentes a C. Com efeito, entre os caracteres reconhg
cidos comuns aos elementos do conjunto inicial, podera assina
lar-se um minimo de caracteres CysCpsen.Cp (por exemplo, certos
caracteres externos, como o bico, as penas, etc.) os quais pa

necem bastar para definir o conceito de "ave";todos os res -
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tantes caracteres e;, e,,... (como, p.ex., a conformagao do tu
bo digestivo, do apare]ho respiratBrio, etc.) se apresentam
como consequencias ou efeditos dos primeiros, os quais, por sua
vez, assumem o aspecto de causas dos segundos. Podera, entao
formular-se a seguinte fei: Todas as vezes que, num dado Andi-
viduo (animal), se verificam, conjuntamente, os caracteres

Ci1s CosevvsCps sucede que, no mesmo individuo, se verificam tam
bem os caracteres €15 €35 €35...5 € dir-se-a entao que tal in-
dividuo e uma ave (1). Substituindo, no enunciado anterior,as
palavras "caracteres" e "individuo", respectivamente, pelas ex
pressoes "fenomenos" e "sistema matenial" (ou "regido do espa-
co-tempo"), e suprimindo a parte final "dir-se-a entdo que ..."
ter-se-a o modelo das leis fisicas, tais como sao concebidas
desde Galileu.

Mas tal como sucede com as leis fisicas,aquela de que
nos estamos ocupando ndao sera necessariamente infalilved: foi
apenas o grande numeno de casos que a confirmaram que levou o
homem a atribuir-lhe, por 4{ndugao, um grau de probabifidade de

ser, mais uma vez, verificada. Mas e evidente que o grande nE

(1) Ate a Medicina nos fornece, neste campo, um exemplo sugestivo. Com
efeito, a identificagao (diagnose) de uma entidade nosologica, assen
ta sobre um certo conjunto de sintomas, que se consideram definido -
res daquela entidade. A consideragao dos antecedentes e das condigoes
actuais do doente, as analises quimicas, etc. tendem simplesmente a
furdar e a aperfeigoar o diagnostico, de modo que, a partir de tais pre
missas, se possa estabelecer, com maior ou menor precisao: a pregnose,
e adoptar as medidas necessarias a modificar, artificialmente, o cur-
soda doencga.
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mero de confirmagGes nao habilita a afirmar a impossibilidade
absoluta das excepgoes e, se estas se apresentarem com peque-
nissima frequéencia, como que acidentalmente, dir-se-ao anoama-
Lidades, aberracgoes, monstruosidades, caprichos de uma Nature-
za cansada de repetir-se;mas se, pelo contrario, comegcam a ser
notadas, com grande frequencia, certas excepgoes que, longe de
apresentarem caracter acidental, paregam obedecer a uma nova
lei, entdao so havera um caminho a tomar: corrigir o primitivo

esquema adaptando-o melhor a Realidade.

Tal mudanca de esquema traduzir-se-a numa transforma-
c¢ao do sistema de caracteres (c],cz,...cn;e],ez,...), trans -
formagao que por sua vez consistira numa, pelo menos,das opera
¢O0es seguintes: eliminacao de alguns desses caracteres; intro
ducao de outros, que passavam Hespercebidos; passagem a catego
ria de primitivos de alguns dos que anteriormente figuravam
como derivados, e viceversa. 0 caso dos ornitorincos (que aca-
baram por ser incluidos no conjunto dos mamiferos) constitui

um exemplo de tal fenomeno.

Procurando agora historiar a formagao indutiva dos con
ceitos correspondentes aos caracteres C1sCps--esCpseqsensa.
seriamos levados a considerar outros conceitos, possive]mente
mais s4imples do que aqueles, e, prosseqguindo deste modo, che-
gariamos, em ultima analise, a conceitos que podemos denominar
imediatos , atendendo a que se traduzem, ou parecem traduzir-se

imediatamente em sensagoes. (1) Ora e facil ver que tais con-

(1) 0 conceito de caracter & um dos que a moderna Biologia mais se esfor
ga por analizar e precisar.
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ceitos imediatos (como por exemplo, as cores, as temperaturas,
os sons, os odores, etc.) sao dados por criterios dinect04,iﬂ
tuditivos, os quais, sendo ainda sugerdidos ou despertados por
indu¢ao , ja se nao apresentam, todavia, com a forga complexa
de leis como a anterior, E so numa fase ulterior que a Cien-
cia os faz depender de leis experimentais, cujo metodo € o de
um aumento de objectividade e nitidez, mediante o controle re-

ciproco e comparativo das sensagoes (1).

IV. — AS ATITUDES CONCEITUALISTA E EMPIRISTA. — 0 Iﬂ
FINITO MATEMATICO. — A analise feita nos numeros precedentes

conduz a varias conclusdes.

Em primeiro lugar, vé-se que, no seu aspecto util, o
conhecimento se apresenta como equivalente a capacidade de pre
visdo, da qual resulta uma maior probabilidade de exito na

acgao.(2).

Em tal modo, todo o juizo nao tautologico se pode con
siderar o ponto de partida para uma previsao. Mas e preciso
notar que a palavra "previsao" € atribuido aqui um significado
mais amplo do que o usual, um significado que a subordina Erﬁi

toria do conhecimehto humano, mais do que a historia da Natureza,

(1) Notemos a analogia entre este facto e aquele que se verifica, em Mate-
matica, na subordinagao dos conceitos primitivos a axiomas.

(2) A proposito da concepgao de Le Roy, segundo a qual a Ciencia consisti-
ria numa regra de acgao, Poincare observa: "la science est une regle
d'action qui neussit,au moins géniralement, et, i'ajoute, tandis que
La regle contrainre n'awwit pas reussit (Poincare, I).
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na medida em que as duas se possam distinguir. Quando se re-
conhece que "Pedro & humano" esta-se habilitado a prever que
"Pedro mornena"” e neste caso a previsao refere-se ao futuro na
tural. Mas quando Leverrier deduziu a existencia de um novo pla
neta, a partir da lei de Newton (lei deduzida das leis de Kepler,
as quais, por sua vez,foram induzidas da observagao dos factos)
o matematico frances previu verdadeiramente, a existencia de
Neptuno, previsao que se refere ao futuro dos nossos conhecimen-
tos, mas nao propriamente ao futuro do Universo fisico. Analoga
mente se pode dizer que, com a sua teoria electromagnetica,Maxwell
previu a existencia das ondas hertzianas. Em qualquer dos tres
casos, a previsao € estabelecida por meio de uma dedugdo.E, des
te modo, as teorias dedutivas se nos apresentam como admiraveis
instrumentos de previsao, guias precisos da actividade humana,

construidos sobre os resultados da indugao.

Por outro lado, observa-se que a evolugao dos concei-
tos conduz a um altternar das atitudes {dealista e empirnista,
como resultado da passagem do ponto de vista da extensao ao da
compreensao e viceversa. E claro que, como tantas vezes se tem
observado, o homem nao poderia exercer eficazmente a sua inte-
ligencia, e obter portanto, uma maior probabilidade de exitona
acgao, se nao se resignar a fixar-se , provisoriamente, em
certos esquemas, mesmo sabendo que se trata de simples esquemas
e nao.de aeprodugoes exactas; e, enquanto proceda assim, apoian

do-se num sistema formal e abstraindo da realidade, o homem co
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loca-se numa posigao conceptualista (1). Sucede porem que com

o tempo, com o aumento de experiencia, o homem se ve constran

gido a substituir velhos esquemas que ja nao satisfazem por

novos esquemas que dem lugar a menor numero de contradigdes e
de erros; e enquantolprocede assim, procurando adaptar-se cada
vez mais ao complexo evoluir das coisas, ele coloca-se numa po
sicao empinista (2).

Tais pontos de vista correspondem manifestamente, aos
dois aspectos antagonicos, mas complementares da Natureza: de
complexidade e de harmonia. E oscilando entre estes dois polos,
que a Ciencia parece progredir. Modernamente, a teoria dos
quanta conduziu a uma crise do determinismo, o qual nao pode
ja, certamente, subsistir sob a forma classica, laplaciana, mas
tal nao justifica que se chegue ao extremo de negar, em absolu
to, a lei fisica, 0 que sera cair no cepticismo, deformacao do

empirismo (3).

(1) Com efeito, e no fixar-se em um esquema, esquecendo ou ignorando as
suas deficiencias, que consiste o fenomeno da abstraccao ou da idea-
Lizagao.

(2) 0Os significados dos termos "conceitualista" e "empinista" tal como
sao aqui empregados, aproximam-se, respectivamente, dos significados
dos termos "nealista" e "nominalista", tais como eram usados na Idade
Media, com uma diferenca porem: que os dois primeiros se referem mais
a metodos de investigacao, do que a opinioes filosoficas.

(3) Eis como, na sua obra de divulgagao "Matiere et Lumiere" Louis de
Broglie. se exprime a respeito de determinismo: "Mas a doutrina deten-
minista nao tem 80 uma utilidade pratica (como a atitude heuristica);
ela contem centamente uma parte de verdade, pois se fosse completa-
mente falsa, nao 4e veria nos fenomenos nem orndem,nem regularidade ,
e toda a ciencia dos fenomenos seria impossivel. Ora e um facto que
a Filsica existe e que tem demonstrado o seu valor com phoghessod e
com numerosas aplicagoes".
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Ainda um reflexo de tal antagonismo € o que se verifi
ca entre o continuo e o déscontinuo, entre 0 finito e 0 Linfini
to. A ideia de infinito matematico provem, manifestamente, da
consideragao daquelas classes naturais que, e segundo a descri
¢ao feita anteriormente, sao definidas por meio de um criterio
ao qual se chega por indugao, classes cujo numero de elementos
ninguem pode avaliar, por isso que estao a receber continuamen
te, a adjuncao de novos e imprevistos elementos. Por outro lado ,
nos estamos habituados a observar que as classes naturais se
trans formam no tempo e no espago; e que essa transformagao se
efectua, geralmente, por graduagoes imperceptiveis, de modo que
e impossivel indicar com precisao os £imites ou fronteiras da
classe, tal como e impossivel indicar, precisamente, quando &€
que uma cor deixa de ser o verde, para ser o nao-verde (7).
Mas o facto de uma classe se transformar resulta na possibilida
de de a incluir numa outra classe e esta numa terceira, e assim
sucessivamente. Alem disso, tais inclusdes sucessivas efectuam-
-se de um modo 'que podemos exprimir segundo a formula classica
"aumentando a extensao, diminui a compreensao”, se por '"compreen

sao"”" entendemos, nao propriamente o conjunto dos atributos

(1) Durante o periodo aureo do mecanicismo dominou a formula de Leibniz:
Natura non facit saltus. Contudo a Ciencia dos nossos dias foi leva-
da a considerar, ao lado da variagao continua, a variagao brusca,dég
continua, a qual, numa segunda aproximacao, se pode revelar como va-
riagao continua, mas muito rapida. Por sua vez, a variagao continua
pode, numa segunda aproximagao , apresentar-se como sucessao de muitas
variacoes bruscas. Trata-se, portanto de dois aspectos complementa-
res da Natureza, o continuo e o descontinuo.
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comuns a todos 04 elementos da classe, mas sim a ndtidez do
concedlto corrnespondente; com efeito, o que se obtem e que a
medida que a extensao aumenta, as fronteiras das classes se
torpam cada vez menos nitidas, até se diluirem completamente

no irracional e no desconhecido.

Deste modo, a Matematica substitui o 4indefinido pelo
inginito,a indugao natural pela indugao completa. Todavia,nao
se conhece nenhum processo indutivo de tal modo potente, que
sobre ele se possa basear, com verosimilhangca, a hipotese de
que uma dada classe natural e infinita, isto e, um processo
que possa servir de base a uma verificacao empinica do axioma
do infinito de Russell, axioma que afirma a existencia de con

juntos ipfinitos.

Uma das classes que mais fortemente sugerem a ideia
da sucessao infinita dos nﬁmerog naturais € a classe dos dias
solares; com efeito, a probabilidade p de que o sol aparega
ainda uma vez apos uma rotacao da Terra, e enormemente vizinha
da unidade, se atendermos ao numero enorme de vezes que tal
facto se tem verificado, mas a probabilidade de que o mesmo
facto suceda n vezes sucessivas serd p", e, como p<l,ter-se-3

1im p"=0 .

n->o

0 facto de nao ser conhecida nenhuma classe natural
que realize o infinito matematico, faz nascer duvidas sobre a
1egitimidade da expressao "totalidade dos nameros naturais".
0 empirista dira: a sucessao dos numeros naturais €& infinita

apenas em poténcia (infinito potencial); isto &, para além dos
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nﬁmeros efectivamente considerados ate um determinado instan-

te, poderao vir a considerar-se novod numeros, mas nao se pode
afirmar que ja existissem antes daquele instante. 0 conceitua
lista respondera: o facto de que o homem n3do conheca todos os nume
ros naturais nao impede que estes existam fora do seu conheci-
mento (1); e assim nada parece opor-se a hipotese da totalida-
de dos numeros naturais (infinito actual) desde que tal hipo-

tese: 1) nao conduza a contradigao; 2) seja comoda e fecunda.

0 homem de ciencia deve naturalmente procurar um equi
1ibrio entre as duas tendencias. Certamente, como diz algures
Hadamard, "uma certa {idealizag¢do ¢ necedsaria em todas as fases
da Ciencia" (e nao so da Ciencia, mas de todas as formas de
actividade intelectual humana, ate a mais rudimentar). Esque-
matizar significa amputar, mas € esse o unico meio de que dis

pomos para nao caminhar as cegas pelo Mundo.

0 extremo do empirismo sera o cepticismo. Mas e pre
ciso tambem evitar o excesso oposto, ou seja o platonismo, o
qual investe as idealizagOes humanas de uma existencia pura ,
eterna, em cuja contemplagéo estética passiva estaria o supre
mo objectivo do conhecimento. A verdade € que os esquemas 1ogi
cos sao instrumentos sugeridos e condicionados pela realidade,
destinados a interpretar a reajidade. Poderao parecer mais 10

gicos, isto €, mais coerentes com a estrutura no nosso espiri-

(1) 12 y a bien de choses que nous ne pouvons fjamais connetre et qui, ce-
pendant, existent "en s0i",independamment de La capacite humaine de

Les dionine, independamment de £'activite de notre esprit et indepen-
damment de £'existence méme de £'homme sun La terre" (HADAMARD (I)).
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to; mas nao se deve pretender que sejam mais reais do que o pré

prio Real,

V.— 0S DOIS PONTOS DE VISTA DA MATEMATICA.— De quanto
atras foi dito resulta que a Matematica deve ser considerada
de dois pontos de vista complementares: o ponto de vista gene-
tico ou 4Antuitdivo; que se refere ao processo de evolugao natu
ral desta ciencia e portanto a actividade de investigacao em tal
dominio; e o ponto de vista £ogico ou formal, que se refere a
matematica ja constituida e portanto a actividade de sistemati
zagao logica exercida sobre os resultados da investigagao.

Porém, tais pontos de vista nao podem separar-se comple

"a

tamente, e da7 a ilusao dos formalistas e dos Antudlcionistas
outrance” , jlysdo dos primeiros quando pretendem reduzir a Ma-
tematica a um jogo tautologico de simbolos, segundo regras
arbitrarias; ilusao dos segundos quando negam utilidade constru-
tiva aos metodos axiomaticos, e a Logica Matematica em geral.
O0s factos tem mostrado que, se nao for ajudada e disciplinada
pela critica, a intuigdao acaba por tornar-se inoperante e até
enganadora. Mas, por outro lado, e preciso nao perder de vista
que a Matematica provem da Realidade e a Realidade deve tornar.
E bem conhecida atravées dos seculos, a caricatura do Matematico
deformado, o homem de mente cristalizada, habituado a uma rigi

dez de formulas e de conceitos que o inabilitam para as ques-

toes concretas, vitais.

Estes factos nao podem deixar de ter notaveis reper-

cussoes na Pedagogia. Galois previne os investigadores contra
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0 erro que cometem ocultando sistematicamente, na exposigao dos
proprios resultados, o caminho que seguiram na investigagao.Por
outro lado, F. Klein, no seu livro sobre as matematicas elemen-
tares, consideradas. de um ponto de vista superior, insiste sobre
a necessidade de introduzir os metodos genetico e fusionista

no ensino desta piéncia. Todavia, sem dar ouvidos a Galois, a

F. Klein e a tantos outros, o ensino da Matematica continua a

ser ministrado, em grande parte, como se esta fosse uma ciepcia
morta e, mais que morta, fossilizada. Ora &€ tempo de reconhecer
que nao basta o encadeamento logico dos conceitos e das propo-

sigoes; que e preciso também atender ao fim que faz surgir tais
conceitos e tais proposigoes naturalmente, como meios para al-

cancar esse fim, e nao como produtos indiferentes de operacgoes

10gigcas, executadas mecanicamente.

Com o ensino organizado segundo tais principios, dimi
nuira certamente o numero dos que teimam em conceber a Matemati
ca como uma imensa tautologia. Trata-se ai, manifestamente, de
um excesso platonico de formalismo, analogo ao que se verifica
em Fisica com a crenga no determinismo absofuto. Assumindo uma
atitude conceptualista, podemos admitin que os entes matemati-
cos existiam ja, antes de serem descobentos pelo investigador,
do mesmo modo que existia o radio, antes de os Curie o terem
posto em evidéncia. E necessario porem, passando a atitude empi
rista, reconhecer que, antes de serem {s0fados pelo matematico
tais objectos existiam apenas em poténcia, platonicamente, na
mesma medida em que existe a sinfonia, antes de o composidor a

construir, agrupando sons elementares; na mesma medida em que
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existe a estatua no bloco de marmore, antes de o escultor a

tornar visivel aos olhos da Humanidade.
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