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INTRODUCAO , 

Após u m  pe r io d o  d e  i nge nt e ma s i nd i s c i pl i na d a  pr o -

d u ção e m  d i v e r s o s  d o mini o s ,  a a c ti v i d a d e  m a t e mát i c a c o me ço u , 

jã no s ec u l o  pa s s ad o , a c o nv e r gi r  pa r a  u ma fa s e  d e  u ni fi c a ­

ça o e d e  c r it i c a ,  q u e  s e  t em a c e nt u a d o c a d a  v e z ma i s . As co n 

c e pçõe s d e  Ga l o i s ,  Ha mi lt o n, Sy l ve s t e r , Ku mme r , Kro nec ker , etc. , 

no c am po d a  �l ge br a ; d e  B o l y a i , Lo ba t c he ws ki , Ga u s s , Ri ema nn, 

Ve r o ne s e , e t c . ,  no c a mpo d a  Ge o met r i a ;  d e  Vo l t e r r a , Hi l be r t , 

B a  i r e ,  Le be s gu e , e t c . ,  no c a mpo da A nãl  i s e , r e pr e s e nt a m u ma

pr o fu nd a  r e v o lu ção no s met o d o s  d e  r a c i o c ini o a nter i or me nte usa  

d o s  e u m  e v i d e nt e  pr e l Gd i o  d a q u e l e pr o c e s s o  de  unificação. 

Po r o u tr o  la d o , a te o r ia do s c o nju nto s d e  Ge o r g Canto r e o al 

gori tm o ál ge bro -l ógi c o ,  c r i a d o  e s u c e s s i v a m e nt e  a pe r fe i ço a d o  

po r B o o l e ,  P e a no ,  Fr ege e Ru s s e ll ,  v i e r a m  o fe r e c e r  o i ns t r u ­

me nt o m ai s  a d e q u a d o  a t ão c o nsi d e r ãve l  o br a  d e  s int e s e . 

Não s e  t r a t a  po r em d e  a t i ngi r aq u e l a  Mathematiea un� 

ve��ali� q u e  o s  lógi c o s  t i nham s o nhad o , e d e  q u e as antino-

(*) Tr abalho inidito.



mias cantorianas tinham mostrado a impossibilidade; mas uni­

camente de fundar uma matemãtica de novo tipo, que proceda 

em relação às matemãticas clãssicas como estas procedem em 

relação ao mundo empirico isto e, sistematizando, raciona­

lizando, procurando em tudo um aumento do poder de previsão 

do homem e uma simplificação do seu esforço. Caracteristica 

da nova matemãtica e, como não podia deixar de ser, a orien­

tação a b � t�a cta , 6 o �mal ou a x � o mãt� c a , que ainda hoje encon­

tra resistência da parte de certas mentalidades, que em tais 

metodos vêem nada menos do que uma total mecanização da acti 

vidade matemãtica, e a consequente morte da intuição, fonte 

exclusiva da criação. 

N ão me alongarei na resposta a tal forma de ceptici� 

mo, para não repetir uma argumentação que passou ao dominio 

das coisas conhecidas. Recordarei, apenas, que - enquanto 

uma formalização radical dos processos de construção e de r� 

ciocinio usados em Matemãtica não passa de enganadora miragem 

- uma formalização parcial de tais processos e, não só possi

vel, mas tambem utilíssima, jã pelo aumento de solidez que 

proporciona ao edificio matemãtico, jã pela economia conside 

rã vel de pensamento que pode representar.. 

Se alguem se lembrar de dizer que as leis de duali­

dade e de transporte, de tão util aplicação em Geometria,con� 

tituem mãquinas de fabricar teoremas - não estarã sequer lon­

ge da verdade. Mas ninguem ousara por esse facto, converter 

em desgraça o que e apenas uma felicidade, e propôr, deste 

modo, a expulsão pura e simples de tais principios do dom;-
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nio da Matemãtica . 

A referida tendência unificadora conduziu ã consti­

tuição de dois dominios principais - a Ãlgebra abstracta e a 

Topologia geral - entre os quais se mantem, geralmente, uma 

nitida separação apesar de uma notãvel analogia de conceitos, 

metodos e resultados. Os dois grupos de teorias podem, cer­

tamente, concorrer para um fim comum, como sucede a respeito 

dos grupos topolõgicos, de que Pontrjagin nos deu uma exc�en 

te ex posição - mas conservando sempre a respectiva individu! 

lidade. Tal separaçao, de resto, corresponde ã secular dis­

puta entre o discreto e o continuo, como provenientes de in­

tuições diversas. Pregunta-se no entanto: N ão serã possivel 

atingir uma unidade mais completa? Serã destituido de inte­

resse pôr em evidência o que hã de comum entre a teoria dos 

espaços abstractos, (fundada por Maurice frechet) ,e as teo -

rias algebricas abstractas,(grupos,aneis, corpos, etc.) tais 

como sairam da escola de Goettingen? A tarefa não parece di­

ficil; e como se tudo jã estivesse feito. A possibilidade

de uma tal unificação encontra-se naquela teoria dos tipos, 

que Bertrand Russell tinha imaginado para evitar o seu conhe 

cido paradoxo. 

Um papel fundamental e desempenhado nas referidas 

teorias pelo conceito de homomorfismo (que no caso topolõgi­

co se chama. transformação continua), de que e um caso parti­

cular o conceito de isomorfismo (que em topologia se chama 

homeomorfismo). As propriedades formais de um sistema - as 

únicas que interessam de um ponto de vista abstracto - sao 
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aquelas propriedades desse sistema que se conservam em todos 

os isomorfismos. 

Todavia, enquanto estes conceitos sao precisados de 

cada vez para o caso dos grupos, dos corpos, dos sistemas 

vectoriais, dos espaços topológicos, etc. - um conceito geral 

de homomorfismo não costuma ser dado senão vagamente, fazen 

do apelo ã intuição. 

Ora o objectivo de esta tese é precisamente o segui� 

te: partindo de um conceito geral de sistema matemãtico e in 

troduzindo um conceito igualmente geral de homomorfismo, es­

tabelecer uma série de resultados, que sejam vãlidos em qual 

quer campo, sem nenhuma distinção - nem mesmo aquela entre 

" alg éb Jt -i.c.. o "  e " :to p o l õg -i.c.. o " .  r pl"ocedendo assim - .6 e.m 6 a ze.Jt

a m Z�-i.m a  h -i.p õ:te..6 e. Jt e..6 :tJt -i.:t -i.va .6 o b Jte. a �a:tuJte. za do .6 -i..6 :te.ma de. 

q u e.  .6 e.  :tJta:ta ,  c.. o lo c..a �do -me. �o :te.JtJte. �o da l ;g -i.c..a pRJta - que 

chego no ultimo ca pitulo a generalização de quase todas as 

proposições fundamentais da teoria de Galois. 

Como se sabe, esta teoria tal como sa�u da mente do 

seu genial criador, refere-se unicamente a corpos de numeros 

e de fracções numéricas. Um dos objectivos principais da Ai 
g e b r a a b s t r a c t a c o n s i s t í u, p r e c i sam e n te, em g e n e r a 1 i z a r a te�

ria de Galois aos corpos abstractos mediante convenientes 

restrições: conseguiu-se ver assim, que :to d o .6  0.6  Jt e..6 ul:tado .6 

da :t e.o Jt -i.a .6 ub.6 -i..6 :t e.m p aJta a.6 e. x:t e. �çõe..6 alg é b lt-Lc..a.6 .6 e.p aroáv e. -i..6 

d e.  um c.. o Jtpo  q ualq ue.Jt ( 1 ) . 

( 1 )  Sobre a moderna teoria de Galois pode consultar-se a excelente 
obra de VAN DER WAERDEN (I) . 

138



Em  tais investigações o conceito de grupo de Galois 

de uma equaçao algebrica aparece, pela primeira vez, sob a 

forma elegante que lhe deu E.Artin:isto é, como grupo de au

tomorfismosde um corpo . Pois bem: é ainda a consideração dos

automorfismos de um sistema qualquer , ligados a certas rela­

çoes a que chamo irredutiveis (por analogia com as equaçoes 

algebricas irredutiveis) que me permite chegar ã referida g�

neralização .  Os resultados assim obtidos sao naturalmente 

susceptiveis de interpretação em qualquer campo , e e apena! 

a falta de tempo que me impede de apresentar aqui um maior 

numero de exemplos . 

r claro que , o que deste modo se ganha em generali­

dade, se perde , por outro lado , em construtividade; o que não 

quer dizer que tais resultados nao possam , em cada caso pa! 

ticular , vir a ser desenvolvidos no sentido construtivo . O 

que se consegue desde logo e já nao parece pouco - e uma lar 

guissima visão sintetica em que ate os factos conhecidos ap� 

recem sob uma nova luz . 

Alem disso , eu espero que se trate, não do fim mas 

apenas do inicio de uma serie de investigações sobre tal as­

sunto . E tambem me anima a esperança de' que outros estudio­

sos venham a dedicar a sua atenção a este ponto de vista que 

não pode deixar de ser fecundo . 

Estas investigações conduziram-me, naturalmente, ao 

estudo do problema da definição;(Não será exagerado afirmar. 

que todo o problema particular de Matemática se reduz ao pr� 

blema da definição). Foi assim que cheguei  ao conhecimento 
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da be l a  o br a , r e a l i za d a  ne s t e c a mpo pe l a  e s c o l a d e  Hil be r t , 

s o br e t u d o  no q u e  s e  r e fe r e  ao a pe r fe içoa me nto d a  no ção de r e

c o r r �nc i a . A pa l a v r a d e  o r d e m "Reg�e66o i A�itm�tica" q u e

c a r a c t e r i za o pe r lo d o  d e  a r i t me t i za ção d a  A nãl i s e ,  e mpr e e ndi 

d a  po r De d e ki nd ,  Ca nt o r  e We i e r s t r as s , na o fo i c u mpr i d a  s e não 

e m  pa r t e ; e ,  c o mo r e s u l t a d o s  t r a bal ho s d e  Go e d e l ,  na o s e r a 

t ã o po u c o  s u s c e pt iv e l  d e  u m a  e x e c u çã o  i nt e gr al , s e  po r Ar i t me 

t i c a  e nt e nd e r mo s a t e o r i a  e l em e nt a r d o s  numer o s  na t u r a i s . O

pr o s s e gu i m e nt o  d a r e fe r i d a  o br a  d e  a r i t me t i za ção ,  e s t ã, pr e c i 

s a me nt e , no e s t u d o  a pr o fu nd a d o  d a  no ção d e  r e c o r r �nc i a .  

A i nd a  a me s ma o r d e m d e  i d e i a s me l e v o u  a c o nc e nt r ar 

a a t e nção s o bre  a t e o r i a d o s  nume r o s  t r a ns fi ni t o s - e s s a pe ! 

t u r ba nt e  c o nc e pçao c a nt o r i ana , e m  q u e  t a nt o  mi s t er i o ha v e r ã 

s e mpr e a d e s v e nd a r .  

Fi na l me nt e , a t e nde nd o a q u e  a Lógi c a  ma t e mãt i c a  na o 

e c u l t i v ad a  s e não po r u m  nume ro r e s t r i t o  d e  e s t u d i o s o s  e a te n

d e nd o  a q u e , na s no t a çõe s a d o pt a d a s , s e  e s t ã  be m l o nge de a ti �  

gi r a q u e l a u ni fo r mi d a d e  q u e  s e r i a par a d e s e j a r  (e d e v o  c o nfe � 

s a r  q u e  t a mbem e u  c o nt r i bu o  a go r a  pa r a  a d i s c o rd ânc i a  ge r a l ) ,  

r e s o l v i  d e d i c a r  t o d o  o pr i me i r o  c a pit u l o  a u ma e x po s i çã o  mi nu 

c i o s a  d a q u e l e s  e l em e nt o s  d e  Lógi c a  mat e mãt i c a e d a q u e l a s  

minhas co nve nções neste ca mpo , i ndispensã v e is a compreensao 

d a  ma t ér i a e x po s t a  no s d o i s  r e s t a nt e s  c a pit u l o s .  Co m u m  gra � 

d e  nume r o d e  e x e mpl o s pr o c u r o não s ó  fa mi l i ar i za r  o l e i t o r 

c o m a s  no çõe s i nt r o d u zi d a s , ma s t a mbem d a r -l he u ma pr i me i r a  

i d e i a  d a  a mpl i t u d e  d o s  d o m;ni o s  q u e  i r ão s e r c o ns i d e r a d o s . 
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Antes de terminar, devo por em relevo as dificulda-

des de vãrias ordens que acompanhara� a elaboração desta te-

se, c o n c e bi d a  e e� c �ita em Ro m a  no � a n o �  d e  1943 e 1944.

Ao Instituto para a Alta C ultura e ã Faculdade de Ciên

cias de L isboa cumpre-me agradecer a possibilidade moral e ma 

terial que me ofereceram, de me dedicar, inteiramente, duran 

te um longo periodo, ao trabalho de investigação. 

Ao Prof. Luigi Fantappie do Instituto de Alta Mate-

mãtica de Roma devo agradecer os valiosos conselhos, os incl 

tamentos e as facilidades que gentilmente me proporcionou em 

tão acidentado periodo. 

Os resultados apresentados nesta tese devem-se, em 

grande parte, ã minha experiência adquirida no Centro de E stu

dos( * )

(*) A pãgina do original dactilografado_ termina abruptamente em I I  • • •  Ce�
tro de Estudos I I . r de crer que o autor se refi ra ao CentJLo de E� :tu.do�

Mat emâtico� de L�boa , a funcionar na Faculdade de Ciências de Lisboa 
entre1940e197� de que o autor foi membro antes de ir para Itãlia como 
bolseiro do LA.C., e posteriormente seu Director. O fndice do Autor 
refere, porem, � �  pãginas de INTRODUÇAO, da qual somente as primei­
ras cinco constam do original dactilografado ( A.F.Oliveira). 
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CAPITULO I, - PRELIMINARES 

E s t e c a p i t u l o  t em p o r  o b j e c t i v o : 1) f i x a r  a t e rm i n� 

l o g i a  e a s  n o t a ç õe s  d e  L ó g i c a m a t em ã t i c a  a q u i a d o p t a d a s ; 2 ) 

e s c l a r e c e r , n a  m e d i d a d o  p o s s i v e l , c e r t o s  c o n c e i t o s  q u e  d e  -

s em p e n h am n o  p r e s e n t e t r a b a l h o u m  p a p e l  f u n d a m e n t a l . 

1. - C O NJU NTO S - S u p o n h am o s  d a d o  u m  c o n j u n t o U d e

e l e m e n t o s  a , b ,  . . .  , c u j a  n a t u r e z a  n ã o  e s p e c i f i c am o s . A part i r 

d e  t a i s e l e m e n t o s , p o d e r ã o  c o n s t r u i r - s e n o v o s  ente� ; em p r i -

m e i r o l u g a r , o s  c o n j u n t o s  A , B ,  . . .  , f o rm a d o s  p o r  e l em e n t o s  d e  

U;  e m  s e g u n d o  l u g a r , o s  c o n j u n t o s  A ,B , . . .  , c u j o s  e l ementos

s ã o c o n j u n t o s  A , B ,  . . .  , d e  e l e m e n t o s  d e U; e a s s i m  s u c e s s i v a -

m e n t e . r c l a r o  q u e t a l p r o c e s s o d e  c o n s t r u ç ã o s e p o d e  l e v a r

t ã o  l o n g e  q u a n t o s e  q u i se r , d u m  m o d o  q u e  s e r ã  p r e c i s a d o  a d i  

a n t e c o m' a n o  ç ã o d e  t r a n s f i n i t o . 

P a r a  e v i t a r  u m a  r e p e t i ç ã o d e  p a l a v r a s  q u e  p o s s a  p r� 

j u d i c a r  a c l a r e z a  d o  d i s c u r s o , d i r em o s  d e  p r e f e r ê n c i a  " f a m i -

l i a  d e  c o nju n t o s " , em v e z  d e  " c o n j u n t o d e  c o n j u n t o s " . 

E n t r e  o s  c o n j u n t o s A , B ,  . . .  , f i g u r a m , em p a r t i c u l a r ,

o p r ó p r i o c o n j u n t o U ,  q u e  c h am a r em o s  eo nj unto 6 undam ental
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(relativamente aos restantes) , e o c o n j u nt o  v a zi o , que repr! 

sentaremos pelo simbo10 o .  Ana10gamente, entre as fami1ias

de conjuntos A , 8 , ... , figuram a famil i a que representare -
U

mos por 2 , de todos os conj u ntos A,�B .. . , e a famil i a va z i a de 

conjuntos, etc. 

Ado ptaremos ainda as seguintes convençoes: 

1) O sinal = servirã em qualquer caso para exprimir 

i d e ntidade ,  e assim, a �xpressão simb61ica a=b indicarã que 

os simbo10s a e b representam um e o mesmo elemento de U. 
Por outro lado, o sinal t- significará "distinto deli. 

2) Para exprimir que um dado elemento a p e�t e n c e a 

um dado conjunto C escreveremos, simbolicamente, a e C. A no 

tação {a} servirã para representar o conjunto que tem a como 

unico elemento. 

3) Para exprimir que um dado conjunto A e� tã co ntid o

num outro conjunto B (ou que A e um �ub-co njunto de B) , e� 

creveremos A c B. Ana10gamente, a expressão A � B signi­

fica A co ntém B (ou, A e um �ob� eco njunto de B) . Se, da-

dos dois conjuntos A,B, se tiver simultaneamente A c B, B c A, 

e evidente que A=B. Porem, quando se .tiver, A c B sem que 

B c A, ter-se-ã At-B; diremos então que A e um � ubco njunto 

p�õp�i o  ou uma pa�te de B e escreveremos A � B.

4) Dados dois conjuntos A, B , a expressao A n B repr!

sentarã a sua inte�� e c ção  (isto e, o conjunto dos elef11entos 

comuns a A e a B) ; a expressao A u B representarã a sua 

� e u nião  (isto e, o conjunto que se obtem reunindo num so con 
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j u n t o  os e l eme n t o s  d e  A e B) . 

5) D a d a  u m a  f a m ; l i a F d e  s u b c o n j u n t o s  d e  U ,  r e p r e s e n -

t a  r em o s p o r  D X a i n t e r s e c ç ão d e  to do.6  o s  

p e r t e n c e n t e s a F . Ana l o g a m e n t e , a e x p r e s s ão 

s u b c o n j u n t o s

WfX r e p r e s e.!! 

t a  a r e u n i ã o  d e  t o d o s  o s  c o n j u n t o s  p e r t e n c e n t e s a F . 
6) D a d o  o c o n j u n t o A ,  r e p r e s e n t a r em o s  p o r  � A o s e u

eo mplem enta� ( i s t o  e ,  o c o n j u n t o  d o s  e l em e n t o s  d e  U q u e  n a o  

p e r t e n c em a A ) . 

r c l a r o q u e  n ã o  s e  t e n d o  e s p e c i f i c a d o  a n atu reza dos

e l e m e n t o s  d e U, n a d a  i m p e d e  q u e  .6 e  pa.6 .6 e a t om a r ,  c o m o  no v o

c o n j u n t o f u n d a m e n t a l , o c o n j u n t o  2U d e  t o d o s  o s  s u b c o n j u n -

t o s  d e U, e ,  d e s t e  m o d o , f i c a a u t o m a t i c a m e n te e s t a b e l e c i d o  o

s i g n i f i c a d o  d e  e xp res sões t a i s  c om o  AcB ,A nB , e t c .

2. - A G RU PAMENTO S . - N o t emo s a i n d a  q u e  o s  c o n j u n t o s

A ,S ,  . . . , s ã o  e n t i d a d e s  q u e  v e r i f i c am a s s eg u i n t e s  c o n d i ç õ e s : 

a )  o s  e l eme n t o s  d e  c a d a  c o n j u n t o s ão d i s t i n t o s  e n t r e  s i , do i s  

a d o i s ;  b) t o d o  o c o n j u n t o e i n d e p e n d e n t e  d a  o rd em d o s  r e s ­

p e c t i v o s  e l e m e n t o s . V ê - s e , p o r t a n t o , q u e , a d o p t a n d o  a l i ngu� 

g em u s u a l  d e  A n ã l i s e c o m b i n a t ó r i a , o s  s u b c o nju n t o s  d e  U n a o  

s ã o m a i s  d o  q u e  a s  eo mbinaç õ e.6 do.6 elem ento.6 d e  U, tomado .6 ,

d e  eada v e z , em núm e�o 6inito o u  in 6inito . 

M a s , a l em d a s  c om b i n a ç õ e s , a A n ã l i s e c o m b i n a t ó r i a 

i n t r o d u z o s  c o n c e i t o s  d e  a��anjo  e d e  pe�mutação , n o s  q u a i s 

i n t e r v em o c o n c e i t o  d e  o�dem . 

S e j a  P u m  c o n j u n t o q u a l q u e r , n a o  v a z i o ,  a cuj os e l e 

m e n t o s d a r em o s  o nom e  d e  pO.6 i�õe.6 . C o n h e c i d a u m a  l e i que 
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faça corresponder, a cada elemento i de P , um, e um so, ele 

mento ai de U, diremos que essa lei define um ag �upam e nto de

elementos de U, �elat� v o  a P ; e que dois agrupamentos (re 1� 

tivos a P são d ,i, s t i n tos, q u a n d o e x i s te, p e 10 m e nos, uma 

posição que nos dois agrupamentos seja ocupada por elementos 

distintos de U (1) . Diremos ainda que, num dado agrupament� 

um elemento ai de U, se �epet e ,  quando este elemento aparecer 

em mais de uma posição, no agrupamento considerado; isto e, 

quando de tiver ai= ak com i#k.

Se o conjunto das posições for finito, poderã sempre 

considerar-se constituido pelos numeros inteiros de 1 a n 

(sendo n o número dos elementos de p), visto que tais posições 

poderão ser ma �eada� ou d e� �g nada� por meio daqueles números; 

e diremos então que se trata de um ag �upam e nto de  n el em e nto� 

de U ( 2 ) .  Vê-se portanto que, traduzindo na linguagem tradl 

ciona1 da Anã1ise combinatôria a terminologia aqui adoptada, 

( 1 )  Um agrupamento de elementos de U, re 1 ati vo a P sera portanto uma 
função univoca, definida em P, função cujos valo �� são elementos 
de U. 

(2) Na p �ea ,  visto que os elementos de U são designados por meio de 
simbo10s ou de palavras, as po�� �õ� (elementos de P) serão as po ­

� ��Õ� �e �v� de tais simbo10s ou palavras, escritas segundo uma 
determinada ordem. r elucidativo o exemplo da numeração árabe. Se
o conjunto P for infinito, poderá ainda (admitindo o principio de 
Zerme1o) considerar-se constituido por uma classe de numeros ordi­
nais. 
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o s  a9�upamen�o� de  n e!em en�o� de U n ão s ão ma i s  do q u e o s  

a��anjo� ,  eom  �epe�i�ão , do�  e!em en�o� d e  U, �omado� n a

n ( 3 ) .  

G e r a l m e n t e ,  d a d o s  n e l em e n t o s  a,b, . . . ,c deU ( c o m

p o s s iv e l  r e p e t i ç ão ) . a d o p t a r em o s  a e x p r e s s ão (a,b, ... ,c)para

d e s i g n a r o a g r u p ame n to d e  t a i s  e l eme n t o s , s e g u n d o  a o r d em em 

q u e  o s  s imb o l o s  e s tão  e s c r i t o s ; a s  v irg u l a s têm po r f i m  e v i -

t a r  u m a  c o n fu s ão com o p r od u t o , n o s  c a s o s  em q u e  s e j a  d e f i n i  

d a  u m a  m u l t i p l i c a ç ã o em U. P o r  o u tro l a d o ,  o c o nju nto de ta i s

e l em e n t o s  s e rã r e p r e s e n t a d o  p o r  {a,b, . . . ,c}. 
F i n a l m e n te , de�i9 na�emo� p o�  U(n) o eo njun�o d e  �o ­

do� o� a9�upamen�o� de  n e!emen�o� d e  U, �endo n um núm e�o

na�u�a! qua!que� . 

E x em p l o : S e U f o r  o c o nju n to  d o s  n u m e r o s  r e a i s , U(2) r e p r e ­

s e n t a rã o p l a n o  e u c l i d e a n o ,  U(3) r e p r e s e n t a r ã o e s p a ç o  e u c l i

d e a n o  a t r ês d i me n s õ e s , e t c . 

3. - PROPOSIÇOES.- A r e s p e i t o  d o s  e l em e n tos d e  U p� 

d e r ã o  f o rmu l a r - s e  d i v e r s a s  p r o p o s i ç õe s 4, b, . . . A dm i t i r e mos 

q u e ,  a t o  d a a p r o p o s i ç ã o a., c o r r e s p o n d e um e um � ô d o s  do i s

va!o�e� s e g u i n t e s : O ( f a l s o ) , 1 ( v e r dad e i r o ) . Ad o p t a r emo s 

a i nda a s segui nte s co n v e nçõ es: 

(3) Em vez do termo "a9�pamento", usam- se, ord i nari amente, com es te
s i gn i f lcado, os termos "���ema" e " eomp!exo " . O termo "���ema" 
teve de ser aqu i abandonado, porque l he e atri buido, ma is adiante 
um outro s i g n i fi cado ; o u l t imo e jã usado com s i gn i fi cado especi­
fico em Matemãt i ca .  Res ta o termo la9�pamento " ( tradução do fra .!! 
cês "9�OUpe.me.�") que e adoptado por exempl o, na " Encycloped i e
França iseU(art. de R ene d e  Pos se l 1 . 64 . 2} 
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1) Dadas duas proposições a,b, diremos quea -<..mplic.a b
e escreveremos simbolicamente 41-+ b, para exprimir que o valor

de a é igual ou menor que o valor de b . 

2 ) Para exprimir que ambas as proposições d, b , sao ver 

dadeiras, escreveremos a n b (ler "a e b") e ã proposição an b 
daremos o nome de c.onjunçao (ou p�oduto l5g ic.o) das propasi­

çõ-es a,b . Em vez de (a -+ b)n (b-+a), escreveremos mais sim­

plesmente a:t. b e diremos então que a e b são equival ente.6 (i�

to e, terão valores iguais). Em vez de (ae:E ) n (be:E) poderemos 

também escrever a,b E E (isto e, lia e b .6aO el eme.nto.6 de E"). 

3 ) Para exprimir que uma, pelo menos, das proposições

a,b e verdadeira, escreveremos aub (ler lia oub ") , e à prop�

sição aub chamaremos di.6junçao (ou .6oma l5g ic.a) das proposi­

ções a, b

4) Para negar a proposição a , escreveremos 'VQ. (ler 

"nao ali ) e diremos que rva e a proposição contraditória de a

(isto e, uma terã o valor 1 e a outra o valor O ). Em vez

de rv(ae:E ), poderemos escrever mais simplesmente aiE; 
Recordemos, finalmente, algumas'das mais importantes 

leis do cãlculo proposicional, que resultam imediatamente das 

convenções anteriores . Quaisquer que sejam as proposições 

a,-b,e, tem-se: rv rva ta (lei da dupla negação); rv( a n rva )
( 1  ei da não contradi ç ão) ; 4. urv a ( 1  ei do te�tium non datu�) ;

rv(.nb) :t. 'VQ. u rv b (primeira lei de, De Morgan) an(bue) :t;(aniJ)u(ane') 
(distributividade); (a -+ b) :t. rv a u b ( a -+ b ) :t. rv b -+ rv.. e tc .
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4. - F U N ÇOES P R OPOSI C I O N AIS .- P a r a c om u n i c a r  c om

o s  s e u s s em e l h a n t e s , o h om e m  s e r v e - s e d e  � inai� q u e  p o d em

s e r  �ano�o�  ( l i n g u a g em f a l a d a ) o u  g�i6ieo�  ( l i n g u a g e m e s c r i  

t a ) (1) . E m  q u a l q u e r  d o s  c a s o s , o h om em  d i s p õ e  d e  u m  n u m e ­

r o  l i m i t a d o  d e  � inai� elem e n�a�e� qu e , a s s o c i a d o s  d e  v ã r i o s 

m o d o s , c om p o s s iv e l  r e p e t i ç ã o , g e r a m  � inai� e ompo � �o�  o u  e� 
p�e� � õe� ,  c a d a  u m  d o s  q u a i s  p o d e  t e r , o u  n ão um  � igni 6ieado . 

O n um e r o  d e  s i n a i s e l e m e n t a r e s  p o d e  r e d u z i r - s e  a d o i s ( t r�o 

e p o n t o  d o  a l f a b e t o M o r s e ) , s e  b e m  q u e  a s  p a u s a s  ( o u o s  e s -

p a ç o s  e m  b r a n c o )  d e s em p e n h em ,  n e s t e , c om o  e m  o u t r o s  c a s o s , o 

p a p e l  d e  s i n a i s . D i z - s e  6 o né�ie o  t o d o  o s i s t em a d e  e s c r i t a  

q u e t e n d a  a r e p r o d u z i r ,  a n a l i t i c a me n t e , a l i n g u a g e m  f a l a d a  

f a z e n d o  c o r r e s p o n d e r  a c a d a  s i n a l  e l e m e n t a r  ( l e t r a ) u m  s om 

d e t e rm i n a d o . R e s e r v a - s e , n e s t e  t r a b a l h o ,  a d e s i g n a ç ã o  d e  

� imbõli ea a t o d a  a e s c r i t a  q u e  n ão t e n h a  i n t e n ç ão f o n e t i c a ; 

ã p a l a v r a " � Zmbo l o " a t r i b u i - s e , p o r t a n t o a q u i , o sig nif i ca d o

r e s t r i t o  d e  " � inal não  6 o né�ie o "  (2 ) . A s  f ó r m u l a s m a t em ã t i  

c a s e a e s c r i t a  c h i n e s a  c o n s t i t u em  e x e m p l o s d e  e scr itas s i mb� 
l i c a s  ( p a r t i c u l a r , n o  p r i m e i r o  c a s o ) . P o r em , a M a t em ã t i c a  

o f e r e c e , n o rm a l m e n t e , o e x em p l o  d e  u m a  e s c r i t a  d e  t i p o  m i s ­

t o em  q u e a s  f ó r m u l a s a p a r e c em i n te r c a l a d a s  no texto a comp l� 

t a r  o d i s c u r s o . 

(1) t c l a ro que omi t i mos aqu i outros s i s temas menos u s ua i s  de expre�
s ão ,  ta i s  como a mim i ca dos su rdo-mudos , a es cr i ta dos cegos ,e tc . 

( 2) Pode s uceder , e c l a ro ,  que  um mesmo s i na l  fu nc i one umas vezes
como l etra , e outras vezes como simbo l o : a Matemãt i ca dã-nos 
d i s s o  um exemp l o  corrente . 
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Ma s  um s i s t ema  de l i n g u a g em de ve  c o m p ree n d e r ,  a l ém dos 

s i n a i s  e l eme n t a re s , u m  e�ité�io de ag�upamento d e s t e s  s i n a i s , 

s e m o q u a l  o p o d e r  s i g n i f i c a t i v o  d e  t a l s i s t ema s e r i a l i m i tad ;s 

s i mo ( 1 ) .  C h ama rem o s  e xp�e��ão de 1� o�dem a to do o a g r u p a me n ­

t o  d e  s i n a i s  e l e me n t a re s ; exp�e��ão d e  2� o �dem a t o do  o a g r u ­

p ame n t o  de  e x p re s s õe s  d e  l � o r d em , e a s s i m  s u c e s s i v ame n t e . N a

e s c r i t a  fo né t i c a ,  a s  p a l a v r a s , a s  p ro p o s i ç õe s g r am a t i c a i s , o s  

pe río d o s , o s p a rá g ra f o s , e t c . c o n s t i t u em e xemp l o s d e  e x p res sões 

( c om  s i g n i f i c a d o ) de o r dem c a d a  v e z ma i s  e l e v a da . P a ra d i s t i n ­

g u i r  e s t a s  d i f e re n t e s o r de n s  d e  e x p re s s õ e s , a e s c r i t a  c o r r e n te 

u t i l i z a  i n t e r v a l o s  de  ma i o r ou  me n o r  amp l i t u d e , p o n t o s , v i r g u ­

l a s ,  p a rê n t e s e s , m u d a n ç a s  d e  l i n h a ,  e t c . ;  c om u m  o b j e c t i v o  pe! 

fe i t ame n t e a n ã l o g o  a o  d e s t e s  re c u r s o s d e  e s c r i t a  fo né t i c a , a L ó  

g i c a  ma temá t i c a  u t i l i z a  p o n t o s , v i rg u l a s , p a rên te s e s  ( e s c r i t a s  

d e  P e a n o , d e  R u s s e l l ,  d e  H i l b e r t , e t c . )  ( 2 ) .  O s i s t ema  d e  

�u k a s i ew i c z d i s p e n s a  o u s o  d e s t e s  s i n a i s ; ma s a p re s e n t a , a me u 

ve r ,  i n c o n v e n i e n t e s  q u e me l e v a m  a n ão a d o p tá - l o  n o  p re s e n t e 

t r a b a l h o .  
As ex p ressões simbólicas da remos ainda o nome de 6ó� 

muia� . 

( 1 ) N o�almente, os s i na i s  l i nguís ti cos são agrupados segundo a ordem n� 
tura l  do tempo ( l i nguagem fa l ada ) ;  ou segundo uma ordem l i near ,  con­
venc i onal ( l i nguagem escri ta ) ,  mas podem apresenta r-se casos ma i s  
compl exos , em que i nte rvem a bi d ime ns i onal i dade do p l ano : ta l é o c� 
so dos expoentes , dos índi ces , da s fracç ões , etc . Um facto seme l hante 
se veri fi ca a i nda com a es cri ta musi ca l ; e até na es cri ta fonéti ca ve 
mos d i sso  um exempl o no emprego dos acentos . 

( 2 ) E c l aro que , i ncl u i ndo os pontos , os pa rênteses , etc . , na categori a 
dos s i na i s  e l ementares , todas as expressões serão de l� ordem ; mas a
cl ass i fi caç ão em ordem , ta l como é aq ui apresentada , aj uda a penetra r
no mecan i smo da l i nguagem e es tã , como veremos , em re l ação com a teo­
ri a dos t i pos .  
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Consideremos de novo o conjunto fundamental U. Cha 

maremos va�iãvei4 6undamentai4 ou va�iãvei4 4ob�e U ,  aos simb� 

los x,y, ... representativos de elementos não dete�minado4 de 

U. Com estes simbolos ligados entre si por meio de eOn4tante4 ( como, 

p.ex., as constantes 3,=,se�+,etc.) poderão constituir-se

certas expressões, capazes de adquirir o significado de pr� 

posições (verdadeiras ou falsas), todas as vezes que, nas me� 

mas expressões, as variáveis x,y, ... forem substituidas pOI 

constantes, representativas de elemento� de U, escolhidos � 
bitrãriamente. Diremos que tais expressões representam 6u� 

çõe4 p�opo4ieionai4 ou p�opo4iç õ e4 eondieionai4, nas variá-

veis x,y, ... , definidas em U ( 1 ) . 

Seja U, por exemplo, o conjunto dos numeros intei­

ros naturais. A expressão "x e o m . d. e .  de y e z" i o enun

ciado de uma proposição, por assim dizer, incompleto, que 

adquire um valor determinado ( O  ou 1 ) , sempre que o lugar 

das variáveis x,y,z, for preenchido por alguns dos simbolos 

( 1 )  Vi-se, portanto, que as variáveis x,y, ... constituem um conj unto 
de posições (§2), em relação ao qual se pode afirmar se um dado 
agrupamento de elementos de U verifica ou não verifica a propos1 
ção. Nada impede que duas variáveis distintas sejam substituidas 
por uma mesma constante (caso da repetição), mas não será licito 
substituir uma variável por duas constantes distintas, ao mesmo 
tempo (univocidade). 
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1 ,2 , 3 , . . .  Tr a t a - s e  p or t a n t o d e  um a  pr op o si çã o  c o n�i ci o n a 1 
. . 

em x ,y , z , d e f i ni d a  em U .  (2) 

I n tr o d u z i  n d o  a l o c u çã o  " p lLo p o .6 i ç.ã.o c.o l1dic�o l1 a..e." s o-

m o s  1 e v a d o s , p ar a  e v i t ar c o n f u sõ e s  d e  l i n g u a g em , a a d op t ar 

e s t a  o u tr a: " p lLo p o .6 i ç.ã.o c.ateg 6ILic.a " ( i s t o i, nã o c o n d i c i onal ) ,

c om o s i g n ificado qu e  a n t er i or m e n t e  a tr i b ul a m o s  ã p a l a vr a

" p lLo p O.6 iç.ã.o " ( 3 )  

T o d a  a pr op o s i çã o  c o n d i c i o na l  em  x ,y ,  . . .  p o d e  rã e� 

cr e v er - s e  s ob a f orm a c a nó n i c a a ( x ,y , . . .  ) e m  q u e  a desempe­

n h a , pO IL c. o l1 v e l1 ç.ã.o , u m  p ap e l  e q u i v a l e n t e  a o  d e  t o d a s  a s  c o n s

t a n t e s  q u e  f igur a m  n a  e xpr e s sã o  i n i c i a l . A s s im , p or e x e mp l o
- TI+X � a pr op o s i ç a o  c o n d ic i o n a l s e n  --5- < v y ,  d e f i n i d a n o  c o n j u n -

t o  d o s  nijmer o s  r e ais , p o d erã e s cr e v er - s e , abr e v i a d a m e n t e  , 

6 ( x ,y ) , e m q u e  6 s ub s t i t u i  a s  cons tantes sen , TI , + ,- , 5 , < ,r, 

(2) As equações e as  i nequações cons t i tuem exemp l os tip i cos de funções 
propos i c i ona i s , defi n i das  gera l mente sobre o conj unto dos numeros 
rea i s . O s i s tema s imbó l i co da Anã 1 i s e  c1ãss i ca l i mi ta-se , prat i­
camente ,  a estes t ipos de propos i ções condi c i ona i s ,  i nc l u i ndo os 
seus  produtos ló g i cos ( s i s temas de equações e de i nequ ações ) . Ta i s  
são a s  fórmu l as us adas , s i s temat i camente , n a  t� adução das leis na­
tur a  i s . 

(3) Dir emos de preferênci a ,  "p lLopo.6iç.ã.o c.ol1 dic.iol1 a..e." em vez de " 6u.11ç.ã.o 

p Mpo.6ic.iol1 a..e." , a tendendo  a qu e  uma mesma  propos i ção se  pode con­
s i derar umas vezes ca tegór i ca e outras vezes cond i c i ona l; As s i m ,
por exemp l o ,  a propos i çã o  " Vado wn I1UmeILO , e xiÃte .6 emp lLe wn o u.tILo 
rne l10 IL do q ue o p lLirnwo " , i verdadei  ra na teor i  a dos nijmeros rea i s,
mas  não na teor i a  dos numeros natura i s. 
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c om  u m  c r i t êr i o d i v e r s o  d e  a g ru p am e n to . ( 1 ) 

Q u a n d o  n ã o f o r  n e c e s s á r i o p o r  em e v i d ê n c i a  a s  v ar i á 

v e i s d e  q u e  d e p e n d em a s  p r o p o s i ç õ e s  c o n d i c i o n a i s , e s t a s p o ­

d e r ã o  s e r r e p r e s e n t a d a s  a b r e v i a d a m e n t e , p o r  s lm b o l o s  t a i s  

c o m o  p, q , . . . 

5.- Q U A NT I F I C ADORE S . - A s  p r o p o s i ç õ e s  c o n d i c i o n a i s 

d e f i n i d a s  num m e� m o c o n j unto 6 u ndam e ntal U p od em  c o m b i n a r -

- s e  e n t r e  s i  d e  v a r i o s m o d o s , p o r  m e i o d o s  s ;mbo 1 0 s  n,u,�,+,

i n t r o d u z i d o s  n o  § 3 , d a n d o  o r i g em a n o v a s  p r o po s i ç õ e s c o n d i ­

c i o n a i s  d e f i n i d a s  e m U. A s s i m ,  a c o n j u n ç ã o  d e  d u a s  p r o po s i

ç o e s  c o n d i c i o n a i s  p ,q s e rá  a p r o p o s i ç ã o  p nq q u e  s e v e r i -

f i c a  p a r a  t o d a s a s  d e t e r m i n a ç õe s  d a s  v a r i á v e i s ( e s ó  p a r a  

es sas  d e t e rm i n a ç õe s ) q u e v e r i f i c a m �im ultan eam e nte a s  p r o p� 

s i ç õ e s  p ,q; a p r o p o s i ç ã o  c o n t r a d i t ó r i a d e  p s e r a  a p r o -

p o s i ç ão �p q u e s e  v e r i f i c a  p a r a  t o d a s  a s  determi nações das 

v a r i a v e i s ( e  s o  p a r a t a i s  d e t e rm i n a ç õe s ) q ue nao  v e r i f i c a m  

p; e t c . E c l a r o q u e  as expressões exp l ic i tas de pnq,puq,"-p,p-+q,

c o n tem n e c e s s a r i a m e n t e , t o d a s  a s  v a r i á v e i s q u e  f i g u r a m  n a s

e x p r e s s õ e s  d e  p e q.

( 1 ) Como veremos ad i a nte , e na i ntrodução de novas cons tantes ( s lmb�
l os ou pa l avra s )  com o obj ecti vo de ab�ev � certas expressões

que cons i s te ,  6o �almente, uma parte das defi n i ções l óg i cas . Con­
v i r i a ,  no entanto , adoptar um ti po u n i forme de agrupamentos , o 
que se  consegue  des crevendo todas as  p ropos i ções condi c i ona i s ,  
pri mi ti vas e der i vada s , com a forma a(x,y, . . .  ) mas ta l i mp l i ca 
uma a l teração do s i s tema de s;mbo 1 os ma temáti cos , que  têm s i do 
e l aborados a tê hoj e ,  por um processo  de evo l ução h i s tóri ca . 
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M a s  o s  simb ol o s  a n t er i or e s  n a o  p er m i t em  tr a d u z ir 

t o d a s a s  expre s sõ e s  lóg i c a s  q u e a li n g u agem  c o m um re g i s t a; 

p ar a  ob t er um  s i s t em a  d e  s;mbol o s  q u e  s a ti s f a ç a  a e s t a c o n

d i çã o  e n e ce s sár i o i n tr o d u z ir o s  c h a m a d o s  q uantÁ..óÁ..c.adoJte.6

(b a s t ar i a in tr o d u z ir um  d el e s ) .  

P ar a  i n d i c ar q u e  u m a  d a d a  propos i ção cond i c i onal a ( x ), 

c o n d i c i o n al n u ma  so v ar iáv el x ,  s e  v er i f i c a p ar a  t od a s  a s  

d e t er m i n a çõe s d a  v ar iãv el, e s cr ev er em o s  0 a ( x ); p ar a  i n d i

c ar q u e e x i s t e p elo  m e n o s  u m a  d e t er m i n a çã o  d e  x, p ar a  a 

q u al e v er da d e ir a  a pr op o s i çã o  a ( x ) , e s cr ev er emo s Y a ( x ) . 

D e s t e  m o d o , o s;mb ol o 0 s ub s t i t u e  a e xpr e s sã o

uQualq ueJt  q u e  .6 eja x . . . u ;  e o simb olo U s erá u m a  abr ev i a t u­
x 

r a  d e s t a  o utr a e xpr e s sã o: uexÁ...6 t e  p el o  m eno.6 um elem ento  x, 

tal q ue " . ( 1) .  Vi- s e, p or o u tr o  l a d o , q u e  t a is  c o n s t a n t e s  

lõg i c a s  ( c ham a d a s  q uantÁ..ó Á..c.adoJte.6 ) ,  p er m i tem  f or m ul ar pr op� 

s i çõ e s  c a t egór i c a s, a p ar t ir  d e  prop o s i çõ e s  c o n d i c i o n a i s n u­

m a  só v ar iáv el . P orém , apl i c a d o s  a pr op o s i çõ e s  p,q c o n d i  -

c i o n a i s em  m a i s  d e  uma  v ar iáv el, u m a  d a s  quais sej a, p or exemplo 

x, e s t e s  s;mb ol o s  dã o or ig em a n ov a s  pr op o s i çõ e s  Qp,Yp, ... 

q u e  nã o d epe n d em jã d a  v ar iáv el x, s obr e a q u al i n c i d e  o 

q u a n t i f i c ador (v ar iáv el q uantÁ..ó Á..c. ada o u  v ar iáv el apaJtent el,

m a s  q u e  sã o a i n d a  c o n d i c i o n a i s  n a s  r e s t a n t e s  v ar iáv e i s y, z . . .

( v a r i á v e i s lÁ.. v!t. e.6 )  • 

( 1 )  As propo s i ções Q a ( x ),ç", a ( x )'xh C x ), Y ", a (x ), correspondem re�_
pectivamente , à s  des i gnações cláss i cas de unÁ..vett..6a.l. pO.6 Ã..:tiva, unÁ.. 

ve!t..6a.l. negativa, paJt:tic.ul.a.tt. pO.6 Á..:tÁ..va, paJt:tic.ul.a.tt. negativa; e claro
que se tem n a ( x )  :- '" U '" a (x ) , n '" a( x )  -:- '" U a( x ), i s to e, a prlx x x x 
me ira e a contradi tór i a  da ult ima ; a s egunda e a contrad i tór i a  da
t�rr�; rrl . 
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E m  q u al q u er c as o , p or em , a f orm ul a çã o  d as pr op osi­

ç o es c a t egóri c as s erã p o ssl v e l ,  u n i c am e n t e , c om o empr e g o , 

dir e c t o  ou i ndir e c t o , d os q u a n ti fi c a d or es , os q u ai s  p erm i t em 

ab ai x ar, s u c essi v a m e n t e, o n u mer o  d e  v ariã v ei s  li vr es das ;prE. 

p osi çõ es c o n di ci o n ais , a te a c o mpl e t a  elimi n a çã o d es t as v a­

riã v eis . E x emp l o: a fór mul a  un (y::j.x+y> x )  tr ad uz u m a  prE.
x y 

p osi çã o c a t e góri c a, r el a t i v a  a os num er os n a t ur ais , a q u al , 

em  l i n g u agem  c om um , s e  e n u n ci a , "Exi� te  ( p elo m eno� J um nu ­

m e�o , m en o�  de  Que to do�  o �  o ut�o�  núm e�o � .  

D e v emos n o t ar q u e  os q u a n ti fi c ad or es nã o sã o i n d e­

p e nd e nt es e n tr e  s i ,  p ois q u e  s e  t em , q u al q u er q u e  s ej a  a : 

.",Ua (x ) :t n '" a ( x ) . 
x X. 

Ad op t ar emos ai n d a  as s e g u i n t es c o n v e n ç o es: 

1 ) A ap li c a çã o  

d erã ser subs ti t uid a 

s u c essi v a  d os simb o l os Q J), . . . , p o­

p el a apli c a çã o  d um simb ol o ú n i c o rI 
� 

x ,y ,  . . .
A nál og a c o n v e n çã o  p ar a  o simb o l o c omp ost o x ,y ,  . . .

2) 
si mb ol o 

pr essã o 

S e  as v ar iá v eis x ,y ,  . . .  q u a nt i f i c a d as p or mei o  d o

lJ nã o f or e m t od as a q u el as q u e  fi g ur am n a  e x -x,y, . . .  
e xp li ci t a  d e  u m a  da d a  pr op osi çã o p ,  e s e  f or em 

u , v, . . .  as v ariá v eis l i vr e s , con venc i onaremos escrever ( u,v •. . .  ) jp 

c om o m esmo  sig ni f i c ad o  d e  LJ P. E cl ar o q u e  as d et e!x ,y , . . . 
mi n a çõ es d e  ( u , v, . . .  ) q u e  v eri fi c am  a pr op osi çã o (u , v, . . .  ) jp 

s a o  t o d a s  a q u el as q u e, ass o ci a d as a d e ter mi n a çõ es c o n v e ni e n

t es d e  ( x ,y, . . .  ) ,  v erifi c am  a pr op osi çã o d ad a  P .  E xpr i mir� 

mos es t e  f a c t o , d i z e n d o  q u e  a pr op osi çã o ( u , v, . . .  ) jpr es ul t a  

d e  p�o j eeta�p sobr e o a gr up ame n t o  d e  v ariá v ei s ( u , v ,  . . .  ) . 
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3) Se j am p e q prop o s içõe s co n d i c i o n a i s  em x ,y , . .. Co n

v e n c i o n aremo s e s creve r p aq c om o me s mo s ign ifi c a d o  dex , y , . .. 
(�q) A nal ogame n te , p , � q , em  ve z d e  x ,y , . . .  

n
x , y , .. . 

n
x ,  y , • . . (p"tq) 

Se a s  vari ãveis x ,y, ... co n t i d a s  n o s ímbo l o  x ,  y , . . .

s ão to d a s  a s  q u e fi guram n a s  e x p re s s õ e s  de p e d e  q , e s c r e v e re 

mo s  ma i s s i mp l e sme n te pcq , em v e  z de  p , qx ,y , . . . e d i  r emo s 

q u e "p impli c.a úl.c.o ndi c.io nalm e. nte. q" o u  q u e "p é uma c.o ndi ção

�u 6i c.i e. nt e.  pa� a q u e. a p�o p o �i ção q �e. v e.�i 6iq u e. "  o u  a i n d a  q u e 

l i a p�o po � i ção q e. um a c.o n di ção ne. c.e.� � â�ia p a�a q u e. � e v e.�i 6i q u e.  

P".
An a l ogame n te , s e  n o  s ímb o l o � ,y , . . . 

e sti v e rem comp r� 

e n d i d a s  to d a s  a s  v a r i iv e i s q ue fi g u ram n a s  e x p r e s sõe s de p e d e  

q , e s c re v eremo s p=q em v e z de  p oJ' q, e di remos q ue p eq � ,y , . . . 

s ã o i nc.o ndi c.io nalm ente e. q uiv al e. n.te� . ( 1 ) 

4 ) Em v e z d e  a(x) X S (x , y , . . . ) ,  p o demo s e s cre v e r
n ( ) ( " - II d " 1  - d" -a ( x)S x , y , . . .  lS t o  e: Pa�a to o o x q u e  � at �� na z  a c.o n. �çao 

a(x), t e.m -� e  S ( x ,y , . . .  )) . A n a l ogame n te ,  em v e z d e

YCa(x)ns(x,y, . . . )] p o demo s e s c re v er �( x) S ( x , y , oo . )

5) Chamaremo s p r o p o s i çã o  áundame.ntal, re l a tiv a a U, i
p r o p o s i ção  XEU; c h a m a rem o s  p r o p o sição nula ,  r e l at i v a  a U ,

i p r o p o s i ção xi U . r c l a ro q u e  s e  tem  f)XEU , rvY'XiU). P o r

( 1  ) Comununente q uando s e  di z liA �opo �,{:ção p impUc.a a pMpo�ição q
(ou e. equiv ale nte a q 1", subentende-se q ue se fa z uma afi rmação
categóri ca , e que portanto aq ue l e " impUc.a "  e aque l e "e. eQuival e.nte.
a li são empregados no senti do incondi ci ona l . 
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o u t r o  l a d o , t e r - s e - ã : (xtU)cpc(xe:U), q u a l q u e r  q u e s e j a  a p r�

p o s i ç ã o  c o n d i c i o n a l p, d e f i n i d a em  U .  S e , em p a r t i c u l a r ,  s e

t i v e r  p::: ( x e: U )  o u p ::: ( x � U), d i r e m o s  q u e p n ã o  d e p e n d e , e.6 .6 e n -

cialmen�e , d a s v a r i ã v e i s  q ue f i g u r am  n a  r e s p e c t i v a e x p r e s s ã o . 

Ma i s  g e r a l m e n t e ,  d a d a  uma  p r o p o s i ç ã o  p, c o n d i c i o n a l  

em ma i s  d e  uma  v a r i ã v e l  ( u m a d a s  q u a i s  s e j a , p o r  e x em p l o ,  xl

d i r emo s q u e n ão d e p e n d e  e.6.6encialmen�e d e  x, q u a n d o  e x i s t i r  

u m a  p r o p o s i ç ã o  q. em c u j a  e x p r e s s ão n ã o  f i g u r e  x, e t a l q u e

p:::q; o u , o q u e  e e q u i v a l e n t e , q u a n d o  s e  t i v e r  p::: º q. A s s i m,

p o r e x em p l o ,  s o b r e o c o n j u n t o d o s  n ume r o s  re a i s , t em - s e

(� > O ) ::: ( 2 x > O ) , o q u e mo s t r a  q u e  a p r o p o s i ç ã o  
y + 1 

n ão d e p e n d e  e s s e n c i a l m e n t e  d e  y .

2 x > O
7:l 

R e c i p r o c ame n t e , �o da a p40 po.6ição c o n dicio nal em ce! 
�a.6 va4iâv ei.6 x , y , .. . .6e p o d e4â �oma4 pa4a e xp4imi4 uma p40 -

nao .60 n e.6.6a.6 ,  ma.6 ainda em O u�4a.6 va -

4iâv ei.6 ,  da.6 q uai.6 , p04em , n ã o  depende4â e.6.6encialmen�e . ( 1 ) 

6 .- MU DAN ÇAS  D E  V A R IAv E I S . R E G RA D E  S UB S T I T U I ÇAO D E  

VA R IAv E I S APA R E N T E S . ( 2)- S e ,  d a d a  um a p r o p o s i ç ã o  p ,  c o n d ic i o

n a l  n a s  v a r i ã v e i s x , y , . . .  , e f e c t u a rmo s , n a  e x p r e s s ã o  e x p l id-

( 1 ) Uma convenção perfe i tamente anãl oga ( e  que , de res to , se admi te 
quase sem dar por i s so )  encontra-se , como caso parti cu l ar , na Anã­
l i se c l ãss i ca .  As s i m , por exemp l o ,  a equação em duas i ncógn i tas 
x2+ y2= 1 ,  representati va de uma c i rcunferênc i a , em geomet4ia plana,
pode pa.6.6 a4  a cOn.6ide4a4-.6e como equação a três i ncóg n i tas , x2+y2+
+Oz= l representat i va duma su perfic i e  c i l indri ca , em geomet4ia do 
e.6paço .  

( 2 ) N a  termi no l og i a  de H i l bert , " Regel der Unbenennung der gebundenen 
Vari abl en ". D . HILBER T und P . BERNAyS ( I ) . 
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t a  d e  p, um a m u d a n ç a  d e  variã v eis ( s ubst it ui n d o , p . ex . , x 

p or u,y p or v, et c .) o b t er -s e- ã  uma no va pro p o si ç ão ,pi c o n

d i c i o n al n a s  v ariã v ei s  u ,v ,  . .. 

D ir em o s q u e p I e um a pro p o s i ç ão c. o nj ug a. da. d e  p. r 
cl ar o q u e , emb or a s e  n ão t e n h a  p :=pl, a s  pr o p o s i çõ e s  p e p I 

d i f er em , e ntr e sí , u n i c am e nt e , p el a  m a n e ir a  c om o  s ão r epr e-

s e n t a d a s . 

P orem , a m u d a n ç a  d e  v ar iã v e i s p erm i t e i n tr o d uz ir n� 

v o � c o n c e i t o s , q u e  d e  o u tr o  m o d o  n ão p o d er i am s er d e f i n i d o s . 

A s s i m, p or exem pl o, a pa rti r  das proposições conjugadas 

x > y ,y > x , y  > z ,  z > y , d e f i n id a s  s obr e o c o n j u n t o  d o s n u  

m er o s  r e a i s ,  p o d e  c o n s tr u ir - s e  a pr o p o s i ç ão 

[( x > y ) () ( y  > z )  J u [( Z > y )  () ( y  > x) J, q u e  j ã n ão e c o n j u g a d a

d a s pr i m e ir a s  e q u e ,  em 1 i ng u a g em c om um s e  e n u n c i a: " y  e. �,tã. 

c. o m pn e. e. ndi d o  (n o �e.n,ti d o  n e. �,tni,to ) e.n ,tn e. x e. Z" . 

M a i s s u g e s t i v o d o  q u e  o a n t er i or e o e x em p l o  s eg u i�

t e: P art i n d o  d a  pr o p o s i çã o  " x  ê 6il ho o u  6 il ha. d e.  y " ,  d e f.!.

n i d a n o  c o n j u n t o d o s  h om e n s , e q ue e s cr e v er em o s  s imb o l i c a -

m e n t e" x</> y", p o d er ã  d e f i n ir - s e  a pr o p o s i çã o  "x ê ,tio o u :tLa.

de. y " , ou , a b r e v i a d a m e n t e , II X 8 Y " , t al, c o m o s e g u e

( x  8 y )  := �v [ (  x </> u) () ( v  </> u )  () ( y  </> v )] ;  e d e  s t e m o d o s e i n ­

tr o d uz um n o v o  c o n c e it o  8, t e n d o  ut i l i z a d o , alem d a s  c o n s t a n  

t e s  ló g i c a s , a c o n st a n t e </>, a p e n a s.

vê - s e , p ort a n t o , q u e  as'm u d a n ç a s  d e  v ar iá v e i s f i g u ­

r am e ntr e  a s  o p er a çõ e s  f u n d am e n t ai s da Lóg i c a m a t emát i c a . Por 

o u tr o  l a d o , d o  f a c t o  d e  s er p o s sív el i n tr o d uz ir t a n to s simb o 
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los de variáveis quantos se quiser, resulta a possibilidade 

de efectuar um numero ilimitado de diferentes mudanças de va 

riáveis. 

Relativamente a estas operaçoes, os quantificadores 

gozam da seguinte propriedade, a que chamaremos �eg�a d e � u b� 

titui�ão  da� v a�iã v ei� apa�ente� :  Dada uma proposição p con 

dicional em x, e eventualmente em outras variáveis y,z, ... , 

se for p a proposição que se obtem substituindo, na expres­

são de p, a variável x por uma outra varia:vel u, que não coin

cida com nenhuma das restantes variáveis y,z, . . . , ter-se-á, 

necessariamente Up==u p:n JE np' ( 1 )
x u x u 

Assim, a respeito do ultimo exemplo, Vlra: 

U [( x cp u) n (v cp u) n (y cp v)] == U L( x cp w) n (t cp w) n (y cp t)] == ( y e x) 
u,V w,t 

Uma consequência imediata deste princípio e a inva-

riância das proposições categóricas a respeito das mudanças 

de variáveis, efectuadas sobre as respectivas expressões simbóli­

cas. Assim, por exemplo, as fórmulas un [(y > x)u(y=x)] e
x y 

un[(v > u)u(v=u) ] traduzem uma e a mesma proposição da Ari 
u v 
tmetica dos numeros naturais. 

t na mudança de variáveis (subordinada ao princípio

agora mesmo enunciado) e na introdução de variáveis de tipo 

superior ao primeiro (assunto de que adiante nos ocuparemos), 

( 1 )  Factos semelhantes se verificam a respeito dos índices mudos dos so 
matórios, da vaniãvel de integ ��ão dos integrais definidos, etc. 
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q u e  s e  r e f l e t e  m a i o rme n t e a l i b e r d a d e  d e  c r i a ç ã o  m a t em á ti­

c a .  E s t e  f a c t o  pod e r á  s e r  c o n s t a t a d o  n o  d e c urs o d o  pre sen te 

t r a b a l h o . 

7 .- AS VA R I Av E I S  N A  L I NGUA G E M  COMUM ( l ) . - N a  l i n g u�

g em c o m u m , a s  v a r i á v e i s s ão c o n s t i t u i d a s  no  c..a .6O ma.iI.> .6..iJnpl e.6

p o r  s u b s t a n t i v o s  c om u n s  ( o u l o c u ç õ e s  e q u i v a l e n t e s ) e m p r e g a -

d o s  n o s i n g u l a r  e p re c e d i d o s  d o  a r t i g o  i n d e f i n i t o  " u m " : o a! 

t i g o d á  a i d e i a  d e  v a r i a b i l i d a d e ; o s u b s t a n t i v o  f i x a  o c o n  -

j u n t o  d a s  d e t e rm i n a ç õe s p o s s i v e i s d a  v a r i á v e l  , i s to e, o c..ampo

de  va�iação  d e s t a u l t i m a .  A s s i m ,  p o r  e x em p l o ,  a e x p r e s s ão 

" um a .6:t�o " r e p r e s e n t a  u m a  v a r i á v e l , c u j a s  d e te rm i n a ç õe s  s ão : 

a T e r r a , o S o l , e t c . C om o  d i s t i n g u i r ,  p o rem , di 6e� e n :te .6  v a ­

r i av e i s c om u m  m e .6mo  c a m p o  d e  v a r i a ç ão? D o  s e g u i n t e  m o d o : 

F a z - s e p r e c e d e r  o s u b s t a n t i v o  de e x p r e s sõe s t a i s  c om o " um" ,

" o u:t�o " ( o u " um .6eg undo " )  " um :te� c..ei�o " ,  " um q ua� :to " ,  e t c . , 

c o n fo rme  a o r d em p e l a �u a l  v ã o  s e n d o  i n t r o d u z i d a s  a s  v a r i á -

v e i s ;  s e e s t a s  f o r em  m e n c i o n a d a s  m a i s  d e  u m a  v e z  n a  me s m a  

p r o p o s i ç ão  d e v e r ã o  u s a r - s e  a p a r t i r d a  s e g u n d a  vez , o s  compl e-

m e n t o s  " o  p�im ei�o " ,  " o .6 eg undo " , e t c . n o  l u g a r  de " um " , " um 

.6eg undo " ,  e t c . ( 2 ) 

( 1 ) As cons i derações desenvo l v i das  nes te e nout ros §§ s egu i ntes , refe­
rem - se , ev i dentemente , ã l i ngua em que e escr i to es te traba l ho;
e têm por fim tornar ma i s  nl t i da a pas sagem �o s i s tema fonetico ao 
s i s te�� s i mb61 i co 

( 2) Vêr n9 1 na pag . s egu i  nte .
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A n t e s  d e  apr es e n t ar um  e x emp l o, no t em o s  que, tambem 

n a  l i n g u a g em s i mbó l i c a da  M a t emã t i c a, s e  r e c orr e a l g um a s  

v ez e s  a a l fab e to s  o u  tip o s  d e  impr e ns a  div erso s, qu a nd o  s e  

tr a t a d e  r epr e s e n t ar v ariã v ei s  s obr e c o nju n t o s  fu n d am e n t ai s  

di v er so s: d e s t e  m od o, 6 simb o l o v ariã v e l fixar ã, p or c o n v e n

çã o, o c ampo d e  v ari a ção  qu e lh e p er t e n c e . Qu a nd o, p orem, 

n um a  t e ori a d ed uti v a, toda s a s  c o n sid er açõ e s  s e  r e fer em a 

um so, e s empr e a o  m e sm o  co n j u n t o  f u nd am e n t a l U, es t e  s er a,

p or a s sim diz er, o U ni v er so a o  qu a l  s e  ap li c a  a teoria e bas­

t arã , n e s te  c a s o, c om o  v er em o s  adi a n t e , faz er a d i s ti n ção 

e n tr e  v ariã v ei s  d e  tipo 1, v ariã v ei s  d e  tip o 2 , e tc . E n tã o

par a  a s  v ariã v ei s  do tipo 1 , q u e  n a o  sã o m ai s  d o  q u e  a s  v a­

riã v ei s  f u nd am e n t ai s  (i st o e, a s  v ariã v ei s  sobr e Ui , p od e­

r a  s empr e u s ar - se s em r e c ei o  d e  ambi g uid ad e , a expr e s são 

lI el em e n to 6 undam e n tal " ,  pr ec edid a d o s  c omp l em e n t o s  " um" ,lIum 

.óeg undo ll, l Ium te !tc.e'; . .Jr .. o " ,  e tc . q u e  p ermi tem di s ti n guir e n tr e  

si a s  di fer e n t e s  v ariã v ei s  d e s t e tip o  - o q u e  corr e sp o nd e  

a form ar o s  simbo l o s - v ariã v ei s  com uma  m e sm a l etra (por exemp lo 

x ) a fec t ad a  d e  i ndic e s  1 , 2 , 3 , .. . ( 2 ) 

(1) E c l aro qu e, sendo a linguagem um produto natural, são possiveis
muitas variantes, que rompem, necessãriamente, a rigidez dum esqu� 
ma . Em particu l ar ,  a q uan ti6 ic.ação da.6 vattiáve.i.6 efec tua -se nos 
casos mai s  simpl es, faz endo prec eder direc tamente o subs tantivo 
comum de c ertas pa l avras como I I todoll, lIalg um" , "nenhum" ,  etc. 

( 2) t c l aro que ,  do ponto de vi .6ta l óg ic.o , nada se opõ e  a que, imitan­

do a ling uag em c.om um, todas as variãveis fundamentai s sejam repre­
sentadas, numa dada teoria, por uma mesma l etra, afectada de i ndi� 
ces numéricos diversos . Mas sabe-se qu e, do po nto de vi.6ta de c.la
!teza o uso de i ndi ces pode apresentar i nconven i entes . 
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Vej a m o s a g o r a c om o  s e  e f e c t u a  o j o g o  d a s  v a r i ã v e i s 

q u a n d o  s e  t r a t a  d e  e nun cia r uma p r o p o s i ç ão em  l i nguagem comum. 

Sej a ,  p o r  e x em p l o a d e fin i ç ão d o  t e rm o  " di v i d e " ,  n a  t e o r i a  

d o s  nGme r o s  n a tura i s : " Vado � doi� n �m eho � q uai �q ueh ,  diz- �e 

q u e um d el e �  d i v i d e o o utho , q uando e xi �t e  um teh e eiho q u e ,

m ultipli eado p elo phim eiho , hepho duz o �eg un do " .  E fã c i l

v e r  q u e , n e ste e n u n c i a d o , são me n c i o n a das t ris �a r i ã v e i s  f u n  

d a me n t a i s ,  q u e  s e  d i s t i n g u em e n t r e s i  p o r  me i o  d o s  a d j e c t i  

v o s  " phim eiho " , " �eg u n do " , " t eheeiho " , a p l  i c a d o s  s e g u n d o  a 

o r d e m  p e l a q u a l  a s  v a r i ã v e i s  f o r em i n t r o d u z i d a s  n o  a g r u p a me�

t o  f o n e t i c o q u e  e x p r i m e a p r o p o s i ç ão. E e v i d e n t e  q u e t a l pr�

c e s s o  d e  e x p re s são , em  c a s o s  me n o s  s i m p l e s , d e i xa mu i t o a d e  

s e j a r  e m  M a t em ãt i c a  e s e  a l g uma dúv i d a s u b s i s t i r a e s s e  re s ­

p e i t o ,  b a s t a q u e n o s  l em b remos d e  q u a n t o  e p e nos a a l e i tu r a

d u m  l i v r o  d e  A l g e b r a , a n t e r i o r a o  f a cto h i s tó r i c o  d e  i m p o r -

tân c i a  e x t r a o r d i n ã r i a ,  q u e fo i a i n t r o d u ç ão d a s  l e t r a s  c om 

f u n ção  s i m bó l i c a .  

A d e f i n i ç ã o a n t e r i o r  s e r ã  h o j e e n u n c i a d a , d e p r e f e ­

ren c i a ,  d e  u m  mo d o  s em e l h a n t e a o  s egu i n t e : " Vado � doi � n �m e ­

h O � x , y , q uai �q u eh , di z- �e q u e x di vide  y ,  q uando  e xi �te 'um 

numeJto z tal q u e y = x z". Ma s t a l e n u n c i a d o  não e a i n d a  d e  t i

p o  s i m b ó l i c o p u r o. P a r a o b t e r  u m a  fo rm u l a ç ã o  p u r a me n t e s i mb� 

l i c a , r e s t a  t r a d u z i r em s im b o l o s a d e q u a d o s  a c o n s t a n t e  m a t e ­

mãtica "divide" e as constantes lõgicas "Vado� doi.6 efeme.nto.6

, , , 

q uai �queh " " di z-�e q u e  . . . q uan do " , " e xi �te  um el em e nto 

tal q ue " . T e remo s a s s i m , a d o p t a n d o  o s imbo l o  I para subs 

t i t u i r o t e rmo  " di vi d e ": 
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n ( xJy: Uy= x z )
z x , y 

8.- RELAÇOES n-�RIAS.- N o  §4 o b s e .r v ámo s  q u e  t o d a  a 

p r o p o s i ç ã o  c o n d i c i o n a l p d e f i n i d a em U ,  s e  p o d e  e s c r e v e r  c om 

a f o rma a ( x ,y ,  . . .  ) em .que. a c o n s t a n t e  a s u b s t i  t u i , p O Jt  c. o n. -

v e n.ç ao ,  t o d a s  a s  c o n s t a n t e s  q u e f i g u r em n uma d a d a  e x p r e s s ã o 

i n i c i a l ; t e r - s e - á  d e s t e  mo d o  P :: a(x , y . . .  ) .  V i m o s  a l em d i s ­

s o  ( § 6 )  q u e , p o r  m u d a n ç a s  d e  v a r i á v e i s  e fe c t u a d a� n a  p r opo si  

ç a o  p , e s t a  s e  t r a n s f o rma e m  o u t r a s  p r o p o s i ç õe s  c o n d i c i ona i s  

pl,p", d e f i n i d a s  a i n d a  em U , e q u e , a t r a v e s  d e  t o d a s  a s  po s ­

siv e i s mu d a n ç a s  d e  v a r i á v e i s ,  alg um a c.o ��a s e  c o n s e r v a  c o n s -

t a  n t e  em P,JI I e t c . O r a  e fá c i 1 v e  r q u e  ( nas muda nças que  s ubs ­

t i t u e m  v a riá v e i s  d �� � �n.�a �,  p o r  v a r i ã v e i s  tamb em d ��� �n.� a�) 

e s s a  " alg uma c.o��a" é r e p r e s e n t a d a  p e l a  c o n s t a n t e a ,  q u e  e x -

p r i me a Jtela ção ( o u ,  s e q u i sermo s , o pJte d �c.ado ) c o r r e s p ond e� 

te a p. As s i m ,  p o r  e x emp l o ,  a s  p r o p o s i ç õe s  c o n d i c i o n a i s  "X

é. 6 �l ho d e  y" " y  ê. 6 �l ho d e  x " "U ê. 6 �l ho d e  v " , e t c. ,  d e f i ­

n i d a s  s o b r e o c o n j u n t o  d o s  h ome n s , s ão c o n j u d a d a s  e n t r e  s i  

( n ã o  e q u i v a l e n t e s ) e c o r r e s p o n d em t o d a s  a uma me sma Jt ela ç ã o  

b �n.ãJt �a ,  e x p r e s s a  p e l a  c o n s t a n t e " e  f i l h o  d eli ( n e s t e  c a s o  c o

l o c a d a  e n t r e  a s  v a r i á v e i s) .  

M a i s  p r e c i s ame n t e , d i r emo s q u e  d u a s  p r o p o s i ç õ e s 

a ( x , y ,  ... ) e B ( u , v ,  . . .  ) ,  c o n d i c i o n a i s  n um i g u a l  n ume r o  de

v a r i á v e i s , d e f i n i d a s  n um d a d o  c o n j u n t o U ,  r e p r e s e n t am a me �-

m a  r e l a ç ão d e f i n i d a em U ( r e l a t i v ame n t e  ã o rd em p e l a  q u a l a s

v a r i ã v e i s s ão me n c i o n a d a s  n o  p a r ê n t e s e ) , q u a n d o  e f e c t u a n d o  a 

s u b s t i t u i ç ã o  x + u , y + v , . .. d e  c a d a  v a r i á v e l  d a  p r i me i r a ,  
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/pela va ri ãvel co rres ponden te da segun da . se tem a ( u . v  • . . .  , ) ::: S(u , v  • . . . • ) 

P o d e m o s  e s c r e v e r. em t a l  c a s o , a=f3 .

S e  f o r nc o  nGme ro d a s va r i i v e i s; d i re m o s  q u e  a e u m a  

rela ç ão n-ã��a o u  d e g r a u  n .  P o r  o u t r o s  t e rm o s : D i z er q u e , n um  

d a d o  c o n j u n t o  f u n d am e n t al U e d e f i n i d a  u ma re la ç ã o n-á��a a.

e q u i v a le a d i z e r  q u e e x i s t e  u m  c r i t e r i o ,  me d i a n t e o q u al .se 

p o s s a  a f i rm a r ,  a r e s p e i t o d e  c a d a  a g r u p a me n t o ( x l , x 2 ' . . .  xn ) de

n e le me n t o s  d e  U. s e  t al a g r u p a me n t o v e r i f i c a  o u  n ão v e r i f i -

du.a.6 h�põ:te.6 e.6  (1). r p ara i n d i c a r  q u e  o a g r u pamen to ( xl • . . .  , xJ 
v e r i f i c a  a r ela ç ão a, q u e s e e s c re v e a ( xl • . . . •  x n ) .  P o rem .  n o

c a s o  d a s  rela ç õ e s  b i n i r i a s ,  c o s t u m a  a d o p t a r - s e  t a mbem o e s q u� 

m a  xay , e m v e z  d e  a ( x , y ) ( t al  e o caso  das es cr i tas " x  > y " , "X ê. 
6�.t ho  d e  y " .  e t c . ) . 

C o n v em n o t a r  q u e , n a  l i n g u a g e m  c o m u m , o u s o  f i x o u  ã 

p ala v r a " rela ç ã o " u m  s i g n i f i c a d o , e m  v i r t u d e  d o  q u al o g r a u 

n d e  u m a  rela ç ão d e v e s e r. p elo me n o s . i g u al a 2 . N ão o b s t a n -

t e , e m v i r t u d e d a  n e c e s s i d a d e  q u e s e  ve r i f i c a , f r e q u e n t e s  

v e z e s , e m  M a t e mi t i c a , de u m a  u n i f o r m i z a ç ão d e l i ng u a g e m  ( po r  

e x e m plo , o e m p re g o d a  p a la v r a " c o nju n t o " n o  c a s o  d o s c o nju n ­

t o s v a z i o s  e d o s  c o n j u n t o s  f o rm a d o s  d e  u m  sõ ele me n t o ) f o -

(1) r claro que nes te cas o , os agru pamen tos se refe rem a um con j un to de
posi ções cons t i tu i do pelos , i nte i ros de 1 a n , ind i cat i v os da ordem 
pela qual as va ri ãve is são i ntro du z i da s  nas  e s cri ta s. e nã o por e s ­
s a s  va ri ãve i s. 
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m o s l e v ad o s  a l e g i t i m ar o em pr e go d a  e x p r e s s ão :  " Jr..e..iaç.ão UM

:tã.Jr...i.a" d e  harm on ia c om as c o n ven çõe s  an t e r i o r e s  ( l ) .  

A p e s ar d a  d i s t i n çã o  aq u i  r e c o n he c i d a  e n t r e  Jr..e.iaç.ão 

e pJr..opo.6.i.ç.ão c..ond.i.c...i.onai , d i r e m o s f r e q u e nt e me n t e  l i a Jr..e..iaç.ão 

a(x,y, . • •  ) " e.m ve.z de. "a re l ação ali .

9.- RELAÇOE S CONJUGADAS-RELAÇOES S IMETR ICAS-RE LAÇÕES

EFECTIVAS.- S e ja a ( x l , . . .  x n } u m a r e l açã o n.-ãr i a d ef i n i d a  em 

U e ( x i , ... ,X. ) u m a p e rm u t açã o d as v ar i ãv e i s  x l ' . . .  , x .  r 
1 ' n n 

c l ar o  q u e  n ão s e  t e r ã, necess ãri ame nte , a( x l , . . . , x  }=a(x . , ... ,x,' . ) ' n ' 1  n 
Po nd o S ( x ,.,,,. , x . )=a{x l , . . .  ,x ) d iremo s q u e  as re laçõe s  a

1 ln n 
e S s ão c o n ju g ad as .  A s s i m ,  p o r  e x em p l o ,  as r e l açõe s  "x . d.i.v.i. 

de. y" e " X  ê. mu.i:t.i.p.io de. y", d e f i n i das n o  c o n ju n t o  d o s  n u -

m e r o s  nat u rai s ,  s ão c o n ju g ad a s ; e o m e s m o s e  v er i f i c a  a r es ­

p e i t o d as r e l a çõe s " X  e :t.i.o (a.) de. y" e " X  ê. .6 o bJr...i.nho (a) de.

y ", d e f i n i d as n o  c o n ju n t o d o s home n s. 

Uma r e l açã o d i z-s e si m e t r i c a  q u an d o  c o i n c i d e  c o m  as 

s u as c o n ju g ad as .  Ex em pl o s :  l }  a e x p r e s s ão "ê. pJr...i.mo(a) de.li

r e p r e s e nt a um a re l açã o s i me t r i c a, d e f i n i d a  n o  c o n ju n t o d o s

hom e n s . 2} A r e l ação g e om ét r i c a  f u n d ame n t al "x , y , z e..6:tão e.m

i.i.nha Jr..e.c..:ta", q u e  e s c re v e r e m o s  s i m b o l i c am e n t e Rt ( x , y ,z} e u ma 

(1) r aqu i  adoptado o termo 1IJr..e..ia.ç.ão" em ve z de IpJr..e.d.i.c..ado" ate ndendo a
que o pri me i ro é o un ico us ado nos exemp l os q u e  nos apresenta a Mat �
m ãt i c a  ( re l a ções de i gu al dade , d e  de si gu al d ade , de congru ênci a, etc J; 
sendo subs ti tu i do pe lo ter mo "c..ond.i.ç.ão" nos cas es em que o g rau e 
i g u a 1 a 1. 
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rela ção t e rn á r i a ,  s i mé t r i c a , de f i n i d a n o  c o n j u n t o d o s  p o n t o s  do  

e s p a ç o  o r d i n á r i o .  

D i remo s q u e  uma  d a d a  re l a ç ão n - á r i a a e e 6 ectiv a ,  q u a� 

do  s e  n ão p o d e  e x p r i m i r p o r  me i o  de uma  re l a ç ã o  de  g ra u  i n fe ri 

o r  a n ,  i s t o é ,  q u a n d o a p r o p o s i ção co n d i c i o n al a ( x l ' . . . • x n ) d�

p e n de , e.6.6enciaim ente.  ( §  5 , ali n e a  5 ) da s n v a r i á v e i s  xl " " , xn'

1 0 . - AS  R ELAÇOE S  n-A RrAS E OS SUBCONJUNTOS D E  U( n ) .

Ch ama r emo s .6oiução d e  u m a  rela ç ão n- á r i a d e f i n i d a em U a t o d o  

o a g r u p a me n t o de  n eleme n t o s  d e U q u e  a ve r i f i c a . A c a d a re l a -

.ç ão  n - á r i a ,  d e f i n i d a  e m  U ,  c o r r e s p o n d e r á  u m  s u b - c o n j u n t o de U ( �

( §  2 ) ,  o u  s eja , o c o n j u n t o d a s  s u a s  s o l u ç õ e s . T a l c o r re s p o n dê� 

c i a é, além di sso, r e cip ro c a, p o i s que, dado um sub co nju nto K 

de  U ( n ) a p r o p o s i ç ão c o n d i c i o n a l  ( xl , . . .  , x n ) E: K re p re s e n t a uma 

rela ç ão n - á r i a d e f i n i d a em U. Ma i s  a i n d a : d a d a s  d u a s  re l a ç õe s

n - á r i a s  a , S ( n ão n e c e s s a r i a me n t e e f e c t i v a s ) d e f i n i d a s  em U ,  te

re mo s , re p r e s e n t a n do p o r A e B re s p e c t i v ame n te  os  c o n j u n t o s  das 

s o l u ç õe s de  a e de S :  

1 )  'A co njunção a(xl, • • •  , x n)nS ( x l , . . .  , x n ) c o r re s p o n d e  a

inte.Jc...6e cç.ão AnB . A n a l ogame nte , ã di.6junç.ão a ( x l , . .  ·. , x n ) U 

S{: xi" " " x n ) c o r re s p o n d e rá a Jc..eunião Au B. 
2) � pJc..opo.6iç.ão co ntJc..aditõJc..ia � a( x l , . . .  , x n ) c o r r e s p o n d e

o c o njunto co mpiementaJc.. �A .

3) As  o p e r a çõe s r e p re s e n  t a d a s  p e  l o s s ímbo l os (u, v ,  . . .  )/ a

q u e  ( §  5 , a l í n e a  2 ) c h a m a m o s  pJc..o j e. c ç.ôe.6 , t r a d u z em - s e  em  U 
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por operações que chamaremos ainda p�oje ecõe� , por analo­

gia com o que sucede em Geometria Analítica. (Assim, p .  ex., 

a proposição condicional (x�y}/(x2+ y2+ z2= 1 )  equivalente

2 2 a x + y < 1 ,  representa um circulo, projecção da superfície esfê 

rica x2+ y2+ z2= 1 sobre o plano (x,y}). 

4} As m u danca� d e  v a�ã v ei� traduzem-se por m u d a nca� 

d e  o nd e m  (que em Geometria Analitica tridimensional signifl 

cam rotações de 900 em torno dos eixos coordenados).

5} A implieacao in eo n dieio nal a. (x 1 ' ... ,x n) c S(xl ... ,xn}

traduz-se por uma in elu� ao A c B ; a eq uiv alên eia ine o ndi-

eio n al a.(xl, . • . xn}=S(xl, . . • ,xn} (ou seja, a.=S), por uma iden­

tid a d e A = B . 

Notando, finalmente, que todas as relações lõgicas 

se podem reduzir às ant eriores: e o nj uncao , di� juncao , n eg a ­

Cao , im plieaCao in eo n dieio nal , p no j e ecõe� e mudanca� d e v a ­

niã v ei� ,  segue-se que toda a relação n-ária a., definida em 

U ,  se poderá conceber, do ponto de vista da lõgica formal , 

como um sub-conjunto A do conjunto U; e cada proposição 

condicional a.(xl, ... ,xn} poderá então interpretar-se como

6 u ncao e a.naet enZ� tiea do conjunto A " isto e, uma função 

que toma o valor 1 para todo o elemento de ,A e o valor O 

para todo o el emento de '" A . (l) 

(l) Record�mos, a propósito, o papel que as operações de intersecção, 
de reunião (estendida a uma familia numerável de conjuntos) , de 
formação do complementar e de projecção, desempenham na constru­
ção dos conjuntos mensuráveis B e dos conjuntos projectivos. 
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1 1 . E X P L I C I TA ÇA O : F UN Ç O E S  E O P E RA DO R E S . - Q u a l q u e r  te.2. 

r i a d e d u t i v a p o de r i a s e r  e x p o s t a ,  s i mb o l i c a me n t e , s e m i n t r o d u ­

z i r s ím b o l o s d e  c o n j u n t o s  o u  d e  o p e r a d o r e s . T o d a v i a ,  p o r r�ões 

d e  c a r á c t e r p s i c o l õ g i c o  ( c o mo d i d a d e , c l a re z a , e t c . ) , q u e  p o d e m  

i n f l u i r d e c i s i v a me n t e  n a  ma r c h a  d a  i n v e s t i g a ç ão , c o n vem  mu i t a s  

v e z e s r e c o r r e r a t a i s  p r o c e s s o s  e x p l í c i t o s d e  e x p re s s ão , q u e  

o h o m e m  u t i l i z a a c a d a  p a s s o n a  l i n g u a g e m  c o m u m . L e m b re mo - n o s

d e  q u e  fo i o me t o  d o  o p e r a t õ �i o q u e  d e u i A l g e b r a  a q u e l e g ra u de

s e g u r a n ç a  e d e  e f i c i ê n c i a q u e s õ  ma i s  t a r d e  f o i p o s s í v e l a t i n -

g i r e m  G e o me t r i a . 

D a d a  u m a  r e l a ç ão u n i t á r i a a ,  r e p re s e n t a re mo s  por Kxa( x )

o c o n j u n t o  d a s s o l u ç õ e s d e  a .  ( 1 ) .  S e  a re l a ç ã o  a a d m i t e  u ma  e

u m a  s o  s o l u ç ão ,  i s t o é s e  fo r em  v e r i f i c a d a s  a s  d u a s c o n d i ções :  

1 ) Y a ( x ) ; 2 )  [a ( x )  n a ( y ) ] c: ( x = y ) , e n t ã o  r e p r e s e n t a re mo s p o r

l a ( x ) a s o l u ç ã o  ú n i c a de  a .  D e s t e mo d o  o s ímb o l o lX t e m  o v a ­
x 
1 9 r d a  l o c u ç ã o  � aq u el e q u e � e e c l a r o q u e s e  a re l a ç ão a n ão 

v e r i f i c a a s  c o n d i ç õ e s  1 ) , 2 ) , a e x p re s s ão 1 a ( x )  s e ra d e s p r o vi 
x 

d a  d e  s i g n i f i c a d o . 

E m  re s u m o : te re mo s , p o r d e f i n i ç ã o ,  q u a l q u e r q u e  s e j a 

a r e l a ç ã o  u n i t á r i a a :  [Y E: Kx a ( x ) ] == a ( y ) ;  e n o  c a s o  d e  s e re m  v e ­

r i f i c a d a s  a s c o n d i ç õ e s 1 ) ,  2 ) : [y = 1 a ( X ) j == a ( y )  .
x 

O s  s l mb o l o s  K x e l X p o d e r ão a i n d a  a p l i c a r - s e  a p r o -

p o s i ç õe s  c o n d i c i o n a i s  e m  m a i s  d e  u m a  v a r i á v e l . A s s i m , 

( 1 )  Po r exemp l o ,  no conj unto dos nume res comp l exos , tem-s e
Kx'(X4=1 )= { 1  , - 1 , i , - i }  .
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d a d a  u m a  r e l a ç ão a ( y , x l . . .  , x ) d e  g r a u  n + l , d e f i n i d a e m  U ,n . 
a e x p re s s ã o K

l� ( y , X l " "  , x n } representarã um c.o nj u nto i n d e -

t e�mi nado de  el em e nto � de  U ,  d e p e n d e nte  da � v a�i ãv ei �  

x l " " ' x n , R e p r e s e n t a n d o  t a l  c o n j u n t o i n de t e rm i n a d o p e l a  fór

m u l a <I> ( x l , . . .  , x n ) ,  v ê - s e  q u e a c o n s t a n t e <I> r e p re s e n t a u m a

l e i , q u e  f a z  c o r r e s p o n d e r  a c a d a a g r u p am e n t o  d e  n e l e m e n t o s

d e  U u m  det e�mi n ado s u b - c o n j u n t o d e  U :  c h am a r - l h e - e m o s o p e ­

r a d o r  ( o u o p e ra ç ã o ) n - ã r i o ,  d e f i n i d o  e m  U .  T e r - s e - ã ,  e n t ã o , 

N ã o s e  f a z m a i s ,  p o r t a n t o , d o  q u e d a r  u m a n o v a , o � ­

ma a r e l a ç ão a ,  s u b s t i t u i n d o  o s ; m b o l o a p e l o s s im b o l o s € , <I> ,

c o m  u m  n o v o  c r i t é r i o d e  a g r u p a m e n t o . 

S u p o n h a m o s a g o r a  q u e  D r e p r e s e n t a  u m  s u b c o n j u n t o 

d e U ( n ) t a l  q u e , p a r a  c a d a  d e t e r m i n a ç ão d e  ( x l , . . .  , x,; ) c o n t i d a

e m  D ,  a p r o p o s i ç ã o  c o n d i c i o n a l  a ( y , x l , . . .  , x n ) a dm i t a  u ma

e u m a  s ó  s o l u ç ã o  e m  y .  N e s t a s  c o n d i ç õ e s , s u p o n do v e r i f i c a d a

a h i p ó t e s e  ( x l , . . .  , x n ) €  D ,  a f ó rm u l a  t a ( y , x l , . . .  , x  ) r e p re -
y n 

s e n t a r ã um el em e nto i n d ete�mi nado d e  U ,  de p en d e nte da � v a�i� 

v ei �  ( x l , . . .  , x n ) .  R e p r e s e n t a n d o  t a l el em ento indete�mi n ado ,

p e l a e x p r e s s ão </> ( x l , . . .  , x n ) ,  t e r em o s , p o r  c o n v e n ç ão :

v ê - s e , p o i s ,  q u e  a çons ta n te </> r e p r e s e n t a u ma l e i

q u e f a z  c o r r e s p o n d e r a c a d a  e l e m e n t o d e  D u m  e l e m e n t o  d e  -

t e rm i n a d o  d e  U :  d i r em o s  q u e  </> e u m  o p e�ado �  ( o u o p e r a ç ão ) 

n - ã�i o , unIv o c. o ,  d e 6inido em D ,  e c h a m a r em o s a O o d o mI 
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nÁ..o d e  cp .  D i r e m o s  a i n d a q u e a v a r i á v e l Y = CP ( x l , . . .  , x n ) é u ma

6 uneão u n i v o c a  d a s  v a r i á v e i s  x l " " , x n ' de 6Á.. nÁ.. da em D .  S e f o r

D = U ( n ) d i r e m o s q u e  cp é d e f i n i d a e m  U .

F i c a  a s s i m  s u b e n t e n d i d a  u m a  d i s t i n ç ã o e n t r e  f u n ç ã o  e 

o p e r a d o r ,  a n á l o g a  a q u e e s t a b e l e c e m o s  e n t re p r o p o s i ç ã o  c o n� i ci�

n a l e r e l a ç ão . E m  p a r t i c u l a r ,  s e , d a d o s  d o i s o p e r a d o r e s n -ári os 

cp , � ,  d e f i n i d o s n um m e s mo d o mi n i o  D ,  s e  t i v e r  

d i r e m o s  q u e a s  f u n ç õ e s  CP ( x l , . . .  , x n ) e � ( x l , . " , x n ) s a o e q u i ­

v a 1 e n t e s ( o  u i d ê n t i c a s ) e e s c r e v e r  e m o s  cp ( x l ' . . . , x n ) :: � ( x l '" . , xn ) ,

o u  a i n d a  CP = � .  T o d a v i a ,  p a r a  t r a n s i g i r c o m  o u s o , e m p r e g a re mos 

a l g u ma s  v e z e s  a p a l a v ra " f u n ç ã o " c o m  o s i g n i f i c a d o d e  " o p e r a -

d o r " .  ( 1 ) 

E xemp l o s � 1 ) S e  U f o r  o c o n j u n t o d o s p o n t o s  d o  e s -

( 1 ) A d i s t i nção torna- se  a consel hãvel em certos casos : qu ando , por 
ex . , se p retende ev i tar  confusão entre os conce i tos c l ãs s i cos de 
" 6aneM de 6uneão"  ( ou " 6uneão c.ompo.6:ta." I e de " 6unc.Á..onal" . 
E ntre opeJta..doJt e opeJta..eM o u s o  tende a es tabe l e cer a s egu i nte 
di s t i nção : OpeJtadoJt ê uma cons tante q ue , a s soc i a da às cons tan tes
representat i vas  de um certo numero de e l ementos de U ,  permi te re­
p resentar outro ou outros e l ementos de U ;  ta l q ue e ,  p .  ex . ,  o 
s imbo l o 1:- q ue ass oc i ado ã constante 2 , gera a nova cons tante /l.
OpeJta..CM c'orres ponde n te a um dado opeJta..doJt, ê o a cto pe l o qua 1 , 
'dado um ag rupamento de e l ementos de U ,  s e  deteJtmÁ..nam os e l emen­
tos q ue ta l  o pe rador faz  corres ponder  ao  a grupamento dado ;  mas 
aq u i  as  pa l a vras  daJt e deteJtmÁ..nan su põem a ex i s tênc i a  de um s i s ­
tema canón i co de represe ntação , como ê p . ex . , o das fra cções de­
c i ma i s  para o s  numeros rea i s .  
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p a ç o  o r d i n ã r i o ,  e s e  y ( x , y , z )  r e p re s e n t a  o c e n t r o d a  c i rcun 

fe r ê n c i a  q u e  p a s s a  p e l o s  p o n t o s  x , y , z , a c o n s t a n t e y s e r a  

u m  o p e r a d o r  u n ; v o c o , t e r n ã r i o ,  d e f i n i d o n o  s u b - c o n j u n t o D 

d e U ( n )  f o r m a d o p o r t o d a s  . a s s o l  u ç õ e s d a r e 1 a ç ã o '\, R t ( x ,y , z )

( " x ,y , z na.o  e.J.d.ão e.m tin h a.  ne. c.ta. " ) 

2 ) Um  e x e m p l o t i p i c o d e  o p e r a d o r  n ã o  u n ; v o c o  e o q u e  

c h a m a r e m o s o p e r a d o r  a l g é b r i c o  d e  g r a u  n ,  q u e  f a z corres po nder , 

a c a d a  a g r u p a me n t o  

ra i z e s  d a  e q u a ç ão 

( x l , . . .  , x n ) d e  n n u m e r o s 
n n - l  y + x l y + . . . + x n = O . 

c om p l e x o s , a s

N e s t e c a s o t r a -

t a - s e , p r e c i s a me n t e , d e  u m  o p e ra d o r  n -Z v o c. o . 

S e j a  a i n d a  <I> u m  o p e r a d o r  u n ; v o c o , d e f i n i d o num s ub ­

- c o n j u n t o  D de u ( n) e s e j a , p o r  s u a v e z , D *  um  s u b c o n j u n t o

d e . D .  C h am a r emo s e n t ã o o p e r a d o r i n d u z i d o  p o r  <I> em  D * , a o

o p e ra d o r  <1> * , d e f i n i d o  e m  D * t a l q u e :

*<I> 
• 

P o d e remo s t a m b ém d i z e r  q u e  <I> é um  pno t o ng a.me.nto  d e

E é c l a r o q u e a fó rmu l a  1 a (y , x l , . . .  , x  ) re p re s e n t a
y n 

u m a  f u n ç ã o c u j o d omi n i o  e s t ã  a u t oma t i c a m e n t e f i x a d o : s e rá o 

c o n j u n t o d e  to d a..6 a s  d e t e r m i n a ç õe s  d e  ( x l " "  , x n ) p a r a a s

q u a i s a r e l a ç ão a ( y , x l , . . . x n ) a dm i t e  u m a  u n i c a  s o l u ç ão e m  y .

.. 
A de f i n i ç ã o  d e  " c. o muta.ti vida.de. " ( o u " .6 im e.tni a. " ) qu e 

d e m o s p a r a a s  re l a ç õ e s ,  a p l i c a - s e , m uta.ti.6 m uta. n di.6 , a o s  o p� 

r a d o re s . P o r  e x em p l o ,  o o p e r a d o r y ( x , y , z )  d o  e x em p l o a n t e ­

r i o r  e c om u t a t i v o ;  m a s  j á  o n ão e o o p e r a d o r  a l g e b r i c o .
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1 2 . - OS O P ERADO RES NA L I N GUAGE M  C O MUM.  - N a  l i n g u a g em

c om u m , o s  o p e r a d o r e s  u n i t a r i o s  s ã o g e r a l me n t e r e p re s e n t a d o s  

p o r  s u b s t a n t i v o s  c om u n s  ( c om  e v e n t u a i s  c om p l em e n t o s ) segu i dos 

d a  p r e p o s i ç ã o  de e p r e c e d i d o s  o u  n ã o do a r t i g o  d e f i n i d o ,  c o n 

f o r m e  s ã o u n T v o c o �  o u  n ão u n T v o c o s . E x em p l o s : A s  e x p r e s s õ e s 

" t.<. o  d e " , " 0 pa.<. d e " ,  " m ú.ft.<.pfo de " ,  " 0 do blto  d e " , " .6 at'é.f.<.t e 

d e " ,  r e p r e s e n t a m  o p e r a d o r e s u n i t ã r i o s , d e f i n i d o s : n o  c o n j,ln to 

d o s  h o m e n s , o s  d o i s p r i m e i r o s ; n o  c o n j u n t o  d o s  n u m e r o s  n a t u ­

r a i s ,  o s  d o i s s e g u n d o s ; e n o  c o n j u n t o  d o s  a s t ro s , o u l t i m o . 

Q u a n d o , p o r em , s e  t r a t a d e  o p e r a d o r e s  d e  g r a u  s u p e ­

r i o r  a 1 ,  r e c o r r e - s e  a n o v a s  p re p o s i ç õ e s , t a i s  c om o , " P O It " , 

" e ntlt e " e t c . e à s  c o n j u n ç õ e s  " e " ,  " o u " . P o r  e x em p l o ,  a s  e x ­

p r e s s õ e s  " 0 plto duto d e  • . . PO It " " o . m . d . e. .  d e  . . .  e " ,  " o  lte.6 to 

d e  d'<' v.<..6 ã.o d e  ' "  PO It" r e p r e s e n t a m  o p e r a d o r e s  b i n a r i o s , u n ; ­

v o c o s , d e f i n i d o s  n o  c o n j u n t o  d o s n um e r o s  n a t u r a i s . A r e p r! 

s e n t a ç ão s i m b õ l i c a q u e , d e s d e  s e c u l o s , c o s t u m a  d a r - s e  a o s 

o p e r a d o r e s b i n a r i o s  ( t a i s c o mo + , X , : , e t c . ) m o s t r a u ma t e n ­

d ê n c i a  a a d o p t a r , p a r a  t a i s  o p e ra d o r e s ,  o t i p o  d e  a g r u p a m e� 

t o  x cp y ,  em v e z  d e  </> ( x , y ) , t a l c om o  s u c e d e p a r a  a s  r e l a ç õ e s  

b i n ã r i a s . A t e  c om o s  o p e ra d o r e s b i n ã r i o s  d a  L õ g i c a  Ma t emã t i  

c a , n e u , s e  v e r i f i c a  u m  f a c t o  s e me l h a n t e . 

13 . - T RANSFORMAÇOES UN T vO CAS. - S e j a  e u m  o p e r a d o r  u n i 

t a r i o u n T v o c o  d e f i n i d o n u m s u b c o n j u n t o  A d o  c o n j u n t o f u n d a  -

m e n t a l  U .  D a d o  u m  e l em e n t o x q u a l q u e r  d e  A ,  c h a m a r em o s  .<.ma ­

g em d e  x ,  p o r i n t e rme d i o d e  e a o  e l e m e n t o  e ( x ) . D a do  u m  s u b ­

c o n j u n t o M q u a l q u e r  d e  A ,  c h a m a remo s .<.mag em d e  M p o r i n t e rm e  
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d i o  d e  e e r e p r e s e n t a r emo s p o r  e CM }  o co n j u n t o  das i m a g e n s  d e  

t o d o s  o s  e l eme n t o s d e  M .  P o r  o u t r o  l a d o , q u a l q u e r  q u e s e j a  o 

s u b c o n j u n t o K d e  U ,  c h a m a r em o s  �mag em eompl eta �nven� a d e  K 

p o r  i n t e rm e d i o  d e  e a o  c o n j u n t o d e  todo� o s  e l eme n t o s  d e  A

c u j a s  i m a g e n s  p e r t en c em a K ;  i s t o e ,  a o  c o n j u n t o 

K x �{ [y = e ( x ) l n ( y  E K) } .

S e  B fo r u m  c o n j u n t o t a l q u e B�8 ( A ) , d i r emo s  q u e  8 

d e f i n e  u m a  tnan� 6 0 nma ç ão unX voea d o  c o n j u n t o A n o  co nj u n t o  8 .

S e  8 fo r u m a  t r a n s f o rm a ç ão u n ; v o c a d e  A em B, q u e

v e r i f i q u e  a s  d u a s  c o n d i ç õ e s : l }  ( x 1Y ) c [8 ( X } # 8 ( y ) ] ; 2 }  B = e (y ) ,  

d i r e m o s q u e  e c o n s t i t u e  u m a  tnan� 6 0 nmaç ão b�unXvoea d e  A em B . 

D a d a s  d u a s  t r a n s f o rm a ç õ e s  u n ; v o c a s  o ( d e A em B )  e

e ( d e B em C}  c h ama r em o s  pnoduto d e  8 p o r  cr ,  e r e p re s e n t a r e ­

m o s  p o r  e o  a t1'a n s f o rm a ç ão ( d e A e m  C )  t a l  q u e ( 8 . cr } x = 8 [o ( x )] 

o u  s e j a , ma i s  d e t a l h a d a me n t e , [y = ( e . cr } ( X } :!d�=8 ( U ) ] n [u=cr ( x ) J }

c om  X E  A e u E B . 

r c l a r o q u e , ã p a r t e  a t e rm i n o l o g i a , a n o ç ão d e  "pnE!.

du.to d e  dua-õ tnan� 6 0 nma ç õ e� "  c o i n c i d e  c om  a d e  "6unç ão de 6 u!:!. 

ç ão " . 

E x em p l o s : r e p r e s e n t a n d o o s  o p e r a d o r e s  " 0 p �  de" e "a mã e de" 

r e s p e c t i v a m e n t e ,  p e l o s  s ím b o l o s Pad e Mad , o p ro d u t o  Pad. Pad 

s e rá o o p e r a d o r  "o a vô pa:t enno de"; o p r o d u t o  Mad . Pad s e rá  

o o p e r a d o r  li a a vô patenna de" . V i s t o q u e  s e  tem  Pa d o Mad . 

1Mad .  Pad , co n c l u e - s e  d e s t e  s i m p l e s  e x em p l o ,  q u e o p ro d u t o  
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d e  t r a n s f o rm a ç õ e s  u n ; v o c a s  n a o  e em g e ra l  com u t a t i v o . Ma i s

g e r a l me n t e , a o  c o n c e i t o  d e  " 6 u n çio d e  6 un ç 5 e� " ( i s t o � ,  d e

" 6 u n ç ão c.o mpo � .ta. " ,  a p l i c a d o a f u n ç õ e s  d e  m a i s  d e  u m a  v a r i á ­

v e l ) c o r r e s p o n d e  u ma c l a s s e  d e  o p e r a ç õ e s  a c a d a  u m a  d a s  q u a i s

c h am a r em o s � o b � e p o � � ç io d e  o p e�a. d o � e� .  A s s i m ,  p o r  e x e m p l o , 

d i r em o s  q u e  o o p e r a d o r  X t a l q u e x ( x , y , z ) = 8 [<p ( x ) , 1jJ ( y , z ) 1 r e -

s u l t a  d u m a � o b � e p o � �ção  d o s  o p e r a d o r e s  q, , 8 , 1jJ .  

S e  c h am a rmo s � d e n.t� da.d e ,  e r e p r e s e n t a rm o s  p o r  I ,  

a t r a n s f o rma ç ão q u e  f a z  c o r r e s p o n d e r  a c a d a  e l eme n t o x o 

me s mo e l em e n t o  x ,  ( em s ím b o l o s : Q [ I ( X ) = X ] ) v ê - s e  q u e , a t o d a

a t r a n s fo rm a ç ão b i u n i v o c a  e ( d e A em  B ) , c o r r e s p o n d e  u m a ,  e 

u m a  s o , t r a n s f o rma ç ão b i u n i v o c a  ( d e  B em A )  q u e  r e p r e s e n t a r! 

m o s  p o r e - 1 , t a l  q u e  8 - 1 e = I ,  i s t o � t a l q u e  8 - 1 [e ( x ) 1 = X ,  qu a 1 
q u e r  q u e  s ej a  x E A . 

Do i s  c o n j u n t o s  A , B , d i z em - s e e q u�v a..e. e n.t e� q u a n d o  exi s 

t e , p e l o m e n o s , u m a t r a n s fo rm a ç ã o b i u n i v o c a  d e  A em B .  A s 

t r a n s f o rm a ç õ e s  b i u n ; v o c a s  d e  u m  c o n j u n t o  A em  s i  m e s m o c h a m a  

r emo s a.u.to - e q u� v a..e. ê n c.�a.� d e  A ,  o u , n o  c a s o d e  A s e r  f i n i t o , 

� u b� .t�.tu� ç õ e� s o b r e  o s  e l em e n t o s  d e  A .  F i c a  t a m b em a u t o m a t i ­

c a m e n t e e s t a b e l e c i d o  o s i g n i f i c a d o  d e  e x p r e s s õ e s  t a i s  c omo  

" p� o du.to d e  dua.� � u. b� .t�.tú� ç õ e� 1I " � u b� .t�.tu.�ç ão � n v e�� a. " , e t c . 

l 4 i- O P E RA D O R E S  M O L T I P L OS .- O S  s im b o l o s  I X s u g e r em a

i n t ro d u ç ã o d e  o u t r o s m a i s g e r a i s .  S e j a  a u m a  r e l a ç ã o n - ã��a. ,

d e f i n i d a e m  U ,  a q u a l  a d m i t e  uma  e u m a  s o  s o l u ç ão ; p o i s  b e m , 

represen ta remos por 1 a ( x l , . . . , x ) a so l ução un i ca de a c o n s t i  -xl ' . . .  , xn  n 

173



t u i d a , c o mo  s a b e m o s , p o r  u m  d e t e rm i n a d o a g r u p a m e n t o d e  n e l e 

m e n t o s  d e  U . A p r e s e n t a - s e  e s t e  c a s o ,  q u a n d o ,  p o r  e x e m p l o ,  

a ( x l , . . .  , x n ) re p re s e n t a u m  s i s t e m a , c o m p a t i v e l e d e t e rm i n a d o ,

d e  n e q u a ç õ e s  l i n e a r e s  n a s  i n c õ g n i t a s  x l , . . .  , x n ; e c l a r o que

a ( x l , . . .  , x n ) s e r ã a c.o n j unçã.o  d a s n e q u a ç õ e s  ( 1 ) .

S e j a a g o ra a ( Y l ' . . .  ' Y p ' x l , . . .  , x n ) u m a  r e l a ç ã o  d e  g r a u

n + p ,  d e f i n i d a s o b re U ;  e s e j a D u m  s u b c o n j u n t o d e  U ( n )  t a l q u e ,

p a r a ( x l , . . .  , x n ) E D ,  a q u e l a r e l a ç ã o  a d m i t e  u m a , e u m a  s o , s o ­

l u ç ã o  e m  ( Y l , . . .  , Y p ) .  E n t ã o , s u p o n d o  v e r i f i c a d a a h i p õ t e s e

( x l ' . . . , x n ) E D a f õ r m u 1 a 1 Y a ( Y 1 ' . . . , Y , x l ' . . . , x ), q u eY l '  . . .  ' p P n 
p o d e m o s  s u b s t i t u i r p o r  e s t a o u t r a : 4) ( x l , . . .  , x n ) - re p re s e n t a r ã

u m  a g r u p a m e n t o  ( Y l ' . . .  , Y p ) d e  p v a r i ã v e i s ,  d e p e n d e n t e s  d a s  n v a

r i ã v e i s  x l ' . . .  , x n · A c o n s t a n t e 4) ,  q u e f a z a s s i m c o r r e s p o n d e r  a

c a d a  a g r u p a m e n t o  d e n e l eme n t o s  d e  U ,  p e r t e n c e n t e s  a D ,  u m  a g r� 

p a me n t o d e  p e l e me n t o s  d e  U ,  c h am a r e m o s  o p e r a d o r univoco , p-upl o ,

n - ã r i o ( o u d e  o r d e m  p e g nau n )  d e f i n i d o e m  D .  � c l a r o q u e  t a l

o p e r a d o r  n ã o  s e r ã m a i s d o  q u e  u m a  t r a n s fo rm a ç ã o  u n i v o c a  d o  c o n ­

j u n t o D c U ( n ) n o  c o n j u n t o u ( p ) , e p o d e rã s em p r e ( d o ,  p o n t o  d e

v i s t a d a  l õ g i c a f o rm a l ) d e s d o b r a r - s e  n u m  a g r u p a m e n t o  d e  p o p e -

r a d o re s  s i m p l e s  CP l ' . . .  ' CP p ' c o n fo rm e  o e s q u e m a  s e g u i n t e :

[ (  Y 1 ' . . .  , Y p ) = 4i ( x l ' . . .  , x n ) ] - [y 1 = cp 1 ( x l ' . . .  , x n ) n . . .  n Y p = 

( 1 ) Exemp l o :

= cp ( x l , . . .  , x )} p a r a  ( x l , . . .  , x  ) E D .p n n 

1 [( x  = 3y ) n (y=x- 4 )] = ( 6 ,2) .X ,Y 
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E x e.m pl o  : 

d e f i n i d a s o b r e o c o n j u n t o  d o s  n Ume r o s  n a t u ra i s , d e d u z - s e  u m a  

o p e r a ç a o u n i v o c a , b i n á r i a ,  d u p l a ( Y l , y 2 ) =(j) ( x l , x 2 ) ,  d e f i n i d a

p a r a  t o d o s  o s  p a r e s  d e  n u m e r o s , d o s  q u a i s  o s e g u n d o  e d i s t i�

to  d e  O ;  o p e ra ç ã o q u e s e  d e s d o b r a  em  d o i s o p e r a d o r e s  s i m p l e s 

Y l = X (  x l , x  2 ) ( co ci e.nte. da. di vi.6 ã.o  de.  x l p O JL  x 2 ) e Y2=P ( x l , x 2 )

( JLe..6 to  da. di vi.6 ã.o de.  x l p O JL x 2 ) .  Em 1 i n g u a g em c om u m  d i r-s e-ã

que Yl e. Y2 ' .6ã.o JLe..6pe.ctiva.me.nte., o co  ci e. nt e.  e. o JLe..6 to da. di v)l.ã.o

d e. x 1 p o JL X 2 . V ê - s e , p o i s , q u e a e x p r e s s ão II JL e..6 p e. c ti v a.m e. n te. ,

o co ci e.nte.  e. o JLe..6 to da.  di vi.6 ão de.  • • .  P O JL "  r e p r es:e n t a o o p e -

ra d o r (j) .

1 5 .  - RE LAÇ OES  M I S TAS. - A s  a n t e r i o r e s  c o n v e n ç o e s  p o d em 

f a c i l m e n t e  e s t e n d e r - s e  a o  c a s o  em q u e , e m  v e z  d e  u m  s ó c o n j u� 

t o  f u n d am e n t a l  U ,  s e  c o n s i d e r em  da.do .6 vá r i o s c o n j u n t o s  f u n d a -

me n t a i s , U l , U 2 , . . . .

S u p o n h am o s , p a r a f i x a r  i d e a s , q u e s e  t r a t a a p e n a s  d e

d o i s  c o n j u n t o s  fu n d a m e n t a i s  U , V .  A t o d a  a p ro p o s i ç ã o  

a ( u l , . . .  , u m , v l ' ' ' ' , v p ) c o n d i c i o n a l  n a s  v a r i á v e i s' u l ' ' ' '  , u m '

s o b re U ,  e n a s  v a r i á v e i s  v l ' . . .  , v p s o b r e V ,  c h a m a r em o s  p r o p�

s i ç ão c o n d i c i o n a l mi.6 ta. , d e f i n i d a  em U e em V .  C o r r e s p o n d e r ­

- l h e - ã  u m a  r e l a ç ã o a ,  mi.6 ta. , m- �JLia. e m  U e p - 5JLia. e m  V .

M a i s  p r e c i s a m e n t e , s e  r e p r e s e n t a rmo s p o r  ( U , V )�� p )

o c o n j u n t o d e  t o d o s  o s  a g r u p a me n t o s  d e  m + p e l eme n t o s ,  d o s

q u a i s  m p e r t e n ç a m  a U e p a V ,  p o d em o s  d i z e r  q u e  u m a  r e l a ç ão 

a ,  d e f i n i d a  em U e em V ,  m - 5JLia. em  U e p - ãJLia. em V ,  e u m a  
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1 e i q u e  f a z c o r r e s p o n d e r a c a d a e 1 e m e  n t o  d e  ( U , v l ( m . p )  um e um 

s õ  d o s  d o i s v a l o r e s  s e g u i n t e s : 1 ( a r e l a ç ão i v e r i f i c a d a ) ,  

O ( a  r e l a ç ão n ão e v e r i f i c a d a ) .  E m  p a r t i c u l a r ,  u m a  t r a n s f o r

m a ç ã o u n i v o c a  d e  U em V ,  s e rã u m a  l e i � q u e f a z c o r r e s p o n d e r  

a c a d a  e l em e n t o  x d e  U ,  u m  e l eme n t o d e t e rm i n a d o y = � ( x ) d e  V .

r c l a ro q u e , d e u m  p o n t o  d e  v i s t a pU4am ente  l õ g i c o ,

o c a s o  d e  v ã.4io.6  c o n j u n t o s  f u n d ame n t a i s U l , U 2 ' . . .  , s e  re d u z

a o  de  um .6 0  c o n j u n t o  f u n d a me n t a l  U ,  e fe c t u à n d o  a re u n i ã o 

d o s  p r i me i  r o s , e t e n d o  e m  c o n t a  a s re l a ç õ e s  x E U l , X E U 2 , . . .  ,

d e f i n i d a s  em  U .  M a s p o d e  n ã o  s e r  e s s e  o m o d o  m a i s  natu4al 

d e  p r o c e d e r : e o q u e  s u c e d e  q u a n d o , p o r  e x em p l o ,  s e  t r a t a  d e  

q u e s t õ e s  q u e e n v o l v am , a o  m e s mo t em p o , n um e r o s  r e a i s  e pon tos 

g e omi t r i c o s ; v e c t o re s  e e s c a l a r e s , e t c ; c o n v i rã  e n t ão c o n s i d e 

r a r c o m o  c o n j u n t o s  f u n d am e n t a i s  d i s t i n t o s , o c o r p o re a l  e o 

e s p a ç o  g e om e t r i c o , o c o n j u n t o  d o s  v e c t o r e s  e o c o n j u n t o d o s 

e s c a l a r e s , e t c , a d o p t a n d o  um  s i s t e m a  s i m b õ l i c o q u e  permi ta d i s ­

t i n g u i r  e n t r e  s i  a s  v a r i ã v e i s  c o r r e s p o n d e n t e s  a c a d a  u m  d e s ­

t e s  c o n j u n t o s  ( re p r e s e n t a n d o , p . e x . , o s  v e c t o r e s com os ca rac t� 

r e s  d o  a l f a b e t o  l a t i n o e o s  e s c a l a r e s  c o m  c a r a c te r e s  d o  a l f a 

b e t o  g r e 9 o ,  e t c . ) .  T o  d a v i a ,  c o m o v e r  e m o s  a d i a n t e , a i n d a nes ­

t e s  c a s o s  a r e d u ç ã o  a u m  s õ  c o n j u n t o f u n d a me n t a l  s e p o d e 

e f e c t u a r  natu4alm ente . p o r u m a  v i a em  q u e a i n t e r d e p e n d ê nc i a 

l õg i c a  e g e n e t i c a d o s  c o n c e i t o s  i p o s t a em mã x i m o r e l e v o . 

r o q u e  s e  c o n s e g u e  c o m  a t e o r i a d o s  t i p o s  d e  B . R u s

s e  1 1  .

16 .  - T I P O S  F I N I T OS .- A t e o r i a d o s  t i p o s  b a s e i a - s e n e s  
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t e  s i m p l e s  f a c t o : t o d a  a p r o p r i e d a d e  a s e  p o d e  c o n c e b e r  c om o  

um � nd� vlduo  d o t a d o  d e  c e r t a s p�o p�� e dade� r , � ,  . . . ; i s t o e ,

t o d o  o c o n j u n t o A s e  p o d e  c o n c e b e r c om o  el em e nto d e  n o v o s  

e o nj unto � A ; 8 , . . .  , o s  q u a i s s e d i r ão , n a t u r a l m e n t e , d e  t�p o  

s u p e r i o r  a o  d o  p r i m e i r o . 

M a i s  p r e c i s am� n t e , r e p re s e n t a r em o s  p o r  R l ( U } o c o n

j u n t o d a s  r e l a ç õ e s  a , e , . . .  , d e f i n i d a s  n u m  d a d o  c o n j u n t o f u n ­

d am e n t a l U ; d a d a  u m a  p r o p o-s i ç ã o  r {l:; , n ,  . . .  , x , y , . . .  } ,  c o n d i c i E,

n a l  e m  v a r i ã v e i s  � , n , . . .  , s o b r e  Rl ( U } , e e v e ntualm ente , em

v a r i ã v e i s f u n d am e n t a i s x , y , . . .  , d i r e m o s  q u e  t a n t o e s s a  p r o p� 

s i ç ão , c om o  a r e l a ç ão c o r r e s p o n d e n t e  r ,  s ã o  d e  t�po  2 ,  � o b� e  

U .  P o r  o u t ro l a do ,  c h a m a r emo s � ela � õ e� d e  t�po  1 , � o b � e  U ,  

á s  r e l a ç õ e s  a , e ,  . . . , d e f i n i d a s  em U ;  v a��ãv e�� d e  t� po 1 ( a

�e� p e�to d e  U )  ã s  v a r i á v e i s  f u n d a m e n t a i s x , y , . . .  ; v a r i ã v e i s 

d e  t�p o  2 ( a  � e� p e�to d e  U ) , ã s v a r i ã v e i s � , n ,  . . .  , s o b r e 

E x em plo : S e  U fo r o c o n j u n t o d o s  n um e r o s  n a t u r a i s ,

a p r o p o s i ç ã o fn ( x- , y } x , y n ( x , y+ x } } n 0n ( x , x }  c o n d i c i o n a l em n ,

q u e  e s c re v e r e mo s  a b r e v i a d a m e n t e  � ( n ) , s e r ã v e r i f i c a d a  p o r

i n f i n i t a s  r e l a ç õ e s  b i n ã r i a s , d e f i n i d a s  em U ( p . e x . , x�y , x d� ­

v � d e  y ,  x +y= x +y , e t c . ) . P o r em , j u n t a n d o - l h e  a c o n d i ç ão 

� ( r;; } ç [n ( x ,y, x:Y � ( x ,Y } J , q u e  e s c r e v e r em o s  c o m  a fo rm a abrevi a

d a  '1' ( n )  , e fã c i l v e r  q u e a c o n d i ç ão � ( n } n 'l'( n )  o u , a b r e v i a d a ­

m e n t e , e ( n ) , e a g o ra v e r i f i c a d a  p o r u m a  u n i c a  r e l a ç ão b i n ã ­

r i a n ,  d e f i n i d a e m  U :  a r e l a ç ão x l y ( i s t o e ,  a r e l a ç ão "X cU
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vide  y " )  j á  c o n s i de ra da n o  § 7 ( 1 ) .  A s  f ó rm u l a s �. ( n )  e 8 ( n ) 
r e p r e s e n t a m , p o r t a n t o , r e l a ç õe s  u n i t á r i a s  d e  t i p o  2 , s o b re U .  

U t i l i z a n d o  o s ;m b o l o 1 i n t ro d u z i d o  n o  § 1 1  p o de re mo s a i n d a  e s ­

c re v e r  [l n 8 ( n ) ]  ( x , y ) :: x l y , e e fá c i l  v e r  q u e :tal 6 rl!.rnula I!. epl!.�

� e n:ta urn a pl!.o p o � içã o ea:teg õl!.i ea de  :tip o  2 ,  � o b l!. e  U .  

Re p re s e n t a m o s  a g o r a  p o r  R 2 ( U ) o c o n j u n t o d a s r e l a ç õe s

de  t i p o 2 s o b r e U ;  d a d a uma  p r o p o s i ç ão c o n d i c i o n a l e m  v a r i áve i s  

d e t i p o 3 ( i s t o e ,  v a r i á v e i s s o b re R2 ( U ) )  e e v e n t u a l me n t e e m

v a r i á v e i s d e  t i p o i n f e r i o r  à q u e l e ,  d i remo s q u e t a n t o e s s a  p r o -

p o s i ç ão , c o m o  a re l a ç ã o c o rr e s p o n de n t e , s ão d e t i p o  3 s o b r e U .

E a s s i m  s u c e s s i v a me n te . 

P o d e re mo s a i n d a d i z e r  " el ern e n:to d e  :tipo  n a I!.e� p ei:to 

d e  U "  e m  v e z de " I!.elação  d e  :tip o  n - l � o b l!.e  U " . 

P o r  o u t ro l a d o ,  v i s t o q u e o p e ra d o re s  e c o n j u n t o s  n ão 

s a o  m a i s  d o  q u e  6 o l!.rn a� , s o b  a s  q u a i s  s e  p o d e m  a p r e s e n t a r  as r! 

l a ç õ e s , s e g u e - s e  q u e a c l a s s i f i c a ç ão  e m  t i p o s  s e  p o de  a p re s e� 

t a r ,  rn u:ta:ti� rnu:tandi� , a o s  o p e ra d o re s  e a o s  c o n j u n t o s . 

( 1 ) Representando por Y o s ubconj unto de U ( 2 ) , çons t i tu i do pe l a s s o l uções
de n ( x ,y )  ( §  l a ) , é fáci l ve r que � ( n ) equ i va l e  à conjunção da s condl
ções :  1 ) Se ( x ,y ) pertence a Y , tambem ( x ,y+x ) pertence a Y ;  2 ) O pa r 
( x , x )  pertence a Y ,  qual que r que s ej a x .  r c l aro que i nfi n i tos  s ubcon
j untos de U ( 2 ) s ati s fazem a ta i s  condi ções, en tre e l es o própri o con -

­

j unto U ( 2 ) ; po rem , a fórmu l a 8{ n )  expri me q ue Y e o rnenol!. do� eonjun­

:to� que sat i s fa zem às duas cond i ções 1 ) , 2 ) ;  i s to é ,  qua l quer que s ej a 
o conj unto Z corres ponde nte a uma re l ação 1; q ue. ver i fi q u� � ( Z;; ) ,  ter ­
-s e -à , ne cess ari ame nte y c::. Z .
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A s s i m , o s  s u b c o n j u n t o s  A , a ,  . . . d e  U c o n � t i t u em e l eme n t o s  d e  

t i p o 2 , a r e s p e i t o d e U ;  a s  f a m í l i a s A , B , . . .  d e  s u b c o n j u n ­

t o s  d e U ,  c o n s t i t u em e l e m e n t o s  d e  t i p o  3 ( c o n j u n t o s  d e  t i p o

2 ) a r e s p e i t o d e  U ,  e t c .

A� e q uaçõ e� 6 u ne�o na�� , em pa��� eula� a� e q ua ç õ e� 

d� 6 e �e ne� a�� , eo n� ���u em e x emplo�  �Zp� eo� , 6 o �n e e�do � p ela 

Anãl�� e elã� � � e a ,  de p�o p o � �ç õ e� eo nd� e�o na�� de ��p o 2 ,  � o ­

b � e  o eo njun�o do�  núm e�o � �ea�� o u  � o b �e  o eo nju n�o do�  nu ­

me�o � eo mpl e x o � . A p r o p o s i ç ã o  

n u ( I y - x  I < h -. l cp ( y ) - cp ( x ) I < k )
k > o h > o y 

c o n d i c i o n a l e m  cp ( v a r i ã v e l  d e  t i p o  2 )  e em  x ( v a r i á v e l de t i po

1 ) .  c o r r e s p o n d e  a u m a  r e l a ç ã o b i n á r i a f ( cp , x )  d e  t i p o  2 , a 

q u a l  c o n d i ç ão s e e n u n c i a  l i A 6 u nção  cp ê. eo n�Zn.ua no  p o n�o x " .

S ã o d e  t i p o 2 a r e s p e i t o  d o  c o r p o  r e a l o u  d o  c o r p o  

c o m p l e x o : o c o n j u n t o d a s f u n ç õ e s  r a c i o n a i s , o c o n j u n t o d a s  

e q u a ç õ e s  a l g e b r i c a s , o s  o p e r a d o r e s  d i f e r e n c i a i s  e i n t e g r a i s ,

e t c . 

1 7 .  - T I P OS T RANS F I N I T OS .- V i m o s c om o , a c a d a  n u m e r o 

n a t u r a l , s e  p o d e  f a z e r  c o r r e s p o n d e r u m  t i p o  d e  r e l a ç ão . P o ­

d e r ã o a s s i m  c o n s t r u i r - s e , c o m  n um e r o  i l i m i t a d o , c o n j u n t o s  

� ( U ) , R2 ( U ) , R 3 ( U ) , . . .  d e  rel a ções s o b r e  U .
M a s  a p o s s i b i l i d a d e  d e  c r i a ç ão d e  t i p o s  d e  r e l a ç õ e s  

s u p e r a  o p o d e r  d e  r e p re s e n t a ç ã o d o s  n um e r o s  n a t u r a i s ,  c om o  

s e  p o d e  c o n c l u i r d o  s e g u i n t e e x em p l o :  

179



Q u a l q u e r  q u e  s ej a
-

o n umero  n a t u r a l k , r e p r e s. e n t emo s 

p o r  2
Y k o o p e r a d o r  ( t i p o 2 ) q u e  fa z c o r re s p o n d e r  a c a d a  f u n  

-

ç ão  <I> ( n )  d e f i n i d a n o  c o n j u n to d o s  n u m e ra s n a t u r a i s , a f u n ç ão 

<I> ( n ) + k , d e f i n i d a n o  m e s m o c o n j u n t o . Re p re s e n t a n d o  a g o r a p o r

i u m  n u m e r o  n a t u r a l 

q u e  t r a n s fo rm a  

3 q u a l q u e r ,  s e j a , p o r  s u a  v e z , Y i  o ope rado r
2 em Y k +i q u a l q u e r  q u e  s e j a  k . S om o s

a s s i m  l e v a d o s  a d e f i n i r ,  p o r i n d u ç ã o , u m a  fa ml l i a  d e  o p e r a d� 

re s d e p e n d e n t e s  d o s  p a râme t ro s  m e p ,  e c u j o t i p o  m

p o d e  s e r  t ã o  e l e v a d o  q u a n to s e q u i s e r . P o d em o s  f i n a l me n t e  d e  

f i n i r , n o c o n j u n to  d o s o p e r a d o r e s  mY p ( m , p = 1 , 2 ,  . . .  ) u m  n o v o

o p e r a d o r  r t a l c o mo s e g u e : r ( my } = m+ l y , q ua i sq u e r  q u e  s e j a m
p p . 

m e p ;  v ê - s e  fa c i l me n t e q u e n ão e x i s t e n e n h u m n u m e r o  n a t u r a l 

q u e p e rm i t a  r e p r e s e n t a r o t i p o d e  r ,  e , m a i s a i n d a , q u e  o t i 

p o  d e s t e  o p e r a d o r  s u rg e  i me d i a t am e n t e  d e p o i s  d o s  t i p o s  d o s  

o p e ra d o re s  ny p ' a p a r t i r d o s  q u a i s  e d e f i n i d o .  R e p r e s e n t a r!

m o s  o n o v o  t i p o  p e l o s í m b o l o w , d e  a c o r d o  c om  a s  c o n v e n  -

ç o e s  u s u a i s .  N o t emo s , e n t r e t a n to , q u e  j á o s í m b o l o  y , u t i l i

z a d o  n e s t e e x em p l o , re p r e s e n t a u m  o p e r a d o r b i n i r i o ,  d e  t i p o  

w ,  q u e  fa z c o r r e s p o n d e r , a c a d a  a g r u p a m e n t o ( m , p )  d e  d o i s 

n ume r a s  n a t u r a i s ,  u m  o p e ra d o r my p d e  t i p o  m .

D e s t e  m o d o , re p r e s e n t a n d o  p o r W u a re u n i ão d e  t o d o s

o s  c o n j u n t o s  R n ( U ) , q u a n d o  n p e r c o r r e  o c o n j u n t o d o s  n u me r a s

n a t u r a i s , c h ama r emo s r e l a ç ã o  d e  tip o  W � o b � �  U ,  a t o d a  a r e

l a ç ã o  d e f i n i d a em w u ,  q u e  n ã o  s e  r e d u z a a n e n h um a  r e l a ç ão

p e r t e n c e n t e  a e s t e c o n j u n t o . Ma s v ê - s e  a g o r a q u e  a c r i a ç ão 

d e  t i p o s  d e  re l ações p O d e rá p ro l o n g a r - s e  p a r a a l em  d e  w , e x ;
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g i n d o a i n t ro d u ç ão d e  s em p re  n o v o s  s tm b o l o s , i n d i c a t i v o s  d a  

o r d e m  p e l a q u a l  o s  t i p o s  v ão s u r g i n d o , i s t o � ,  a i n t r o d u ç ã o

d e  n o v o s  núme�o� o �di n ai� ��an� 6 i ni�o � ( s u p e r i o r e s  a o s  núm e ­

� 0 5  o �di nai� 6ini�o � ) q u e  s ão r e p r e s e n t a d o s  p e l o s n ume ra s n a  

t u r a i s ) . 

A d i a n t e n o s  o c u p a remo s , p o rme n o r i z a d am e n t e , d o s  n u ­

m e r a s  'o r d i n a i s . 

18 . - MU DAN Ç A  D E  C O N J U NTO  F U N DAME N TA L .- A a t r i b u i ç ão d e

u m  t i p o  a c a d a  p r o p o s i ç ã o  d e u m a  d a d a  t e o r i a e :  c omo  v i mo s ,  

�e.ta�i v a  a u m  de t e rm i n a d o  c o n j u n t o f u n d a m e n t a l U , q ue desempenha 

d e s t e  m o d o , o p a p e l  de um s i s t em a de r e f e rê n c i a .  P o r em , a  m� 

d a n ç a d e  c o n j u n t o fu n d am e n t a l  e u ma o p e r a ç ão a q u e  s e  r e c o r ­

re  a l g u m a s  ve z e s  e m  Ma t emã t i c a ,  p a r a  c om o d i d a d e  d e  e x p o s i ç ã o .  

A s s i m ,  p o r  e x e m p l o ,  n a  G e o me t r i a e u c l i d e a n a  t r i d i me n s i o n a l , e  

na�u� a.t c o n c e b e r , c o m o  e l eme n t o s  fu n d am e n t a i s a p e n a s  o s  p o n ­

t o s : n e s t a s  c o n d i ç õe s , o e s p a ç o  g e ome t r i c o  U s e r ã o c o n j u n t o 

d e  t o d o s  o s  p o n t o s ; a s  r e c t a s  e o s  p l a n o s  s e r ão  e l em e n t o s  d e  

t i p o  2 ( c o n j u n t o s  d e  e l e me n t o s  f u n d a m e n t a i s ) ; o s  c o n j u n t o s  V 

e W ,  re s p e c t i v a me n t e , d a s  re c t a s  e d o s  p l a n o s  s e r ão  e l eme m o s  

d e  t i p o  3 ,  e t c . ( 1 ) P o r em , n a  s i s t e ma t i z a ç ão l ó g i c a  d a s  g �  

me t r i a s p �o j e c t i v a s , s u r g i u c omo f a c t o n o v o a l e i d a  d u a 1 i d a -

( 1 )  Numa das ax i omãt i cas  da Geometri a euc1 i deana dadas por H i l bert - pr� 
c i s amente a ma i s  d i vu l gada - as rectas e os p l anos fi guram como e1! 
mentos fundamenta i s .  r porem mai s intuitivo conceber as  rectas e
os p l anos como conj unto de pontos . Na s ua axi omãti ca apresentada 
em 1 904 , Oswa l d Veb l en toma os pontos como un i cos e l ementos fundamen 
tai s .  
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d e , e m  v i r t u d e d a  q u a l s e  t o r n o u  e6m o do c o n c eb e r  c o m o  e l e m en  

t o s  f u n d a me n t a i s , n ão s 5  o s  p o n t o s , m a s t a m b �m a s  r e c t a s  e 

o s  p l a n o s , d e  m o d o  q u e o u ni v e�� o g e o m i��i eo s e ri c o n s t i t u l -
I 

d o  ( n o c a s o d a  g e om e t r i a t r i d i me n s i o n a l )  p e l o s c o n j u n t o s  U * 

V *  e W * , r e s p e c t i v a m e n t e , d o s  p o n t o s , d a s r e c t a s e d o s p l a  -

n o s  ( i n c l u i d o s  o s  e l e me n t o s  i m p ró p r i o s ) e a s s i m o s  g e 5me t r a s

f o r a m  l e v a d o s  a e o n v e��e� a s  r e l a ç õ e s  lÕ9 i e a� d e  p e�� e n e e ( E )  

e d e  in.c1.U6 M ( c ) , e m  r e l a ç õe s  g e o m é��i ea� d e  -i n ei d ê n eia , d e

mo d o  q u e u m  p l a n o , a g o r a  e l e m e n t o d e  t i p o  1 , j ã  n ã o s e  i d en ­

�i 6 i e a  c o m o c o n j u n t o d o s  s e u s  p o n t o s , m a s  s e r ã a p e n a s  o � u -

p o �� e  d e  t a l c o n j u n t o ; o c o n j u n t o d o s  p o n t o s  d e  u m a  r e c t a  

s e r a a p o n�ual d e f i n i d a p o r e s s a  r e c t a , e t c . 

A A n ã l i s e f u n c i o n a l o f e r e c e - n o s u m  e x e m p l o  n o tã v e l  

d a  m u d a n ç a  d e  c o n j u n t o f u n d a me n t a l , p a s s a n d o d o  c o r p o  r e a l 

( o u d o  c o r p o  c o m p l e x o ) a o s  e� p a ç o �  6 u n ei o n ai� q u e  s ã o c o n j u n  

t o s  d e  o p e r a d o r e s d e  t i p o  1 ( p o r t a n t o  e l e me n t o s  d e  t i p o 2) 

r e l a t i v o s  à q u e l e s  c o r p o s . T a i s  o p e r a d o r e s s ão c o n c e b i d o s  

c o m o  p o n�o�  d o  e s p a ç o , i s t o . � , c o m o  el em e n�o � 6 u n dam e n�ai � . 

T o rn a r emo s a e s t e a s s u n t o a d i a n t e , q u a n d o  t ra t a r - o 

m o s  d a s  a x i o mã t i c a s . 
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19 . - AS  C O N S TA N T E S  L O G I CAS  E A T E O R I A  D O S  T I P O S .- S e j a 
i a u m a  re l a ç ã o  n - á r i a d e  t i p o i , s o b re U ,  e s e j a  i U o c o n j u n t o

i d a s  re l a ç õ e s d e t i p o  i n fe r i o r  a i . E f ã c i l v e r  q u e  a n ão p o d e
i 

c o i n c i d i r c o m  n e n h u m  d o s e l e me n t o s  d e U ( i s t o e q u e a u ma me s 

ma  re l a ç ão  n ã o p o d e  c o r re s p o n d e r  ma i s  d e  u m  t i p o ) . C o m  e f e i t o ,

da� a r e l a ç ã o  i a e q u i v a l e , c o mo  v i m o s  n o  § 1 0 , a da� u m  s u b c o n

j u n t o  d e  i u ( n ) , e , a s s i m ,  a re l a ç ão  i a s e rá d e f i n i d a  a p a r t i r

de  e l e m e n t o s  d e  t i p o  i n fe r i o r , e t o d o s , e m u l t i m a a n á l i s e , s ã o 

d e f i n i d o s  a p a r t i r d o s  e l e m e n t o s  d e  U ,  q u e  s e  c o n s i d e r a m p re vi 

a me n t e  dado.ó . r p o r t a n t o e x c l u i d a a p o s s i b i l i d a de de d e f i nições

d e c o n j u n t o s  t a i s  c o mo a s e g u i n t e : " 0  c.o nj un:to A é c.o n.ó :ti:tuZdo

p o �  doi.ó  e.i e.m e. n:to .ó , um do.ó  q uai.ó e. o nume.�o 3 e. o o u:t�o é o p� 

p�io c. o nj un:to A li .  Um c o n j u n t o  s õ  p o d e r á s e r  c o n s t r u i d o  a part i r 

d e e l e m e n t o s  an:te.�i o �me. n:te. d e f i n i d o s . E d e s t e m o d o  s e  c h e g a ã 
s e g u i n t e  i m p o r t a n t e  c o n c l u s ão : n ã o  e ie.gZ:timo  f a l a r  d a  :to :taii ­

dade.  d o s  t i p o s  ( o u a i n d a  d o s  n úm e r o s  o r d i n a i s ) ; c o m  e fe i t o , q ua! 

q u e r  q u e  s e j a  o c o n j u n t o  R. de  r e l a ç õ e s  ( .d e  d i versos t i pos ) sobre 

U ,  t o d a  a re l a ç ão  d e f i n i d a e m  R. ( e m p a r t i c u l a r  a re l a ç ão Ç E R. ) 
s e rá d i s t i n t a d e  q ú.aiq ue.� re l a ç ão pe r t e n c e n t e a R. .  Me s mo a dmi 

t i n d o , p o r  u m  m o m e n t o , q u e a re l a ç ão Ç E R.  c o i n c i d e c o m  u m  d o s

e l e m e n t o s  d e  R. ,  t a l  n ão p o d e  s u c e de r  c o m  a re l a ç ã o  p ( ç )  que

d e f i n i r e m o s d o  s e g u i n te m o d o : p e v e r i f i c a d a  p o r  t o d a s a q u e l a s

( e s õ  p o r e s s a s ) r e l a ç õ e s  ç ,  p e r t e n c e n t e s  a R. , q u e não v e r i -
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f i c a m a c o.n d i ç ã o ç ( ç ) ; e m s í m b o l o s :  p ( ç )  == ( ç  E R )  n "" ç ( ç )  ( 1 ) .
C o m  e fe i t o ,  s u p o n do q u e p E R é s e  c o n d u z i d o a o  c l ã s s i c o  p a r a -

d o x o d e  R u s s e l l .

P o r u m a  v i a d i v e rs a ,  B u r a l i - Fo rt i t i n h a ch e g a d o a u m a

c o n c l u s ão e q u i v a l e n t e ,  c o m  o s e u  p a ra d o x o  re l a t i v o ã t o t a l i d a ­

d e  d o s  n ú me r o s  o r d i n a i s .  

Uma  c o n s e q u ê n c i a i m p o rt a n t e , d o  q u e a t rãs  f i c o u  d i t o , 

e a s e g u i n t e ;  c a d a  u m a  d a s  c o n s t a n t e s  l ó g i c a s  E ,  n , -+ ,  = ,  "" ,

e t c . , re p re s e n t a re l a ç õe s  s o b re U d e  v ã r i o s t i p o s , o s  q u a i s  d� 

p e n d e m  d o  t i p o  d a s v a r i á v e i s  q u e s ã o a p l i c a d a s . An á l o g a  o b s e r -

v a ç ã o  s e  p o d e fa z e r q u a n t o  a o s  , c o n ce i  t o s  d e  " el e m e nto " ( " .6 e.JL " , 

( 1 ) Admi t i ndo q ue se tem pE R,  de duas uma : o u  é ve rdade i ra a propos i ção
P ( p ) , o u  e ve rdade i ra a s ua contrad i tóri a "" p ( p ) ;  mas v i s to q ue , por
defi n i ção , p ( Ç ) == ( ÇER) n "" ç ( ç ) , ter-se-ã  no p ri me i ro caso ,
p ( p )  -+ ( pER) n "" p ( p ) , e portanto "" p ( p ) , o q ue é contra a h i pótese ;
e te r-se-ã , no segundo caso ( PER ) n "" p { p )  -+ p ( p ) o q ue é de novo con
tra a h i pótese . O abs urdo vem de s upo r que p pertence a R. 

Uma va ri ante s ugest i va do pa ra doxo de Russe l l é o exemp l o  do eatá.eogo 

de todo.6 0.6 eatãtogo.6 que não .6 e  citam. Notemos , po rém , q ue num dado 
momento e a ke.6peito de uma dada bib.eioteea, é pos s íve l i ma g i na r um
catál ogo de todos os ca tál o!9os exi s tentes , o q ua l  obv i amente , se de­
ve c i ta r . Todavi a a cons i de ração de conj untos que se contêm como e l �  
men to s  de s i  mesmos deve ser  e l i mi nada dos rac i ocín i os se  não q u i s er­
mo s abandona r as  l e i s  do pensamento a que es tamos hab i tua do s . Ana l o ­
gamente , no s uje i to de uma dada propos i ção não deve fi gurar  essa  me� 
ma propos l çao ; a não obse rvânc i a  des ta norma deu j á o ri gem , na a nti ­
gu i dade , ao pa radoxo de E p i men i des de Creta . 
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" p� e dieado " , " e o nj un�o " ,  e t c . ) . P o d e m o s  c o n v e n c i o n a r  q u e , e m 

c a d a  c a s o c o n c re t o , o t i p o d a q u e l a s re l a ç õ e s  é i me d i a t a me n t e  

s u p e r i o r  a o s  t i p o s  à a s  re l a ç õ e s  à s  q u a i s s ã o a p l i c a d a s ; ass i m  p� 

e x e m  p 1 o , a c o n j u n ç ã o n c o m p o r t a - s e c o m o o p e r a d o r b i n ã r i o de t i po

2 , q u a n d o  a p l i c a d o  a p ro p o s i ç õ e s  de t i p o  l , e t c . ( 1 ) . N o  m o me n 

t o  e m  q u e e s t ã o  s e n d o  a p l i c a d a s , a s  c o n s t a n t e s  l ó g i c a s  c o n s t i ­

t u e m  o p e ra ç õ e s  me n t a i s , fe n ó me n o s  p s i q u i c o s  e m  ae�o ; a p e n a s  �e� 

li z a da� , a a t e n ç ã o p o d e i n c i d i r � e��o � p e e�i v am en�e s o b re t a i s 

fe n óme n o s , c o n d e n s a n d o - o s e m  s e re s , e m  d a d o s  d o  �eal . 

U m  c o n c e i t o  d e  t i p o v a r i á v e l é a i n d a  o d o  nüm e�o  ea� ­

dinal . C o m  e fe i t o , o o p e r a d o r  l ó g i c o 1 1 0 núm e�o  d e  el emen�o � deli

q u e a b re v i a d a me n t e  e s c re v e re m o s  Num , s e r á u m  o p e r a d o r  de  t i p o  

2 , 3 , e t c . , e m  re l a ç ã o  a o  c o n j u n t o  f u n d a me n t a l U , c o n f o rme f ô r

a p l i c a d o  a s u b c o n j u n t o s  d e  U , a f a m i l i a s d e  s u b c o n j u n t o s  d e  U ,

e t c . 

N o t e mo s , f i  n a l  me n t e , q u e  a e x p re s s ã o l I um elem en�o " não 

re p re s e n t a u m a  v a r i á v e l c o mo  a q u e  c o r re s p o n d e , p o r  e x e m p l o , 

à e x p re s s ã o " um a� ��o " ;  n o  s e g u n d o  c a s o  o c a m p o  d a  v a r i a ç ã o  é

p re v i a me n t e  f i x a d o  ( o u p e l o  me n o s admi� e - � e  q u e o s e j a )  p e l o  

s u b s t a n t i v o " a� ��o " ; n o  p r i me i r o  c a s o , a e x�e n� �o  d o  c o n c e i t o 

e a mai� ampla q ue ,  num dado m o m en�o , � e
'
p o� � a  eo ne e b e� ,  donde 

a i m p o s s i b i l i d a de d e  f i x a r  o r e s p e c t i v o  c a m p o  de v a r i a ç ã o , vi s ­

t o  q u e  t a l  c o n c e i t o e s t á  a re c e b e r c o n s t a n t e me n t e , i n t e r p re t a -

( 1 ) Seri  a ta lvez  mai s confo nne ã Rea l  i dade d i  ze r que , a res pe i to de uma
dada �eo�a , o t i po de ta i s re l ações é num dado momento i medi atamente 
s upe ri o r  aos t i pos de todas as re l ações da referi da teo ri a  às qua i s  
a s  p ri me i ras tenh am s i do e fecti vamente ap l i cadas ,  até esse momento . 
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ç o e s  n o v a s  e impJte vi.6 ta.6 . De s t e  m o d o , a s  e x p re s s o e s  " um e.i eme» 

t o " " um .6 eg u» do e.i em e»to  " , e t c . , u s a d a s s e m q u a l q u e r l i m i t a ç ã o 

d e  s i g n i f i c a d o ,  r e p re s e n t a m  v a r i á v e i s  n a  m a i s  l a r g a  a c e p ç ã o d a

p a l a v r a e , p a r a  s a l i e n t a r  e s t e f a c t o , e m p re g a r e mo s e m  t a l  c a s o 

o s u b s t a n t i v o  ( n a  v e r d a d e a d j e c t i v o  s u b s t a n t i v a d o ) " ..i..» d et eJtmi ­

» a d a " , e m  v e z d o  s u b s t a n t i v o  " v aJtiã.v e.i " . 

2 0  - A T E O R I A  D O S T I P O S  E O S I MB O L I S MO .  - A i n t r o d ução 

d e  s e m p re n o v o s  t i p o s  d e  v a r i á v e i s c r i a a o  s i m b o l i s m o l ó g i c o di 

f i c u l  d a de s  q u e n ã o ê p o s s i v e l re s o l  v e r  de u m  m o d o  comp l e to como

v e re m o s  a p r o p ó s i t o d o s  n úme r o s  t ra n s f i n i t o s . 

N o s  c a s o s  e m  q u e n ã o  s e j a  n e c e s s á r i o c o n s i d e r a r e l e -

me n t o s  d e  t i p o  s u p e r i o r  a u m  n ú me r o  f i n i t o b a s t a n t e b a i x o  ( 3 ,  

p o r  �m p l o ) , a d i s t i n ç ão d o s  t i p o s  d e  v a r i á v e i s p o d e r á f a z e r ­

- s e p o r u m  p r o c e s s o  a n á l o g o  a o  q u e  a d o p t á m o s n o  § 1 , e m  q u e  

c o n v e n c i o n á mo s  r e p re s e n t a r  e l e me n t o s  d e  U , p o r l e t r a s  m i n ú s c u ­

l a s d o  a l f a b e t o  l a t i n o ; s u b c o n j u n t o s  d e  U ,  p o r l e t r a s  m a i ú s c u ­

l a s d o  a l f a b e t o  l a t i n o , e f a m í l i a s d e  s u b c o n j u n t o s  d e  U , p o r 

l e t r a s  m a i ú s c u l a s  d o  a l f a b e t o  g ó t i c o . T a l  p ro c e s s o , p o rêm , deve 

s e r  a b a n d o n a d o  q u a n d o f o r n e c e s s á r i o c o n s i d e r a r  m u i t o s  t i p o s  

d i v e r s o s . 

T r a t a n d o - s e  d e  r e l a ç õe s  d e  tip o  6 i »..i..to , es te . pode s empre 

s e r  d e d u z i d o  d a  e x p re s s ã o e x p l i c i t a d a s r e s p e c t i v a s  p r o p o s i ções 

c o n d i c i o n a i s , a t e n d e n d o  a o  m o d o  c o mo os p a re n te s e s  s e  c o m p re ­

e n d e m  u m  a o s  o u t ro s , e n ã o c o n t a n d o  o s  p a rê n t e s e s  re l a t i v o s  a 

c o n s t a n t e s  l óg i c a s . P o r e xe m p l o ,  u m a  r e l a ç ão a d a  f o rma
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a ( � ( x , y ) , z , U ( n ( x , y ) n r; ( x , e (y ) ) ) )  , e m  q u e  � , n , Ç , e 
y 

d e s i g n a m  h elaç õ es i n d e� ehminada� s o b r e U ,  s e r ã , e v i d e n t e me n t e , 

u m a  r e l a ç ã o d e  t i p o  3 . 
M a s t a l  p r o c e s s o  j á  n a o  p o d e s e r  a p l i c a d o  e x a c t a m e n t e 

q u a n d o  n a s  f ó rm u l a s f i g u r a m  s í m b o l o s d e  c o n j u n t o s  o u  d e  o p e r a ­

d o re s  ( e x c e p t u a d o s  o s  o p e r a d o re s  d a  L ó g i c a ) . ( B a s t a r ã c o n s i d e -

r a r , e n t ã o , o s  o p e r a d o r e s u n í v o c o s , v i s t o q u e  t o d o  o o p e r a d o r 

n ã o u n í v o c o  s e  r e d u z a u m  o p e ra d o r u n í v o c o d e  t i p o i m e d i a t e me n 

t e  s u p e r i o r ) . O c a s o  m a i s  s i m p l e s s e r á a q u e l e e m  q u e  o c o n t ra ­

d o m í n i o  � u m  s u b c o n j u n t o d e  U ( i s t o  e , q u a n d o  O �  valo he� da fun 

ç ã o  s ã o e l e me n t o s  d e  U ) ; n e s t e  c a s o  o p r o c e s s o  a n t e r i o r  p o d e  

a i n d a  s e r a p l i c a d o  c o m u m a mo d i f i c a ç ã o q u e  c o n s i s t e e m  es c reve r 

c o m o í n d i c e s  d o  s í m b o l o d o  o p e r a d o r , o s  s ím b o l o s  d a s  v a r i á v e i s 

d a s  q u a i s a f u n ç ã o  n ão d e p e n d e . ( 1 ) As s i m ,  p o r exemp l o um o pe r� 

d o r  d a  f o r m a  <P x ,'y , v , n ( � z ( x ,y , n ( z ) )  , 1j; ( u , ç ( v ) ) , t ) em que , ç , n ,

d e s i g n e m  o p ehado h e� i n d e�ehminad o �  e 1j; u m  o p ehad o h  d et ehm i n a d o  

s e r ã , d e  a c o r d o  c o m  a c o n v e n ç ã o p re c e d e n t e , u m  o p e r a d o r d e  t i po 

3 . Re s t a  p o r�m , e s t a b e l e c e r  c o n v e n ç õe s  c o r re s p o n d e n t e s  q u e

s i r v e m  p a r a o p e r a d o re s  q u a i s q u e r  e , m a i s  a i n d a , c o n v e n ç o e s  q u e  

p e r m i t a m  d i s t i n g u i r e n t re s i  s ím b o l o s - re l a ç õ e s , s ím b o l o s - c o n -

j u n t o s  e s í m b o l o s - o p e r a d o re s ; e r e s t a , f i n a l me n t e , e s t e n d e r  o 

s i m b o l i s mo a o s  t i p o s t r a n s f i n i t o s . D e i x a r e m o s , t o d a v i a , n e s t e  

p o n t o , o p ro b l e m a . 

( 1 ) Na te rmi no l ogi a h i l be rt i ana  as  fu nções  des te genero s ão denomi n adas 

6uncio n� , de q ue s ão um  caso pa rti cu l ar as  func i ona i s d a  Anál i se 
fu nc i on a l , fundada po r  Vo l terra . 
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Um  c a s o  c o r re n t e  de o p e r a d o re s  de t i p o s u p e r i o r  a 1 é 

o q u e  s e  a p re s e n t a  e m  e x p re s s õe s t a i s c o mo : " 6 amZlia de  o p e�a ­

do �e� � dependen�e� de  um pa�âm e��o i ,  va�iãv el � o b� e um co nju� 

�o  A l i . 

r f á c i l v e r q u e , s e  A c U , e  se os o p e ra d o re s  fo rem  de  t i p o

1 , a r e s p e i t o de  U ,  a fa m Í l i a  d o s  o p e r a d o re s  � i ( f a m Í l i a  q u e

re p re s e n t a re mo s  p o r { � i } ) n ão é m a i s d o  qu e a i m a g e m  d e  A ,  p o r

i n t e rmé d i o  d o  o p e r a d o r � d e  t i p o  2 , q u e  f a z c o r r e s p o n d e r a cada 

e l e me n t o  d e  A u m  o p e ra d o r � i '

Ad o p t a remo s a i n d a a s  s e g u i n t e s  c o n v e n ç õe s , re l a t i v a s  

a o  s i mb o l i s mo l ó g i c o :  

D a d a  u m a  fa m Í l i a  F d e  p r o p o s i ç õe s  c o n d i c i o n a i s  n a s v a
Ur i a v e i s  x ,y , . . .  , re p re s e n t a re m o s  p o r F n ( x , y , . . .  ) e p o r

(I 
n € 

F n ( x , y , . . .  ) re s p e c t i v a me n t e , a d i s j u n ç ã o e a i n t e r s e c ç ã o  d e  n € 
t o d a s  a s  p r o p o s i ç õe s p e r t e n c e n t e s  ã f am Í l i a  F . E m  p a rt i c u l a r ,

p o d e r á  a p re s e n t a r - s e u ma f a mi l i a  { �lJ ( x ,y ,  . . . ) }  d e  p ro p o s i ç õe s

c o n d i c i o n a i s ,  d e p e n de n t e s  d o  p a râme t ro lJ '  v a r i á v e l s o b re u m

d a d o  c o n j u n t o  M ; n e s t e c a s o a c o n j u n ç ã o  d e  t o d o s  o s  e l e m e n t o s  

d a  f a m Í l i a  p o d e rã  re p re s e n t a r - s e  p e l a  fórmu l a nM � ' "I ( x ,y ,  . . .  ) ,
n 

lJ E " .. 

o u  s i m p l e s me n t e , lJ � lJ ( x ,y , . . .  ) ,  s e  n ã o  h o u v e r  d u v i d a s  s o b re

o c a m p o  d e  v a r i a ç ã o  d e  lJ . A n a l o g a me n te pa ra  a d i s j u n ç ã o .

As s i m , p o r  e xe mp l o , a s  e x p re s s õe s  y � ( X , y , z , . . . ) ,

n � ( x ,y , z ,  . . .  ) re p r e s e n t a m , r e s p e c t i v ame n t e , a re u n i ão e a i n x · -

t e rs e c ç ã o de  u ma f amÍ l i a  { I \ ( y , z , . . . ) }  d e  p r o p o s i ç õ e s  d e f i n i  -

d a s  e m  U ,  t a i s q u e  S x ( y , z , . . .  ) =� ( x ,y , z . . .  ) .

Um  o u t r o c a s o  p a r t i c u l a r i m p o r t a n t e é a q u e l e  em  q ue M
e o c o n j u n t o  d o s  n úme ro s n a t u r a i s .  E n t ã o  { �  ( x ,y , . . .  ) } s e r ã  

u 
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uma f a m í l i a  n u me r á v e l  de p ro p o s i ç õe s  c o n d i c i o n a i s .  R e c o r d a re m o s  

a p r o p ó s i t o , o p a p e l q u e a re u n i ã o  e a i n t e r s e c ç ã o d e  u m a  f a m í ­

l i a n u me r á v e l d e  p r o p o s i ç õe s  c o n d i c i o n a i s  d e s e m p e n h a m n a  t e o r i a 

d o s c o n j u n t o s  me n s u r á v e i s  B ,  c o n j u n t o s  a n a l í t i c o s , e t c . N o t e m o s  

p o r u l t i mo , q u e o c o n j u n t o  d o s  n u me r o s  n a t u r a i s p o d e  s e r  s e m p r e  

� ub � t�tu�do  p o r  u m  c o n j u n t o d e  t i p o d e t e r m i n a d o , q u a l q u e r  q u e

s e j a o c o n j u n t o  f u n d a m e n t a l  U ;  c o m  e fe i t o ,  s e  U n ã o c o n t e m  o s

n u me r o s  n a t u r a i s , m a s  e i n f i n i t o , p o d e m o s  co n� � denan , c o m o  n u me 

ro  n a t u r a l , t o d a  a c l a s s e  d e  s u b c o n j u n t o s  d e  U , f i n i t o s  e e q u i ­

v a l e n t e s e n t r e s i ; s e  U e f i n i t o , p o d e m o s co n� � d enan c o mo n u  -

me r o  n a t u r a l  t o d a  a c l a s s e  d e  e l e m e n t o s  d e  W u  ( v e r § 1 7 ) q u e

t e n h a m  o me s m o t i p o ,  a re s p e i t o d e  U ( 1 ) . ( * ) 

( 1 )  O conj unto dos nume ros n atura i s s e ra as s i m  s ubs t i tu i do por um conj u�
to que l he e � omon6o , o q ue equ i va l e  a d i zer �dê�co , do pon to de
vi s ta das p ropri edades fo rma i s . Ad i an te será prec i s ado o s i g n i fi cado 
da pa l avra "� omon6o " .

( * ) Ver as NOTAS RELAT I VAS A TES E , do Auto r ,  no fi na l  do pre sente traba l h o
(A . F . 0 1 i ve i ra ) .
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CA P ÍTULO I I I - SISTEMAS AB STRA C TO S  E HOMOMO R F I SMO S . 

2 1

MAT E M}!;T I CA .  

o L O G I C O  E O I N T U I r I VO N A  H I S T O R I A  DA D E F I N I Ç AO

O q u e d e v e m o s e n t e n d e r p o r ama d e 6ini�ão matem á -

ti c a ?  C o m o  d i s t i n g u i r ,  e m  M a t e m á t i c a , o s  c o n c e i t o s  p u r a m e n t e 

f o rm a i s ,  d a q u e l e s q u e  c o r r e s p o n d e m  a u m a  r e a l i d a d e ? Q u a i s  as de 

f i n i ç õ e s  q u e  d e v e m o s  c o n s i d e r a r co n� t4ativ a� ? E i s a í  d o s  g e n e ­

r o s  d e  q u e s t õ e s q u e m a i s  t êm p r e o c u p a d o  o s  m a t e m á t i c o s  e o s  f i  

l õ s o fo s  a t ra v é s  d o s  s é c u l o s : q u e j á  s e  a p r e s e n t a m  n a  A n t i g u i d� 

d e  a p r o p ó s i t o d o  p a r a d o x o  d e  Z e n ão e d o s  p r o b l em a s  n ão r e s o l �

ve i s  p o r  me i o  d a  r é g u a  e d o c o m p a s s o ; q u e  s e  t ê m  p o s t o  d e u m  

mo d o  a g u d o  a re s p e i t o d a s n o ç õ e s  de  i r r a c i o n a l ,  d e  c om p l e x o , d e  

t ra n s f i n i t o , e t c . e t c . T o d a s  a s  d i s c u s s õ e s  t r a v a d a s  ã vol ta des te

a s s u n t o , t o d o s o s  e s f o r ç o s n o  s e n t i d o  d e  e s c l a r e c e - l o  t e n d e m  

n a t u r a l me n t e a u m  me s m o  re s u l t a d o : a c o n c i l i a ç ão e n t re o l ó g i ­

c o  e o i n t u i t i v o ,  e v i t a n d o d e s v i o s q u e r  n um , q u e r  n o o u t r o  se.!!. 

t i d o  e é e s t e e s fo r ç o d e  c o n c i l i a ç ão q u e t e m  c o n d i c i o n a d o a t r a 

v e s  d a  H i s t ó r i a ,  a e v o l u ç ão d o s c o n c e i t o s  d e  núm e4o , d e 6 u n�ão ,  

d e co nj unto , e t c . 

O a p a r e c i m e n t o  d a  G e o m e t r i a a n a l í t i c a  d e t e rm i n a  a d i s

t i n ç ã o e n t re a s  c u r v a s alg � b4i ca� ( q u e  ie r i a m  a s  G n i c a s s u s -

c e p t í v e i s d e  u m a  de 6ini�ão matemática ) e a s  c u r v a s  e n t ã o  c h a ­

m a d a s  m e câni ca� e q u e h o j e s a o c o m p re e n d i d a s n a  d e s i g n a ç ã o  d e 

t4an� c en d ent e� .  P a r a l e l a me n t e , o c o n c e i t o d e  f u n ç ão p a r t e  d e  

d u a s  o r i g e n s  d i v e r s a s : p o r u m  l a d o ,  o c o n c e i t o  d e  6 u n�ão  � u� ­

c eptZ v el de  4 ep4e� enta�ão analZtica , i s t o ê ,  d e  f u n ç ão que s e
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p o s s a  e x p4imi4 ( 1 ) p o r m e i o d e  c e r ta s  f u n ç õ e s , c o n s i d e r a d a s  

elem e nta4 e� ; p o r o u t r o l a d o , o c o n c e i t o  intuitiv o d e  6 u nção , s� 

g e r i d o  p e l o s  f e n 5m e n o s  m e c i n i c o s , d o s q u a i s s e  p o d e d a r  u m a  dM 

Q4i ção , em g 4ã 6i Q o �  o u  ta b ela� . 

O s  m � t o d o s  d e  c o n s t r u ç io 1 6g i c a a p e r f e i ç o a m - s e  c o n s i ­

d e ra v e l me n t e n o  s � c u l o  X I X ,  c o m  a t e o r i a d a s  f u n ç õ e s  a n a l i t i ca �

c o m  a te o r i a d e  G a l o i s ,  e t c . P o rem , o d e s e n v o l v i m e n t o d a  A n á l i 

s e  p u r a e ,  e m  p a r t i c u l a r m o d o , a t e o r i a d o s  c o n j u n t o s  p o em d e  

n o v o , c o m  a m á x i m a a c u i d a d e , o p ro b l e m a d a  c o n c i l i a ç i o e n t re o 

l ó g i c o e o i n t u i t i v o .  O p r i n c i p i o  d e  Z e r m e l o q u e , segundo a pró­

p r i a d e s i g n a ç i o o r i g i n a l ( rr A u� wa hlp o� tulat rr ) a dm i t e a p o s s i b i ­

l i d a d e  d e  e f e c t u a r  u m  n um e r o  i n f i n i t o d e  e s c o l h a s  a r b i t r á r i a s , 

p ro v o c a m  a h i s t 5 r i ca d i s c u s s i o d a s  " CinQo  Qa4ta� � o b 4 e  a teo 4ia 

do � Qo n j u nto� rr , e m q u e  s o me n t e H a d a m a r d  o c u p a  u m a  p o s i ç io p l a t� 

n i c a .  A s  t e o r i a s  d e  P o i n c a r� e a s u a  r e a c ç a o ( u t i l s ó  a t � cer� 

p o n t o ) a o s  m e t o d o s  c a n t o r i a n o s  p a re c em  t e r d e t e r m i n a d o em França 

u m  re v i g o r a me n t o  d a  s i t u a ç ã o em p i r i s t a . P ro c u r a - s e  e n t ã o  e v i t a r 

o p e r i g o  d e  4a Qi o Qio na4 no v ã Quo , i s t o e ,  s o b r e  e n t i d a d e s  n a o

s u s c e p t i v e i s d e  u m a  c o n s t r u ç ã o  e fe c t i v a . B o r e l  i n s u r g e - s e  c o n ­

t r a a s  m a t e m á t i c a s  v e r b a i s ,  " QO M t4UQtio n� l og i q u e� daM l e� -

q uelle� o n  j o ng l e  av e Q  d e� � ym b o l e� auxq u el� n e Q 0 44 e� p o n d 

( 1 ) Aqu i  a pa l avra " expJL.Ún�rr tem um s i g n i f i cado mu i to res tr i to : expJL.Ún� 

um ope rador � nos opera dores 8,  , . . .  , en , cons i s te ,  nes te caso , em cons 
tru i - l o  po r me i o  de s obrepos i ções ( § 1 3 ) efectua das um nWm� 6inito de

vezM , entre os opera do res 0 1  I '  • •  , e n , e entre os res u l  tados de tai s
sobrepos i ções . 
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aucu n e  intuitio n" ( 1 ) ,  e p ro c l a m a  a n e c e s s i d a d e  de ex c l u i r ,  d o  

d o m f n i o  d a  A n i 1 i s e ,  a s  e n t i d ad e s  q u e  n io p o s s am de f i n i r - s e  

e ó e ctiv am e nte , pOh  m eio d e  um núm eho óinito de palavha� . ( 2 )  D e  

a c o r d o  c om t a l  p ro g ram a , i n t r o d u z p r i m e i ro  a s  n o ç õ e s  d e  núm eho 

e de  6 un�ão cal culáv el ( 3 ) e em s e g u i d a  a de  c o n j u n t o b em d e 6{

ni do , n o ç ão e s t a q u e c o i n c i d e  c o m  a d e  c o n j u n t o m e n� uháv el B 

j ã  i n t r o d u z i d a  p e l o me s m o a u t o r  n a s  s u a s  i n v e s t i g a ç õ e s  s o b r e  o 

p ro b l e m a  d a  me d i d a . P o r  s u a ve z , a t e o r i a d o s  conj untos de Bo re 1 

v e m  re u n i r - s e  ã t e o r i a d a s f u n ç õ e s  d e  B a i re .  n u ma b e l a  s i n t e s e

re a l i z a d a p o r  D e  L a  V a 1 1 i e p o u s s i n  ( 4 ) . O b s e r v a - s e , a 1 im d i � o , 

q u e  o d o m f n i o  d a  An ã 1 i s e c 1 i s s i c a n ã o v a i a 1 im d a s  c l a s s e s d e  

B a i r e  de  L a  V a l l i e P o u s s i n ,  a s  q u a i s s a t i s f a z em s u p e r a b u n d a n t� 

me n t e a s  e x i g ê n c i a s  d a  t i c n i c a . 

M a s  a A n i 1 i s e c l i s s i c a d i z r e s p e i t o  a o  p a s s a d o , e e 

p r i n c i p a l m e n t e p a r a o f u t u ro q u e  s e  d e v e  o l h a r .  S u c e d e , po r ou­

t ro l a d o ,  q u e nem t o d o s  os  c o n j u n t o s  bem de f i n i d o s  p a r e c e m  s u� 

ce p t i v e i s  d u m a  c o n s t r u ç ã o e f e c t i v a . N u m a  p r i me i ra te n t a t i v a  de 

a l a r g a me n t o , o b s e r v a n d o  q u e o s p r o c e s s o s d e  d e f i n i ç ão e x i g i d o s  

p o r B o re 1  � ão ;d ema� iado h e� thitiv o� , p o i s e x c l u e m  c e r t a s e n t i -

( 1 )  E . BOREL ( I ) . p . 1 8 1 .  No que se refere aos traba l hos de esco l a  de Bore 1 
as i nd i cações aqu i apresentadas s ão co l h i das em J . CAVA 1 L L ES ( 1 ) , 1 n ­
trodução , e em LUS 1 N  ( I ) . 

( 2 )  Bore 1  pro cura evi ta r ,  com a noção de ca 1 cu1 ãve1 , o paradoxo de 
Ri chard , re l ati vo a ta i s  defi n i ções . 

( 3 ) " Un nombhe Ct �t calcula61e loM que, étant donnê um nombhe eYLÜeh n
que.ico nque , on  .6 aU  obtenih un nombhe Jta..t.,i.onne.i qui di66ehe de Ct de 

moin,� de 1/n" .  " Une. 60ncüon �t calc.ulable. loM qUe. �a valeM eJ.>t 
calcula61e pOM toute valeM ca.lculable. de. la vaJúable" . BOREL ( I ) .  

( 4 ) Ch . de l a  VALLtE- POUSS 1 N  ( 1 ) .
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d a d e s  q u e  p a r e c e m d i g n a s  d e  e s t u d o , L e b e s g u e  i n t ro d u z  a s u a 

n o ç a o  d e  " l1o m m a b l e. " :  " U I1 0 6 j e.t e..ó t de 6il1i o u  d o n. n. é q uan.d o n.  a 

p40 n.o n. e e.  un. n.om b 4e. 6 i n.i d e ma t.ó .ó ' appli ean.t a e e.t a b j et et a

e e.lui - lã. .ó e. ul e.m e.l1t; e ' e.ó t a di4 e , q uan.d o n.  a n.omm é ul1e pMpJrJétê.

ea4aeté4i.ó ti q ue de. l '  o b j et "  ( 1 ) ,  e ,  d e s t e mo d o , e 1 e v a d o  a admi

t i r , a l em d a s  de f i n i ç õ e s  de c a ra c t e r eo n..ó t4u eti v o , d e  B o re l , 

o u t r a s  d e f i n i ç õ e s , d e  c a ri c t e r  d�.ó e4itiv o .

E m  t a i s i n v e s t i g a ç õ e s , L e b e s g u e  e s u c e d i d o  p o r  L u s i n ,

S i e rp i n s k i  e S o u s l i n ,  q u e a p r o f u n d a m  a t e o r i a d o s  c o n j u n t o s  d e  

B o re l  e e s t u d a M a s  n o v a s c a t e g o r i a s  d e  c o n j u n t o s : c o n j u n t o s  

an. alZti e o.ó e c o n j u n t o s  p40 j e eti v a .ó . E n q u a n t o n a  d e f i n i ç ã o  do s 

c o n j u n t o s  de  B o re l  i n t e r v ê m  a p e n a s  a r e u n i ão d e  i n f i n i d a d e s  n u  

me r a v e i s d e  c o n j u n t o s , d i s j u n t o s  d o i s a d o i s ,  e a fo rma ç ã o d o 

c o m p l e me n t a r  de c a d a c o n j u n t o  e m  re l a ç ã o a u m  o u t ro  q u e  o c o n  

t e n h a , n a  d e f i n i ç ã o  d a s  n o v a s c a t e g o r i a s  d e  c o n j u n t o s  i n t e rv em 

u ma n o v a o p e r a ç ã o : a p r o j e c ç ã o  o r t o go n a l  s e g u n d o  o s  e i x o s  c o o r  

d e n a d o s . L u s i n  o b s e r v a  q u e n a d a p a r ec e  o p 5 r - s e  i a d m i s s ã o d e

u m a  t ã o  s i m p l e s  o p e ra ç ã o  g e. o m ét4i ea  ( c omo  t i vemo s o c a s i ã o d e  

ve r n o c a p i t u l o p re c e d e n t e , t r a t a - s e  me s mo d e  u ma d a s  o p e r a -

ç õ e s  f u n d ame n t a i s  d a  L õ g i c a ) ; p o re m  c e r t a s  p ro p r i e d a d e s  dos no­

v o s  c o n j u n t o s  e s t u d a d o s re v e l a m- s e  p a ra d o x a i s , e L u s i n t e rm i n a  

a s u a i m p o rt a n t e o b ra  c o m  a s e g u i n t e c o n c l u s ã o : " l ' aute. u4 d e.  

ee liv4e. .ó ' inc;Un.e: • • . .  à. e o n..ó id e.4e. 4 l e..ó e x empl e..ó eo n..ó t4uit.ó pa4 lui

e o mm e 6 0 4m é.ó d e  m a t.ó et n. e. d é 6in.i.ó .ó an.t p a.ó d e..ó êt4 e..ó v é4ita b l e.  

m en.t ae h e v é.ó , mai • .ó e.ul e.m e n.t deI.>  vi4tualit é.ó . ( 2 )  

( 1 ) LEBESGUE ( I ) .

( 2 )  Obra j á  ci tada ,  p .  322 . 

193



o q u e s u r p re e n d e  n e s t a s n o t i ve i s i n v e s t i g a ç õ e s , d e s d e

S o re l  a L u s i n , é q u e  n a o  t e n h a  s i' d o n e l a s  u t i l i z a d o  u m  dos i n s 

t ru me n t o s  q u e p a re c e m  m a i s i' n d i c a d o s  p a ra t a l  f i m : a L ó g i c a  

Ma t e m ãt i c a . Co n s i d e r a n d o  o p r o b l e m a  d a d e f i n i ç ã o m a t e m ã t i c a d e

u m o u t ro p o n t o  d e  v i s t a  ( t e n d �  c o m o  o b j e c t i v o  p r i n c i p a l u m a  d e  

m o n s t r a ç ã o  de  n ã o  c o n t r a d i ç ã o  d a A r i tmé t i c a ) , H i l b e rt  e o s  d a  

s u a e s c o l a ( S e r n ay s ,  A c k e rma n n , v o n  N e u m a n n , e t c . ) de d i c are m- s e

a u m  e s t u d o  a p ro f u n d a d o  d a s  de f i n i ç õ e s  p o r  i n d u ç ã o f i n i t a ; de 

q u e c o n s e g u i r am  o b t e r , c o m  a i n t r o d u ç ã o  de  fu ns õ e s  d e  t i po s u p� 

r i o r  a 1 ,  e s q u e m a s  c a d a v e z  ma i s  a m p l o s , mu i t o p a r a a l em d o s  

c o n h e c i d o s . S e  o o b j e c t i v o p r i n c i p a l n ã o  f o i  a t i n g i d o , p o d e  di 

z e r- s e q u e t a i s i n v e s t i g a ç õ e s  n o  c a m p o  d a  L ó g i c a  M a t e M á t i c a

v i e r a m , p e l o me n o s , l a n ç a r  mu i t a l u z s o b re o me c a n i s mo d a s  de  

f i n i ç õ e s  l ó g i c a s . 

N o  e s q u e m a  a p re s e n t a d o n o  § s e g u i n t e , n a o  s e  fa z re fe 

rê n c i a e xp l i c i t a às de f i n i ç õ e s  p o r  re c o r rê n c i a , p e l a  ra z ã o d e  

q u e e a d o p t a d o  u m  p o n t o  de  v i s t a g e r a l , t e n de n t e a o b t e r  u m a 

v i s ã o s i n té t i c a d e  t o d a s  a s  t e o r i a s ma t e mã t i c a s , a l g é b r i c a s , t� 

p o l õ g i c a s , g e omét r i c a s , e t c . 

2 2 - DE F I N I Ç O E S  L OG I CAS  S O B R E U M  DA DO C O N J U N T O  F U N DA

M E N T AL . - D a d o  u m  c o n j u n t o f u n d am e n t a l  U ,  s e j a P um  c o n j u n t o

aJtbLtJtâJti o d e  re l ações s o b re U . ( l ) P a r a un i fo rmi zação d e  l i n g u a ­

g e m , a dm i t i re m o s  a p o s s i b i l i' d a d e d e  q u e , e n t re t a i s re l a ç õe s , 

( 1 ) Embora nenh uma restrtção aqu i  sej a impos ta ao t i po de tai s  re l ações , 
a verdade é q ue , para o fi m que se tem em vi s ta , não seri neces s ãri o
i r al ém das re 1 ações de Upo 2 . 
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f i g u re m e l e me n t o s  d e  U , c o n s i d e r a d o s  e s t e s  c om o  nelaç& e4 d e  

:tipo  O . 

r c l a ro q u e , a p a r t i r d a s  re l a ç õ e s p ,  p o d e r ã o  defi n i r­

- s e  i n f i n i t a s re l a ç õe s  s o b re U ,  p o r me i o  d a s  operações da Lóg i ca . 

C o n v e n c i o n a re m o s e n t ã o  q u e , t o m a n d o  p a r a pnimi:tiva4 

a s  re l a ç õ e s p ,  d e v e m o s  c h am a r  n elaç & e4 d eniv a da4 a t o da s  a s  

a q u e l a s q u e , n ã o  p e r t e n c e n d o  a P, s e  p o s s a m d e f in i r l o q i c a m e n t e 

a p a r t i r d a s  p r i me i r a s . 

V e j am o s , p o rem , m a i s d e  p e r t o , e m  q u e  c o n s i s t e o me c�  

n i s mo d a s  d e f i n i ç õe s l ó g i c a s , j á  e s b o ç a d a s  n o  c a p í t u l o anter i o r  

re n u nc i a n d o , t o d a v i a , a p r e t e n s õ e s  d e  e n c e r r a r  n u m  e s q u e m a  ri 

g i d o  t o d o s  o s  p o s s í v e i s p r o c e s s o s d e  d e f i n i ç ã o ,  v i s t o q u e , para 

a l em d e  t o d o  o e s q u e m a  r i g o ro s o , n o v a s e n ão p r e v i s t a s  p o s s i bl 

l i d a d e s  v i r ão s e m p r e a p re s e n t a r- s e . ( 1 ) P a r a m a i o r b re v i d a d e

d e  e x p o s i ç ã o ,  c h a m a r em o s f u n d a m e n t a i s à s  o p e r a ç õe s l ô g i c a s  d e : 

id el1:ti 6ic.ação  ( = ) ( 2 ) , c.o l1j ul1ção ( n  ) , di-b j u l1ção  ( u  1 , l1 eg ação

( 'V ) , q ual1:ti 6ic.ação (n , U ) ,  m udal1ça-b de  v aniáv ei-b e expli c.:!:
x x 

� 
:tação ( 1  ) .  A i n d a  p o r r a z õ e s  d e  c o mo d i  d a d e , s e r á a q u i  a d o p t a ­x 
d o  o p o n t o  d e  v i s t a q u a s i - c o m b i n a tô r i o d a  t e o r i a d o s  conj un tos ,  

s u p o n d o p r e e x i s t e n t e às  r e s p e c t i v a s  d e f i n i ç õ e s  t o d a s  as  r e l a -

( 1 ) Ver- se- à adi ante que , no caso  p resente , a i mprec i s ão do esquema s e  r� 
fere ao modo de i ntrodu z i r as vari áve i s de ti po trans fi n i to .  De res ­
to , j á  no § 20 s e  a l ud i u a es ta i ndetermi nação . 

( 2) r cl a ro q ue a cons tante = func i'o na como opeJtadon, enquanto a cada par
( x ,y )  de vari ávei s ,  faz corres po nder a pnopo-bição x=y . 
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ç o e s  s o b r e  U ,  d e  t i p o  i n fe r i o r  a u m  l i m i t e a r b i t r a r i ame n t e fi xa 

d o  ( 1 ) .  D i remo s e n t ão q u e  u m a  d a d a  re l a ç ã o  a s e  p o d e  ex r�im i�

to g i cam e nt e n a s  r e l a ç õ e s  p r i m i t i v a s , q u a n d o  e x i s t i r u m a  s u c e s -

s ão  6inita a l , . . . ,am , ç l , . . . , Ç n , . . . , S l , . . . , 8 p e m  q u e : l ) o s  

p r i me i r o s  t e rm o s  s e j a m  re l a ç õe s p r i m i t i v a s ; 2 )  o s  n t e rmo s 

m

a 

s e g u i r a o s  m p r i m e i r o s  s e j am c o n s t i t u i d o s  p o r  v a r i á v e i s d e  t i p o  

q uatqu e� ,  a r e s p e i t o  d e  U ; 3 )  c a d a  um  d o s  ú l t i m o s  p t e rmo s s e

o b t e n h a  d e  u m  o u  d o i s d o s  p re c e d e n t e s  p o r  me i o  d e  u m a o p e ra ç ão

l ó g i c a  f u n d ame n t a l , a p l i c a d a  u m a  s o  v e z ; 4 )  o u l t i mo te rmo B p

c o i n c i d e  com a ( m , n . p r e p re s e n t a m  n u me r o s  n a t u r a i s q u e  d e p e n d e ­

rão  d e  a ,  d e  u m  m o d o  n ã o  n e c e s s a r i ame n te u n i v o c o ) .

Vê - s e , p o r t a n t o , c o m o , p a r t i n d o  d a s  re l a ç õ e s  p r i m i t i ­

v a s , s e  c h e g a r á a u m a  e x p re s s ã o F ( a l , . . . , atn ) , d e  o r d e m  ma i s o u

me n o s  e l e v a d a  ( § 4 ) , q u e  r e p r e s e n t a  a e m  f u n ç ão tóg i ca d a q u e l a s  

r e l a ç õe s . D e s t e m o d o , a c o n s t a n te a s u b s t i t u i r á  t o d a s  a s  c o n s ­

t a n t e s  l ó g i c a s  e n ão l ó g i c a s q u e f i g u r a m  n o  d e s e n v o l v i me n t o d e

F ( al , . . .  , am) e e e v i d e n t e  q u e a v a n t a g e m  d e s t a s u b s t i t u i ç ão ,  te.!!. 

d e n t e a u m a  e c o n o m i a d e  l i n g u a g e m , d e p e n d e rá  d a  i m p o r t â n c i a d o  

c o n c e i t o  d e  f i n i d o , P o i s q u e , q u a n t o m a i s i m p o r t a n t e  fo r ta 1 c o.!!. 

c e i t o , ma i o r s e r á o n úme r o  d e  v e z e s  q u e  o ·me s mo i n t e r v i rá  n a s  

fó rm u l a s  u l t e r i o re s . 

t ã p r o p o s  i ç ã o  c a  t e g ó r i  c a , q u e s o b  a fo rma de uma equ i ­

v a l ê n c i a o u  de  um a i de n t i d ad e , f i x a  o s i g n i f i c a d o  d e  a ,  q u e  se  

dá  n o rm a l me n t e o n ome d e 6 i ni �ão  d e  a ;  p r o p o s i ç ão e s ta q u e  s e

( 1 ) t c l aro que ,  uma vez adoptado es te ponto de vi s ta , se torna d i s -

pensáve l o axi oma de Rus se l l ,  chamado de �edutibitidade . 
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a p r e s e n t a , m a n i f e s t a me n t e , c om O c a rá c t e r  d e  u m  a x i o ma ( 1 ) . E 
c l a r o q u e  s e  a s u c e s s ã o a l , . . .  , am " � l , . . .  , t;: n , B l " " ' S p fo r d e ­

ma s i a d o  l o n g a , e c o n d u z i r p o r t a n t o , a u ma e x p r e s s ã o d e ma s i a d o 

c o m p l e x a , s e rá p ra t i c a me n t e i n d i s p e n s á v e l  f r a g m e n t a r  a d e f i n i ­

ç ã o  e m  v á r i a s  d e f i n i ç õ e s  p a r c i a i s ,  i n t r o d u z i n d o  s u c e s s i v a me n te 

v á r i o s  s ím b o l o s , d e s t i n a d o s  a re p re s e n t a r  a l g u m a s  d a s  r e l a ç õe s  

i n t e rme d i a r i a s . ( Re c o r d a re m o s , a t i t u l o  d e  e x e m p l o , o mo d o  como 

n o  § 1 6 ,  f o i  d e f i n i d a a r e l a ç ã o x l y ) .

r p r e c i s o  p o r em n ão  p e r de r  d e  v i s t a  q u e a i n t r o d u ç ã o

d o s  s ím b o l o s  ( o u d a s  p a l a v r a s )  q u e , n u ma d a d a  t e o r i a ,  s ã o e s ­

c o l h i d o s  p a r a  re p re s e n t a r ,  de 6initi v amente , c e r t a s  n o ç õe s  ( como 

p o r e x e m p 1 o ,  o s s í m b o l o s ,  + , > , 3 ,  e t c . ;  a s p a 1 a v r a s ciJtC-Url � e !tên -

c..< .. a , " p olinómio " , e t c . )  n ã o  s e  f a z de u m  m o d o  p e r f e i t a m e n t e  aJt -

bitJtâJtio , ma s a n t e s d e  u m  m o d o  natuJtal , i s t o  e ,  a c o m p a n h a n d o  o 

de s e n v o l v i me n t o g e nêtiQ o d a  t e o r i a ,  o q u a l p o r  s u a v e z  e c o n dl 
c i o n a d o  p e l o  a m b i e n t e q u e  c i r c u n d a  o h o me m . C o m  e fe i t o , n a  e v� 

l u ç ão h i s t ó r i c a d e  u m a  t e o r i a d e d u t i v a , o s  c o n c e i t o s  e f e c t i v a ­

me n t e  p o s t o s  e m  e v i dên c i a ,  n ão s e  r e d u z e m  a a s s o c i a ç õ e s  p u r a ­

me n t e a Qidentai� d e  c o n c e i t o s  p r i m i t i v o s  e d e  c o n s t a n t e s  l ó g i ­

c a s ; cons t i tuem , pe l o  contrá ri o  a s soc i ações pJtivilegiada6 de tai s conce i 

to s , pri v i l e g i adas pe l a fecu nd i dade . pel a ri queza de propri edades , pe l as a pll 
cações q ue pos s am v i r  a receber dentro ou fora da teori a . Segu ndo Poi ncare 

e n a  e s c o l h a  d e  t a i s  c o mb i n a ç õe s p r i v i l e g i a d a s , e n t r e i n f i n i t a s 

( 1 )  Todav i a , pode a i nda concebe r-s e  a defi n i ção ,  não como um j uizo , ma s
como um acto .  Esta ú l t i ma i nterpretação ê a que corres ponde ã tendên
c i a  i ntu i c i on i s ta ,  con s tru t i va .  
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c om b i n a ç õe s  p o s s i v e i s ,  q u e c o n s i s t e  a f u n ç ão c r i a d o r a  d o  m a t e -

má t i c o ( 1 ) . 

N o  i s o l ame n t o d e  t a i s  c o n c e i to s , o i n v e s t i g a d o r  p r o c� 

d e d e  u m m o d o  m a i s o u  m e n o s s i n té t i c o , s em s e  a p e r c e b e r de g ra.!!. 

d e  p a r t e  d a s  o p e r a ç o e s e l em e n t a r e s  q u e  i n te r v em n a  d ef i n i ç ã o  

d o  me s mo m o d o  q u e  n a o  s e  a p e r c e b e  d o s fe n óm e n o s  q u e , no i nteri or 

d a s s u a s  c é l u l a s  n e r v o s a s , a c om p a n h a m e s s  a s  o p e r a ç o e s ; g u i a d o  

p o r u m a  -t ntu-tç.ão ( m u i t a s  v e  z e s  , p o r  um  v e r d a d e i: r o  .6 e nt-tm evito 

a.fttl.6 t-t c.o ) , q u e  l h e p e rm i te e f e c t u a r  a e s c o l h a  -a q u e  s e  refere 

P o i n c a ré . ( 2 ) S u c e d e  a t é , e s p e c i a l me n t e n a s  m a t em á t i c a s  e l e me n 

t a re s , q u e  m u i to s d o s  c o n c e i t o s  s ã o s u g e r i d o s d-tft ec.tam ente pel o 

M u n d o  f i s i c o ,  e ,  n e s te s c a s o s , a d e f i n i ç ão a p re s e n t a - s e  n i t i d a 

me n t e c o m  O c a r a c t e r d e  um  p o s t u l a d o - t ra d u ç ão l ó g i c a  d e  uma l ei 

n a t u r a l . 

I m p o r t a a i n d a s a l i e n t a r , d e  a c o r d o  c om  o q u e  j a f o i  

d i t o  n o  f i n a l  d o  § 6 , q u e  s ã o a s  m u d a n ç a s d e v a r i a v e i s e , m a i s 

g e r a l m e n t e , a i n t r o d u ç ão de  v a r i a v e i s d e  t i p o  q ua1 q u eft que mai s

a m p l a s p o s s i b i l i d a d e s o fe r e c em ã c r i a ç ão ma tema t i c a .

( 1 ) " l nventeft, c.ela c.oVLÓ-t.6te pltew ement ã. ne pa..6 c.oVLÓ:tItu-tlte 1e.6 c.omb-tna­
tiOYL.6 -tnutile.6 et à c.OVLÓtftu-tlte c.elle.6 qu-<- .6Ont uti1e.6 et qu-<- ne .6 ont
q ' une -tn6.úrre m-tnolÚtê . 1 nv enteft , c. ' e.6t CÜ.6 c.eftneft , c. ' e.6t c.ho-t.6-tft" . 
POINCARE l I ) ,  p . 46 .

( 2 ) A es te res pei to Borel dec l ara : " I l  fau t . . .  se  borner ã êtud.teft 1e.6
6onc.tioVLÓ que .6 e  pfte.6 entent na:tuJr..ellement, c.e que nOM pOUVOYL.6 appe� 
1M 1e.6 "we.6 ftêm et noftmaux" paJt o ppO.6WO n aux" mo n6 :tIte..6 aJtti­
Me.-telle.me.nt c.Jtêe.6 ou  meme c.onç-M ab.6:t1taUe.ment . BOREL ( I I ) p .  1 64 . De 
res to já Poi ncaré ti nha fei to a mesma observação , c l as s i fi cando es pi 
ri tuos amente as funções em "hone.6ta..6 11 e "moYL.6:t1tuO.6a.6 I I  • 
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23 . - OS  C O N J U N TOS  E OS O P E RADO R E S  NAS D EF I N I Ç O E S  L�

G I CAS . - P o d e  n a t u r a l m e n te  a c o n t e c e r q u e a l g um a  d a s  re l a ç õ e s  

p r i m i t i v a s  o u  d e r i v a d a s  s e  a p re s e n t e s o b  a f o rma  d e  c o n j u n ç ão . 

N e s te c a s o , s e r á n e c e s s á r i o i n t r o d u z i r o s ím b o l o l ó g i c o  E ,  e
p o d e r ã o s e r  u s a d o s ,  s u b s i d i a r i am e n te , c e r t o s  s ím b o l o s d e r i v a ­

d o s , m a s  ê c l a r o q u e  n ã o r e s u l t a r ã  d a q u i n e n h um a  a l t e r a ç ão e s ­

s e n c i a l  p a r a  o e s q u em a  a p r e s e n t a d o  n o § a n t e r i o r .  

Q u a n t o a o s o p e r a d o r e s ,  a s u a  i n t r o d u ç � o e x i g e , m a n i  -

f e s t ame n t e , o em p re g o  d e  n o v o s s ím b o l o s l óg i c o s .  

S e j a ,  p o r e x em p l o ,  e m G e ome t r i a  p l a n a , a d e f i n i ç ã o  d e  

Q��Qun 6 e� ê n Q�a , t om a n d o  p a r a c o n j u n t o f u n d am e n t a l  o c o n j u n t o  

d o s  p o n t o s  e p a ra n o ç ão p r i m i t i v a a n o ç ão d e  d i s t â n c i a .  Ter-S e­

-ã  r e p r e s e n t a n d o p o r C�� 6 a f a m í l i a  d a s c i r c u n f e r ê n c i a s  e p o r

o ( x , y )  a d i s t â n c i a  e n t r e  o s  p o n t o s  x , y :

( X E CiJt ô ) :: U { X  = K [o ( x , z )  = o ( y , z ) l }y , z  x -

P o rém , re n u n c i a n d o  ã fo rm a Qo njunto ,  a m e s m a d e f i n i ção

p o d e  a p r e s e n t a r - s e  com  o s e g u i n t e  a s p e c t o : 

r ( � )  :: U { � ( x ) -:. [o ( x , z )  = o (y , z ) ] } . y , z 

em  q u e  a c o n s t a n t e r d e s em p e n h a  um  p a p e l  e q u i v a l e n t e a o da cons 

t a n t e CÚttí . t m a n i f e s to  q u e s e t r a t a  aq u i , e X Q.fU,6 �vam ente , d e

uma  d i f e r e n ç a  d e  n o t a ç ão ( 1 ) .  

( 1 ) Nes ta defi n i ção ,  a di s tânci a o ( x ,y ) ê conceb i da nao como um numero
rea l , mas como a famíl i a  dos pares de pontos q ue s ao congruentes ao 
par ( x ,y ) . 
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2 4 . - A L T U RA D E  UM  CO N C E I T O . - J á  s e v i u  c o mo , n a  d e ­

f i n i ç ã o  l 6 g i c a d e  u m a  re l a ç ã o  a ,  i n t e r vim , n e c e s s a r i a me n t e , uma

c a d e i a  f i n i t a d e  re l a ç õ e s , q u e  c ome ç a  n a s  re l a ç õe s  p r i m i t i v a s  

e t e rm i n a  n a  re l a ç ã o  a .  N ã o  s e  p o d e , p o rim , a f i rm a r q u e ta l c� 

d e i a  s e j a u n i v o c a me n t e  d e t e rm i n a d a  p a r a  c a d a  a ;  - i s t o e ,  que exi s 

t a u m  s 6 c a m i n h o  p a r a  d e f i n i r t a l  r e l a ç ã o . 

C h am a r e m o s  altu�a d e  u m a d a d a  d e f i n i ç ã o d e  a , a p a r ti r

d a s  re l a ç õe s  p r i m i t i v a s  � a d i fe re n ç a  e n t re o m a i o r  t i p o  d a s 

re l a ç õ e s , q u e  i n t e r v êm n e s s a  d e f i n i ç ão ,  e o t i p o  d a  r e l a ç ão a . 

C h a m a re mo s  altu�a d a  re l a ç ã o , a re s p e i t o d a s r e l a ç õ e s  p r i m i t i ­

v a s  ã me n o r d a s  a l t u r a s  d e  t o d a s  a s  p o s s í ve i s  d e f i n i ç õ e s  d e  a .

P o de a i n d a a c o n t e c e r  q u e u m a  p e l o me n o s d a s r e l a ç õe s

p r i m i t i v a s  s e  a p re s e n t e  s o b  a fo rma  d e  u m  o p e r a d o r ( u n ; v o c o ) ;

o q u e q u e r d i z e r q u e  s e  c o n s i d e r a  j á  e fe c t u a d a  a e xp l i c i tação

p o r me i o  d a  q u a l  e s s e  o p e r a d o r é d e d u z i d o  d a  r e l a ç ão c o r re s p o� 

de n t e ( § l l ) .  S e r á  e n t ã o  n a t u ra l  a dm i t i r - s e  q u e a exp li ci tação d_o 

me s m o  n ã o  d e te rm i n a  e l e v a ç ã o  d e  a l t u r a . 

C o n v i r á  t o d a v i a , e s c l a re c e r  c o m  v á r i o s  e x emp l o s e s t a  

n o ç ã o q u e m e  p a re ce m u i t o i m p o r t a n t e : 

I )  S e  n o  c o n j u n t o  d o s  s e re s  h u ma n o s  t o m a rmo s c o mo p ri 

m i t i v a a re l a ç ão  I I X ê. 6ilho ( a J  d e  y ll ,  v ê - s e ,  a te n d e n d o  ã d e f i ­

n i ç ã o d a  d a n o  § 6 , q u e  a r e 1 a ç ã o d e r i v a  d a I I x ê. ti o ( a  I d e  y I I
t e m  a l t u r a O ; m a s  t a mb ém n ã o  s e rá d i f ; c i l  r e c o n h e c e r  q u e , em ta l  

c a s o , a r e 1 a ç ã o I I X ê. d e.6 c.. e n d e nt e de y I I tem  a 1 t u  r a 1 .

I I ) N o  c o n j u n t o  d o s n u me r o s r e a i s ,  o o p e ra d o r  d e  t i p o 

2 , s u P x ( u , v , <jJ ( x ) ) ( l I e x.t� emo  .6 u.p e�io � 1I d a f u n ç ã o  <jJ ( x ) n o  i n -
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t e r v a l o ( u , v ) )  p o d e rá  d e f i n i r - s e  t a l  c o m o  s e g u e 

c o m  u m  d o m i n i o  d e  e x i s t ê n c i a f i x a d o  p e l a  p r o p o s i ç ã o 

y [u < x < v  x q, ( x ) 2.z] , c o n d i c i o n a l  e m  q" u  , v . 

V ê - s e  p o i s  q u e t a l  o p e r a d o r é de a l t u r a  O , p a ra t o d o  o 

c o n j u n t o d e  re l a ç õe s p r i m i t i v a s  q u e c o m p r e e n d e a re l a ç ã o < ,  e 

o me s m o s e  p o d e  d i z e r  a r e s p e i to  d o  o p e ra d o r  i n f x ( u , v , q, ( x ) )

( l I e xtft emo i n 6 eftio ftll d a  f u n ç ã o  n o i n t e r v a l o ( u , v ) ) .  C o n s i d e remo s ,  

p o r em , u m a  fu n c i o n a l  � x ( u , v . q, ( x ) )  q u e  s at i s f aç a  à s  s e g u i n t e s

c o n d i ç õe s : 

1 ) � x ( u . u . q, ( x ) ) = O

2 )  � x ( u , v + w . q, ( x ) ) = �x ( u . v , q, ( x ) )  + �x ( v , v + w. q, ( x ) )  ( p r o -

p r i e d a d e  d a  d e c o m p o s i ç ão d o  i n te r v a l o . )  

n 4l ( u . v , cjl ( x ) )3 ) x , u , v [i n fx ( U ' v , cjl ( x ) ) < x 
v - u ' < S UPx ( u , v ,q, (x )]

( p r i m e i r a p ro p r i e d a d e  d a  med i a . ) 

P a ra m a i o r c o mo d i d a d e , r e p r e s e n t a remo s p o r r ( � )  o p r� 

d u t o  l ó g i c o  d e  t a i s  c o n d i ç õe s . De mo n s t ra - s e  n o s  t r a b a l h o s  c l ás 

s i c o s  d e  A n á l i s e ,  ã p a r t e a s  n o ta ç õ e s e a te rm i n o l o g i a , q u e  a

re l a ç ã o r ( d e t i p o  3 ) a dm i t e  p e l o  me n o s u m a  s o l u ç ã o s e . e s o

s e . a f u n ç ão cjl ( x )  f o r l i m i t a d a n o  i n te r v a l o ( u . v )  ( t eo rem a d e  

e x i s t ê n c i a } ; e q u e  n ã o  a d m i t i rá m a i s  d e  u m a  s o l u ç ã o , 4 � �  � Õ  � e  

60ft nula a m edida do c.. o njunto  do�  po nto� d e  d e� c.. o ntinuidade  d e  

cp ( x )  n o  m e� m o  intek valo ( t e o r ema d e  u n i c i d a d e ) . P o i s  b em , � u ­

p o ndo ainda v efti 6 ic..ada  e� ta última c.. o ndição , v ê - s e  i me d i a t am e n 
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t e  q u e  o o p e r a d o r  l� r (<p )  n ão ê m a i s d o  q u e o i n t eg r a l de Cauchy ,

i s t o é t e r - s e - ã :

o q u e c o n s t i t u e  m a n i f e s t am e n t e  u m a d e f i n i ç ã o  d e  a l t u r a  1 ,  s e

f o r e m  t om a d o s  c o m o  p r i m i t i v o s , u n i c am e n t e , o s o p e r a d o r e s  + , x e 

a re 1 ação < .

I I I )  A i n d a  n o c o n j u n t o d o s  n u m e r o s  r e a i s ; p o d e - n o s s erv i r 

d e  e x e m p l o  o n u m e r o  e , b a s e d o  s i s t em a  d o s  l o g a r i tm o s  n e p e r i a -

n o s , o q u a l , c om o  s e s a b e , p o d e s e r d e f i n i d o p o r  m e i o d e  q u a 1 -

q u � r  d a s  t r ê s f ó r m u l a s : 

e = � ( l + i ) n ; e = l i m �r tl ; e. = l y Y { [<I> I ( x ) = <I> ( x ) ] n [<I> ( O ) = l] n [<I> ( l ) =y] }
" . _ n+oo l = l · 't' 

U m a a n i 1 i s e d a  e s t r u t u r a l óg i c a d e s t a s f ó rm u l a s m o s t r a r i  q u e , 

t o m a n d o  p a r a  p r i m i t i v o s  o s c o n c e i t o s d e  divi� ão , � u bt�a �ção e 

de� ig ua.tdade , e d e f i n i n d o  ã m a n e i r a  u s u a l  a s  c o n s t a n t e s  1 , l i m , !

e t c . , t a i s f ó r m u l a s c o r r e s p o n d em t o d a s  a d e f i n i ç õ e s  d e a l tura 2 .

P o rém , n o m e s m o c o n j u n t o , o n u m e r o  + 1 2= 1  ni=2 )n ( x>O )]x 
s e r i d e  a l t u r a  1 ,  s e t o m a rm o s p a r a  p r i m i t i v a s  a s  o p e r a ç õ e s f u� 

d am e n t a i s d a  A r i tmé t i c a  e a r e l a ç ã o  > ;  e e f á c i l v e r  q u e , s e  a 

e s t a s n o ç õe s  j u n t a rm o s a d e  + /2 , t o d o s  o s n um e r o s  d a  f o rm a  

a + b  12 ( c om a ,  b r a c i o n a i s )  p a s s a m a t e r  a l t u r a  0 ( 1 ) .

E s t e s  e x em p l o s b a s t a m p a r a  m o s t r a r q u e  a s  d e f i n i ç õ e s 

d e  a l t u r a  s u p e r i o r  a O s ão d e f i n i ç õ e s d e  c a r i c t e r imp.tZ�ito ( a

( 1 ) r prec i s o  não confund i r e s ta noção de a l tura com aque l a dada po r  Bore1 ,
para os números a l gébr i cos . 
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e x p l i c i t a ç ã o e f e c t u a d a  p o r  me i o  d o  s ím b o l o 1 e p u rame n t e f o r ­x 
ma l ) e m  q u e  o o b j e c t o a d e  f i  n i r é d e  t e r m i n a  d o ( o U II n o  mm é II , como

d i z i a L e b e s g u e ) ,  p o r me i o  d e u m  c o n j u n t o d e propri edades caracte ­

r í s t i c a s  d e s s e  o b j e c t o . N o  c a s o  d o  i n tegra l d e  Cauchy , por exempl o , 

a s  p r o p r i e d a d e s  c a ra c t e r í s t i c a s  p o d e m  s e r  a s  q u e  a n t e r i o rme n t e  

u t i l i z ámo s . 

C o n v em n o t a r ,  p o re m , q u e a s  de f i n i ç õe s d e s t e  g e n e ro 

d e v e m , n u m a t e o r i a d e d u t i v a , s e r  a c o m p a n h a d a s  d e  u m a  d e mo n s t ra 

ç ão d e  e x i s t ê n c i a e d e  u n i c i d a d e , a q u a l  p o d e  s e r  o u  n a o  c o n s -

t ru  t i v a  . 

T o d a v i a , a s  d e f i n i ç õe s p o r  re c o r rê n c i a  d e  q u e  s e  t ra ­

t a rá m a i s a d i a n t e , c o n s t i t u e m  e x em p l o s d e  d e f i n i ç õe s , a u t om a t! 

c a me n t e c o n s t r u t i v a s e c u j a a l t u ra  e s e m p r e  s u p e r i o r  a O .  

N o t e m o s , p o r ú l t i m o , q u e  a n o ç ão d e  e o n� thutividad e 

a n d a  e m  p a r t e  l i g a d a a c o n s i d e r a ç õ e s  d e  n a t u r e z a  e m p í r i c a  o u  

p s i c o l ó g i c a q u e  l h e d ã o  u m  c a r á c t e r  re l a t i v o ( 1 ) .

2 5 . - C O N J U N T O S  O R GAN I Z A D O S . - C h ama remo s eo nju nto O h ­

g ani z ado  ou � i� t erna e o neheto [U ;p J a t o d o  o c o n j u n t o f u n d a me n ­

t a l  U d e t e rm i n a d o  s o b r e  o q u a l e e s c o l h i � o u m  c o n j u n t o P d e  r�

1 a ç õ e s p r i m i t i v a s .  Se f o r e m 0. 1  ' . . . , a. n a s  r e 1 a ç õ e s p � r te  n c e n t e s

a P ,  p o d e r emo s e s c r e v e r [U , 0. 1 , . . . , 00 nJ em v e z  d e  [U ;p] . I mporta ,

p o rem , fa z e r a s e g u i n t e o b s e r v a ç ão : o s  s i s t ema s [U ;p] e [U ,pJ 
n ã o  c o i n c i d e m  n e c e s s a r i a me n t e um  c o m  o o u t r o ; o p r i m e i ro  t e m  

c o mo re l a ç õ e s  p r i m i t i v a s  o s  e l e me n t o s  d e  P ;  o s e g u n d o  t e m  c O,m o

( 1 ) Abs tenho-me por óbv i a s  razoes a entrar aqu i  em de ta l hes sobre a mo­
derna tendênc i a i ntu i c i on i sta da Matemáti ca .  
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re l a ç ã o  p r i m i t i v a  o c o n j u n t o P .  Ve remo s  a d i a n t e , na l guns  exemp l os , 

a i m p o r t â n c i a d e s t a d i s t i n ç ã o . 

* -D i r em o s  q u e  d o i s  c o n j u n t o s  P , P d e  re l a ç o e s  s o b re U d� 

f i n e m  s o b re t a l  c o n j u n t o a me s m a  ohg a»i zação  o u , a i n d a , a u e � ao 

eq ui vale»�e� d o  p o n t o  de  v i s t a d a  phimitividad e ,  q u a n d o  toda a 

r e l a ç ã o q u e p e r t e n ç a  a o  p r i me i r o s e  p o s s a  e x p r i m i r l o g i c a m e n ­

t e  n a s  re l a ç õe s d o  s e g u n d o  e re c i p ro c a me n t e ;  p o d e n d o e n t ã o  es c re 

v e r - s e [U ;pJ = [ U ;P* ] . Q u a n d o ,  s o b re u m  d a d o  c o n j u n t o  LI , s e

c o n s i d e ra d e f i n i d a u m a  s ó  o r g a n i z a ç ã o ( p o r  me i o _ d e  P ) ,  p o d e m o s

d i z e r s i m p l e s me n t e " 0  � i� tema [ U ]  " , e m  v e z  d e  " 0 � ,ü t ema [U ; pJ ,
p o i s  n ã o h a v e rá e n tã o  l u g a r p a ra  c o n f u s õe s . 

N a  o r g a n i z a ç ã o  d e  u m  d a d o  c o n j u n t o , c o n v i r á , p e l o me ­

n o s  d o  p o n t o  d e  v i s t a  d a  e l e g â n c i a ,  e s c o l h e r  u m  c o n j u n t o d e  r� 

l a ç õ e s  t a l q u e . n e n h u m s e u s u b c o n j u n t o p ró p r i o l h e s e j a e q u i v a ­

l e n t e .  S e  e s t a  c o n d i ç ão s e  v e r i f i c a r ,  d i r e m o s  q u e  a s  r e l a ç õ e s 

p r i m i t i v a s  s ã o i»dep e»d e»te� e n t re s i . P o d e  p o rém acontecer q ue 

t a l  c o n d i ç ã o  n ão s e j a  re a l i z á v e l , e é e v i d e n t e q u e , n e s t e  c a s o , 

o c o n j u n t o  d a s  r e l a ç õe s p r i m i t i v a s  s e rá , n e c e s s á r i a m e n te ,  i n f i ­

n i t o .  P o r o u t ro l a d o , e n t re d o i s  c o n j u n t o s  ml»im o�  d e  r e l a ç õ e s  

p r i m i t i v a s , p o d e rá s u c e d e r  q u e  u m  d e l e s  s e j a m a i s  � impl e� d o  

q u e o o u t ro , u s a n d o  u m  c r i t é r i o  d e  � impliQidade q u e  s e  r e f i r a  

a o  »um eho , a o  g hau e a o  tipo  d a s r e l a ç õe s . 

F i n a l me n t e , p o d em o s i r  m a i s  l o n g e , c o n c e b e n d o u ma m u  

d a n ç a  d e  r e l a ç õe s  p r i m i t i v a s , q u e s e j a a c o m p a n h a d a  d e  u m a  m u ­

d a n ç a  d e  c o n j u n t o f u n d ame n t a l ( § 1 8 ) d e  m o do q u e  o n o v o  s i s t e -

m a  s e  p o s s a  c o n s i d e r a r a i n d a  c omo eq uiv ale»te a o  p r i me i r o .  Por  

e x e m p l o , n a s g e o me t r i a s p l a n a s  r a c i o n a i s , p o d e m o s t o m a r  c om o  
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c o n j u n t o f u n d a me n t a l  o c o n j u n t o U do s p o n t o s  e c om o  re l a ç ã o  p r� 

m i  t i v a  a r e 1 a ç ã o R t ( x , y , z ) (' ,!, X , y , z  e s t ão em .U. VI. ha Jt e c.:ta " l  o u o

c o n j u n t o V d a s  r e c t a s  ( c o n j u n t o d e t i p o  2 ) , t e n d o - s e  e n t ã o  

[U , R t] = [U , V ] ( 1 ) . Ma s p o d e  i g u a l me n te t o m a r - s e  c omo c o n j u n  

t o  f u n d a me n t a l  a re u n i ão W d o s  c o n j u n t o s  U ,  d o s  p o n t o s , e V d a s

re c t a s  e c o m o  re l a ç õ e s  p r i m i t i v a s , n ã o s ó  a s  r e l a ç õe s  u n i t á r i a s  

X E U , X E V  ( q u e s ã o a g o ra a mb a s  d e  t i p o  1 ) , m a s  a i n d a  a s  r e l a ç õ e s 

b i n á r i a s  c o n j u g a d a s  x <y ( " X j a z  em y " ) e x > y ( " X pa.M a pOJt ii ) ,
e m s u b s t i t u i ç ã o  d a  c o n s t a n te l ó g i c a E e d a  s u a c o n j u g a d a , a p l i -

c a d a s  e n t re p o n t o s  e r e c t a s ;  c o n s t i t u i n d o  d e s t e  m o d o  o s i s t em a  

[W , U , V , <  , >  ] . 

2 6 . - I S O MO R F I S MO . - D a d os  d o i s  s i s temas con cre tos [U ;pJ 
e [ V ;Q.] , s e j a  8 u m a  t r a n s fo rma ç ão b i u n í v o c a  d o  c o n j u n t o  U n o  

c o n j u n t o  V .  t f á c i l v e r  q u e  e s t e m e s m o  o p e r a do r e s t a b e l e c e  u m a  

c o r r e s p o n d ê n c i a b i u n í v o c a  e n t re a s re l a ç õ e s  s o b re U e a s  r e l a ­

ç õ e s  s o b r e  V ;  c o m  e fe i t o , c h am a n d o imag em ( p o r  i n t e rmêd i o  d e  8 )  

d e  um d a do e l e me n t o ( x
l ' . . .  , x n ) de U ( n ) , a o  e l em e n t o

( 8 ( x l ) ' . . . • , 8 ( X n ) )  d e  V ( n ) , p o dem o s  c o n v e n c i o n a r q u e  8 e u m a

t r a n s fo rm a ç ã o  t a l q u e : a c a d a re l a ç ão n - á r i a d e  t i p o 1 sobre U ,

fa rá  c o r re s p o n d e r a r e l a ç ã o n - á r i a ( d e  ti p o 1 ) s o b r e  V ,  c u j a s  

s o l u ç õe s  s ão a �  i m a g e n s , p o r i n t e rm é d i o  d e 8 ,  d a s  s o l u ç õe s  d a  

p r i me i r a ;  a c a d a  re l a ç ã o d e  t i p o 2 s o b re U f a rá c o r re s p o n d e r a 

re l a ç ã o  ( d e t i p o  2 ) s o b r e V , c u j a s  s o l u ç õ e s  s ão i ma g e n s  d a s  s o

l u ç õ e s  d a  p r i me i r a ,  a s  q u a i s , p o r s u a  v e z , s ã o a g r u p a me n t o s  d e

( 1 ) t c l a ro que , nes te exemp l o ,  nos referi mos a uma determ i n ada concreti ­
zação da ax i omáti ca geométri ca , por exempl o  ã concret i zação cartes i a ­
na , por me i o  de pares de numeros rac i ona i s . 
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e l e me n t o s  de  t i p o  n a o  s u p e r i o r  a 2 , a r e s p e i t o  de  U ;  e a s s i m  

s u c e s s i v a me n t e , p a s s a n d o a o  t ra n s f i n i t o  de u m  m o d o  a n i l o g o . R! 

p re s e n t a r e m o s , n a t u ra l me n t e , p o r  e ( a ) a re l a ç ã o  q u e e faz cor­

re s p o n d e r a a , e des te modo o o p e r a d o r  e re s u l t a  p r o l o n g a d o ( § 1 1 � 

n u m c o n j u n t o  a r b i t r i r i o de  r e l a ç õ e s s o b re U .  

S e j a a g o ra a u ma t r a n s fo rma ç ão b i u n í v o c a  d o  conj unto p 
n o c o n j u n t o  Q. .  D i r e m o s  q u e  e é u m  1...6 o m o It 61...6 m o d o s i s t e m  a [U] n o

s i s t e m a  [VJ, a re s p e i t o d a  t r a n s fo rm a ç ã o a ,  q u a n d o , q u a l q u e r  . q u e 

s e j a  a p e r t e n c e n t e  a p , s e  t i v e r  e ( a ) = 0' ( 0. ) , i s t o é ,  q u a n d o

o o p e r a d o r  9 n ão f o r m a i s  d o  q u e  u m  p ro l o n g a me n t o  d e  o' .  Vê - s e  

i me d i a t a me n t e q u e , s e  9 fo r u m  i s o mo r f i s mo d e  [U] e m  [VJ , a  re s p ei 

t o de a ,  t a mbém  9 - 1 s e r á u m  i s o m o r f i s mo de [V] e m [U ] , a re s p e i t o 

d e  0' - 1

S e , e m  p a r t i c u l a r ,  a s  r e l a ç õ e s p r i m i t i v a s  f o rem t o d a s

d e  t i p o 1 ,  ê f i c i l  v e r q u e  o s i s o m o r f i s m o s d e I U ] e m  [ v  J , a re s pe i 
t o  d e  O' � s e r ã o  a q u e l a s t r a n s f o rm a ç õe s b i u n ; v o c a s  9 ( d e [ UJ e m [ VJ ) 

t a i s q u e 

q u a l q u e r  q u e s e j a a r e l a ç ã o  p r i m i t i v a  a . E x e mp l o :  S e j a  U o c o n  

j u n t o  d o s ra i o s d e  u m a  e s t e l a ,  o r g a n i z a d o  p o r  me i o d a  r e l a ç ã o 

P l ( x , y , z )  ( l I x , y , z .6 ã. o c. om plarr.alt e.6 " ) ;  s e j a  V o c o n j u n t o d o s  p o.!!. 

t o s  d e  u m  p l a n o  p r o j e c t i v o  q u e i n t e rs e c t e  o s  r a i o s d a  e s t e l a � 

p o n t o s  d i s t i n t o s  d a  o r i g em ,  t o m a n d o c o mo  r e l a ç ão pr im i t i va , s obre 

e s t e c o n j u n t o , a r e l a ç ão R t lx ,y , z } ; e s e j a f i n a l me n te a o o p e ­

r a d o r q u e t r a n s fo rm a P l  e m  R t ; e n t ão , s e  r e p re s e n t a rm o s . p o r 9

a t r a n s f o rma ç ão q u e  f a z c o r re s p o n d er  a c a da  r a i o  d a  e s t e l a a 
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s u a i n t e r s e c ç ão c o m  o p l a n o  V , e fã c i l v e r q u e  e s e r a u m i s o m o r

f i s m o d e  U e m  V ,  p o r  i n t e rme d i o  d e  o ;  i s t o e ,  q u e s e  t e rá  

P l ( x , y , z ) _ R t  [e ( x ) , e ( y ) , e ( z ) ]

P o d e a i n d a  a c o n t e c e r  q u e o s  s i m b o l o s  u s a d o s  p a ra repr� 

s e n t a r  a s  re l a ç õe s  P c o i n c i d � m  c o m  o s  s im b o l o s p a r a re p re s e n t a r 

a s re l a ç õe s  Q ,  q u e c o r re s p o n d e m  a s  p r i me i r a s p o r  i n t e rmé d i o d e

o .  N e s t e s  c a s o s  o p O d e rá  c o n s i d e ra r - s e  c o m o o p e r a d o r  �dênt�eo .

S u p o n h a m o s  q u e u m a  d a s re l  a ç õe s  p r i m i  t i  v a s  as s ume a fo.!:. 

m a  d e  u m  o p e r a d o r c j>( x l , . . . , X n ) ,  d e  t i p o 1 ,  e q u e cr é a i d e n t i ­

d a d e . N e s t e c a s o , a c o n d i ç ã o  p a r a q u e a t r a n s fo rm a ç ã o b i u n ; v o ­

c a  e s e j a u m  i s o m o r f i s m o , t o ma r ã , re l a t i v a me n t e a � , o s e g u i n t e 

a s p e c t o  

i s t o e ,  t r a d u z i r - s e - â n u m a  p e rm u t a b i l i d a d e  d o s  o p e r a d o r e s  e , � .

E c o m  e s t e ú l t i m o a s p e c t o  q u e o c o n c e i t o d e  i s o m o r f i s m o s e a pre­

s e n t a , g e ra l me n t e , n a  l i t e r a t u r a m a t e m á t i c a d o s  n o s s o s t e m p o s  

( e m  J\ l g e b r a  a b s t ra c t a , e m  T o p o l o g i a g e r a l , e t c . ) 

U m  e x e m p l o s u g e s t i v o  e m  q u e  a s  re l a ç õ e s  p r i m i t i v a s  s e  

a p r e s e n t a m s o b  a f o rm a  d e  o p e ra d o re s , m a s  e m  q u e o n a o s e  redu z 

â i d e n t i d a d e , é o s e g u i n t e : S e j a U o c o n j u n t o  d o s  n u me ra s p o s � 

t i v o s , o r g a n i z a d o s p o r me i o  d a  ope ração . ;  e s e j a  V o c o n j u n t o

d o s  n u m e ra s re a i s o r g a n i z a d o  p o r  me i o  d a  o p e r a ç ã o  + ;  e n t ã o , o 

c o n h e c i d o  o p e r a d o r  lo g  re p re s e n t a r á u m  i s o m o r f i s mo d o  s i s t e m a  

[u , . ]  n o  s i s t e ma [V , +] , a r e s p e i t o d o  o p e r a d o r  o q u e  t r a n s fo r -
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ma  . em  + , p o i s q u e se  v e r i f i c a m as  d u a s  c o n d i ç õ e s : 1 ) o o p e r� 

d o r lo g d e f i n e  u ma t r a n s f o rma ç ão b i u n i v o c a  d e  U e m  V ;  

2 ) 1 0 g ( x . y ) .. 1 0 g ,  x + l o g y . 

2 7 . - A UT OMO R F I S MO . S I S T E MAS  I N D E FO RMAV E I S . - S u p o n h amo s 

a g o r a q u e  o s  d o i s  s i s t e m a s  [U ;P] [V ;Q.] , c o n s i d e r a d o s  n o  § a n ­

t e r i o r ,  s ã o c o i n c i d e n t e s ; i s t o é ,  s e j a m  8 e a , re s p e c t i v a me n t e , 

t ra n s fo rm a ç õ e s  b i u n i v o c a s d o s  c o n j u n t o s  U e P e m  s i  me s mo � . E m  

v i r t u d e d o  q u e fo i c o n v e n c i o n a d o n o  § a n t e r i o r. ,  s a b e mo s  e m  qua l 

c a s o 8 c o n s t i t u e  u m  i s o m o s f i s mo a re s p e i t o  d e  a .  P o i s bem : s e  a 

t r a n s fo rm a ç ã o  8 fo r i s o mó r f i c a  a re s p e i t o  de 0 ,  e a f o r  a i den­

t i d a de , 8 d i r- s e - ã  um au.tom OJl: 6i.6 mo  do s i s t e m a  [U ;p] . Os a u t o mo r

f i s mo s  d e  u m  s i s t e m a  [ U ;P ] s ã o p o i s a q u e l a s  t r a n s f o rm a ç õe s ,  b i u ­

n i v o c a s  d o  c o n j u n t o  U e m  s i  me s mo q u e co n.6 e�vam as r e l a ç õ e s  p r i ­

m i t i v a s p .

D i re m o s  inde 6 0 �máv el t o d o  o s i s t e m a  q u e a d m i t a  c o m o  

u n i c o a u t o m o r f i s mo a i d e n t i d a d e . C o ndi�ão .6 u 6.icien.te pa�a q u e  

um .6 .i.6 .tema .6 ej a  inde n o�máv el é q u e .to d o .6  0 .6  .6 eu.6 elem en.to .6 nu� 

dam en.tai.6 .6 e  pO.6 .6 am e xp�imi� lo gicamen.te na.6 �ela�õ e.6 p�im.i.t.i ­

va.6 . S e r á e s t a  c o n d i ç ã o  t a m b ém n e c e s s á r i a ?  E i s a í  u m  p r o b l e m a  

c u j a s o l u ç ão d e p e n de , n a t u r a l me n t e , d o  s i g n i f i c a d o  a t r i b u i d o  ã 
l o c u ç ã o  " exp�.imi� log.icamen.t e " ; p ro b l e m a  d e  q u e  n o s  o c u p a r em o s 

d e s e n v o l v i d a me n t e  a d i a n t e , c o mo c a s o p a r t i c u l a r  d e  u m a  d a s q ues 

t õ e s  q u e  c o n s t i t u e m  o b j e c t o  fu n d a me n t a l  de e s t u d o  d o  p re s e n t e 

t r a b a l h o . 

S ão e xe mp l o s  d e  s i s t e m a s  i n d e fo rm ã v e i s o s  conjuntos dos 

n u me r o s n a t u r a i s , d o s  n ume r o s  r a c i o n a i s ,  d o s  n um e r o s  re a i s , e tc . 
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o r ga n i z a do s po r me i o  d a s re l a ç õ e s  + , . , > .  P o rem , j ã o co nj u n t o

do s  n ume r o s  c o m p l e x o s , o r g a n i z a d o  p o r me i o  d o s  o p e r a d o re s  + , . , e 

d a  re l a ç ã o  I x l > I Y I , co n s t i t u e um s i s te ma de fo r m ã ve l , p o i s  a d m i  

t e  c o mo a u t o mo r f i s m o s , a l e m d a  i de n t i d a d e , a t r a n s fo rma ç ão q u e 

fa z c o rr e s p o n de r  a c a d a  n ú me ro  z = x+ i y  ( c o m  x e y re a i s ) o seu 

c o n j u g a d o z= x - i y , como res u l ta do q ue s egue : z l+z2 =zl +z2 , z l . z2 =zl .z2 '

( I x 1 < I y I ) = ( I x l  < I Y I ) · 

A G e o me t r i a fo rn e c e - n o s  e x em p l o s s u g e s t i v o s  d e i s o mo! 

f i s mo s  de  um s i s t e ma em s i  me s mo .  L i m i t a r - n o s - e mo s ,  p a �a m a i o r 

s i m p l i c i d a de ,  às ge o me t r i a s  r a c i o n a i s .  Co n s i d e re m o s  e n t ão o s i s  

t e ma [U , V l , V 2 , V 3 , P] e m  q u e U re p re s e n t a  a re u n i ã o  d o s  c o n j u n t o s

V l , V 2 , V 3 re s p e c t i v a me n t e , d o s p o n t o s , d a s re c t a s e dos p l a n o s

( n o  s e n t i d o  a f i m ) e p , a re l a ç ã o  b i n á r i a s i mé t r i c a  " ,[ I1c.,[de  em"

( i s t o  é ,  " ja z  em " , o u " pa.6 .6 a  P OIt " ) a p l i c á v e l e n t r e p o n t o s  e rectas,

e n t re p o n t o s  e p l a n o s , e e n t re re c t a s  e p l a n o s , em s u b s t i t u i ç ã o 

d a s  c o n s t a n t e s  l ó g i c a s  E , C . Co mo s e  s a b e , e s t e s i s t em a  a d m i t e  

i n f i n i t o s a u t omo r f i  s mo s , c o m u me n te c h a ma d o s a f i  n i  d a d e s , mas não 

a d m i t e  n e n h u m  i s o mo r f i s m o e m  s i  me s mo , a re s p e i t o d um o p e ra d o r  

a q u e  p e rmu t e  e n t re s i  a s  re l a ç õe s V l , V 2 , V 3 , P • S e  a es tas re

l a ç õe s p r i m i t i v a s j un tarmos a re l ação qu aternãri a ô ( x ,Y ) =Ô ( X I ,y l ) ,  ap l..:!.. 

c ã v e l a p o n t o s , a fa m í l i a  d o s a u t o mo r f i s mo s  re d u z i r - s e - ã ao con 

j u n t o d a s  s e me l h a n ç a s ( q u e  p o d e m  s e r , e m  p a r t i c u l a r ,  r o t a ç õe s , 

t ra n s l a ç õe s , h o mo t e t i a s , e t c . ) 

P o re m , s e , e m  v e z  d e s t a  a mp l i a ç ão  d o  c o n j u n t o d a s  re ­

l a ç õe s  p r i m i t i v a s , c o m  a a d j u n ç ão d o s  e l e me n t o s  i m p r ó p r i o s , pa� 

s a rmo s  ã G e o me t r i a p r o j e c t i v a , o s i s t em a  a n t e r i o r  s e rã s u b s t i -
* * * * -

t u i d o  p o r  J.J m  o u t ro [U , V l , V 2 , V 3 , p ]  q u e a l em d o s  a u t o m o r f i s mo s
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( c h a ma d o s  h o m o g Jtá 6,.[ C. M ) , a dm i t i r á  t a m b ém  i s o mo r f i s mo s em s i  me s 

mo , a re s p e i t o  d u m  o p e r a d o r  o q u e t r a n s fo rma  o s p o n t o s  e m  p l a -
* 

n o s , d e i x a n d o f i xo s V 2 e p .  E s t e s i s o mo rf i s mo s , c h a ma d o s c.o JtJt e

la ç õ e� , e s t ão , c o mo s e  s a b e , i n t i m a me n t e l i g a d o s  ã l e i  d a  d u a -

l i d a d e . 

N o t e mo s , f i n a l me n t e , q u e a f a m; l i a  H d o s  a u t o mo r f i s ­

mo s de u m  s i s t e m a  c o n s t i t u e  u ma re l a ç ão u n i t á r i a de  t i p o  2 ( c o.!!.. 

j u n t o d e  o p e ra d o re s  d e  t i p o 1 ) , a q u a l  s e  e x p r i me l o g i c a me n t e

n a s  re l a ç õ e s  p r i m i t i v a s . T e r - s e - ã p o r t a n t o 8 (  H )  = H , qua l q ue r  

q u e s e j a e p e r t e n c e n t e a H 

2 8 . - S I S T E MAS  AB S T RA C T O S . - ME T O DO A X I O MAT I C O . - D a d o s

d o i s s i s t e m a s [ U l ; P 1 J e [U 2 ; P2 J , s e j a  e u m  i s o mo r f i s m o e n t re o

p r i me i r o  e o s e g u n d o , a re s p e i t o  d u ma  t r a n s fo rm a ç ão  b i u n f v o c a

o d e ' 1 e m  P2 · E fã c i l  ve r q u e , s e  fo r a uma  r e l a ç ão s o b re 

U l , e x p r i m f v e l n a s  re l a ç õe s  p r i m i t i v a s p o r  me i o de u m a  fu n ç ã o
r 

l ó g i c a F ( a l , . . .  , a n ) e s e  re p r e s e n t a rmo s p o r 0 ( 0. )  a re l a ç ã o

s o b re U ,  q u e s e e x p r i me n a s  re l a ç õe s P l , p o r  me i o d a  f u n ç ão l.§. 
g i c a  F [o ( a l ) ,  . . . , o ( a n ) ] ( i s t o e d o  m e� m o  m o do qu.e_ a � e e xpJt,.[m e

.yta,6 Jt ela ç õ e.6 P 2 c. o JtJte� p o yt d e ytte� ) t e r - s e - ã  8 ( 0. ) =0 ( 0. ) . As s i m  p o r

e x e m p l o ,  s e  fo re m H l e H 2 re s p e c t i v a me n t e , a s  f a m f l i a s d o s

a u t o mo r f i s mo s  d o  p r i me i ro  e d o  s e g u n do s i s t em a , v i r á  

( 1 ) r preci s o  não con fundi r  e (H l ) com e .  H i s to e ,  com o conj unto de to­
das as trans fo rmações da forma e . � ,  em que �(Hl ' t porém fãc i l re -
conhecer que , segundo a con venção i n troduz i da no  §26 , se  tem
e ( Hl ) = e . H . e  - 1
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E m  p a r t i c u l a r , p o de ra  a p r e s e n t a r - s e u m a f u n ç ão l ó g i c a 

P ( x l " . .  , x n ) d a s re l a ç õe s P , q u e s e re d u z a  a u m a  p ro p o s i ç ã o c�

t e g ó r i c a ; i s t o  é , u m a  f u n ç ã o l ó g i c a  em c u j o desenvol v i mento s i mbó 

l i c o t o d a s a s  v a r i a v e i s  s e j am  a p a r e n t e s  ( § § 5, , 6 ) , e é c l a ro q u e 

n e s te  c a s o , s e  fo r v e r d a d e i r a a p ro p o s i ç ão P ( cx l , . . . , cx n ) s e rá

t a m b ém v e r d a d e i ra  a p ro p o s i ç ã o p [o ( cx l ) ,  . . . , a ( cx n ) ] , e r e c i p r o c�

me n t e . V ê - s e p o r t a n t o q u e : 

T o da a p�o po� ição eateg á�i ea v e�da d ei�a n o  � i� t ema 

[U
l
, J'

l
J ( i�:to  ê ,  e xp� e� .6 a  uni c.am ente na� � elaç õ �� 1'1 ' p o � m e-<- o

de e o  n� tant e� lá  g iea.6 ) .6 e e o  n v e�te num a p�o p O .6  ição eateg õ�ea , 

ain da v e� dadei�a , n o  � i.6 tema  [U 2 ; P2] me d i a n t e u m a  conven i ente tr�

d u ç ã o d o s t e rmo s , e m  q u e o d i c i o n a r i o é re p r e s e n t a d o  p e l a  t r a n!

fo rma ç ã o a ; e � e eip�o eam e nte , utili zando a t�an.6 6 o �mação  0- 1 
. 

Ate n d e n d o a e s t e  f a c t o , d i r e m o s q u e  o s  s i s t em a s [U l ; P1 J ,  [U t P2J 
têm  a me s ma e� t�utu�a lág iea  o u  d e f i  n em o mesmo s i s tema abs tra cto 

a r e s p e i t o de a .

As s i m , p o r e x e m p l o ,  n o  c a s o  d a e s t e l a  d e  r e c t a s  c o r t a -

d a p o r  u m  p l a n o  p ro j e c t i v o  q u e n ã o  p a s s a  p e l a  o r i g e m , a t r a d u ­

ç ão d o  p r i me i ro  p a r a o s e g u n d o s i s t e ma , f a r - s e - ã  me d i a n t e o d i  

c i o n á r i o :  R e eta + Po nto , Pla n o  + R eeta ; e d e s t e  m o d o  a g e o m� 

t r i a p ro j e c t i v a  d a  e s t e l a s e  re d u z  ã d o  p l a n o , c o m  u ma s i mp l es 

m u d a n ç a d e  s ím b o l o s o u  p a l a v r a s . 

Ma s h a  u m  o u t r o f a c t o  q u e é p r e c i c o p o r  e m re l e v o .

C o mo a c a b amo s de  v e r , a s  p r o p o s i ç õe s  c a t e g ó r i c a s  v e r d a d e i r a s ,  

q u e  re l a t i v a me n t e  a u m  d a d o s i s t e ma c o n c re t o ,  s e p o d e m  c o n s ­

t r u i r  a p a r t i r d a s  r e l a ç õe s p r i m i t i v a s , s e g u n d o  o p r o c e s s o  i �

d i  c a d o n o § 2 2  ( a p l  i c a n do o s  q u a n t i f i  c a d o re s  d e  m o d o  q u e t o d a s
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a s  v a r i i v e i s  s e  t o r n e m  a p a re n t e s ) ,  c o n s t i t u e m  p�o p�i ed a d e� 6 o� 

mai� d o  s i s t e m a � i s t o é ,  p ro p r i e d a d e s  q u e  d e p e n d e m  e x etu� i v a  -

m e n-t e  d a  e s t r u t u r a l ó g i c a  d o  m e s m o , e n a o  d a  n a t u re z a  dos s eu s  

e l e m e n t o s .  O r a  s u c e de q u e , u m a  v e z re c o n h e c i d a  a v e r a c i d a de d e  

a l g u ma s  d e s s a s  p ro p o s i ç õ e s , u m a  p a r t e  o u  m e s m o a t o t a l i d a d e  das 

p ro p o s i ç õ e s  re s t a n t e s  ( d e t i p o  i n fe r i o r  a u m  l i m i t e a r b i t r a r i �  

me n t e d a d o ) s e  p o d e m  re c o n h e c e r c o m o  v e r d a de i r a s , s e m n e c e s s i �

d a de d e  u m a  o b s e r v a ç ã o  d i re c t a  s o b re o s i s t e ma , m a s  s i m p l e s me� 

te p o r d edu ç ão , i s t o é n ã o f a z e n d o  m a i s do q u e  a p l i c a r  a s  r e  -

g r a s  d a  L ó g i c a  f o rm a l . 

C o n s i d e re mo s , p o r e xe m p l o ,  o c o n j u n t o U d o s  s e re s  h u ­

m a n o s , o r g a n i z a d o  p o r  me i o  d a  re l a ç ã o  " X é. d e� e en d e n-t e  d e  y " ,

q u e e s c re ve re mo s a b re v i a d a me n t e  x <  y .  T o d o s  s a b e mo s  q u e , e m  

t a l  s i s t e ma , s ã o  v e rd a d e i r a s  a s  p ro p o s i ç õ e s  c a t e g ó r i c a s : 

a ) ( x<y ) c ( x ty ) ( p r o p r i e d a d e  a r t i re f l e x i v a ) 

b ) ( x<y ) n ( y< z ) c ( x< z ) ( p ro p r i e d a de t ra n s i t i v a )

M a s , d e s t e  mo d o , t a m b ém a p ro p o s i ç ã o  

C. )  ( x<y ) c rv ( y< x ) ( p ro p r i e d a d e a n t i s i m e t r i c a )

n ã o  p o d e r i  d e i x a r  d e  s e r  v e r d a d e i r a n o  me s m o  s i s t em a , p o i s  q u� 

s e  f o s s e  f a l s a , i s t o e ,  s e  e x i s t i s s e m  do i s  i n d i v í d u o s  x ,  y ,

t a i s q u e  ( x<y ) n ( y< x ) ,  t e r - s e - i a ,  e m  v i r t u de de b , x< x o q u e , 

s e g u n d o a ,  ê i m p o s s í v e l . V e - s e , p o i s q u e , u m a v e z a d m i t i d a  a 

v e ra c i d a d e d a s  p r o p o s i ç õ e s  a ,b ,  a p r o p o s i ç ã o  c. n ã o  p o d e r á d e.! 

x a r  de s e r  a dm i t i d a  c o m o  v e r d a d e i r a ,  q u atq u e� q u e � e J a  o �ig� 

6i�ado  e o n e�e-to a-t�i b u i do ao � � Zm b o to �  < , U .  A s s i m ,  o n d e d i s ­

s e mo s  " eo n J u n-to d o �  � e� e� h u m a no � " p O d e r í a m o s  t e r d i t o  " eo n -
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j unto  da.6 a v e..6 " a t r i b u i n d o  a � o s i g n i f i c a d o  " a.6 c. e.nd e. nt e. d e. " ; 

p o d e r í a m o s  t e r d i t o  " c.o n j unt o d o .6  n ú.m e.ll..o .6 " i n t e r p re t a n do x<y 

c o m o  a re l a ç ã o  / I x é um dJ.. v J...6 o ll.. pll..Ópll..J.. o d e.  y " ; p o d e r ía mo s te r d i  

to  " c. o n j unto da.6  6 u n ç 5 e..6 ll.. e.aJ...6 d e. v all..J..i v e.l  ll.. e. al "  , c o n s i d e r a n d o

a e x p re s s ã o cp<1jJ  c o m o  u m a  a b re v i a t u r a d e s t a  o u t ra y [cp ( x )<1jJ ( x )] ,

e t c . e t c . ; e m q u a l q u e r  d e s t e s  c a s o s a s  p r o p o s i ç õe s a , b s ão ver­

d a de i r a s , e o me s mo s u c e d e r ã , n e c e s s a r i a me n t e , a r e s p e i t o d a  

p ro p o s i ç ã o  c. .  E é c l a ro q u e  n ã o  s ó  c. ,  ma s  a i n d a ? u t ra s  p ro p o ­

s i ç õ e s  p o d e r ã o  s e r  d e. d u z J.. da.6 , s u c e s s i v a me n t e , d a s p r o p o s i ç õ e s 

a , b , t o m a d a s  c o mo a xJ.. o ma.6 ( i s t o  é ,  a d m i t i d a s c o m o  v e r d a d e i r a s ) ;
. 

d e s t e  m o d o , a p a r t i r d e  t a i s a x i o m a s  s e r ã d e s e n v o l v i d a  u m a  t e.o -

ll..J..a d e.dutJ.. v a  q u e  p o d e mo s  c h a m a r  t e.o ll..J..a d a.6 ll.. e.laç 5 e..6 bJ.. nill..J..a.6 � 

tJ...6 J..m étll..J.. c.a.6 tll..a n.6 J..tJ.. v a.6 , o u  a i n d a , c o mo v e r e m o s  a d i a n t e , t e. o -

ll..J..a d o.6 c. o n j unt o .6  pall..c.J.. alm e. nt e.  o ll.. de.nado.6 . 

E é n i s t o , p re c i s a me n t e , q u e  c o n s i s t e a m o d e r n a  o r i e n  

t a ç ã o  a xJ.. o m itJ.. c.a , a b .6 tll..a c.ta o u  6 o ll..m al de  Ma t e m ã t i c a : e m  re d u z i r 

a u m a  t e o r i a ú n i c a , c o n d e n s a d a n u m a a x i o m ã  t i c a , o e s t u d o de uma

c l a s s e  d e  p r o p r i e d a d e s  q u e , me d i a n te c o n v e n i e n t e s  t r a d u ç õe s  d e  

l i n g u a g e m , s e  re v e l am c o m u n s  a i n f i n i t o s  s i s t ema s p o s s í ve i s . Va.!!. 

t a g e m  i me d i a t a  d e s t e  mé t o d o : e c o n o m i a �x t ra o r d i n ã r i a d e  p e n s a ­

me n t o , r e s u l t a n t e d a  p o s s i b i l i d a d e d e  a p l i c a r , a i nfi n i tos  campos 

c o n c re t o s , u m  me s mo a p a r e l h o l õ g i c o , c o n s t i t u i d o p o r u m a  rede de 

r a c i o c í n i o s e. 6 e. c.t uad o .6  uma v e. z  p O ll.. t o da.6 . O s  p r i n c í p i o s  de d u a ­

l i d a d e e d e  t r a n s p o r t e , t ã o  fe c u n d a me n t e u t i l i z a d o s  em Geometri a 

c o n s t i t u e m  u m  e xe m p l o  d a  a p l i c a ç ã o d o  mé t o d o  a x i o m ã t i c o . To davi a 

c o n t r a e s t e mé t o d o , a p o n t a - s e , e n t r e o u t ro s , o i n c o n v e n i e n t e 

d e  q u e , e s v a z i a n d o  o s  c o n c e i t o s  p r i m i t i v o s  d e  t o do o co n t e u d o  
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i n t u i t i v o , e l e ro m p e r i a a q u e l e c o n t a c t o e n t re o i n v e s t i g a d o r e 

a Re a l i d a d e ,  s e m o q u a l  t o d a  a a c t i v i d a d e  M a t e m á t i c a s e  r e d u z 

a u m  j o go i n t e i r a m e n t e e s t é r i l d e  s lm b o 1 o s  e d e  f ó rm u l a s . O r a  

a v e r d a d e  é q u e  n a d a  i m p e d e  o i n v e s t i g a d o r , a o  d e s e n vo l v e r u m a  

t e o r i a c o n s t r u i d a a x i o m a t i c a me n t e , d e  a p o i a r  a i m a g i n a ç ã o  sobre 

a l g u n s , o u  me l h o r , s o b re v á r i o s  d o s  mo d e l o s q u e v e r i f i c a m  a axi o 

má t i c a . 

29 . - C O M P AT I B I L I DA D E  E C A T E G O R I C I D A D E . - D a r u m a a x i o -

m á t i c a A x [U ;P] c o n s i s t i r á e m  i n t ro d u z i r :  1 )  u m  s i n a l U re p re ­

s e n t a t i v o  d e  u m  c o n j u n t o  f u n d a m e n t a l ; 2 ) u m  c o n j u n t o P d e  s i ­

n a i s 0. 1 , 0.2 , . . . , re p re s e n t a t i v o s  d e  re l a ç õe s p ri mi ti va s sobre U ; 3 )

u m  c o n j u n t o A x  f i n i t o d e  ax i omas , i s to é ,  de expres s ões p ( o.1 ,o.2 , . . .  ) ,

L (o. 1 , o. 2 , • . • ) , . • . , o b t i d a s p o r  c o n e x õe s  d e  s i n a i s p r i m i t i v o s e

d e  c o n s t a n t e s  l ó g i c a s , d e  t a l  m o d o  q u e , u m a v e z a t r i b u í d o  u m  

s i g n i f i c a d o c o n c re t o a o s  s i n a i s  U e 0. 1 , 0.2 , . . .  , t a i s  e x p r e s s õ e s

s e t r a n s fo rma m e m p r o p o s i ç õ e s c a t e g ó r i c a s , v e r d a d e i r a s  o u  f a 1 -

s a s . 

D i re m o s  q u e  u m  d a d o  s i s t e m a  c o n c re t o  [U 1 ; pl c o n s t i t u e

u m a  c. o n. c.Jtet..i. z açã.o d a  a xi omáti ca A x[U ; P] .6 eg un.do u m a  d a d a t r a n s  -

f o rm a ç ã o b i u n í v o c a  ° d e  P e m P 1 ' q u a n d o , e fe c t u a n d o  n a s  e x p re�

s õe s Ax a s u b s t i t u i ç ã o  re p r e s e n t a d a  p o r o ,  t o d a s  as propos i ções 

c a t e g ó r i c a s a s s i m  o b t i d a s s ão v e r d a d e i r a s . 

D a d a s  d u a s  c o n c r e t i z a ç õe s  CU 1 ; P 1 J e [U2 ; P2J d e u m a

me s m a a x i o m á t i c a  . Ax [U ; P] s e g u n d o a s  t ra n s fo rm a ç õ e s  0 1 e 0 2 '

re s p e c t i v a me n t e  d e  P e m  P 1 e d e  P em P2 ' s e j a ° a t r a n s fo rma ­

ç a o  ° 2° , 1 de  P 1 e m  P2 ; p o r  ..i..6 o m o Jt6..i..6 m o  e n t re a p r i me i ra e a 
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s e g u n d a c o n c re t i z a ç ã o  de v e ra e n t e n d e r - s e  t o d o  o i s o m o r f i s mo d e  

[U l ; li] e m [U 2 ; "2J a JLe.6 p eLto d a  tJLan.6 n o JLmação  0 .  N e s t a s c o n d i ­

ç õe s , d u a s  c o n c re t i z a ç õe s i s om o r f a s  d e  u m a  me s m a a x i o m ã t i c a  d e  

f i n i rão  u m  me s mo s i s t e m a  a b s t ra c t o , e a c a d a s i s t e m a  a b s t ra c t o  

a s s i m  de f i n i d o c h am a re m o s  .6 o lução  d a  a x i o má t i c a  co n s i d e r a d a . 

�s  c o n c re t i z a ç õ e s  e à s  s o l u ç õ e s d e  u m a  me s m a a x i o m ã t i 

c a  c o n v e m  n a t u ra l me n t e  a t r i b u i r u ma d e s i g n a ç ã o  c o mu m ,  e e des te

mo d o  q u e  s e  a p r e s e n t a m n a  l i t e r a t u r a  c o r re n t e a s  p a l a v r a s  rigJLUpO " 

" eo JLpo " ,  " e.6 paç o to po l5gie o " ,  e t c . S e g u n d o  a s  � o n v e n ç õ e s  i n t r� 

d u z i d a s  a n t e r i o rme n t e , d o i s  g r u p o s  eo n eJLeto .6 i s o mo rf o s  re p re ­

s e n t a r ão  o me s mo g r u p o  ab.6 tJLa eto , i s t o � ,  a mes m a  s o l u ç ã o da

a x i o m ã t i c a d o s  g r u p os ; d o i s c o r p o s eo n eJLeto.6  i s o m o r f o s re p re se� 

t a r ã o  o me s m o c o r p o  ab.6 tJLaeto , e t c . I m p o r ta n o t a r  p o rem q u e , em 

v i r t u de de  n o ç õe s  a n ãl o g a s  i s  q u e  fo r am  a p re s e n t a d a s  n o § 2 0 ,
n ã o  s e r ã l i c i t o f a l a r  d a  to talidade  d a s c o n c re t i z a ç õ e s d e  u m a 

d a d a ' a x i o m ã t i c a , e e m  c e r t o s  c a s o s  ( c o mo s u c e de a r e s p e i t o d o s  

g r u p o s , d o s  c o r p o s , d o s e s p a ç o s  t o p o l ó g i c o s , e t c . ) n ã o s e r ã 1 1 

c i t o , s e q u e r , f a l a r  d a  t o t a l i d a d e d a s s o l u ç õe s d a  a x i o m ã t i c a  , 

a n a o  s e r  q u e a e s t a  s e  j u n t e u ma n o v a  c o n d i ç ã o  ( i s t o e ,  um no­

v o  a x i o ma )  re l a t i v a  à p o t ê n c i a d o  c o n j u n t o U .
De  u m  mo d o  g e r a l , a re s p e i t o d e  u m a  a x i o m ã t i c a , u m a  e 

u ma s o  d a s t rê s  s e g u i n t e h i p ó t e s e s  s e  d e v e n e c e s s a r i a me n t e v e  

r i f i c a r : 

1 ) A a x i o m ã t i c a  n a o a dm i t e n e n h u m a  s o l u ç ã o  ( e  p o rta� 

to n e n h u m a  c o n c re t i z a ç ã o ) . 

2 ) A a x i o mã t i c a  a dm i t e  u m a , e u m a  s o , s o l u ç ã o ( i s t o 

e , a dm i t e  c o n c re t i z a ç õe s v ã r i a s ,  m a s t o d a s  i s omo r f a s  e n t re s i � 
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3 ) A a x i om á t i c a  a dm i t e  m a i s  d e  u m a  s o l u ç ã o . 

A a x i omá t i c a  d i r - s e - ã  incompatlv el n a  h i p ó te s e  1 ) ;
compatlv el n a s  h i p ó t e s e s 2 ) e 3 ) ;  c a t e g ó r i c a n a h i p ó t e s e 2 ) � 

S o mo s  p o re m  c o l o c a d o s a g o r a p e ra n t e a s  s e g u i n t e s  q u e� 

t õ e s :  C om o  re c o n h e c e r , e ó ectivam ente , s e  u m a  d a d a  a x i o m á t i c a  e 

o u  n ã o e c o m p a t í ve l , e ,  n o  c a s o  a f i rma t i v o , s e  e l a e o u  n a o  e

c a t e g ó r i c a ?  Ma i s  a i n d a : V i s t o q u e t o d a a a x i o m á t i c a  c a t e g ó r i ­

c a  d e f i n e  u m  s i s t e m a  a b s t r a c t o , o c o r re p e r g u n t a r :  s e r á t a m b ém  

v e r d a de i r a a re c í p r o c a ?  I s t o e :  p o d e m o s  n ós a f i rma r q u e  t o d o  o 

s i s t e m a  a b s t r a c t o  e s u s c e p t í v e l  d e  u ma d e f i n i ç ã o  a x i o m á t i c a , ou 

c o m o  t a m b ém s e  d i z ,  d e  u m a ca�acte�i za�ão p o r  me i o  d e  a l g u m a s 

d a s  s u a s R ro p r i e d a d e s  f o rm a i s , t o ma d a s e m  n Gme r o  f i n i t o ?  Trata­

- s e  a í  d e  u m  g é n e ro d e  p ro b l e m a s  t ão i n t e r e s s a n t e s  q u a n t o d e l i 

c a d o s , a l g u n s d o s  q u a i s  ( c o mo o d a  n ã o - c o n t r a d i ç ã o  d a  A r i t me t i  

c a , a q u e a e s c o l a h i l b e r t i a n a d e d i c o u  m u i t o s  a n o s  d e  l a b o r , 

n ã o i n t e i r a me n te i n fe c u n d o ) p a re c e m  j á, a pfl.iofl.i , c o n d e n a d o s  a 

n a o  s e re m  re s o l v i d o s . N ã o  e n t r a re i , c o n t u d o , e m  p a r t i c u l a r e s  

s o b r e t a i s  a s s u n t o s , q u e  s e  a f a s t a m , s e n s i v e l me n t e , d o  o b j e c ti 

v o  f u n d a me n t a l  d o  p r e s e n t e t r a b a l h o . 

3 0 . - D E MO N S T RAB I L I DA D E . - A X I O M�T I CAS  E Q U I VA L E N T E S . - O 

de s e n v o l v i me n t o de  u m a  t e o r i a d e d u t i v a c o n s i s t i r á , f o rma l me n t e , 

n a  a p l i c a ç ã o r e i t e ra d a  e i n d e f i n i d a d o s  d o i s  s e g u i n t e s  p�o c e� ­

� O.6 : o p r o c e s s o  d a  de óini�ão , m e d i a n t e o q u a l , p a r t i n d o  dos co.!!. 

c e i t o s  p r i m i t i v o s , s e  c h e g a  a o s  c o n c e i t o s  d e r i v a d o s ; 2 ) o pr� 

c e s s o  d a  dedu�ão , q u e , a p l i c a d o  a p a r t i r d o s  a x i o m a s e d a s  d e ­

f i n i ç õ e s , c o n d u z , s u c e s s i v am e n t e , à s  p ro p o s i ç õ e s  d em o n.6 t�áv ei� 
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d a  t e o r i a , t a mb ém c h a m a d a s  t eo �ema� . J ã  n o § 2 2  s e  v i u e m  q u e

c o n s i s t e  o me c a n i s mo d a s d e f i n i ç õe s ; r e s t a p o r t a n t o v e r e m  q u e  

c o n s i s t e o me c a n i s m o  d a s  d e d u ç õ e s . N ã o é c o n t u do m e u p ro p ó s i t o 

d e s e n v o l  v e r a q u i  a t e o r i  a d a  d e mo n s t ra ç ão ; l i mi tar-me-ei a obse r­

v a r q u e  a s  d e d u ç õ e s  s e  e fe c t u a m  p o r  u m  p ro c e s s o  a n ã l o g o  a o  q u e

n o  re fe r i d o § 2 2  fo i d e s c r i t o  p a r a a s  d e f i n i ç õ e s : u m a  p ro p o s i ­

ç ão s e r á demo n� t�áv el n o  s e i o  d a  te o r i a c o n s i de r a d a , s e p u d e r 

f i g u r a r  c o mo  t e rmo  de  u ma c a de i a 6i nita d e  p r o p o s i ç õ e s e m  q u e  

o s  t e rmo s i n i c i a i s  s e j a m c o n s t i t u i d o s  p o r  a x i o m a s e ,  e v e n t u a l -

me n t e � p o r d e f i n i ç õe s , e c a d a u m  d o s  t e r m o s  s e g u i n t e s  s e  d e d u ­

z a  im ediatam ente  d e  a l g u n s  d o s  p re c e d e n t e s . p e l a  a p l i c a ç ã o  d e  

u m a  d a s  �eg �a� 6 undam e ntai� d a  L õ g i c a . T o d a v i a , é p r e c i s o  n o ­

t a r  q u e , a r e s p e i t o de s t a s  re g r a s  d e n o m i n a d a s  6 undam e ntai� , nã6 

s ó  p o d e rá h a v e r u ma c e r t a  a r b i t r a r i e d a d e ( t a l c o m o  s e  v e r i f i c a
I 

a re s p e i t o  d a  e s c o l h a d a s o p e r a ç õ e s  l óg i c a s  f u n d a me n t a i s ) m a s  
! 

s u c e d e a t é q u e o u s o  d e  a l g u m a s  d a s  re g r a s  t r a d i c i o n a i s d a  L� 

g i c a  ( p r i n c í p i o d o  t e�tium n o n datu� e s e u s d e r i v a d o s ) é c o n ­

s i d e ra d o  c o mo  g e r a l me n t e i l e g i t i m o , p e l a m o d e r n a  e s c o l a  i n t u i 

c i o n l s t a d e  B r o uwe r .  C o m o  r e s u l t a d o  q u e fo i d i t o  n o § 3 a s

re g r a s  a q u i  a d m i t i d a s s ã o t o d a s  a s  d a  L ó g i c a  c l ã s s i c a , das 

q u a i s  d�m o s  a l g u n s  e xe m p l o s , r e l a t i v o s � o cáLculo  p�o po � ici o ­

nai , n o  r e f e r i d o  § 3 ,  e u m  e x e m p l o ,  r e l a t i v o  a o  cálculo da� � e

Laç.õ e� ,  n o  § 6 .
O .  c o n c e i t o  de  deduç.ão  ( o u  d e  d emo n� t�abiiidade ) p o d e  

r a  c o n c�eti z a� - � e d o  s e g u i n t e m o do : d i r em o s q u e u m a  d a d a  p r� 

p o s i ç ã o  P ( 0. 1 , 0. 2 " , ) é d em o n� t�áv el a re s p e i t o  d e  u m a a x i ornã t i

c a  Ax [U;P] q u a n do a a d j u n ç ão d e  P ( a l , a 2 , . . .  ) ,  a o  c o n j u n t o
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A x  d o s  a x i o m a s , c o n d u z  a u m a a x i o mã ti ca t a l  q u e  t o d a  a s o l u ç ão

d a  p r i me i r a  s e rá a i n d a u ma s o l u ç ã o  da s e g u i n t e . Concebendo as pro­

p o s i ç õe s  Qat eg õ��Qa� d e  u m a  t e o r i a c om o  p ro p o s i ç õ e s  Qo nd� Q�on� 

n a s  v a r i áv e i s  a l , a 2 , • • .  , c o n s t i t u i d a s  p e l o s s i n a i s  p r i m i t i v o s ,

p o d e re mo s  a i n d a  c h am a r d e mo n s t r á v e i s , n e s s a  t e o r i a ,  a t o d a s  a s  

p r o p o s i ç õ e s  q u e s e j am �mpl�Qada� �nQo nd�Q�o nalm ente ( §  5 )  pe l a  

Qo njunç.ão  d o s  a x i  o rn a s  ( 1 ) ,  I m p o r t a , c o n t u d o , o b s e r v a r  - e e es ta

a d i fe re n ç a  e s s e n c i a l  - q u e , a o  c o n t r á r i o d o  q u e  s u c e d e  c o m  a s  

p ro p o s i ç õe s  c o n d i c i o n a i s o r d i n á r i a s , n ã o  e 6�xado  o c a m p o  de va-

r i a ç ã o d a s  v a r i á v e i s  a l , a 2 , . . •  , a s  q u a i s c o n s t i t u e m , p r o p r i a me.!!. 

t e , �ndete�m�nada� , s e g u n d o  o s e n t i do  p re c i s a d o  n o  § 1 9 .  

V e j a m o s  a g o r a  o q u e d e v e  e n t e n d e r - s e  p o r ax�o mát�Qa� � 

q u�val ente� . P a ra m a i o r  c l a re z a  d e  e x p o s i ç ã o  c o n v i r á p a r t i r do  

c a s o m a i s  s i m p l e s :  D u a·s a x i o m á t i c a s  Ax [U ; P] e A x * [U ; P] re l a tl

v a s  a u m  m e� m o  c o n j u n t o f u n d a me n t a l U e a u m  me s mo c o n j u n t o

P d e  re l a ç õ e s  p r i m i t i v a s , d i r - s e - ão eq u�valent e� , q u a n d o c a d a 

u m  d o s  a x i o m a s  d a  p r i me i r a  fo r d e mo n s t r á v e l a re s p e i t o dós axi� 

m a s da s e g u n d a , e ,  re c i p ro c a me n te ; ou a i  n d a , p o r o u t r a s  pa l avras 

q u a n d o t o d a  a s o l u ç ão de  c a d a u ma de l a s f o r a i n d a  s o l u ç ão d e  

o u t r a .

( 1  ) Importa notar porem que não se  s abe ( e , natura 1 mente i , Jnca se pOderá 
v i r a s abe r )  se o conce i to de demons trabi l i dade ass i m  conc ret i zado 
coi nc i de exactamente com o pri me i ro ou se e ma i s  geral do que e l e .  A
h i pótese segundo a qua l es tes doi s con ce i tos co i nc i dem será do género 
do pri ncíp i o  de Ze rme l o  e da h i pótese d'a não - con trad i ção da Ari tme­
ti ca . 
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D a d a s  p o r e m , d u a s  a x i o m á t i c a s  Ax [U ;P ] e A x * [U ; p *] q u e

d i f i r a m , n a o  s o p e l o s  c o n j u n t o s d o s  a x i om a s , m a s  t am b é m  p e l o s 

'c o n j u n t o s  P e P * d o s  s i n a i s p r i m i  t i v o s , o c o n c e i t o  d e e q u i  v a 1 �I 

c i a n ã o  s e r á a p l i c á v e l n e s t e  c a s o , s e n ã o  q u a n d o f o r r e fe r i d o  a 

u m  c o n j u n t o  D e 6  d e  d e f i n i ç õ e s , q u e  e x p r i m a m  l o g i c a me n t e  a s  r e ­

l a ç õe s  f *  n a s  re l a ç õ e s  P .  E n t ã o , a s  d u a s  a x i o má t i c a s  c o n s i d e ra 

d a s  d i r - s e - ã o e q u�v al e nt e� a 4 e� p e�to d e  D e 6  q u a n d o  f o r e m  v e ri 

f i  c a d a s  a s  d u a s c o n d i  ç õ e s :  1 )  c a da u m  d o s a x i  o rn a s  d a  s e g u nda se

p o s s a  d e d u z i r  do c o n j u n t o Ax d o s  a x i o ma s  d a  p r i me i r a ,  a m p l i a do 

c o m  o c o n j u n t o  D e 6 ; 2 ) s e j a  p o s s í v e l e x p r i m i r l o g i c a me n t e  as re 

1 a ç õ e s ' n a s  re l a ç õ e s  P *  p o r  m e i o  d e um c o n j u n t o  D e 6 - 1 d e  d e f i

n i ç õ e s ta l  q ue não só as p ro pos i ções Ax , m a s  t a m b ém a s  p r o p o s i ç õ e s 

D e 6 , s e  t o r n e m  d e mo n s t rá v e i s a r e s p e i t o d o s  a x i o m a s  A x * e d a s 

d e f i  n i  ç õ e s  D e 6 - 1 , t o m a d o s c o n j  u n t a me n t e .

F i n a l m e n t e , o c o n c e i t o  d e  e q u i v a l ê n c i a  p o d e r á  s e r  g e ­

n e r a l  i z a do a o  c a s o d e  duas ax i omáti cas qua i s q uer , Ax [U ;P] e Ax* [U*;fk]

l i g a da s  e n t re s i  p o r  u m  c o n j u n t o D e 6  d e  d e f i n i ç õ e s q u e e x p r i m a  

l o g i c a me n t e n a s r e l a ç õ e s  ' : 1 )  o c o n j u n t o f u n d ame n t a l  U * ; 2 ) u m a

p a r t e  d a s r e l a ç õe s P* .  As re l a ç õe s  p e r te n c e n t e s  a p* , q u e  n a o

s e d e i x a m  e x p r i m i r l o g i c a me n t e  n a s  re l a ç õe s P s e r ã o  r e p re s e n t�

d a s  n a  p r i me i r a  a x i o m á t i c a  p o r  c o n s t a n te s  l ó g i c a s  E , C, n , e t c . 

e , c o mo t a i s , o s e u  s i g n i f i c a d o  n a  s e g u n d a  n ã o  p O d e r á s e r  senao 

l i m i t a d o , p o r  me i o  de a l g u n s d o s a x i o m a s  A x * .  T e n d o  em c o n s i ­

d e r a ç ã o e s te p a r t i c u l a r , a g e n e r a l i z a ç ã o d o  c o n c e i t o d e e q u i v� 

1 ê n c i a  f a r - s e - ã  d e  u m  m o d o  a n á l o g o  a o  a n t e r i o r .  J á  v i m o s  c o mo , 

n o e s t u d o  d a s  g e ome t r i a s , s e  a p r e s e n t a m  e x e m p l o s d e s t e g e n e r o 

d e  e q u i v a 1 ê n c i a s ; e m  t a i s c a s o s , a re l a ç ão l ó g i c a  X E X conver-
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t e - s e , , q u a n d o  a p l i c a d a e n t re p o n t o s , re c t a s  e p l a n o s , à s  re l a ­

ç õ e s g e o mé t r i c a s x<y ( I I X j a.z e.m y ll ) e x>y ( I I X pa..6 .6 a. pOJ/.  y ll ) ,

me d i a n t e a s  c o n d i ç õ e s : 

1 ) ( x<y ) = ( y>x ) , 2 ) ( x<y )  n ( y< z ) c( x< z ) .

J á  n o  § 1 9  s e  v i u q u e  , t o d a  a c o n s t a n t e l ó g i c a s e  d e s d�

b ra e m  i n f i n i t a s  re l a ç õ e s  d e  t i p o s  d i v e rs o s , s o b r e u m  d a d o  c o n ­

j u n t o f u n d a me n t a l . t f á c i l v e r  a g o r a q u e , d a d a  u ma a x i o m á t i c a

Ax  [ U ;r ]  e s t a  p o d e r á  s e r  s e m p re s u b s t i t u i d a p o r. uma outra Ax* IU ;pk] 

e q u i v a l e n t e ã p r i me i r a ,  d e  mo d o  q u e c e r t a s re l a ç õe s  l ó g i c a s  d e

t i p o d e t e r m i n a d o , p a s s e m a f i g u r a r  n a  s e g u n d a , c o mo no v a..6 J/.ela. ­

çõe.6 pJ/.imi�i va..6 , a dj u n t a s  a P ,  p o r me i o  d e  n o v o s  a x i o m a s , a d j u� 

t o s  a A x , ( e m  p a r t i c u l a r , s e  a l g u ma s  d a s  re l a ç õ e s P f o re m de t i ­

p o  s u p e r i o r  a u m , p o d e r á  p a s s a r - s e , p o r  t a l p r o c e s s o , a u m a  n o ­

v a  a x i o m á t i c a ,  e q u i v a l e n t e ã p r i me i r a  e e m  q u e  t o d a s  a s  re l açõe !

p r i m i t i v a s  s e j am d e  t i p o n ã o  s u p e r i o r  a 1 ) .  S e j a p o r  e x e m p l o a

re l a ç ã o  l ó g i c a , t e r n á r i a d e  t i p o  2 , � ( x ,y )  q u e , p a r a c a d a  d e t e r 

m i n a ç ão a d e  � ,  é v e r i f i c a d a  p o r t o d a s  a q u e l a s  d e t e rm i n a ç õ e s  d e  

( x , y )  q u e v e r i f i c a m a re l a ç ã o  b i n ã r i a d e  t i p o l , a ( x , y ) ; t a l  re ­

l a ç ã o d e  t i p o 2 p o de r ã , m a n i fe s t ame n t e , s e r  r e d u z i d a  a u m a  re l a ­

ç ã o  p r i m i t i v a n d e  t i p o 1 ,  me d i a n t e o s  a x i o m a s 

1 ) n u  
� z [� ( x ,y )  � n (x ,y , z )]

x ,y 

2 ) 

o s  q u a i s  c o r re s p o n d e m , v i s i v e l me n t e , a o s  a x i o m a s  l óg i c o s  d e

R u s s e l l ,  d i t o s  d e  J/.edutibilida.de  ( o p r i me i r o )  e d e  ex�en.6 ão 

( o s e g u n d o ) . 
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3 1 . - I N O E P E N OtN C I A  E S AT U RA Ç AO . - O S  a x i o m a s d e  uma , dada 

a x i o m á t i c a  d i r - s e - ão independente� s e  n e n h u m  d e l e s p u d e r  s e r 

d e d u z i d o d a  c o n j u n ç ã o d o s re s t a n t e s , i s t o  e ,  s e a s u p re s s ã o de

c a d a  u m  d e l e s c o n d u z i r  a uma  a x i o má t i c a m a i s  p o b re do  q u e  a p ri 

m i t i v a . 

U m a  a x i o má t i c a  c o mp a t í v e l d i r - s e - ã  � atuJc.ada , se  a adj u.!! 

ç a o  d e  u m  n o v o a x i o m a  c o n d u z i r ,  n e c e s s a r i a me n t e , a u m a  a x i o m á ti 

c a  q u e , o u  e e q u i v a l e n t e ã p r i me i r a , o u  e i n c o m p a t í ve l ; i s t o é

q u a n d o , d a d a  u m a  p r o p o s i ç ã o  c u j a v e r a c i d a de d e p e n d a  u n i c a me n t e 

d o  v a l o r d o s  s i n a i s p r i m i t i v o s , s e  v e r i f i c a n e c e s s a r i a me n t e uma 

e u m a  s õ . d a s  h i p ó t e s e s : 1 ) a p ro p o s i ç ã o  e v e r d ade i r a ( i s t o e ,

d e m o n s t r á v e l ) n a t e o r i a c o n s i d e r a d a ; 2 ) a p r o p o s i ç ã o  é fa l s a 

( i s t o é ,  s e r á d e mo n s t rá ve l  a s u a  c o n t r a d i t ó r i a ) n a  re fe r i d a  te� 

r i a . Vê - s e  i me d i a t a me n t e  q u e t o d a  a a x i o m á t i c a c a t e g õ r i c a s erá 

s a t u r a d a , v i s t o q u e , a dm i t i n d o  u ma u n i c a s o l u ç ã o , a adj unção d e  

um  n o v o a x i o m a  o u  e l i m i n a t a l s o l u ç ã o , c o n d u z i n d o  a u m a  a x i o m ã  

t i c a i n c o m p a ti v e l , o u  a c o n s e r v a , c o n d u z i n d o  a u m a  a x i o m á t i c a 

e q u i v a l e n t e . Ma s s e r á v e r d ade i ra  t a mb ém a re c í p r o c a , i s to é ,  s erá 

v e r d a d e  q u e t o d a a a x i o mã t i c a  s a t u r a d a  é t a mb ém c a te g ó r i c a ?  t 
e s t e  u m  p r o b l e ma d o  g é n e r o d e  p ro b l e m a s  d a  n ão - contradi ção da 

A r i t mé t i c a , d o  p r i n c í p i o d e Z e rme l o , e t c : t f á c i l v e r a i n d a que

t a l p ro b l e m a  s e  re d u z  ao de s a b e r s e  t o d o  o s i s t e m a  a b s t r a c t o 

é s u s c e p t í v e l d e  u m a  d e f i n i ç ã o  a x i o m á t i c a . 

N o t e m o s , p o r u l t i m o ,  q u e o co n c e i t o  d e  c a t e g o r i c i d a d e  

e h i s t o r i c a me n t e p o s t e r i o r  a o  d e  s a t u r a ç ã o . F o r a m  a m b o s  i n t ro ­

d u z i d o s , n o  e s t u d o d o s  f u n d a me n t o s  d a  G e o m e t r i a , o p ri me i ro po r  

O .  V e b l e n e o s e g u n d o p o r  O . H i l b e r t . 
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3 2 . - R E P A RT I Ç O E S . - R E L A Ç O E S  DE  C O N G R U t N C I A .  N e s t e  § e

n o  s e g u i n t e , s e r ã o  a p re s e n t a d o s  a l g u n s  e x e mp l o s de  a x i o m á t i c a s , 

q u e , a l ém d e  p e rm i t i re m  e s c l a re c e r  v á r i o s  d o s  c o n c e i t o s  a t r á s  

d e f i n i d o s , s e rã o u t i l i z a d o s  e m  re s u l t a d o s u l t e r i o re s . 

D a do u m  c o n j u n t o  U q u a l q u e r , c h a m a rem o s � epa��ição de  

U ,  a t o d a  a f amí l i a  C d e  s u b c o n j u n t o s d e  U , d i s j u n t o s  do i s  a 

d o i s , c u j a r e u  n i ã o c o i n c i d a c o m o c o n j u n t o U ; i s t o é , em  s í mbo-

l o s : 

u c. , ) )<E: C  X = U

n ( X 1 Y  + ' X n Y == O ) 
X ,Y 

Ao  s i s t e m a  [U , � a s s i m  o b t i d o  ( t e n d o  c o mo  ú n i c a re l a ç ã o  p r i m i ­

t i v a  a f a m í l i a  C )  c h a ma re m o s  c o n j u n t o  �epa�tido ,  e a c a d a c o n ­

j u n t o d a  fa m í l i a  C c h a m a re mo s  c élula d a  re p a r t i ç ã o . 

De f i n i n d o  a g o r a e m  U u m a  re l a ç ã o  b i n á r i a x z y t a l 

c o mo s e g u e : 

U d )  ( u  :::; y ) ==  X E C ( U , V E X )

s e rá f á c i l a p a r t i r d o s  a x i o m a s  c l , � ,  e d a  de f i n i ç ã o d ,  d em o n s

t r a r  a s  p r o p o s i ç õe s s e g u i n t e s : 

n ( x :::; x) ( � e 6 le xividade )
x 

* c.2 ) ( x - y )  c ( y  - x ) ( f,  irn e��ia )

* 
�3 } ( x :: y )  n ( Y :: z ) c ( x  = z )  ( ��an.f, i�iv,{dade) 

�s re l a ç õe s b i n ã r i a s  re f l e x i v a s , s i mé t r i c a s  e t ra n s i -
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t i v a s , c h a m a re m o s , g e n e r i c a me n t e , re l a ç õe s de  c o n g r u ên c i a . Vê- se  

p o r t a n t o  q u e  to da  a �epa�tição  d e  U d ete�mina n e� t e e o n junto uma 

� elação d e  e o ng�uên eia ;: , m e diante a d e 6i niçã o  d .  M a s  a recípr� 

c a  t a m b ém e v e rd a d e i r a .  C o m  e fe i t o ,  s e  re p re s e n t a rmo s p o r  � ( x )  

o c o n j u n t o  d e  t o d o s  o s  e l e m e n t o s  c o n g ru e n t e s  a u m  d a d o x , e p o r

C a f a m í l i a  d o s c o n j u n t o s  � ( x ) , q u a n d o x p e r c o r r e  U ,  i s t o e , e m  

s ím b o l o s : 
- 1  d ) ( X E C ) _ U [X =K ( lA ::: V ) ] 'u v 

s e r ã  f ã c i 1 v e r q u e , n ã o s o a s p r o p o s i ç õ e s c' l , c.2 , m a s  t a m b e m  a
* * * 

p r o p o s i ç ã o d ,  p o de  m s e r d e d u z i d a s  d a s  p r o p o s i ç õ e s c.l , '2 , c.  3 ' 

d - 1 
( 1 ) .

T r a t a - s e , p o r t a n t o , d e  d u a s  a x i o m ã t i c a s  e q u i v a l e n t e s  a 

re s p e i t o d a  d e f i n i ç ã o d ( o u , o q u e e o me s mo , a re s p e i t o d a  d e ­

f i n i ç ã o  á l ) . V ê - s e , p o r  o u t r o l a d o , q u e  t a i s a x i o m ã t i c a s  s a o

c o m p a t í v e i s , m a s  n ã o c a t e g ó r i c a s e p o r t a n t o  n ã o s a t u r a d a s . 

A i n d a  s o b re e s t e  a s s u n t o , h ã  u m  f a c t o  q ue convi rá sempre 

p ô r  e m  e v i d ê n c i a .  C o m o  v i mo s , a p a r t i r d e  t o d a - a  r e l a ç ã o  d e  c o n  

g r u ê n c i a = s o b re u m  d a d o  c o n j u n t o  U ,  p o d e  r ã  s e r  d e f i n i d o u m  o p� 

r a d o r  � q u e , a c a d a  e l e me n t o x d e  U ,  f a ç a  c o r re s p o n de r a c l a s s e  

� ( x )  d o s e l e me n t o s  d e U c o n g r u e n t e s a x ;  O ra e e s t e  u m  o p e r a ­

d o r  n o t ã v e l , me d i a n t e  o q u a l a r e l a ç ã o  d e  c o n g r u ê n c i a = ( e n t re  

e l e m e n t o s  d e  U )  s e  t r a d u z n a  re l a ç ão de  i d e n t i d a d e = ,  e n t re c é �  

l u l a s d e  re p a r t i ç ã o c o r re s p o n de n t e s : 

( 1 ) A demons t ração des te mesmo res u l tado , segundo uma ordem de i de i as d i ver
s a , pode encontrar-se , por e xemp l o ,  em VAN DER WAERDEN ( I  ) . 
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( x  - y )  = [<I> ( x ) = <I> ( X ) ] 

E n e s t e  fa c t o  q u e s e  b a s e i a o mi t o d o  d a s  de 6ini c � e6 pon

a b 6 tna e c ã o , d e  u s o  t ã o f re q u e n t e e m  Ma te mã t i c a  e q u e  j ã a q u i u t i  

1 i z ãmo s , p o r  e x emp l o , n a de f i  n i  ç ã o  d o c o n c e i  t o  d e  6i6tema ab6tnae

to a p a r t i r d o  c o n c e i t o  de  i6 o m o n 6i6 m o  ( 1 ) .  Ma s  o u t ro s  e x e m p l o s ,

m a i s  f a m i l i a re s  p o de m  s e r  a p re s e n t a do s . 

As s i m ,  p o r e x e m p l o , a re l a ç ã o " x  é. panal el o a y " , a p l i

c ã ve l  e n t re re c t a s  ( c o n s i d e r a n d o c o m o p a r a l e l a s d u a s re c t a s  co i n 

c i  d e n t e s ) co n ve r t e - s e  n a  re l a ç ã o  de  i de n t i  d a de " dine e cão de  x = 

dineecão de y" . 

A n a l o g a me n t e , i de f i n i n d o e n t re p a re s  d e  n ume r o s  i n t e i

r o s  a re l a ç ão d e  c o n g r u ê n c i  a ::: , t a  1 c o m o  s e g u e 

[( x , y ) = ( u , y ) ] = ( x . v =y . u ) , 

q u e , p o r  a b s t r a c ç ã o  s e  c h e g a a o  c o n c e i t o  d e  n ume ro  r a c i o n a l Jem­

- s e  e n t ã o  (�=� ) = [ ( x ', y ) ::: ( u , v ) ] . N o t e mo s  a i n d a  q u e , n e s t e  c a s o ,

a o  c o n t rá r i o de  q u e  s u c e d e  a re s p e i t o d o  e x e m p l o an te ri or , e x i s t e 

u m  nepne6 e ntant e p r i v i l e g i a d o p a r a c a d a  ci l u l a d a  re p a r t i ç ã o : 

e s t e  re p re s e n t a n t e i a f ra c ç ã o  i r r e d u t ív e l . 

P o r  s u a  v e z , a re l a ç ã o  d e  i de n t i d a d e  e n t re o s  n u me ro s

n a t u r a i s n a o  é ma i s  q u e  u m a  t r a d u ç ã o , e m  n o v a  l i n g u a g e m , d a  re l �

ç ã o  d e  e q u i v a l ê n c i a e n t re o s  c o n j u n t o s  f i n i t o s . E a re l a ç ã o de 

i d e n t i d a de e n t re o s  e l e me n t o s d e  t a i s c o n j u n t o s ? E s s a  pode rá pr� 

( 1 ) Nes te cas o porem h ã  uma res tri ção a faze r :  não é l ic i to , como vi mos • 

fa l ar  da total i dade dos s i s temas i s omorfos a um s i s tema dado . 
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v i r , p o r s u a v e z ,  de u m a  o u t r a re l a ç ã o  de c o n g r u ê n c i a .  M a s  é 

c l a r o q u e t a l  p r o c e s s o  d e  r e v i s ão h i s t ó r i c a  d a  g e n e se d o s  d i v e r 

s o s c o n ce i t o s  de i d e n t i d a d e d e v e rã  c h e g a r  a um  t e rmo . Em g e ra l . 

o m a t e mát i c o d e tém- s e  n o s  o b j e c t o s . d o m u n d o  em p í r i c o , e e n c a r ­

re g a  o f i l ó s o fo de  p ro s s e g u i r a re v i s ã o ; o f i l ó s o fo d e d i c a -se 

ao  e s t u d o d o  p ro b l e m a  e c � e g a  a u m a  c o n c l u s ã o i n q u i e t a n t e , 

q u e  q u a s e n ã o s e  d e i x a  e x p r i m i r  p o r  p a l a v r a s : a " i d entidad e 

abJ.J o tuta " t a l  c o mo a " e.t em entaILi dade abJ.J o.tuta " o u  o " e 6 ec.tiva­

mente  c. o n c.lLeto " s ã o e x p re s s õe s a q u e  não  c o r re s p o n d e  n e n h u m a  

re a l i d a de ; o h o me m d e v e  c o n t e n t a r- s e  c o m  a a p l i c a ç ã o  s e mp re a ­

p r o x i m a d a  e n u n c a e x a c t a  d o s  s e u s c o n c e i t o s  a e s te m u n d o  i n s t á 

v e l e q u a s i c o n t r a d i t ó r i o e m  q u e s e  v ê  c o n s t r a n g i d o  a v i v e r .  

E n t ão , o ma t e mát i c o p a r t e  d o  p r i n c í p i o d e  q u e  a re l a ­

ç a o  .tõgic.a de  i d e n t i d a de é automatic.am ente de f i n i d a e m  t o d o  o

c o n j u n t o U ,  a p e n a s  t a l co n j u n t o  t e n h a  s i d o ,  e l e me s m o , d e f i n i ­

d o  ; e re g i s t a  o s  s e g u i n t e s fa c t o re s : 

1 )  ( x =y ) :: � [Ç; ( x ) + Ç; ( y ) ] ;

2 ) Q ( x = x ) ; ( x =y )c ( y = x )  ; ( x =y ) n ( y = z ) c ( x = z )  ,

i s t o é ,  a r e l a ç ã o  de i de n t i d a d e  s e rá  s e mp re uma  d a s  re l a ç õe s  de 

c o n g ru ê n c i a p o s s i v e i s  n o  c o n j u n t o  U ( e me s mo , p o r  a s s i m  d i z e r , 

a m a i s 6ina d e  t o d a s  e l a s ) . 

F i n a l me n te , o s  f a c t o s  1 ) ,  2 ) c o n s t i t u e m , p re c i s ame n t e ,  

uma  p a r t e  d a q u e l a s re g r a s  de L ó g i c a fo rma l q u e o m a tem ã t i c o , 

c o n s c i e n t e  o u  i n c o n s c i e n t e me n t e , a p l i c a em  t o d a s  a s  s u a s  de du ­

ç o e s . 
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33. - C O N J U N T O S  Q UA S I-O RO E NAO O S e C O N J U N T O S  P A R C I A LM E N -

T E  O R D E NA D O S .- S u p o n h am o s  a g o r a  d e f i n i d a  n um d a d o  c o n j u n t o  U .

u m a  r e l a ç ã o b i n á r i a 2 . r e f l e x i v a  e t r a n s i t i v a , m a s  n a o  n e c e s s a

r i am e n t e s i m é t r i c a ;  i s t o é .  u m a  r e l a ç ão < t a l q u e : 

0 1 ) Q ( x  2 x ) ( 1t e. 6 ,e e.xividad e. 1

D i remo s e n t ão q u e < é u m a  r e l a ç ão  d e  q ua�i - o ltd e.m o u

q u e  o s i s t em a  [U .2] e u m co njun�o q ua�i - oltde.nado . 

D e f i n i n d o  a g o ra  um a f am í l i a  F d e  s u b c o n j u n t o s d e U .  ta l 

c o m o  s e g u e  

t e r - s e - ã : 

o � ) n U { ( U E X ) n [( X E F ) n ( U E V ) + ( XcV ) ] }U X �  Y 

n u{ ( u E X ) n [ ( X E F ) n ( U E V ) + ( XcV ) ] }X E F u Y 
R e c i p r o c am e n t e , s e j a F um a f am í l i a d e  s u b c o n j u n t o s d e  

U q u e  v e r i f i q u e a s  d u a s  c o n d i ç õ e s  a n t e r i o r e s . e < u m a  r e l a ç ão 

b i n á r i a d e f i n i d a a p a r t i r d e  F . t a l c om o s e g u e

d - 1 ) ( u,,:v )  " Q ( U E X + v o X )  ; 

s e r á fã c i 1 v e r  e n tão  q u e . n ã o  s ó  a s  p r o p o s i ç õ e s 0 1 . 0 2 ,  m a s

t am b ém a p r o p o s i ç ã o  d s e  p o d em d em o n s tra r a p a r t i r d a s  p r o p o s! 
* * - 1 ç õe s o 1 . 0 2 ' d .
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T ra t a - s e , p o r t a n t o , de  d u a s  a x i o m ã t i c a s  e q u i v a l e n t e s  

a re s p e i t o d e  d ; a x i o m ã t i c a s  m a n i f e s t a me n t e m a i s  p o b re s  d o q u e  

a s  d o  § a n t e r i o r  ( 1 ) . 

J u n t em o s  a g o r a  a o s  a x i o m a s  0 1 , °2 e s t e  o u t ro a x i o m a

O ) ( x 2.y ) n ( y..::. x ) c ( x = y )  ( a  n t i s i m e  t r i a a te n u a  d a )
3 

* * 
o u , o q u e  s e r a e q u i v a l e n t e , j u n t emo s à s  c o n d i ç õe s  ° 1 ,0 2 es ta ou-

t r a c o n d i ç ã o : 

n03) X € F ( u  € X ::: v E X ) C ( u  = v ) ;

d i r emo s  e n t ã o  q u e 2. e u ma re l a ç ão de  o � d em pa�eial e q u e o s i s

t em a  [U ;2.J é u m  eo nj un�o p a�eialm ente  o � denad o . 

r c l a r o q u e , s u b s t i t u i n d o a re l a ç ão 2. p o r  uma  re l a ç ão

< d e f i n i d a t a l c o m o  s e g u e : ( x <y ) = ( x2.Y ) n ( x fy ) ,  a a x i o m ã t i c a  dos 

c o n j u n t o s  p a rc i a l me n t e o r de n a do s  s e  p o d e re s u m i r n o s  do i s  axi o­

m a s  s e g u i n t e s : 

0 1 ) ( x <y ) c ( x ;ly ) ( a n t i re f 1 e x i v i d a d e )

02 ) ( x <y )  n ( y < z ) c ( x < i) ( t r a n s i t i v i d a d e )

j ã c o n s i de r a d o s  n o  § 28 .  D i r e mo s  en t ão q u e  < é u ma re l a ç ão de 

o � d em p a� eial , � o b  a 6 o �m a  a nti� e 6 l e xiva .

O r a  é f ã c i l v e r q u e , dado um eo nj u nto q ua� i - o � denado  

[ u , �J a � elaç.ão  < � e t�ad u z  im e dia�am e nt e  n um a � ela ç. ã o  de o�dem

( 1 ) G . B i rkh off es tabe l ece uma equ i va l enci a entre as re l ações de quas i or­
dem e os anéi s de conj untos , por um l ado ; e entre as re l ações de con­
gruênc i a  e corpos de conj untos por outro l ado .  Ver G. B I RKHOFF ( I ) .  
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p a�e�at , e nt�e a� e êtuta� d e  uma ea nv en� e nt e  � e pa�t��ãa  d e  U . 

B a s t a r á t o m a r  p a r a r e l a ç ão de  c o n g r u ê n c i a ,  c o r re s p o n d e n t e a ta l 

re p a r t i ç ão , a re l a ç ã o  � ,  d e f i n i d a t a l  c o m o  s e g u e  

As s i m ,  p o r  e xe mp l o , s e  U fo r o c o n j u n t o  d o s i n te i ro s  

de G a u s s , i s t o e ,  do s n u me ro s  d a fo rma a + b  i ,  co m a e b ra c i o

n a i s i n t e i ro s , a re l a ç ão x l y , de f i n i d a e m  t a l c o n j u n t o , s e ra 

u ma re l a ç ã o  de q u a s i - o r de m ,  p o i s q ue s e  t em :  1 )  ( x =y )  c ( x l y ) ; 

2 ) ( x l Y ) n ( y l z ) c ( x l z ) m a s n ão s e ra uma  re l a ç ã o de o r de m p a r­

c i a l  v i s t o q u e s e  t e m ,  p o r  e xe mp l o , l + i l i - l , i - l l l + i ,  s e m  q u e  

l + i = i - l . N e s t e  c a s o a re l a ç ã o  de  c o n g r uê n c i a de f i n i d a s e g u n ­

d o  d l , s e ra a re l a ç ã o  " x  e um ea nj ug a da alg ê b �� ea d e y " ; então ,

s e  t o m a rmo s c o m o  ce l u l a s d a  re p a rt i ç ão ,  o s  c o n j u n t o s d o s n u me 

ro s q u e s a o e n t re s i  c o n j u g a do s  a l ge b r i c a me n te , a re l a ç ã o  " d� ­

v� d e " c o n ve rte r - s e - ã  n u ma re l a ç ão d e  o r de m p a r c i a l  e n t re e s t a s 

c é l u l a s  ( 1 ) .  

3 4 . - R E L AT I V I Z A Ç A O . - F U N Ç O E S  L O G I C A S  R E S P E I TA DAS  P O R  

E S T A O P E R A Ç A O . D a d o s  u m  c o n j u n t o  U e u m  s u b c o n j u n t o V d e  U , 

c h a m a re m o s  � elat� v � z a�ãa em V , àq u e l a  o p e r a ç ão q u e , a c a d a  r e ­
l a ç ã o a s o b re U fa z c o r re s p o n de r  u m a  re l a ç ão ã ( r e l a ç ão a r e l a
t i v i z a d a  e m V ) , c o n fo rme a s  d u a s  s e g u i n t e s re g ra s :

1 )  S e a é de  t i p o  1 ,  a s  s o l u ç õe s  d e  ã s e r ã o  t o d a s  

( 1 ) t por um proces so anál ogo que Frechet def i ne tipa de dim�ãa ,
F R E C H E T ( I ) .
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a q u e l a s s o l u ç õe s  de a , fo rma d a s  ex c l u s i v a me n t e p o r e l e me n t o s  

d e V ;  i s t o é ,  p.m  s im b o l o s

2 ) S e  a é de  t i p o i > l , a s  s o l u ç õ e s  de ã. s e r ão t o d a s  

a q u e l a s  s o l u ç õe s d e  a ,  fo rm a d a s  e x c l u s i v a me n t e  p o r  re l a ç õe s 

( de t i p o i n fe r i o r a i )  re l a t i v i z a d a s  e m V , i n c l u i n do o s e l e -

me n t o s  de s t e c o n j u n t o . 

P o s t o  i s t o ,  c h ama r emo s  � ub� i� t [ma d e  u m  d a do  c o n j u n t o  

o r g a n i z a d o [U ; p] a t o d o  o s i s t e ma [V ;P] c o n s t i t u i d o  po r um s ub­

c o n j u n t o V de  U e p o r  u m  c o n j u n t o P de re l a ç õe s p r i m i t i v a s  q u e

re s u l t a m  d a s  re l a çõe s P p o r re l a t i v i z a ç ã o  e m  V ;  d i r emo s  a i n d a

q u e o s i s t e m a  [U ; P] e u m a  e x t e n.ó ão d o  s i s t e ma  [V ;p] . 
D a do e n t ã o  u m  s u b s i s t e ma [V ;P] do  s i s t em a [ U ; p] s e j a

a um a  re l a ç ã o s o b re U q u e  s e  e x p r i ma n a s  re l a ç õe s p r i m i t i v a s

0. 1 ' 0. 2 ' .
. . . me d i a n t e u m a  f u n ç ão l ó g i c a  F ( a l , . . . .  an ) .  P e r g u n t a ­

- s e : E m  q u e  c a s o s é q u e a re l a ç ão d .  o b t i d a  p o r  re l a t i v i z a ç ão

de  a e m  V ,  s e  p o d e a i n d a  e x p r i m i r n a s re l a ç õ e s  p r i m i t i v a s 

0. 1 . 0. 2 " • • • me d i  a n t e  a f u n ç ã o 1 ó g i c a  corres pondente F (a l • � . .  , a n ) ?

N o t e m o s . e m  p r i me i ro  l u g a r , q u e  s e  de v e '  c o me ç a r  p o r  a v e r i g u a r

o q u e s u� ce de  q u a n do F s e re d u z  a u m  d o s  o p e r a d o r e s  l ó g i' C: o s

f u n d a me n t a i s . p o i s q u e . e m  q u a l q u e r  c a s o . F s e  o b t em por sobr� 

p o s i ç õe s . e m  n ume ro f i n i t o .  d e  t a i s  o p e r a d o re s . c o m o  v i mo s  n o  

§ 2 2 . O r a  o r e s u l t a d o  a q u e  s o b re e s t e  a s s u n t o f u i c o n d u z i d o é

o s e g u i  n t e : a.ó úni c a.ó cpeltaçõ,,-.ó , l õgi ca.ó 6 u n dam e ntai.ó , q u e  a Jt�

lati vi z a ç ã o  po d [  não Jte� p eitaJt ,  � ão a� dua� e� p �ci [� d e q uan ­

ti 6 ic a ç ã o  e , p O Jttanto , a e x plicitação . P o r  c o n s e g u i n t e ,  s e  n a  
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a rq u i t e ctu ra l ó g i c a  d e  F n a o  i n te r v i e rem t a i s  c o n s t a n t e s  l óg i cas 

p o d e m o s  d e s d e  l o g o a f i rm a r  q u e  a re l a ç ão & s e  e x p r i m e n a s  re l a

ç õe s  P p o r  me i o d a  re fe r i d a  f u n ç ão F ( a1 , · ·  . , a n ) . 

L i m i t a r - me - e i  a m o s t ra r  o q u e  s u c e d e a r e s p e i t o  d a s  

c o n s t a n t e s  n ,  � ( re c o rd a mo s  q u e  a s  c o ns t a n t e s  U , �  s e  p o d em  r e ­

d u z i r ã s  d u a s  p r i me i r a s ) :

P a ra f i x a r i d ei as c o n s i d e r a re i  a p e n a s  re l a ç õ e s  b i n ã ­

r i a s  de  t i p o  1 ; p a r a g ra u s  e t i p o s  d i ve rs o s  p r o c e de r - s e - ã  d e  

u m  mo d o  a n ã 1 o g o . S e j a m  p o i s  a e S d u a s  re l a ç õ e s b i n ã r i a s  q u a i �

q u e r  d e f i n i d a s  e m  U ,  e p o n h a m o s  

y 1 ( x , y  ) =a ( x  , y ) n S ( x ,y ) ; y 2 ( x ,y ) = � a ( x ,y ) 

Te r - s e - ã , e n tão , s u c e s s i v a me n te , 

Y 1 ( x ,y ) =Y 1 ( x ,y ) n ( X ,Y E V ) 
= [a ( x ,y ) n ( x  , y E V )  ] n [ S  ( x , y ) n ( x ,y EV ) ] 
= ã ( x ,y ) n S ( x ,y ) ,

c o m o  s e  p re t e n d i a d emo n s t r a r .  P o r o u t ro l a d o , 

y 2 ( x  ,y  ) =y 2 ( x ,y ) n ( x  ,y E V ) 
- ( X , Y E V )  n � [a ( x ,y )  n ( X , Y E V ) ]  
- � 1 a ( x  ,y )

re p re s e n t a n d o , n a t u r a l me n te , p o r  � 1 a n e g a ç a o  i n t e r p re t a d a  n o

c o n j u n t o f u n d a me n t a l  V . P o d e p o r t a n t o d i z e r - s e  q u e  a n e g a ç ão

e re s p e i t a d a  p o r  re l a t i v i z a ç ão . 

Uma c o n s e q u ê n c i a  i me d i a t a de s t e f a c t o e a s e g u i n t e : 
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Se P e Q fo rem  d o i s  c o n j u n t o s e q u i v a l e n t e s  d e  re l a ­

ç õ e s  p r i m i t i v a s  s o b re U .  i s t o é .  s e  f o r  [U ;P J = [U ;Q. ] não se terã 

n e c e s s a r i a me n t e  [V ;p] = [ V ;Q] q u a n d o a s  re l a ç õ e s  P e 9. s ã o o b t i -

d a s . re s p e c t i v a me n te . d a s  re l a ç õ e s  P e Q p o r  re l a t i v i z a ç ã o  em  

V ;  p o r  o u t r a s  p a l a v ra s ; a 4 �iat� v � z aç ão  nã o  é n � c �� � a4�am � nt �  

� n v a4�ant � p a4a q ual q u �� � ub� t�tu� ç ão do  c o n j u nto d �  4 �ia ç õ �� 

p4�m�t�v a� , p o �  um O ut40 q u �  i h �  � � j a  � q u�val�nt � . 

Um  e x e m p l o m u i t o s i m p l e s . e n t re n u me ro s i s s i mo s  o u t r o s  

q u e p o de m s e r  a p re s e n t a d o s  p a ra i l u s t r a r  e s t e  f a c t o é o segu i nte : 

S e j a U o c o n j u n t o d o s  n ume ro s n a t u r a i s e V o c o n j u n t o  

do s n ume r o s  p a re s . S e  a o r g a n i 2 a ç ã o e m  U fo r d e f i n i d a p e l a  re l� 

ç ão  " x  é � UC �� � 0 4 d �  y " .  o u . a b re v i  a d ame n t e . x = s u c  y . obter-s e-ã 

p o r re l a t i v i z a ç ã o  e m V .  u ma o r g a n i z a ç ão n u l a . p o i s  q u e s e  t e r á  

e n t ã o : 'V U ( x  = s u c y ) ; ma s t a l  n ão s u c e d e r á s e a m �� m a o r g a n i -x . y 
z a ç ão  f o r de f i n i d a p o r  me i o  d a  re l a ç ão x <y ; o s i s t ema  [V . <] 
s e  r.á a t é i s o m  o r f o a o s i s t em  a i n i c i a 1 . T a l  d i  s c o r d â n c i a e s t ã
em  l i g a ç ã o  c o m  o fa c t o de  n ã o  s e r  p o s s í v e l e x p r i m i r l o g i c a me n -

t e  o c o n ce i t o de  � u c . n o  c o n c e i t o de  < . s e m  re c o rre r ã q u a n t i -

f i c a ç ã o . ( l ) .  

3 5 . - E F E I T O D A  R E L AT I V I Z A Ç A O  S O B R E A S  P RO P O S I Ç O E S  C A -

T E G O R I C A S . - Um a  f u n ç ão l ó g i c a F ( O'. l • . . . •  O'. n ) d a s  re l a ç õe s  p r i  -

m i t i v a s  de u m  s i s t e m a  [U ; pJ p o de em  p a r t i c u l a r ( s e todas as s uas

v a r i á v e i s  fo r em  a p a re n t e s . p o r  q u a n t i f i c a ç ã o ) re d u z i r - s e  a uma  

( 1 ) Notemos que . Topo l og i a . a re l at i v i zação se refere a re l ação pr im i ti ­
va X"E X .  e não ã re l ação Y =X . 
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p ro P o s i ç ã o  c a t e g ó r i c a . M a s n e s t e  c a s o s e ra  p r e c i s o  d i s t i n g u i r 

o s  o p e r a d o re s e xt e� no � ( i s t o e ,  q u e ef e c t u am a p a s s a g em f i n a l

d a  p r o p o s i ç ã o  c o n d i c i o n a l  ã p r o p o s i ç ão c a t e g ó r i c a ) d o s re s t a�

t e s q u a n t i f i c a d o r e s , q u e c h am a remo s � nte� no � . O r a ê fá c i l v e r

q u e , S e o q u a n t i  f i  c a d o r nx o u  me s mo o s e u  d e r i  v a d o  n , x , y , . . . 

n ão s ão  n e c e s s a r i ame n te re s pe i t a d o s  p o r  q u a n t i f i c a ç ã o ,  q ua ndo  

� nt e� no� , s e - 1 0 - ão , t o d a v i a ,  q ua n do e x te� no � ; ma s q u e ta l n a o  

s u c e d e  a re s p e i t o d a  o u t r a  e s p e c i e d e  q u a n t i f i c a ç ão . 

O re s u l t a d o  a n te r i o r  f o r n e c e - n o s  u m  me to d o  g e r a l p a r a 

a b o r d a r  o s e g u i n t e p r o b l e m a : V et e�m� na� um ml n�mo d e  c o nd� ç õ e� 

a q u e  de v a  � at�� 6 a z e� um � u b � �� tem a [V ] d e  um � �� t ema [U ] , c o n

c� et� z a ç ão d e uma da da ax�o mát� ca ,  p a�a q u e [V] � eja  a� nda um a

c o nc � et� z ação  d e� � a m e� m a  a x� o m ât� c a . 

P o r  e x emp l o :  em q u e  c o n d i ç õ e s  é q u e  um s u b s i s t em a d e 

u m  g r u p o  e a i n d a  u m  g r u p o ; o u u m  s u b s i s te ma  de  u m  c o r p o ê ai nda

um c o r p o ; o u um s u b s i s t em a de u m a  ã 1 g e b r a  de B o o l e ê a i n d a  u m a

ã 1 g e b r a de  B o o l e ;  o u  u m  s u b s i s t ema  d e  u m  e s p a ç o  me t r i z á v e l  e 

a i n d a um  e s p a ç o m e t r i z ã v e 1 ,  e t c .  e t c . ?  A r e s p o s t a a t a i s p reg u �
t a s  d e p e n d e  m a n i f e s t am e n te d a  a rq u i t e c t u r a  l óg i c a  d o s a x i om a s  

s o b re o s  q u a i s  s e b a s e i a c a d a  u m a  d e s s a s  t e o r i a s  ( 1 ) .  

( 1 ) t prec i so notar . porem , que a res pos ta vari a  com o conj unto das rel a ­
ções primi ti vas , nas di versas  axi omáti cas pos s ivei s da teori a .  As s i m  
por exemp l o , as cond i ções para q ue um s ubs i s tema de uma á l gebra de 
Boo l e  s ej a ai nda uma ál gebra de B oo l e ,  não s ão as mesmas quando s e  to­
mam para pri mi ti vos os conce i tos de n e u . ou quando se toma como uni 
ca re l ação pri mi ti va a re l ação de ordem parci a l  correspondente . 
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N ão e n t r a re i  e m  p o rme n o r e s  s o b re e s t e  a s s u n t o . Obse rva 

re i ,  s i m p l e s me n t e , q u e  o c r i t é r i o a n t e r i o r  p o d e r á s e r  s u bs t i tu i -

d o  p o r o u t r o s  de  m a i s  f á c i l a p l i c a ç ã o , a r e s p e i t o  d e  certas ope­

r a ç ó e s  1 6 g i c a s  d e r i v a d a s .  E n t re t a i s o p e r a ç õe s  d e r i v a d a s , u m a  

d a s  q u e s e a p re s e n t a m  c om  ma i s  f re q u ê n c i a é a q u e l a q u e  n o  § l l

de n o m i n am o s  � o b �e p o � i � ão d e  o p e�a d o � e� ; o r a e fá c i l v e r q u e tal 

o p e r a ç a o  s e r á re s p e i t a d a  p o r  re l a t i v i z a çã o , de s d e q u e  s e j a  ve -

r i f i c a d a a c o n d i ç ã o : 

a )  Q u a l q u e r  q u e s e j a  o o p e r a d o r  n - á r i o p r i m i t i v o , � ,  e o

a g r u p a me n t o ( x l , . . .  , x n ) de  n e l ementos de V ,  tem-se  � { x l ' . . .  ' Xn,} E V .

E m  p a rt i c u l a r , s e r ã o  r e s p e i t a d o s  a q u e l e s a x i o m a s q u e  

s e  a p re s e n t a m  s o b a fo rma  d e  i d e n t i d a d e s e n t re e x p r e s s õ e s  o b t i  

d a s  p o r s o b re p o s i ç õ e s d e  o p e ra d o re s p r i m i t i v o s , como . po r exemp l o 

a p ro p r i e d a d e a s s o c i a t i v a d e  c e r t a s o p e ra ç o e s b i n á r i a s :  

� [( x , y )  , zJ = <!> [x , <!> { y , z ) ] 

3 6 . - I S O M O R F I S MO S  E N T R E S U B C O N J U N T O S  D E  U M  S I S T E MA . -

E n t re d o i s  s u b c o n j u n t o s V l , V 2 d e  u m  me s mo s i s t e m a [U ;p ]  d u a s

e s p e c i e s d e  i s o m o r f i s mo s  p o dem  s e r de f i n i d o s : 

1 ) I � o m o � 6 i� m o �  6 �a e o �  o u , s i mp l e s m e n t e , i� o mo � 6 i� m o � , 

q u e  s e  re d u z i r ã o  a o s  i s o m o r f i s mo s  e n t r e  o s  s u b s i s t e m a s  [V 1 ;1>] e

[v2 ; pJ  a re s p e i  t o  d a  t r a n s f o rma ç ã o (J q u e  f a z c o r r e s p o n de r a ca da

re l a ç ã o  p r i m i t i v a  a d o  p r i m e i r o  a re l a ç ã o  ã d o  s e g u n d o q u e  pro­

vem da me s m a re l a ç ã o  a s o b re U .
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2 )  l � o m o � 6 i� m o � 6 o �� e� q u e  s e rão  a q u e l a s  t ra n s f o rm a ç õe s 

b i u n f v o c a s  d e  V l e m V 2 q u e  �e s p e i t am Q ual Q u e� � ela ç�o , p�imi�f

v a  o u  d e�i v a da do � i� � ema [U ; p] ; i s t o é ,  a q u e l e s i s o mo r f i s m o s

d o  s i s t .e ma LV ;PJ n o  s i s t em a  IV 2 ;P] q u e  s u b s i s t e m p a ra  t o d a s  a s
- -

m u d a n ç a s  d e  P e de P re s u l t a n t e s  d e  u m a  s u b s t i t u i ç ã o d o  c o n j u� 

to de re l a ç õe s p r i m i t i v a s  p p o r  um o u t ro q u e l h e s e j a  e q u i v a -

l e n t e . 

V e r em o s  a d i a n t e  q u e t o d o  o i s o m o r f i s mo fo r t e  e p r o l o�

g ã ve l n u m a u t omo r f i s mo .  

N o t e m o s , e n t re t a n t o , q u e  o s  do i s  c o n c e i t o s  a g o r a i ntr� 

d u z i d o s  s ão a i n d a g e n e r a l i z á v e i s  a o  c a s o em q u e  Y l e V 2 s e j a m

s u b c o n j u n t o s  n ã o  d e  u m  me s mo , m a s  d e  d o i s  s i s t e m a s  d i s t i n t o s 

[U l ; p] [U 2 ;Q] d e v e n do e n t ã o  o s  i s o mo r f i s mo s  re fe r i r - s e  a u m a

d a d a  t r a n s fo rm a ç ã o b i u n í vo c a  a de P em Q . 

E xe m p l o  de i s o mo r f i s m o fo r t e n o  e s p a ç o  e u c l i de a n o : uma 

t r a n s f o rm a ç ã o b i u n í v o c a e d e u m a c i r c u  n f e rê n c i a C l ' n u m  a c i r­

c u n fe rê n c i a C 2 ' t a l  q u e :

E x e m p l o de  i s om o r f i s m o  f r a c o n o  c o n j u n t o do s n u mE ro s 

n a t u ra i s : a t r a n s fo rm a ç ão b i u n í v o c a  do  c o n j u n t o d o s  n ii me r o s  

i m p a re s , n o  c o n j u n t o d o s  n úm e ro s p a re s , re p re s e n t a d a p e l o  o p� 

r a d o r � uc. ,  t oma n d o p a r a  p r i m i t i v a a re l a ç ão < .
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3 7 . - S O L U Ç O E S  M�X I MAS E MrN I MAS D E  UMA AX I OMAT I CA . -

Em  c a m p o s  p a rt i c u l a r e s  d a  M a t e m á t i c a mo d e r n a  ( t e o r i a s  d o s  g r u ­

p o s , d o s  a n i i s , e t c . ) c o s t u ma d emo n s t r a r - s e u m  t e o r em a q u a se 

e v i de n t e , q u e , n o  c a s o g e r a l ,  s e  p o d e  e n u n c i a r  t a l c omo  s e g u e :

V a do .6  d o Ã...6 .6 Ã..;s ;(: em a.J.J CU ; p] e [V ; 21 ;(:aÃ..J.J q u e o pJtÃ..m eÁ../w 

.6 ej a  Ã..J.J o m o Jt 6 o  a um J.J u b eo n j u n;(:o do J.J eg un d o , a Jt eJ.J p eÃ..;(:o d e um a 

;(:Jta M 6 o Jtm a ç. ã o  a d e  P em 2.. J.J eJtã J.J empJte pO J.J J.J lv ei e o nJ.J ;(:JtuÃ..Jt um a

e x ;(: e nJ.J ã o  do  pJtÃ..m eÃ..Jto q ue J.J e j a  Ã..J.J o m o Jt 6a do J.J eg undo , a Jt eJ.J p ei;(:o 

d e  a ( 1 ) .  A d emo n s t ra ç ão d e s t e  t e o rem a  p o de s e r  fe i t a  s e g u n d o

um  me t o d o  a n á l o g o  a o  q u e e s e g u i d o  n o s  c a m p o s p a r t i c u l a r e s  ( 2 ) .

P o s t o  i s t o ,  s e  [U ; pj e [V ; Qj  fo rem  c o n c re t i z aç õ e s  de

u ma me s m a a x i omá t i c a , d i re mo s q u e  o s i s t e m a  a b s t r a c t o  S l d e f i -

n i d o p e l a  p r i me i  ra , e s t á  eo n;(:Ã.. do n o  s i s t e m a  a b s  t r a c  t o $2 de f i  -

n i d o p e l a  s e g u n d a , e e s c r e ve rem o s S 1 2 S2 ' q u a n d o CU ; pJ for i so

m o r f o a um s u b c o n j u n t o d e [V ; 2.J 

Uma s o l u ç ão de  u m a  a x i o m á t i c a d i r - s e - ã  m ã xÃ..ma , q u a n d o  

c o n t i ve r q u a 1 q u e r o u t r a s o l  u ç ã o d a r e f e r i d a a x i o m ã  t i c a ;  d i  r- 5 e -ã 
m l nÃ..ma , q u a n d o e s t i v e r  c o n t i d a  em  q u a l q u e r  o u t r a  s o l u ç ão 'da mes 

m a  a x i omá t i c a .  

Um  n o v o p r o b l e m a  s e  a p �e s e n t a  efl t ão : Da d o s  do i s s i s t e 

m a s  a b s t r a c t o s  S l e 5 2 t a i s  q u e S 1 2 5 2  e $ 22 s ,  t e r - s e - ã , nece�

s a r i ame n t e , s , =  5 2 ?  M a i s a i n d a : P o d e um a  a x i o m á t i c a  a dm i t i r ma i s

( 1 ) A restri ção que obri ga os conj untos U e V a serem di sj untos não i 
neces s ári a . 

( 2 )  Vej a-se VAN DER WAERDEN ( I ) . p . 42 . 
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de u m a  s o l u ç ã o  m ã x i m a  o u  m a i s  de  u m a  s o l u ç ão m í n i m a ?  A r e s p o� 

t a  ã p r i me i ra  q u e s t ão e ,  n o  e a� o g e�al , n e g a t i v a , c o m o  re s u l t a

d e  v ã r i o s  e x e m p l o s  t o p o l óg i c o s  ( 1 ) .  

Q u a n t o  ã s e g u n d a q u e s t ão , n o t a re i  a p e n a s  que , nos casos

c o m u n s  a c a t e g o r i c i d a d e  é g e r a l me n t e  a t i n g i d a me d i a n t e  um a x i �

m a  q u e  c o n s i s t e n o  a f i rma r q u e o s i s t e m a  a b s t r a c to a de f i n i r é 

o m ã x i m o o u  é o m í n i mo  d o s  q u e  v e r i f i c a m  a s  res tantes condi ções :

t a i s s ã o ,  p o r  e x e m p l o , o a x i o m a  d a  i n d u ç ão c o m p l e t a  p a r a o s  n u

me r o s  n a t u ra i s , e o a x i o m a  d a  s a t u r a ç ão , i n t ro d u z i d o p o r  H i l -

b e r t  n a s  a x i o m ã t i c a s  d o s  n um e r o s  re a i s  e d a  Ge ome t r i a ( 2 ) . 

C o n vém  n o t a r , f i n a l me n t e , q u e  u m a  a x i o m á t i c a  n ã o a dm i

t e  n e c e s s a r i a me n t e u m a  s o l u ç ã o  m ã x i m a  o u  u m a  s o l u ç ã o m í n i m a . 

3 8 . �  HOMOMORFI SMOS E E N DO MO R F I S MO S . - t a g o r a a l t u r a d e'

i n t r o d u z i r  o c o n c e i t o d e  h o mo mo r f i s mo , d e  q u e o c o n c e i t o  � i s o 

mo r f i s m o e a p e n a s  u m  c a s o  p a r t i c u l a r .  

D a d o s  d o i s  s i s t e m a s [U ;p]  e [V ;Q.] , s e j a m  e u m a  t r a n s

f o rm a ç ão unlv o ea d e  U e m  V ,  e a u ma t r a n s fo rma ç ã o  b i u nlv o ea de 

p em �. P a r a m a i o r  c l a re z a d e  e x p o s i ç ã o ,  c om e c e m o s p o r  s u p o r

q u e  a s re l a ç õ e s  p r i m i t i v a s  p e II s ã o t o d a s  d e  t i p o 1 ;  d i r emo s

e n t ã o  q u e  e é u m  h o m o  m o � n i� m o d e  [U i pJ e m [V ; Q.} a r e s p e i t o d e

a ,  q u a n d o , q u a l q u e r  q u e s e j a a r e l a ç ão  n - ã r i a a p e r t e n c e n t e a 

P ,  s e  t i v e r 

( 1 )  t a tendendo prec i s amente a um facto des te género que Frechet i ntro ­
duz o s e u  conce i to de t i  p o  d e  d i mensão . FRECHET ( I ) . 

( 2 ) H I LBERT ( I I I )  p . 1 8 3 .  
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T ra t a n d o - s e  a g o ra de  p a s s a r  ao c a s o  g e r a l , c o n v i rá i n

t ro d u z i r p re v i a me n t e  a l g u m a s  c o n ve n ç õe s  a u x i l i a r e s . 

S e  c h a ma rmo s i m a g e m , p o r i n t e rmé d i o d e  e ,  d e  u m  q u a l ­

q u e r  a g r u p a me n t o ( a l , o o . , a n ) ,  a o  a g r u p a me n t o [e ( a l ) , o o . , e ( an � 
a t r a n s fo rma ç ão e p o d e r á  s e r  p r o l o n g a d a  a u m  c o n j u n t o q u a l q u e r 

d e  r e l a ç õe s  s o b r e U , c o n fo rme a s  d u a s s e g u i n t e s  re g r a s : 

1 ) S e  a f o r  u m a  re l a ç a o d e  t i p o 1 , s o b re U , e ( a )  s e r á a ­

q u e l a re l a ç ão  s o b re V , c u j a s  s o l u ç õ e s  s ã o a s  i m a g e n s , p o r i n t e r 

me d i o d e  e d a s  s o l u ç õ e s  d e  a .  

2 )  S e  a fo r u m a  re l a ç ã o  d e  t i p o  � q u a l q u e r  s o b re U , 8 ( a )

s e rá a q u e l a  re l a ç ão ( d o  me s mo t i p o ) s o b re V ,  c u j a s  s o l u ç õe s  são 

a s i m a g e n s p o r i n t e r m é d i o d e e , d a s  s o l  u ç õ e s d e a ,  a s q u a i s ; po r 

s u a  v e z , s ã o , c o mo s a b e m o s , c o n s t i t u i d a s  p o r re l ações de  t i po i n  

fe r i o r  a A.. . 

P o r  o u t ro l a d o ,  e s c re v e re mo s , n a t u r a l me n t e , a c S , p a r a 

i n d i c a r  q u e  t o d a  a s o l u ç ão d e  a é a i n d a  u m a  s o l u ç ão de  S .

P o s t o  i s t o , d i re mo s q u e a t ra n s f o rm a ç ão 8 e um  h o m o  -

m o Jt 6 �.6 m o  d e  [U ; pJ em [V ; Q.] a re s p e i t o  de a q u a n d o , q u a l q u e r

q u e  s e j a  a re l a ç ão a d e  P s e  t i v e r 

8 ( a )  c a t a ) • 

E xe m p l o : S e j a U o c o n j u n t o  d o s  p o n t o s  d o  e s p a ç o  o rdl 

n i r i o , o r g a n i z a d o po r  me i o  da re l a ç ão R t ( x ,y , z ) e V o c o n j u n  

t o  d a s  re c t a s  d e s s e  e s p a ç o , p a r a l e l a s  a u m a  d i re c ç ão d a da , o r  
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g a n i z a d o p o r m e i o  d a  re l a ç ão P l  ( u , v , w ) ,  E n t ão , s e  d e s i g n a rm o s

p o r  8 a t r a n s f o rm a ç ã o u n i v o c a  q u e , a c a d a  p o n t o x f a z c o r re s ­

p o n de r  a r e c t a 8 ( x )  d e  V q u e p o r  e l e  p a s s a , e s e r ã u m  h omomo r ­

f i s m o d e  [U , R tJ e m  [V , P 1 J a re s p e i t o d a  t r a n s fo rma ç ã o ° q u e

m u d a  R t  e m  P l ,  p o i s q u e s e  t e m  

R t ( x ,y , z ) c P l [8 ( x ) , 8 ( y ') , 8 ( Z ) ]

Um  p r i me i ro r e s u l t a d o , re l a t i v o a o  c o n c e i t o d e  h o m o ­

m o rf i s m o s e rã o s e g u i n t e : 

T e o rema : S e.  8 1 e: f:Lm ho m o m olL 6·ü mo  de. [U] e.m [V] a 1L e..6 -

p e...i.:to de.  01 e. 8 2 e: um h omom O IL 6 ..i..6 mo de.  [vj e m  [W ] a 1L e..6 p e...i.:to d e.

°2 , o PlLo du:to 8 1 , 8 2 .6 e.ILã. um h o m o m o IL6..i..6 m o  d e. [ui em  [wl a 1L e..6 -

p e...i.:to do plLo du:to ° 1 , ° 2 ,

P a r a  a d e mo n s t r a ç ão d e s t e t e o re ma , d o  q u a l  s e  e n c o n ­

t r a m  c o n s e q u ê n c i a s  e m  t o d o s  o s  c a m p o s d a  M a t e m ã t i c a , b a s t a rá 

a t e n de r  ã p ro p r i e d a d e  t r a n s i t i v a d a  i m p l i c a ç ão c o n d i c i o n a l ,

Q u a n d o  s e  f a l a r d e  h o mo m o r f i s m o  e n t re d u a s  c o n c r e t i  

z a ç õ e s  d e  u m a  me s m a a x i o m á t i c a , d e v e rá e n t e n d e r - s e ,  n a t u ra l -

me n t e , u m  h o momo r f i s mo e n t re e s s e s d o i s  s i s t e m a s , a 1Le..6 p e...i.:to 

da :tlLan.6 6 olLmaçao q u e.  1L e..6 ul:ta au:to ma:t..i.eam e. n:te. de. 6..i.n..i. da ,  de.po..i..6 

da ..i.n:te.lLplLe:tação do.6 .6 ..i.na..i..6 plL..i.m..i.:t..i.v o.6  e.m eada um dele..6 , F i c a

r a  a s s i m  e s t a b e l e c i d o o s i g n i f i c a do d e  e x p re s s o e s t a i s  c o mo ; 

h o m o m o r f i s m o  d o  g r u p o Gl n o g r u p o G2 ; h o mo m o r f i s mo  d o c o r p o

Kl n o c o r p o K2 ' e t c ,  , 

D a do s  d o i s  s i s t e m a s [UJ e [V] q u e  s e j am c o n c re t i z a ­

ç o e  s d e  u m a  m e s  m a  a x  i o m á t  i c a , d i r e mo s q u e [U ] é h o momo r fo a [V] ,
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s e e x i s t e , p e l o  me n o s , u m a  t r a n s fo rm a ç ã o  8 q u e s e j a u m  h o momo r 

f i s m o d o  p r i me i ro n o  s e g u n d o . Re s u l t a  i me d i a t ame n t e  d o  t e o rema 

a n t e r i o r  q u e  a re l a ç ão d e  h o m o m o � ó�a a s s i m  d e f i n i d a  g o z a  d a s  

p ro p r i e d a d e s  re f l e x i v a  e t r a n s i t i v a :  e p o r t a n t o u ma re l a ç ão d e  

q u a s i - o r d em ; n ã o  c h e g a  a s e r  p o re m  u m a  re l a ç ão d e  o r dem  p a r c i a l ,

e n ã o  s e  p o d e s e q u e r  a f i rm a r  q u e , d a , c o n j u n ç ã o  l ó g i c a C U] ê ho ­

mo mo � óo a [V] e [V] e h o m o m o � ó o  a CU] " re s u l t e "  [ U] ê �.ó o m o � ó o

a [V] . 

N o t e m o s f i n a l me n t e q u e , d o  me s mo mo d o  q u e o c o n c e i t o 

d e i s o mo r f i s mo s e g e n e r a l i z a n o  c o n c e i t o  d e  h o m omo r f i s m o , ° de 

a u t o mo r f i s mo s e ge n e ra l i z a no  d e  en d o m o � 6�.ó m o . 

C h am a remo s p o r t a n t o  e n d o m o �6 �.ó m O.ó d e  u m  s i s t e m a  [U ;P ]  a 

�e.ó p eLto do c. o nj un:to P , a o .ó  h o m o m o � 6 �.ó m o .ó  d e.ó :t e  .ó �.ó :t ema em .ó �  

m e.ó m o , a re s p e i t o d a  t r a n s fo rma ç ão i d ê n t i c a  d o  c o n j u n t o  P em s i

me s mo . 

C o n s e q u ê n c i a i me d i a t a  d o  t e o rema  a n te r i o r é q u e : o p��

du:t o de  do i s  e n d o mo r f i s mo s  d e  [U] s e r á s e m p re u m  e n d o mo r f i s mo 

de [U] ( 1 ) . 
Q u a n t o a o s  a u t o mo r f i s mo s , t e r - s e - ã  u m a  p ro p o s i ç ão a n a  

( 1 ) E cl a ro que , ao efectuar s ucess i vamente do i s  endomorfi smos 8 1 e 82 de
um s i s tema rU] , o segundo deverá ser ap l i cado ã i magem 8 1 ( U ) de U por
i nterméd i o  de 81 ; se e l ( U ) não co i nc i de com U ,  aptic.� 82 cons i s t i rá ,
natura 1 mente , em aptic.� o operador 8t i ndu z i  do por 82 em 8, ( U ) . Com
tal convenção , fi ca rá es c l arec i do o s i gn i fi cado da expres s ão "�odu:to 

de 8 1 po� 82 " .
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1 0 g a  ã p re c e d e n t e .  e a i n d a  a s e g u i n t e : a t�an6 n o �m a ç ão i n v e�6 a

d e  um auto m o � 6i6 m o e ain da um auto m o � 6i6 m o . 

3 9 . - F U N Ç O E S  L O G I C A S  R E S P E I T A DAS  P E L O S  H O MO MO R F I S MO S . -

Um p ro b l ema  a n ã 1 0 g o  a o  q u e n o  § 3 5 s e  p ô s  a re s p e i t o  d a s re 1 a t i -

v i z a ç õ e s . a p re s e n t a - s e  a g o ra p a ra o s  h o momo rf i s m o s . 

S e j a 8 um  h om om o rf i s m o d e  [U ; P] em [V ; Q]  a re s p e i t o

de cr e s e j a  a u m a  re l a ç ão s o b re U q u e  s e e x p r i m a n a s  re l a ç õe s 

p me d i a n t e  a f u n ç ão l ó g i c a  F ( a 1 . . . . . an ) .

Re p re s e n t a remo s  e n t ã o  p o r a ( a )  a r e l a ç ão s o b re V q u e

s e  e x p r i me nas re l ações Q medi ante a função l ógi ca F [cr ( a1 ) . . . . .  cr (an )] .

As s i m  o o p e ra d o r  cr r e s u l t a p ro l o n g a d o  n um c o n j u n t o  a r

b i t r ã r i o de re l a ç õe s  d o  p r i me i ro s i s t ema . 

P e rg u n t a - s e a g o ra : q ual d e v e 6 e� a a�q uite etu�a lóg i ­

e a  d a  n un ção F pa�a q u e 6 e t e nha 8 ( a ) c cr ( a ) ; ú to é ,  pa�a q u e  

n unção  F? 

Ta l c omo a n t e r i o rme n t e . d e v e  c ome ç a r - s e  p o r i n v e s t i gar  

o q u e  s u c e d e  a re s p e i t o  dos  o p e r a d o re s  l ó g i c o s  f u n d a me n t a i s . fu
t a l  i n ve s t i g a ç ão f u i c o n d u z i d o  a o s  s e g u i n t e s  r e s u l t a d o s : 

N o ea6 0 d e a im ag em h o m o m ó�n iea de  U e o i n eidi� eom  V .
a6 úni e a6 o p e�aç õ e6 lóg i ea6 6 undam e ntai6 nao n e e e6 6 a�iam e nte  

�e6 p eita da6 6 ão :  a im pli eação  + e a n eg açao � ( 1 ) .  

( 1 ) Podemos . contudo . afi rmar que . para aque l es homomorfi smos a respe i to 
de cr ta i s  que 8 ( a ) =cr (a )  , qua l quer que sej a  a re l ação pri mi t i va a ,  a 
i mp l i cação i ncondi c i ona l c é respe i tada . 
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No �a� o de a imag em h o m o m õ � 6 i ca d e U � e� ap e na� uma 

pa�t e d e  V ,  al ém da impli �ação  e da n eg aç ã o  po de não � e� �e .6 p � 

ta d a  a q ua n ti 6i �a ção . 

Ab s t e r - me - e i  d e  d e m o n s t r a r  a q u i  a v e r a c i d a d e d a s  d u a s  

p r o p o s i ç õe s  a n te r i o re s ,  d e mo n s t r a ç ão q u e n ão o f e re c e p a r t i c u l a -

re s  d i f i c u l d a d e s . 

C o n vém t o d a v i a s a l i e n t a r  o s e g u i n t e f a c t o  i m p o r t a n t e , 

a n á l o g o  a u m  o u t ro q u e  j á  fo i a p o n t a d o a re s p e i t o  d a s  r e l a t i v i  

z a ç o e s :  

A o  � o nt�ã�i o  d o  q u e � u � e d e � o m  o �  i� o m o � 6 i� mo � , o � h� 

m o m o � 6 i� m o �  nã o  � ub � i� t em , n e� e� � a�iam e nt e . p a�a q ualq u e� � ub� 

tit ui ç ão do  �o n j u nto da� �elaçõ e� ��imiti v a� , p o �  um o ut�o Q u e  

l h e � e j a  e q ui v al e nt e . 

Um  e x e m p l o b e m  s u g e s t i v o é o s e g u i n t e : C o n s i d e r emo s o 

c o n j u n t o  U d o s  n ume ro s n a t u ra i s ,  o r g a n i z a d o p o r me i o  d a  re l a ­

ç a 0. <  . t c 1 a r o q u e  a t r a n s f o r m a ç ã o e d e U em s i m e s mo  t a l q u e

e ( x ) = 2 x  s e r ã u m  e n d o mo r f i s mo d o  s i s t e m a [U , <] a r e s p e i t o d a  re

l a ç ão < ;  ma s  n ão s e rã j ã  um  e n d o m o r f i s mo d o  me s mo s i s t e m a , a 

re s p e i t o  d a  re l a c ão  � u � ,  e m b o ra  s e t e n h a  [U , <] = [U , s u c ] . E s t a  

d i s c o r d â n c i a l i g a - s e  a o  f a c t o  d e  n ã o  s e r  p o s s i v e l e x p r i m i r  l o ­

g i c a me n t e  o c o n c e i t o d e  � u � a p a r t i r d o  c o n c e i t o  d e  < ,  s e m fa -

z e r  i n t e r v i r i mp l i c a ç õe s  o u  n e g a ç õ e s : 

s. u c x = 1 { (y > x )  n [( z > x ) -+ ( z  > y ) ] }y z - ( 1 ) • 

( 1 ) E ste endomorfi smo reduz-se  v i s i vel men te a um i s omorfi s mo fraco entre 
U e o conj un to dos numeros pares , i somorfi smo que j á  nos s e rvi u de 
e xemp l o ( §35 ) . 
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Um  o u t r o  e x e mp l o :  C o n s i d e re mo s  o c o nj u n t o U d o s  pon tos 

d o  e s p a ç o o r d i n á r i o , o r g a n i z a d o por me i o  da re l ação Rt ( x ,y , z , ) ; e V 

o c o n j u n t o do s p o n t o s d e  u m  p l a n o , o r g a n i z a d o p o r  m e i o  d a  mesma

re l a ç ã o . S e  e f o r  a p r o j e c ç ã o o r t o g o n a l d o s  p o n t o s  d o  e s p a ço 

s o b re o p l a n o , e c l a ro q u e  s e r á um ho m o m o � 6�� m o  d e [ U , R t] em  

[V , R t] a r e s p e i t o d a  t r a n s fo rma ç ão R t� R t .  O r a a m e s ma  o r g a n i z�

ç ã o  p o d e r á s e r  d e f i n i d a ,  t o ma n d o  p a r a c o n c e i t o  o r i m i t i v o o d e  

� e  c..:ta ( i  s t o e , a r e l a ç ão " e  uma � e c..:ta " J ,  e c o n t u do a re fe rl

d a  t r a n s fo rm a ç ã o  p r i m i t i v a j á  n ão s e r a u m  h o mo mo r f i s m o  a re spel 

t o  d a  n o v a  re l a ç ão p r i m i t i v a , u m a  v e z  q u e  t r a n s f o rm a  e m  p o n t o s , 

e n a o  e m  re c t a s , a s r e c t a s p e r p e n d i c u l a re s  a o  p l a n o . T a l d i s ­

c o r d â n c i a e s t á e m  l i g a ç ã o  c o m  o f a c t o  d e  n ã o  s e r p o s s i v e 1 e x ­

p r i m i r o c o n c e i t o  de  � e c..:ta , a p a r t i r d o  c o n c e i t o  d e  e� :ta� em 

l� n h a  � e c..:ta , s e m re c o r re r a i m p l i c a ç õ e s  o u  a n e g a ç o e s ; com efe i  

t o , t e m - s e , re p re s e n t a n d o  p o r  R a fa m í l i a  d a s re c t a s : 

( X E R ) =  �v [ ( W E X )
.
� R t ( u , V , w ) ] . ( 1 ) 

F i n a l me n t e , o s r e s u l t a d o s  a n t e r i o re s f o r n e c e m  u m  c r i ­

t e r i  o gera l para a reso l ução do s e g u i n t e g é n e r o  d e  p r o b 1  em a s : 

S e j am [U ] e [v 1 d o �� � �� :tem a� , do�  Q ua�� o p��m e��o

v e�� 6 �c..a uma d a da a x� o m ã:t� c.. a .  S upo nham o � , al em d�� � o ,  Q ue � J  
ê h o m o m o � 6 o  a [v1 . V e:t e�m�na� um mZ n�m o d e  c.. o n d� � õ e� a Q u e  d e­

v a  � a:t�� 6 az e� [V ] pa�a Q u e e� :t e  � �� �ema � ej a  a�n da um a c.. o n c..� e 

:t� z a� ã o  d a  m e� m a a x� o m ã:t� c..a .  

( 1 )  Convem notar  q ue , como j á  s ucede pa ra as re l at i v i zações , os  homomo r­
fi smos q ue em Topo l og i a s ão denomi nados :tM� 6o�a�õ� c..on:tZnuM , � e 

refe rem ã re l ação pri mi t i va XEX .  
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N o t e m o s q u e , a o c o n t rã r i o d o  q u e  s u c e de a p ro p ó s i t o  

d a s  r e l a t i v i z a ç õ e s , n ã o  h ã  a g o r a  n e n h u m a  d i s t i n ç ão a fa z e r entre 

o s  q u a n t i f i c a d o re s  i n t e r n o s  e o s q u a n t i f i c a d o r e s e x t e r n o s . S urge

p o r ém um fa c t o  n o v o  q u e  c o n v é m  t r a t a r  e m  s e p a ra d o n o  § s egu i nte . 

4 0 . - H O MO MO R F I S MO S  O P E RAT O R I O S .- C o m o  s a b e m o s  ( § l l )

t o d o  o o p e ra d o r  u n ív o c o  cp de  g r a u  n e d e  t i p o  1 ,  c o r re s p o n d e a

um a  de t e rm i n a d a  re l a ç ão a d o  me s mo t i p o , e d e  g r a u  n + l : 

[y = cp ( x l ' . . . , x  n ) ] :: a ( y  , x l ' . . . • x n ) .

S u p o n h a m o s  a g o r a  q u e a e u m a  d a s re l a ç õe s p r i m i t i v a s 

d e  u m  d a d o  s i s t e m a  [U ;r."] , e q u e  e é u m  h o mo m o r f i s mo d e s t e s i s ­

t e m a , e m  u m  o u t r o s i s t e m a  [ V ,'2."J , a r e s p e i t o d e  u m a  t r a n s f o rm a ­

ç a o  a t a l q u e a ( a ) = S ,  s e n d o S n a t u r a l me n t e , u m a  d a s  r e l a ç õ e s

� Te r - s e - ã  e n t ã o :

a ( y , x l , . . .  , x n ) c s [ e ( y ) , e ( x l ) , . . .  , e ( x n ) ] .

N a d a  n o s  h a b i l i t a ,  p o rém , a a f i rma r q u e  d e s t e  m o do , a 

cp c o r re s p o n de u m  o p e r a d o r � a i n d a  u n í v o c o ; a ú n i c a c o i s a q u e

p o dem o s  d i z e r � n o  c a s o  g e r a l  � é q u e cb c o r r e s p o n d e , p o r  i n t e rmé 

d i o  d e  a , ao o p e r a d o r S , não n e c e s s a r i a m e n t e  u n ív o co , t a l  q u e : 

t e n d o - s e , a l e m d i s s o , 

[y = cp ( x l ' . . .  , x  n )] c { e ( y )  E I)i [ e ( x 1 ) , . . .  , e ( x n ) J } , 
I s t o e :  O � homo m04 ni� mo� tai� eomo at4á� n 04am d � nin�
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d o � , �ao  4 e� p eitam � e e e� � a4iam e�t e  a u �i v o eida d e d o �  o p e 4a d o �  

u �Z v o e o � , o q u e e� tã e m  fig a � ã o  di4 e eta e o m  o 6 ae to d e � ã o  � e4 

p o � � Z v ef d e 6i �i 4  a u �i v o e i da d e , � em 4 e e o 44 e4 a uma � eg a � ã o  o u  

a u m a  impfi e a � ã o . 

T o d a v i a , o s h o mo mo r f i s m o s , t a i s c o mo  c o s t u m a m  s e r  d e -

f i n i d o s  e m  m u i t o s c a m p o s p a r t i c u l a re s  ( t e o r i a d o s  g r u p o s , d o s 

a n é i s , e t c . ) , s a t i s f a z e m j á  a c o n d i ç ão d e  re s p e i t a r  a u n i v o c i ­

d a de d o s o p e r a do re s u n í v o c o s  p r i m i t i v o s .  E s t e f a c t o , q u e n ão e 

p a r a  d e s p re z a r ,  l e v o u - m e  a c o n s i d e r a r  u m a  v a s t a  c a t e g o r i a d e  h o  

m omo r f i s mo s , q u e  d i r e i  o p e4atõ4i o �  e q u e  s ã o p re c i samente aque l es 

q u e  r e s p e i t a m a u n i v o c i d a d e  d o s  o p e r a d o re s  u n í v o c o s p r i m i t i v o s .  

V ê - s e  i me d i a t a me n t e q u e  t a i s h o mo m o r f i s mo s r e s p e i t a rão , n ã o s ó  

a u n i v o c i d a d e  d o s  o p e r a do r e s  p r i m i t i v o s , m a s  a i n d a :  

1 )  O s r e s p e c t i v o s  d o m í n i o s de  e x i s t ê n c i a ( 1 ) 

2 ) A s  s o b re p o s i ç õ e s d e  t a i s o p e r a d o re s .  

A l ém d i s s o , a s  c o n d i ç õe s de h o m o mo r f i s mo t o m a m  o segu i.!!. 

t e  a s p e c t o : 

r e l a t i v a me n t e a t o d o  o o p e r a do r  p r i m i t i v o � ,  d e  g r a u  n e d e

t i p o 1 , e s u p o n d o q u e � = a ( � ) . 
E xe m p l o :  S e  U f o r o c o n j u n t o d o s  n u me ro s c o m p l e x o s  e 

( 1 ) t prec i so  não pe rder de v i s ta que , s egundo a termi no l og i a a brev i ada 
aqu i  a doptada , se  di z q ue um ho.momorfi smo e , referi do a uma t rans for
mação a ,  4e6 pe);ta uma re l ação a ,  quando se  tem 8 (a ) c a (a ) .
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e a t r a n s f o rm a ç ão u n í v o c a ( m a s  n a o  b i u n í v o c a ) d e s t e c o n j u n t o e m  

s i  me s m o , d e f i n i d a  p e l a fó r m u l a  e ( x ) = c X , a t ra n s f o rm a ç ão  e s�

r a  u m  h o mo m o r f i s mo o p e r a t ó r i o d o  s i s t e m a  rU , + , . ] e m  s i  m e s m o a

re s p e i t o  d o  o p e r a d o r  a q u e t ro c a a a d i ç ã o p e l a m u l t i p l i c a ç ã o , 

v i s t o q u e  s e  t e m  e ( x  + y )  = e ( x ) . e ( y ) .  I m p o r t a c o n t u do n o t a r  

q u e e n a o  e u m  e n d o m o r f i s m o .

S e rá f á c i l v e r a i n d a q u e  o s  h o m o mo r f i s mo s  o p e r a t ó r i o s  

re s p e i t a m  a q u e l a s  p r o p o s i ç õ e s , t ã o f r e q u e n t e s  n o s  s i s t em a s  a l ­

géb r i c o s ( p r o p r i e d a d e s a s s o c i a t i v a � d i s t r i b u t i v a , e t c . ) q u e s e

a p re s e n t a m  s o b  a f o rm a  d e  i d e ntid a d e� e n t re e x p re s s õe s o b t i d a s  

p o r s o b r e p o s i ç õ e s d e  o p e r a d o r e s .  

4 1 . - C O N J U N T O S  O R D E N A DO S  E C O N J U N T O S  B E M  O R D E N ADO S ( 1 ) .

P o r  c o n j u n t o o �d e n a d o  e n t e n d e - s e  t o d o  o c o n j u n t o  p a r c i a l m e n t e  

o r d e n a d o  [U , <] , q u e  v e r i f i c a o s e g u i n t e a x i o m a  s u p l e me n t a r

0; )  Q ( x <y ) u ( x =y ) u ( y < x ) , ( 2 ) 

o q u a l , j u n t a me n t e  c o m  a p ro p r i e d a d e a n t i r e f l e x i v a  e a n t i s i m e ­

t r i c a , c o n s t i t u e  o p�i n eXpi o  t�i e o tõmi e o d o s  c o n j u n t o s  o r d e n a ­

d o s : V a do .6  do i.6 e.l em e. nto .6 x , y .  q uai.6 q u e� , um a e uma .6 Ô  da.6 

t� ê.6 hip õt e.6 e..6 x <y , x =y ,y < x  .6 e  v e�i fl i e a  n e. e e.6 .6 a�iam e. nt e. . T r a n s i 

t i v i d a d e  e t r i c o t o m i a ,  e i s a s  p ro p r i e d a d e s  c a r a c t e r í s t i c a s  d a s

re l a ç õe s  d e  o r d e m . 

( 1 )  Sobre es te a s s unto pode ver-se ,  po r exempl o ,  S I E RP I NSK I  ( I ) . 

( 2 )  Os axi  ornas 0 1 ' o 2 foram enun c i  ados n o  §33 . 
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O s  i s o m o r f i s m o s  e n t re c o n j u n t o s  o rde n a d o s s ã o c o m u mme n 

te  c o n h e c i d o s  pe l a  de s i g n a ç ã o  de � em e lhança� . P o r o u t ro l a d o , o s 

s i s t e ma s  a b s t ra ct o s de f i n i d o s  p e l o s  c o n j u n t o s o rd e n a d o s  ( i s t o e 

a s s o l u ç õe s d a  a x i omát i c a  01 ,02 ) s ã o c h a m a d o s tipo�  d e o �dem .

E n t re o s  c o n j u n t o s  o r de n a do s , s ã o  p a rt i  c u l  a rme n t e i mpo! 

t a n te s  o s  c o n j u n t o s  b em o �d en a d o � , q u e s e  d i s t i n g u e m  p e l o f a c t o 

de  t o d o  o s u b c o nj u n t o n ã o v a z i o c o n t e r u m  p�im ei� o e l eme n t o , i s to 

e ,  e m  s imb o l o s : 

U [V E X � ( u = v )  U ( u < v ) ] , 
U E X v 

a x i om a  q u e p o de rã s e r  s u b s t i t u i do p e l o s do i s  s e g u i n t e s : 

o ' }  U4 u 

O " } 4 
u 
u 

n [ ( u = x )  U ( u < x ) ] x 

[ ( x2.u ) � 1,; ( x } ] n { [ ( y < v )  � 1,; ( y }
x y 

� 1,; ( v } ] } � n 1,; ( Z } 
v 1,; z 

O ú l t i m o a x i o m a  n ão e m a i s do q ue o p�i n cZpi o  de i n du ­

ça o .  S e  uma da da p�o p o � ição  1,; ( x }  c o n di cio nal e m  x v e�i 6i ca a�

dua� c o ndiç õ e� : l }  e xi� t e  um el em e nto u ,  a �e� p eito do q ual � e

� ab e q ue a p�o p o � ição 1,; ( x } é v e�dad ei�a pa�a to do o x tal q u e

x2.u ; , 2 } o 6 a cto d e a p�o po� ição  1,; ( x }  � e� v e�dad ei�a pa�a to do �

o �  el em ento � a nt e�io �e� ( l )  a um dado e l em e nto v ,  implica, qual­

q ue� q u e � ej a  v , q u e ela � e�ã ai nda v e�dadei�a pa�a e� t e  el e ­

m e nt o  - e ntão po de a 6i �ma� -� e q u e a p�o po � i ção  1,; ( x }  e v e� da d ei 

�a q ualq u e �  q ue � ej a  x . 

( l ) O símbol o < poderã l er-se. i nd i ferentemente " é ant�o� ali , "�cede" ,

" é  meno� que I I  • " é in6e�o� al i , etc .
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S e  re p re s e n t a rm o s  p e l o s ím b o l o 1 a q u e l e p r i me i r o  e l e ­

me n t o c u j a e x i s t ên c i a  é p o s t u l a d a e m  04 ' i s t o é ,  s e  p u z e rm o s

1 = 1 ( u # x + u < x ) , U x 

e s e , p o r o u t ro l a do ,  a d o p t a rmo s n a  e s c r i t a  s i m b ó l i c a a f o rma 

� o n j unto , em ve z da  fo rma 4elação , o p r i n c i p i o  d e  i n d u ç ã o p o de 

t o m a r o s e g u i n t e a s p e c t o . 

0 4' ) ( T E X )  n [ ( u < v + U E X ) + U V 

P o s t o  i s t o , c h a m a remo s � e �ção  

( V E X )  J + ( X  = U) .
x 

�1 d e  u m  c o n j u n t o b em

o r de n a d o  [U , <] a o  c o n j u n t o  do s  e l e me n t o s x d e  U t a i s  que x<a ,

em  . q u e a d e s i g n a u m  d a d o  e l eme n t o de U .  N a  te o r i a d o s  c o n -

j u n t o s  b e m  o r de n a d o s , d e s e m p e n h am  u m  pa p e l  f u n d a me n t a l  o s  d o i s

s e g u i n t e s  t e o rema s : 

I ) Vado�  d o i.� c. o nj unto � b em o 4 de n a d o � , � e4a M mp4e po� 

� Z v el e d e um � Õ  m o do , e� tab ele c. e4 um i.� o mo 4 á i.� m o  o u  e nt4e um 

dele�  e o o ut40 o u  e nt4 e um d e l e� e um a � e c. ção do o ut40 . 

I I ) N e n h um c. o n j unto b em o 4 d en a do p o d e  � e4 i.� o m o 4 á o  a 

um a da� � ua� � e c. ç õ e� . 

De  t a i s  t e o rema s , p o d em o s d e d u z i r ,  i m e d i a t a me n t e , a s  

s e g u i n t e s  c o n s e q u ê n c i a s : 

a )  E nt4 e d oi.� c. o n j unto�  b em o 4 d enado � , um d el e� � e4á 

n e c. e� � a4i.am e nt e , i.� o m o 4 á o a um � u b � o nj unto do  o ut4o ; i.� to  e : 

da da� dua� � o l uç õ e� S 1 e S 2 ( t i p o s  de  o r d em ) da axi.omáüc.a ;1 - ;2 
um a da� hi.põt e� e� S 1 2. S 2 'S 22. S 1 � e v e4i. ái. c.a n e c.e� � a4i.am e nt e .

b )  V o i.� c.o n j unto�  b em o 4 d e nado� , tai.� q ue �ada um
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del e� � e j a i� o m o � 6 o  a um � ub e o n j unto  do o ut�o , ��o i� o m o � 6 o �  

e n t� e  � i ; ; s t o  é ,  s e S 1 e S 2 6 o .t em dua� � o luç. õ e� da axiomáti ea

0 1 - ° 4 ' tai� q ue S l � S2 ' S 2� S 1 ' t e � - � e - ã  n e e e� � a�iam e nt e  S l = S2·

N o t e m o s , d e  p a s s a g em ,  q u e o u l t i mo t e o rema  j á  n ão é 

v e r d a d e i r o n a  t e o r i a d o s  c o n j u n t o s  o r de n a d o s . C om  e fe i t o ,  s e  U 

fo r , p o r e xe m p l o ,  o c o n j u n t o d e  t o d o s o s  n ume r o s  r a c i o n a i s , e V 

o c o n j u n t o  d o s  n ume r o s  r a c i o n a i s x t a i s q u e O�x�l , o r g a n i z a do s

p o r  me i o  d a  re l a ç ão n a t u ra l d e  o r d e m , é fá c i l v e r q u e [U , <] e

i s o m o r fo a u m  s u b c o n j u n t o  de  V ( o c o n j u n t o d o s  n ume ro s r a c i o -

n a i s x t a i s  q u e O < x < l ) ,  e q u e [V , < ] é i s omo r fo a u m  s u b c o n j u n ­

t o  d e  U ( a q u e l e me s mo c o n j u n t o V ) , s e m q u e [U , <] s e j a  i s o m o r fo

a [V , <] ( r e c o r d e - s e ,  a p ro p ó s i t o , o q u e  fo i d i t o  n o  § 3 7 ) .

V á r i o s  a u t o re s  ( F réc h e t , S i e r p i n s k i , e t c . )  c h a ma m nu -

m e� o�  o � di n ai� a o s  t i p o s  d e  o r d e m  d o s  c o n j u n t o s b e m  o r d e n a d o s , 

i s t o é ,  à s  s o l u ç õe s  d a  a x i o m á t i c a  0 1 - 04 . P a re c e - n o s , n o  e n ta� 

t o , p re fe r í v e l i n t r o d u z i r  e s t e  c o n ce i t o  d o  s e g u i n t e  m o d o , t a l -

v e z m a i s  i n t u i t i v o :  

Vi�em o �  q u e  do i� el em e nt o �  u , v d e  do i� e o n j u nto � b em 

o � de n a d o �  [U] , [ V] , d e 6 i n em n e� t e� � i� tem a� o m e� m o  num e�o o �

din al ,  q uan do tai� elem ento�  � e  e o �� e� p o n d em m utuam e nt e naquele 

i� o m o � 6i� m o  q u e , � eg un do o t e o � ema I ,  � e  v e�i 6 i ea n e e e� � a�ia ­

m e nt e , o u  ent�e  um d o �  e o n j u nto�  [U] , [V] e o o ut�o , o u e nt� e

um d el e� e uma � e e ç.�o  d o  o ut�o ( 1 ) .

t fá c i l v e r  q u e a a x i o má t i c a 0 1 - 04 e ,  c o m o  a s  a n t e ­

r i o r e s c o m p a t íve l m a s  n ão c a te g ó r i c a .  S u rg e m  n o  e n t a n t o as que� 

( 1 ) Ta l é ,  no fundo , o conce i to adoptado por certos autores como Bore l ,
Ba i re ,  etc ;  Veja-se , por  exemp l o ,  BAI RE , R .  ( I ) . 
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t o e s : E s t a  a x i om ã t i c a  a dm i t e  u m a  s o l u ç ão m i n i m a ?  E s t a a x i o m ã  

t i c a  a d m i t e  u ma s o l u ç ã o  m ã x i m a ?  

A p r i me i r a  q u e s t ã o  re s p o n d e - s e  a f i rma t i v a me n t e . A s e ­

g u n d a  re s p o n d e - s e  c o m  o o a r a d o x o  de B u r a l i - Fo r t i , i s t o e , n e g� 

t i v ame n t e ; e e a t e n de n do a o  t e o rema  I I  q u e  s e  c h e g a  a t a l  c o n ­

c l u s ã o - N ã o  e p o r t a n t o a dm i s s i v e l a e x i s t ê n c i a d e  u m  c o n j u n t o  

b e m  o r de n a d o t a l  q u e  q u a l q u e r o u t ro c o n j u n t o b em  o r de n a d o  s e j a  

i s o m o r fo a u m  s u b c o n j u n t o  d o  p r i me i ro ; o u  a i n d a , p o r o u t ra s p� 

l a v ra s : n ã o e l i c i t o f a l a r d a  to talidad e d o �  núm e� o �  o �dinai� ;

s e r a p e rm i t i d o t ã o  s o me n t e fa l a r d a  t o ta l i d a d e , s i m ,  d o s  n Gm! 

r o s  o r d i n a i s a n t e r i o r e s a u m  n ume ro  o r d i n a l a r b i t r ã r i o ( p a r a 

a l em d o  q u a l  n o v o s  n ume r o s  o r d i n a i s o o de ra o  v i r a s e r c o n s i d e -

r a d o s ) . 

N o t e m o s , f i n a l me n t e , q u e , e m b o r a  n a  a rq u i t e c t u r a l õ g i

c a  d o  a x i o m a  � 4 i n t e r v e n h a  u m  q u a n t i f i c a d o r  LJ ' s e  p o d e a f i r� 
ma r q u e  t o d o  o s u b c o n j u n t o  de  u m  c o n j u n t o  b e m  o r d e n a d o  e , p o r

re l a t i v i z a ç ã o  a i n d a b em  o r d e n a d o . 

4 2 . - N OM E R O S  O R D I N A I S  F I N I T O S . - D i r em o s  num e�ado t o d o

o c o n j u n t o b e m  o r de n a d o  q u e v e r i f i q u e  o s e g u i n t e  a x i o m a  s �p l e -

me n t a r

05 ) ( x <y ) --­x , V
u
u { ( u <y ) n [ ( v <y )  -+ v ( v = u ) U ( v < u )J }

o u  s e j a , p o r p a l a v r a s : Pa�a to do o el em e nto di� ti nto d o  p�im e�

�o e x i� tiJtã um o u;f�o q u e  n p� e c. () d e  Ã.m edia;fam () nt p .

Núm �� o �  o �dinai� � i nito � s e r ã o  t o d o s  a q u e l e s n ume ro s 
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o r d i n a i s , d e f i n i d o s  pe l o s c o n j u n t o s  n um e r a d o s .

Ch a ma re mo s eo n j un� o �  num e�ad o �  de l� e� pée� e a q u e l e s

c o n j u n t o s  n ume r a d o s  q u e v e r i f i c a m e s t e o u t r o a x i o m a . 

0
5 * ) \1 ( x � u  ; x < u )  ( i s t o e :  E x�� �e um út��m o etemen

�o ) • 

N o te mos  q u e o s  c o n j u n t o s  num e�ii ve�� de l � e� pée� e  ( i s to

e s u s c e p t í v e i s  d e  n e l e s s e r  de f i n i d a  u m a  re l a ç ão  < q ue s a ti s faça  

aos  a x i o m a s 0
1 -05* n ão s ã o  ma i s  d o  q u e  o s c o n j u n t o s  6� n��o � .

Vê - s e  e n t ã o  i me d i a t a me n t e q u e  a a x i omá t i c a  0
1 -05* n ão admi tf> uma

s o l u ç ão má x i ma ; o me s mo n ã o  s u c e de , p o rem ( 1 ) , a re s p e i t o d a

a x i o m á t i c a 0 1 -° 5 ' q u e t e r á  c o mo s o l u ç ão má x i ma , p re c i s a me n t e , a

s o l u ç ão d a  a x i o má t i c a  ( a p r i me i ra  a x i o má t i c a  c a t e g ó r i c a  que en­

c o n t r a mo s n e s te t r a b a l h o ) q u e se o b t e m d a a n t e r i o r p e l a  a dj unção

de s t e  u l t i mo a x i o m a . 

�o ) 

n u  ( x  < y )  ( i s t o e :  Nã.o e x�� �e u.m út��mo et em e nx y 

Ch a ma re mo s  c o n j u n t o s nume�ado �  de 2� e� pée� e  ao� � �� � e

ma� rli , <] q u e ve r i f i c a m  a x i o ma s 0 1 - 0 6 ' O s c o n j u n t o s  s u s c e p t í -

ve i s  d e  u m a  ta l o rg a n i z a ç ão s e rão , n a t u ra l me n t e , o s  eo njun�o�  

�n 6�n��o� num e�ãv e�� a q u e , p a r a t r a n s i g i r com  o u s o ,  pas s a remos

a c h a ma r  s i mp l e s me n t e  c o n j u n t o s  nu.m e�iive�� . 

( 1 )  Notemos , en tretanto , q ue afi rmação da nã.o -e��ên�a de uma so l ução 
máxi ma para a axi omát i ca 0 1 - o6 será j á  equ i va l ente ã afi rmação de e� ­
�ên�a de , pe l o menos , uma so l ução da axi omáti ca 01 -06 i s to e ,  ã afi r­
mação de compati b i l i da de des ta u l t i ma .  Por outro l ado , a afi rmação de 
exi s tênci a de uma so l ução máxi ma para a axi omáti ca 01 -06 conduzi ri a
i medi atamente a um paradoxo como o de Bura l i - Fo rti . Es tari a portanto 
aq ui uma pri mei ra confi rmação de compati b i l i dade da axi omáti ca . 
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Uma  c o n c re t i  z a ç ã o  p r i  v i  l e g i  a d a d a s  a x i  o m ã t i  c a s  ° 1 -0 6

( e n t re i n f i n i t a s o u t r a s , c o n s t r u i v e i s a p a r t i r d e s t a ) e o c o n ­

J u n t o  d o s  n u me r o s  n a t u r a i s ,  c o m  a r e l a ç ão  c o m u m  d e  o r dem . r pr�

c i s o ,  p o r em , n ã o  p e r d e r de v i s t a q u e s e  t a l a x i o má t i c a  b a s t a 

p a r a  f i x a r a s  p r o p r i e d a d e s  fo rma i s  d a q u e l e s e n t e s ,  n a d a p o r em 

n o s  p o de  d i  z e r  s o b re a g é n e s e d o  c o n c e i  t o  d e  num elto  na.:tutta.i, co.!!. 

c e i t o q u e n o s  é d a do p e l a inluicao ( 1 ) e � u e , c o mo s e  t e v e o c!

s i ão de  v e r i f i c a r , s e  e n c o n t r a n a  b a s e d a p ró p r i a L ó g i c a . N o t e  

m o s  e n t re t a n t o  q u e , a p e s a r  d a  s u a o r i g e m  i n t u i t i v a ,  e s t e c o n ­

c e i t o a c u s a  j ã  u m  c e r t o  g r a u  d e  i d e a l i z a ç ão , u m a  v e z  s u b o r d i n a 

d o  a o a x i o m a  06 ' n o  q u a l  re s i d e e s s e n c i a l me n t e a d i f i c u l d a d e  

d o  p r o b l e m a  d a  n ã o - c o n t r a d i ç ã o d a  A r i tmé t i c a , p o i s q u e e p re ci

s a me n t e e m  t a l  a x i o ma Q u e  s e  e n c o n t ra a i d e i a de  i n f i n i t o .  N ã o  

aprofundarei , c o n t u d o , e s t e  de l i c a d i s s i mo p ro b l ema  Q u e , c o n fo r -

me j ã  d i s s e  a t rá s , me  a f a s t a r i a d o  o b j e c t i v o f u n d a me n t a l  do p� 

s e n t e  t r a b a l h o  ( 1 ) .

To r n em o s ã a x i o m á t i c a 0 1 - 05 e i ntroduzamos o novo s imbo l o

� ue ,  me d i a n t e  a d e f i n i ç ã o ;  

s ) ( y = s u c  x )  == ( x < Y ) n [ ( x  < z ) -+ ( Y  < z )] 
z 

( 1 ) Segun do a esco l a i ntu i c i on i s ta de B rouwer , que se  fi l i a  em parte na 
tradi ção Kant i ana , a i de i a de número de ri va i med i atamente da i ntu i ção 
do tempo .  Porem os i ntu i c i on i s tas brouweri anos rej ei tam a i ntu i ção e� 
pac i a l  - e e nes te ponto q ue se afas tam de Kant ; a ss i m , toda a matem� 
ti ca  i ntu i ci on i s ta se apo i a con s t rut i vamente sobre a noção de número 
natura l , de acordo com o ponto de v i s ta que j á  Kronecker defendi a .  

( 2 ) Sobre este as s unto , vej a -se  H I LBERT, O .  und B ERNAYS , P . ( 1 9 ) , HERBRANO , 
J .  ( I I I  ) , GOOE L ,  K .  ( I ) , GENTZEN ,  G .  ( I ) .

251



S e r á  e n t ã o fá c i l d emo n s t ra r  a s  s e g u i n t e s  p r o p r i e d a d e s : 

( y = s u c  x ) n ( z  = s u c  x )  " - ( y = z ) x , y , z 

( y = s u c  x ) n ( y = s u c  z ) --00+-1 x ,y , z  

U n ( s u c  x # u )u x 

( x = z ) 

[(I ( s u c x # u ) -+ 
u

r; ( u )] n [r; ( x ) -+ r; ( s u c  x ) ] -+ n r; ( x ) x ç x 

A fó rmu l a e l e x p r i me s i m p l e s me n t e a u n i v o c i d a de  do o p�
ra d o r u n i t a r i o 4 U C .  A fó rm u l a e 2 e x p r i me  o f a c t o  de d o i s e l e me n
t o s  d i s t i n t o s  n ã o a dm i t i re m u m  me s mo  s u ce s s o r .  A fó rm u l a e 3  e x ­
p r i me a e x i s tê n c i a  de u m  p r i me i r o  e l e me n t o . F i n a l me n t e a f ó rm u l a
e 4 t ra d u z  o p��ncZp�o da �ndu�ão 6� n�ta .

O r a n ã o s e r a f á c i l ve r q u e a a x i omá t i c a 0 1 - 05 e e q u..-!..

v a l e n t e  ã a x i o mát i c a � -e 2 ' a re s p e i t o  d a  d e f i n i ç ã o S . Q u a n d o

a de f i n i ç ã o  s - l  q u e e x p r i me l o g i c ame n t e  o c o n ce i t o d e  < n o  c o n

c e i t o  d e  � ue ,  e l a n ã o p o de r á  de i x a r  d e  s e r  u m a  de f i n i ç ã o  d e  a l 

t u r a 1 , m u i t o ma i s  c o m p l i c a d a  d o  q u e  a p r i me i ra :

- 1 
S ) [( x<y ) t r; ( x ,Y ) J = n [r; ( x ,s uc x ) n "'Ç ( x , x ) ] n [r; ( x ,y )  -+ r; ( x , s u c  y ) ] 

x ,y x x ,y 

S e  a o s a x i o ma s  e l - e.4 j u n t a rmo s e s t e o u t ro :

e.; ) y [ ",y ( x = s u c  v ) ] ( i s t o e :  E x�� te. um ú..tt�mo e..t e.m e. n

to ) ,  t e r e m o s  a a x i o m á t i c a  d o s  c o n j u n t o s  n ume ra d o s  de l� e s péc i e , 

e m  t e rm o s d e  � ue . 

* 
S e  e m  v e z  de  e. 5 j u n t a rmo s a o s  a x i o m a s  e., - e. 4 o a x i o m a : 
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e. s ) n U ( y = s u c x )  ( i s t o é :  to do o elem il1.to a.dmite um .6u-x y 
c. e.6 .6 o It ) t e r e mo s a a x i omã  t i c a d o s c o n j u n t o s  n u m  e r a d o s d e 2� e s p �

c i e ( 1 ) .

E s t a  u l t i m a a x i omã t i c a  a p re s e n t a de n o t á ve l  o s e g u i n ­

t e  fa c t o : o o p e r a d o r u n i t á r i o .6 uc. n ã o  s ó  é d e f i n i d o e m  t o d o o 

c o n j u n t o  fu n d a me n t a l  U ,  m a s  a t ê , e m  v i r t u de do  a x i oma  e2 , c o n� 

t i t u e  u m a  t r a n s fo rma ç ã o  biuI1.1vo c.a.  d o  c o n j u n t o  U n u m s e u  s u b c o n  

j u n t o  p ró p r i o :  o co n j u n t o  V q u e s e  o b t êm d e  U p e l a  s u p re s s ã o 

do  p r i me i r o  e l e me n t o . As s i m ,  o c o n j u n t o  U s e r ã e q u i v a l e n t e a 

u m a  s u a  p a r t e : p r o p r i e d a d e  c a r a c t e r ís t i c a s  d o s c o n j u n t o s  i n f i -

n i t o s , e m  g e ra l . q u e  De d e k i n d  a d o p t a  p a r a  a c l a s s i f i c a ç ã o d o s  

c o n j u n t o s  e m  f i n i t o s  e i n f i n i t o s . S a b e - s e ,  t o d a v i a .  a q u e  d i f i  

c u l d a d e s p o d e  c o n d u z i r e s t e c r i t é r i o ( p o s i t i v o p a r a o s  c o n j u n ­

t o s  i n f i n i t o s  e n e g a t i v o  p a r a o s  c o n j u n t o s  f i n i t o s ) . E m  v e z  d e  

t a l  c r i t é r i o p o de r ã  s e r  u s a d o u m  o u t ro ( po s i t i v o n o c a s o f i n i ­

t o  e n e g a t i v o  n o  c a s o i n f i n i t o ) : a p o s s i b i l i d a d e  o u  i m p o s s i b i ­

l i d a d e  d e  i n t ro d u z i r n o c o n j u n t o  c o n s i d e r a d o  u m  o p e ra d o r u n i t ã  
* 

r i o .6 uc. ,  q u e  ve r i f i q u e a s  c o n d i ç õ e s  e. l - e 5 .

N o t e mo s , f i n a l me n t e , q u e  a s  a n t e r i o re s  a x i o mã t i c a s  em 

t e rm o s  de .6 uc. p o d e rão  s e r  l i g e i r a me n t e mo d i f i c a d a s , c o m  a i n ­

t r o d u ç ã o  d e  u m  n o v o s i n a l  p r i m i t i v o : o s ímb o l o 1 ,  t a l  q u e  

1 = l u Q ( S U C x i u ) .  E n t ã o , o s  a x i o m a s  e.3 , e.4 t o m a r ã o , re s p e c t.:!.. 

( 1 ) E fãc i l ve r ago ra que , como j ã  observãmos no §3 7 ,  o axi oma da i ndução
comp l eta , equ i val e a acres cen tar uma condi ção de mín i mo ã axi omãt i ca
e l ,e. 2 ,e. 3 ,e 5 o conj unto dos numeros natu ra i s  serã , a mel1.o.6 de um .<..6 0'­

moIt6.<..6mo , o mín i mo s i s tema (U , s uc ] que s ati sfaz a es ta ul t ima axi omá 
ti ca . 
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vam e n t e , o as p e c t o : 

e3 }  Q ( s u c x :f 1 )

� )  ç ( l ) n  [ ç ( x ) -+- ç ( s u c X } ] -+- n ç ( x ) , 
x ç x 

r fá c i l v e r  ag o ra q u e apart e d i fe r e n ças f o rmai s ,  a ax i o

mã, t i c a  � ,e. 2 , e.3 ,e. � , % c o i n c i d e c o m  a c o n h e c i da ax i o mã t i ca d e

P ean o ( 1 ) .

E m  v e z  d o  s i na l  1 ,  p o d e ríamo s ai n da u s ar o s i nal  O ,  po,!!. 

d o  l = s u c O .  N o  p r i me i ro cas o , d i re mo s  q u e s e  ad o p ta a n o ta � a o  
do � n ú m e h o �  natuhai� e n o  s e g u n d o cas o , a n o ta � a o  do � n um e h o �  

4 3 . - DE F I N I Ç O E S  R E CO R R E N T E S . - S o bre o p ri n c í p i o de  i n

d u ç ã o f i n i t a ,. t a l c o m o f o i  f o rm u l ad o n o § a n t e ri o r ,  b a s e i am - s e

as d e f i n i ç õe s  re c o rre n t e s , re l at i vas ao s c o n j u n t o s  n u me rado s , 

e m  par t i c u l ar ao d o m í n i o  d o s  n u me ro s nat u rai s o u  ao d o m í n i o dos 

i n t e i ro s  p o s i t i v o s . r a e s te u l t i mo c o n j u n t o q u e  n o s  re feri re ­

m o s  n o  q u e  s e  s e g u e  ( 2 ) .  
S e j a , p o r  e x e mp l o ,  � u m  o p e rad o r  ( u n í v o c o , de  t i p o  1 )

q u e v e ri f i q u e as d ua s  s e g u i n t e s  c o n d i ç õ e s  

( I ) { 1jl ( 0 )  = a

Ijl ( s u c  n )  :: 1jJ ( <p ( n )  , n )  , 

( 1 ) Todavia a axi omáti ca de Peano corres ponde a um espíri to d i vers o do da 

es co l a  formal i s ta de H i l bert, e aS S l m  o axi oma: 1 ê. um nWneho natu­
�, de i xa de ter aqu i  um senti do . .  

( 2 ) Respe i tando o uso , rep resenta re i  neste § a vari áve l i ntei ra por l e­

t ras tai s  como n ,m , p ,q , k ,  etc . E c laro que di remos aqu i ·pMWVO " 
no sent i do de > O .  
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em  q u e  a re p re s e n t a  um n um e r o  d a do e � um o p e r a d o r  b i n á r i o j á 

de  f i n i d o . E m v i r t u d e do  p r i n c í p i o d a i n d u ç ã o , e x i s t i r á um e s o 

u m  o p e r a d o r � ,  q u e v e r i f i q u e t a i s  c o n d i ç õe s , o p e r a d o r q u e p o d� 

ra  e n t ã o  s e r  re p re s e n t a do p e l a fó rm u l a l � { [H o ) = a J n [� ( s u c  n ) =

= � ( � ( n ) , n } ] } 

T r a t a - s e  p o r t a n t o  de  u ma d e f i n i ç ão i m p l í c i t a ( d e a l t� 

ra 1 )  e t o d a v i a e o n� �hu�iv a , s e  a t e n de rm o s  a q u e o s  v a l o re s  d a  

f u n ç ão p o dem , s e g u n d o  t a l  de f i n i ç ã o ,  s e r  eaieuiado�  s u ce s s i v a ­

me n t e , u m  p o r um , p a ra t o d o s  o s  v a l o re s  0 , 1 , 2 , . . .  , d a  v ar i ã vel  
i n d e p e n de n t e n .

M a i s g e r a l me n t e , p o d emo s  c o n s i d e ra r o s e g u i n t e  e s q u e ­

ma de d e f i n i ç ão p o r re c o r rê n c i a : 

( I I  ) 
j � ( k , O ) :: � ( k )  

� ( k , s u c  n )  :: x ( � ( k , n ) , k , n )

e m  q u e  � , x re p re s e n t a m  o p e r a d o r e s  j ã  d e f i n i d o s , n  a vahiáv ei de

induç.ã.o  e k um pahâ.m e�ho ( i s t o é ,  u m a  v a r i á v e l  s o b re a qua l não

i n c i d e a i n d u ç ão ) . T o ma n do , n a t u ra l me n t e , c o mo p o n t o de  p a r t i­

da  ( n o  l u g a r  de  � e x )  os s ímb o l o s  O ,  � ue , a p r i me i ra  o p e r a ç ão 

q u e se pode d e f i n i r s e g u n d o o e s q u e m a  ( I ) s e r á a a d i ç ão : ·

{ � ( k , O )  :: k 
k + n :: � ( k , n )  � ( k , s u c  n )  :: s u c � ( k , n )

A p a rt i r de s t e mome n t o a f u n ç ão � ue n p o d e r á a s s u m i r a fo rma  

n + l . N o t e mo s , p o r o u t r o l a d o , q u e , t o ma d a  c omo  u n i c a n o ç ão p rl 

m i t i v a , a a d i ç ão p e rm i t e fu n d a r  uma  n o v a a x i omát i c a  d o s  c o n j u n -

( 1 ) ACKERMANN ( I I ) , p . 
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t o s  n u me r a d o s , q u e  me a b s t e n h o , t o d a v i a d e  a p re s e n t a r a q u i . 

De p o i s d a  a d i ç ã o , p o de rá  d e f i n i r - s e a m u l t i p l i c a ç ã o : 

j <jl ( k , O ) :: °
k . n :: <PÇ k , n )  <jl ( k , n + l ) _ <jl ( k , n ) + k

e a s s i m  p o r d i a n t e . 

P o d em o s  a g o r a a l a r g a r o e s q u e m a  ( I I ) c o n s i d e ra n d o e m  

v e z  d e  u m  s ó  p a râme t ro k , v á r i o s  p a râme t ro s  k 1 , . . .  , k r :

( I I I ) 
<jl ( k l , · · · , k r , O ) :: 1jJ ( k l , · · · , k } J

<jl ( k l , · · · , k r , n + l ) == X ( <jl ( k l , · · · , k r , n ) , k l , · · · , k r , n )

N o  s e n t i d o  c l ás s i c o , e n t e n d e - s e p o r 6 u nção  � e c o �� e n� e  

t o d a  a f u n ç ão <jl de f i n i d a ,  q u e r  d i re c t a me n te s e g u n d o o e s q u e m a  

( I I I ) , q u e r  p o r  s o b r e p o s i ç õ e s , em  n �me ro  f i n i t o , d e  o u t r a s  f u n  

ç õ e s  a s s i m  de f i n i d a s . T em - s e , d e s t e  m o d o , u m a  c l a s s e  p a r t i c u -

l a r d a  c l a s s e  d a s  de f i n i ç õe s l ó g i c a s de s c r i t a s n o  § 2 2 .  W i 1 h e m 

A c k e rm a n n  ( 1 ) d e u  o e xe mp l o d e  u m a  fu n ç ão d e  i n t e i ro s , q u e s e

p o de  d e f i n i r p o r  u m  p r o c e s s o  de i n d u ç ã o  f i n i t a  e n ã o é , t o d a -

v i a , u m a  fu n ç ã o  re c o r re n te n o  s e n t i d o  c l á s s i c o : a f u n ç ão  

</> ( n , p , o ) q u e  é i d ê n t i c a a D+q  p a r a n = o  , a p . q  p a r a  n = l ,  a p q
q 

p a r a n = 2 , a p q p a r a n = 3 . e a s s i m  s u c e s s i v a me n t e . V e - s e ,  p o r -

t a n t o , q u e  o e s q u e m a  ( I I I ) n ã o  e s g o t a a n o ç ão i n t u i t i v a  d e  re ­

c o rrên c i a . 

° a l a r g a me n t o d o  e s q u e m a c l á s s i c o d a s d e f i n i ç õ e s  p o r 

r e c o rren c i a c o n s t i t u e  u m a  d a s  b e l a s  o b r a s  d a  e s c o l a h i 1 b e rti a n� 

( 1 ) R .  PETER ( I ) , p .  6 1 3 . 
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Ro z s a  P i t e r ( 1 ) c o n s i d e r a  a s  s e g u i n t e s  mo d a l i d a d e s de 

re c o r rê n c i a s : de.C.t.Llr..f.J Á-va ,  Á-m b JtÁ- c.ada e. c.Jr.. u zada ( o u  múLtÁ-pia ) ( 2 ) . 

N a  re c o r rê n c i a de c u r s i v a ,  o v a l o r d a  fu n ç ão <jJ ( n + l ) e c a l c u l a ­

d o , n ã o  a p e n a s  a p a r t i r d o  v a l o r p re c e d e n t e  <jJ ( n ) , m a s  a p a r t i r 

de  um  c e r t o  n ume ro do s v a l o re s  p re c e de n t e s <jJ ( O ) , . . .  , <jJ ( n - l ) . Da 

re c o r rên c i a i m b r i c a da l i m i t a r - me - e i  a a p r e s e n t a r  um  e x e m p l o :  

1 p a r a  k = O 
<jJ ( k , O ) = 

O p a r a k i O

1 1 p a ra k = O 
<jJ ( k , n + l ) = 

<jJ ( k - 1 , n ) + <jJ ( k ,  n )  pa ra ktO 

t fã c i l v e r q u e  a f u n ç ão <jJ ( k , n ) a s s i m  d e f i n i d a e a 

me s ma q u e e m  A n ã l i s e c o mb i n a tó r i a s e  re p re s e n t a  n o r  ( � ) . Em par­

t i c u l a r ,  a s e g u n d a  c o n d i ç ã o  c o n s t i t u e  a c o n h e c i d a re g r a  d o  t r i -

a n g u l o a r i tmét i c o de T a r t a g l i a .  

F i n a l me n t e , n a  re c o r rê n c i a c r u z a d if-�' o p r o c � s. � o d e  i n -

d u ç ão i n c i de s o b re m a i s de  u m a  v a r i áve l a o  m e s mo t e mp�: a re fe ­

r i d a  f u n ç ã o d e  Ackerma nn  p o de  s e r  d e f i n i d a p o r  t a l  p r o c e s s o .

P o r o u t r o l a d o , R .  P e t e r d emo n s t ra q u e  s ó  a u l t i m a mo 

d a l i d a d e é i rredu tive l  ao e s q u e ma c l á s s i c o .

N o t emo s  a g o r a  q u e  a s d e f i n i ç õe s p o r re c o r rê n c i a p o dem  

s e r  es t e n d i d a s  a o p e r a d o r e s  de t i p o  s u p e r i o r  a 1 .  Co n s i de remo s , 

p o r  e x e m p l o ,  o fu n c i o n a l <I>k [m , n , <jJ ( k )] q u e veri fi ca as condi ções

1 <I>k [n ,m , <jJ ( k ) } :: O
( I V ) 

<I>k Lm ,n+ l ,<p( k )J - <I>k [m ,n , <p ( k )1 + <j> ( n+ 1 )

( 1 ) R . PETER ( 1 ) , p .  6 1 3 . 

( 2 )  Expres sões do auto r :  Wertrerl a nfre kurs i on , e i ngeschach te l te Rekurs i on , 
e mehrfachen Rekurs i on .
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k= n 
E fi c i l v e r  q u e s e  t ra t a  d o  s o m a t õ r i o r � ( k ) , c u j a

k = m 
d e f i n i ç ão p o r  re c o r r ê n c i a é p re c i s a me n t e a a n t e r i o r  ( 1 ) . 

H i l b e r t  p e n s o u  q u e  a i n t e r ve n ç ã o d e t i p o s  s u p e r i o r e s

p e rm i t i r i a a t i n g i r t o d a s  a s  m o d a l i d a d e s  d e  r e c o r rê n c i a , e ,  p o r

v e n t u r a , t o d a s  a s  p o s s i b i l i d a de s  d e  c o n s t r u ç ão d e  funções de i n­

t e i ro s ; e é g u i a d o  p o r  e s t a i d e i a q u e  e s t a b e l e c e o s e u  e s q u e m a  

g e r a l 

J p (Y , e , O )  ::: e

( V ) 1 p ( y , e , n + l ) :: y ( p ( y , 8 , n ) , n ) 
e m  q u e e e y r e p re  s e n t a  m v a  r i á v e i s f u n c i o n a i s , d e  t i  p o s q u a i � 

q u e r , c o m p o s s f v e i s  p a rime t ro s ; y d e p e n � de d u a s  v a r i i v e i s , a 

p r i me i r a  d o  me s m o t i p o q u e  e e a o u t ra u m a  v a r i á v e l f u n d a m e n 

t a l ; o v a l o r  d e  y t e m  o t i p o d e  e .

4 4 . - I M P O RTA N C I A  DO  E S T U DO DA R E C O R R t N C I A . - E Q UA Ç O E S  
-

AS  D I F E R E N Ç AS F I N I TA S . - A i m p o r t â n c i a d a s  i n v e s t i g a ç õ e s  n o  

c a m p o  d a s  de f i  n i  ç õe s  r e c o r r e n t e s  m a n i  fe s t a - s e  t a n t o d o  l ado p r� 

t i c o ,  q u a n t o  d o  l a d o  t e õ r i c o . 

S k o l e m m o s t ro u  q u e  a A r i tmé t i c a  c o m u m  s e  d e i x a c o n s -

t ru i r p o r v i a f i n i t a ( " f i n i t e r w e i s e " ) ,  s e m o e m p re g o dos quant.:!,. 

f i c a d o re s , d e s d e q u e s e a d o p t e m  e x c l u s i v a me n t e o s  m é t o d o s  de re 

( 1 ) Se rá i nteres s ante pôr esta de fi n i ção em confronto com aque l a de i nte 
gral de Cauchy , dada no § 24 . A segunda condi ção poderi a a i nda ser  
s ubst i tu i  d a  pe l as duas segu i  ntes : <I>k [m , n+p ,H k ) ] ::<I>k [m ,n , � ( k )j +

+ �k [n ,n + p , � ( k ) J , <I>k [O , l , � ( k ) ] ::� ( l ) .

258



c o r rê n c i a ( I I re k u r r i e n d e D e n k w e i s e ll ) . D e s t e m o d o , a c l a s s e

f u n ç õ e s  r e c o r re n t e s  - q u e  c o n t em t o d o s  o s  c o n c e i t o s  u s u a i s 

d a s

d a  

t e o r i a d o s  n u me ro s - c o n s t i t u e  u m  d o s  d o m i n i o s r e s p e i t a d o s  p e l o 

p o n t o  d e  v i s t a d o  i n t u i c i o n i s m o .  

P o r o u t r o l a d o , H i l b e r t  e A c k e rm a n n  a p l i c a m  a s  f u n ç õ e s 

re c o r re n t e s a o  e s t u d o d o  p r o b l e m a d o c o n t i n u o ; G o de l t o m a  a n o­

ç a o  d e  r e c o r r ên c i a  c o m o  b a s e  d a s  s u a s n o t á v e i s  i n v e s t i g a ç ões so ­

b re a i m p o s s i b i l i d a d e  d e  d e mo n s t r a r  c e r t o s  t e o re m a s  d e  n ã o  c o n ­

t r a d i ç ão . 

t c l a r o q u e o f a c t o  d e  s e r  p o s s i v e l e s t a b e l e c e r uma Co!

re s p o n d ê n c i a b i u n i v o c a  e n t re o s  n um e ro s r e a i s  e a s  f u n ç õ e s d e  

i n t e i r o s  d e  u m a s ó  v a r i ã v e l ( p o r me i o d a s  f r a c ç õ e s  d e c i m a i s ,  o u

d a s  f r a c ç õe s  c o n t i n u a s ) d e t e r m i n a u m a  i me d i a t a re p e r c u s s ão n o  

do m i n i o  d a  A n ã l i s e d a s i n v e s t i g a ç õ e s  s o b re o s  p r o c e s s o s  d e  r e ­

co r rê n c i a .  Q u a n d o , n u m a  p r o p o s i ç ão d a  A n ã l i s e ,  s e f a l a  d e  u m a  

s u c e s s ã o q ualq ue.n de numeros ,  a b s tra i -s e c o m p l e t a me n t e d o  modo como 

t a l  s u c e s s ã o p o s s a  v i r  a s e r  e f e c t i v a me n t e c o n s t r u i d a , e c h e ga 

a a d m i t i r - s e  a p o s s i b i l i d a d e d e  q u e  t a l s u c e s s ão s e j a d a d a  p o r 

me i o  d e  i n f i n i t a s e s c o l h a s a r b i t r ã r i a s  e i n d e p e n d e n t e s , ta l  como 

s u c e d e  a r e s p e i t o d o  p r i n c i p i o d e  Z e rm e l o ;  o r a a v e r d a d e  é q u e , 

p a s s a n d o  i p rát i c a , u m a  s u c e s s ão n u m e r ã v e l  n ã o p o d e r á  s e r  c o n s ­

t r u i d a ( c o m p l e t a me n t e ) , s e n a o  c o m  u m  V/.úm e.no ó i V/.ito 'd e. e..6 e o lha.6 ,

q u e  p o d e m  c o n s i s t i r ,  p o r e x e m p l o ,  e m  f i x a r a l g u n s  t e rmo s i n i c i ­

a i s  e e m  a d o p t a r  u m a  l e.i d e.  n e. e o nnêneia , e m v i r t u de q u a l  to do .6 

0 .6  te.nm o .6  .6 e.g uiV/.te..6 ne..6 ulte.m p o t e. n eialm e.nte.  d e.te.nminado .6 .  
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O r a é f á c i l v e r q u e a s  c o n s i d e ra ç õe s a n t e r i o re s  r e l a ­

t i v a s  à s  d e f i n i ç õ e s  re c o r re n t e s s e a p l i c am , m u.tat,ú, mu.ta n di.6 ,  

a f u n ç õe s  q u e  d e p e n de m  de  v a r i á v e i s  i n t e i r a s e t o mam o s va l ores 

n o  c o n j u n t o d o s  n ume ro s r a c i o n a i s , o u  n o  c o n j u n t o  d o s  n ume r o s  

r e a i s  o u , f i n a l me n t e , n o c o n j u n t o d o s  n ume ro s c o m p l e x o s : b a s t a  

r ã  q u e , p a r a p o n t o  d e  p a r t i d a , s e  t o me m , p o r e xe m p l o ,  a s  q u a t ro 

o p e r a ç õe s  e l eme n t a re s  d a  A r i tmé t i c a  e o s  s ím b o l o s O , l , i .

P o s t o  i s t o ,  n o t e mo s  a a n a l o g i a e n t re o e s q u e m a  ( I )  d o  

§ a n t e r i o r e o e s q u em a  d a s  e q u a ç õe s  d i fe re n c i a i s  o r d i n á r i a s  ,

c o m p l e t a d a s  c o m  u m a c o n d i ç ão i n i c i a l ; e s t a a n a l o g i a t o r n a r - s e ­

- à  f l a g r a n t e s e  f i z e rmo s 

fI <j> ( n )  == <t>( n  + 1 ) - <j> ( n )

c h a m a n do p�im ei�a.6 di á e�ença.6 d a  f u n ç ão <j> ( n ) a o s  v a l o re s  fI <j> ( O ) ,

fI <j> ( l ) ,  fI <j> ( 2 ) ,  . . .  d a  f u n ç ão fI <j> ( n ) . E n t ão , o e s q u em a  ( I ) p o d e rá 

t o ma r o a s p e c t o  

( V I ) <j> ( O ) = a  fI <j> ( n )  == 1jJ ( <j> ( n )  , n } . 

F a z e n d o  Ml<p ( n ) _ fl
2

<p ( n )  , flfl
2

<p ( n )  :: fl
3

<p ( n ) , e t c . e cha 

m a n d o  .6 eg u.n da.6 di 6 e�ença.6 d e  <p ( n ) a o s  v a l o r e s  da f u n ç ão fl 2 « n )

t e�c. ei�a.6 di 6 e�ença.6 d e  <p ( n } a o s  v a l o r e s  d e  f u n ç ão fl 3 <j> ( n } , etc . ,

p o d e re m o s  i m a g i n a r  o s e g u i n te e s q u e ma m a i s  g e ra l , d e  e q u a ç õe s  

à s  d i fe re n ç a s f i n i t a s : 

( V I I  ) I <j> ( 0 ) = a 1 , <P ( 1 } = a 2 , · · ·  , <p ( r - 1 ) = a r
p _ p - 1 fi q, ( n ) -= 1jJ (fI <j> ( n } , . . .  , fI <p ( n } , <j> ( n } , n } 

o q u a l  c o r r e s p o n d e , m a n i fe s t a me n t e , ã s  �e c. o��ênc.ia.6 �ec.u.�.6 iva.6
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d a  c l a s s i f i c a ç ã o  d e  P é t e r . 

P o d e r i amo s a i n d a c o n s i d e r a r s i s t e m a s  d e  e q u a ç õ e s  à s  

p r i me i ra s d i fe re n ç a s , e , f i n a l me n te , e q u a ç õ e s  a s d� 6 e� en�a� pa� 

e�a�� , q u e  e s t a rão  i n c l u i d a s  n o p ro c e s s o  d a  �e eo��êne�a e�u za 

da . 
O r a  é p r e c i s o n o t a r  q u e n a o  s e  t ra t a  a q u i  d e  p u ra s  e� 

p e c u l a ç õ e s .  T o d o s  e s t e s  t i p o s  de  e q u a ç õe s  às d i fe re n ç a s  f i n i t a s

( e x c e p t u a d o o u l t i mo ) s e  t em a p r e s e n t a d o , p o r e x e m p l o ,  e m  v á r i  

o s  p r o b l e ma s d e  c á l c u l o  d a s  p r o b a b i l i d a d e s ( 1 ) .

S u c e de , a l ém d i s s o , q u e , n a  r e s o l u ç ão d e  a l g u m a s  d e s ­

s a s  e q u a ç õe s  s e  p o d e m  u s a r  mé t o d o s s e me l h a n t e s  a c e r t o s  méto dos 

u t i l i z a d o s  n a  i n t e g r a ç ão de e q u a ç õe s  d i fe r e n c i a i s . S e rá po i s  n� 

t u r a l  q u e  a s  d u a s  t e o r i a s  p o s s a m d e s e n v o l v e r - s e  c o m um  c e r t o 

p a ra l e l i s mo ,  f o r n e c e n d o - s e  m u i t a s  s u g e s tõe s . P a ra a s  e q u a ç õe s 

à s  d i f e r e n ç a s  f i n i t a s , a s  q u a d ra t u ra s  s ão m a n i fe s t a m e n t e  rep re­

s e n t a d a s  p e l o s s o m a t ó r i o s , t a i s  c o mo  fo r a m  d e f i n i d o s  no & a n t e

r i o r . T o d a v i a , e n t re a s  d u a s  r e fe r i d a s  t e o r i a s , o b s e r v a - s e  uma 

d i fe re n ç a  c a p i t a l : e n q u a n t o p a ra  a s  e q u a ç õe s d i f e re n c i a i s  e ne 

c e s s ã r i o e s t a b e l e c e r  d i f íc e i s , e n e m  s e m p r e m u i t o  e f i c a z e s , te� 

rema s d e  e x i s t e n c i a  e de  u n i c i d a d e , p a ra  a s  e q u a ç õe s  às  d i feren­

ç a s  f i n i t a s  t a l  d i f i c u l d a d e  n e m  s e q u e r  s e  a p r e s e n t a ,  v i s t o q u e ,  

n a o  s ó  a e x i s t e n c i a  e a u n i c i d a d e , m a s  a t é  a c o n s t r u t i v i d a de  

s ão g a r a n t i d a s  i me d i a t a me n t e p e l o  p r i n c í p i o d e  i n d u ç ão .  

De s t e m o d o , a � n� e 9 �a � 5 o  d a s  e q u a ç õe s  à s  d i f e re n ç a s 

( 1 ) Sob re es te as s unto , pode , ve r-se , po r exemp l o ,  FRtCHET ( I I ) .
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f i  n i t a s , a d q u i  re u m  s i g n i f i c a d o p r e c i s o :  t r a t a - s e d e e v i t a r uma 

re c o r rin c i a ,  e x p r i m i n d o  a s o l u ç ão das e q u a ç õe s  o u  d o  s i s t e m a  e m  

o p e�a do �e� j ã  e o nh ee�do� , me d i a n t e  u m  n úm e �o 6 � n�to d e  � o b� epo ­

� � � õ e� ( 1 ) .  T r a t a - s e  p o r t a n t o , d e  u m a  r e s o l u ç ão , p o r  a s s i m  d i  -

z e r ,  i n d i r ec t a , n ã o n u mé r i c a ,  n o  g é n e ro d a  re s o l u ç ão d e  equações 

a l g éb r i c a s  p o r  me i o de ra d i c a i s - e e i s  q u e  um n o v o p r o g r a m a  d e  

t ra b a l h o  s e  d e s e n h a  i me d i a t a me n t e : e� t e n d e� a t e o ��a d e  G a� o �� 

N ã o  d e v i a  e s t a r l o n g e d a  v e rd a d e P o i n c a ré ,  q u a n d o  n o  

p ro c e s s o  d e  i n d u ç ão f i n i t a r e c o n h e c e u  o p r i n c i p i o  di nami zado r 

d a  Ma t e mát i c a .  N o  f u t u r o d e s t a  c i ê n c i a , u m  p a p e l  i m p o r t a n t e p a ­

re c e  re s e r v a d o  a o  e s t u d o d a s  f u n ç õ e s  r e c o r re n t e s . 

4 5 . - N O ME R O S  O R D I N A I S  T RA N S F I N I T O S . - P O T � N C I A S S U P E R I O 

RE S A DO  N UME R � V E L . - V i mo s  n o § 4 2 c o mo a a x i omá t i c a  0 1 - 0 4 s e

p o d e  t o r n a r  c a t e g ó r i c a , me d i a n t e a a dj u n ç ão do s a x i o m a s  0 5 ' 0 6 '

N ã o  h a v e r á  e n t ã o o u t ro s mo d o s  d e  s a t u ra r  a m e s m a  a x i o m á t i c a ? 

Co n s i d e remo s , p o r  e x e m p l o ,  o c o n j u n t o  U do s p o l i n óm i o s

i n t e i r o s  e m  x, d e  c o e f i c i e n t e s  i n t e i ro s  p o s i t i v o s , o r g a n i z a d o 

p o r me i o  d e  u m a  re l a ç ã o  < a s s i m  de f i n i d a : 1 )  <jJ ( x )  < 1jJ ( x )  s e

o g ra u  d o  � r i me i r o fo r i n fe r i o r  a o  g r a u  d o  s e g u n d o ; 2 )  d a d o s

d o i s  p o l i n ó m i o s <jJ ( x ) ,  ljJ ( x ) d o  me s mo g r a u , s u p o s t o s  o rde n a dos s e

( 1 ) As s i m ,  por exempl o ,  s upondo j �  conhec i do o ope rador ! e as operações 
e l ementares da Ari tméti ca , a função recorrente ( � )  a que nos refe �i mos 
no § anteri o r  poderá defi n i r- se d i rectamente pel a fórmu l a K;Tn�� ; 
ana l ogamente da expressão 1 2+ 22+ . . .  + n2 poderá pas s a r-se ã expres são
t( 2n2+ 3n + l ) .
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g u n d o  a s  p o t�n c i a s  d e c re s c e n t e s . de  x ,  t e r - s e - i � < �  s e , e s o  

s e , o p r i me i r o c o e f i c i e n t e p e l o  q u a l  d i fe r em  é m a i o r  e m  � d o  

q u e  e m  � .  

t c l a ro q u e  s e  t r a t a  d e  u m  c o n j u n t o  b e m o r d e n a d o q u e ,

p o r em , j á  n ão s a t i s fa z  a o  a x i o m a O s ' v i s t o q u e , p o r  e x e m p l o ,  o 

p o l i n ó m i o x ( de  g r a u  1 )  a p a re c e i me d i a t a me n t e  a s e g u i r a o s  p o l i 
n óm i o s  q u e  s e re d u z e m  a u m a  c o n s t a n t e ( de  g r a u  O ) e n a o é t o d a ­

v i a p re c e d i d o  i me d i a t a me n t e p o r n e n h u m  de l e s : co rres ponder- l he- ã  

o n ume ro  o r d i n a l c o m u mme n t e d e s i g n a d o  p e l o s ím b o l o  w - o p r i mei 
ro n ume ro  o r d i n a l t r a n s f i n i t o .  t c l a ro q u e  t a l  c o n j u n t o b em  o r

d e n a d o  p o de r á  s e r  a g o r a e x t e n d i d o  ( § 3 4 ) , p a s s a n d o , s u c e s s i v a ­

me n t e , a o s  c o n j u n t o s d e  p o l i n óm i o s  e m  d u a s  v a r i á v e i s x , x l em três 

v a r i á v e i s  x ,  X l , x " , e t c . e a d o p t a n do c r i t é r i o s  a n á l o g o s  d e  o r ­

de n a me n t o : c a d a  p o l i n óm i o e m  x ,  X l , p o de c o n s i d e ra r - s e c o m o  u m  

p o l i n óm i o e m  X l , t e n d o  c o mo c o e f i c i e n t e s p o l i n óm i o s  e m  x ;  e 

a s s i m  p o r  d i a n t e . A p ó s  a i n t ro d u ç ão d e  u m a  s u c e s s ã o n u me r á v e l 

d e  v a r i á v e i s  X , X I , X " , . . . , u m a  n o v a  s u c e s s ão n u me r á v e l x l , x " x ;I • . . .

e u m a  o u t r a x 2 , x 2 , x 2 ' . . .  , p o d e r ã o  s e r i n t r o d u z i d a s ,  e t c . e t c . 

t e r - s e - ã  e n t ão : 1 < 2 < . . .  < x < x + l < . . .  < 2 x < . . .  < 3 x < . . .

" . . .  < x 2 < . . .  < x 3 < . . .  < x l < . . .  < X i X < . . .  < x " < . . . < X " I < . . .  < x l < . . .

< X I <
• 

.
• 2 • . .

Em  q u a l q u e r  d e s t e s  c a s o s , u m  me s m o f a c t o s e  v e r i f i c a : 

c a d a  u m  d o s  e l e me n to s , a p a r t i r d e  c e r t a  o r d e m , é p re c e d i do  p� 

um a  i n f i n i d a d e  ap e na� n u me r áv e l de o u t ro s  e l e m e n t o s . 

C o n s i d e r em o s  e n t ã o , e n t re o s  c o n j u n t o s  b e m  o r d e n a do s , 

a q u e l e s  q u e  v e r i f i c a m  o s e g u i n t e ax i o m a : 
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0 5 ) C �da elem e n�o é p� e c e di d o  po � um num e�o ni ni�o

o u  uma i n ni ni da d e  q ua n do mui�o n um e�av el d e  o u�� o �  e l em e n�o� .

A o s  n úm e ro s o r d i n a i s t r a n s f i n i t o s  ( i s t o é ,  n ã o  fi n i tos ) 

d e f i n i d o s  p e l o s e l e me n t o s  d e  t a i s c o n j u n t o s  c o s t u m a  d a r - s e  o 

n o me d e  n u me r o s o r d i n a i s de  cla� � e I I ,  c h a m a n d o  d e  c!a� � e  I aos 

n úme r o s  o r d i n a i s  f i n i t o s . 

S e , a l ém d o  a x i o m a  0 5  j u n t a rmo s a a x i o m á t i c a  0 1 - 0 4 es ­

t e  o u t r o a x i o m a : 

° 6 )  A � e9 ui� a c a d a  i n n i ni da de num e�á.v el de elemevtto�

exi� ti�á. � emp�e um n o v o  elem e nto ; 

o b t e r e m o s , p e 1 a s e g u n d a v e z , u m a  a x i o mã  t i c a c a t e g ó r i c a .  To da v i a ,

a re s p e i t o  d a  c o m p a t i b i l i d a d e  d e  u ma t a l a x i o m á t i c a , o u , o Q u e  

e e q u i v a l e n t e , a r p s p e i t o  d a  l eg i t im i dade d a  e x p r e s s ã o " to talida 

d e d o �  o � di nai� d e  clM � e I I " ,  o s  e m p i r i s t a s , c o mo  B o r e l , d e ci 

d e m - s e  p e l  a n e g a t i  v a  - e m b o r a n e n h u m  p a r a d o x o , como o de B u ra l i ­

- Fo r t i , s e  t e n h a  a p r e s e n t a d o  p a r a e s t a  c l a s s e  d e  n úm e ro s o r d i ­

n a i s  ( 1 ) .  Adm i t i d a ,  p o rém , a t o t a l i d a d e  d o s  o r d i n a i s d e  c l a s -

s e  I I , r e s u l t a  q u e  t a l  c o n j u n t o t e r á  u m a  p o t ê n c i a im e diatam e �  

� e  s u p e r i o r  ã do n u m e ráv e l - p o tê n c i a q u e  s e  d e s i g n a p e l o s ím b o -

l o t\f 1  e n q u a n t o  a p o t ê n c i a d o  n ume rável s e  d e s i g n a p e l o  s ím b o -

l o � O p o r  o u t ro l a d o , o p�im ei� o n úme ro  o r d i n a l  q u e  s e g u e

t o d o s  o s  o r d i n a i s d e  c l a s s e  I I  é d e s i g n a do p e l o s ím b o l o  � .

T r a t a n do a g o r a d e  p a s s a r  ã e s c r i t a  s i m b ó l i c a o s  d o i s

a x i o m a s  a n te r i o r e s ,  � em n a z e� i n�e�vi� di�e ctam e n� e  ° c o n c eito 

( 1 ) Como veremos no  § segu i nte é p rec i s amente um paradoxo como o de Bura l i -
- - - -

- Forti que res u l ta de s upor que os ax i  ornas ° 1 -°4 , °5 ,°6 não s ão s u s cep-
tíve i s de ve rifi cação s i mul tânea . 
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de n um e�av e! , c o n v i r á  p re v i a me n t e  r e p r e s e n t a r  p o r  � ( X ) a s e ­

g u i n t e p ro p o s i ç ã o c o n d i c i o n a l e m  X ( s u b c o n j u n t o  v a r i á v e l d e  U ) : 

( x , y E X ) n ( y < x ) x:Y �
X 

{ (  u < x )  n [ (  v < x )  V 'V ( u < v ) ] }

a q u a l  e q u i v a l e a a f i rma r q u e o t i p o  d e  o r d em  de  X é ,  p o r  r e l a  

t i v i z a ç ão , q u a n d o m u i t o  i g u a l a o  t i p o d e  o r d e m  w ( d o  c o n j u n t o 

d o s  n ume ro s n a t u r a i s ) ; e c o n v i r á ,  p o r  o u t ro l a d o , c o n v e n c i o n a r  

e s c re v e r  X < u , e m  v e z  d e  ( V E X ) V ( v < u ) . P o s t o  i s t o ,  s e r á f á c i l 

v e r  q u e o s  d o i s  a x i o m a s  a n t e r i o re s  s ã o s u b s t i t u í v e i s  p e l o s s e -

g u i n t e s : 
u ( y < x ) x --;; � ( X ) { ( X < x ) n [v < x )  V 'V ( X < v ) J }  , 

n
� ( X )

u 
u ( X < u ) ( 1 )

t n o  t õ r i o q u e  a s o l  u ç ã o d a a x i o m a t i c a ° 1 - ° 4 ' 05 ,o 6 co i n
- = 

c i d e c o m  a s o l u ç ã o m á x i m a d a  a x i o má t i c a 0 1 - 0 4 '0 5 e c o m  a s o l u -

ç ã o  m í n i m a d a  a x i o m á t i c a  01 -04 '06 

N o t e m o s  a g ora  q u e  a g e r a ç ão d o s n um e ro s  or d i n a i s p o de 

p ro s s e g u i r p a r a a l ém d e  rl ;  a g e ra ç a o  d o s  n um e r o s  c a r d i n a i s , pa ra 

a l ém de  rl l . A c a d a  n ume r o  o r d i n a l v i r á  a c o r re s p o n d e r ,  a s s i m

u m n ume r o  c a r d i n a l  � .1 , p o t i n c i a d o  c o n j u n t o  do s n ume ro s o rd i

n a i s q u e s ã o p re c e d i d o s  p o r N k n ijme ro s o r d i n a i s ,  p a r a  a l gu m

k < i ;  a c a d a n u me ro  c a r d i n a l  K v i rá a c o r re s p o n de r  o n u me -

= 

( 1 ) O ax i oma 0 5 afi rma q ue , para todo o e l emento x d i s ti nto do pr i mei ro ,
ex i s te , pe l o  menos , um s u bconj unto de U ,  cuj o t i po de or�em é quando
mu i to i gua l  a w e q ue p r�ce de imediatamente x .  O ax i oma 0 6  afi rma que 
pa ra a l ém de todo o s ubconj unto de U ,  cujo  t i po de ordem não ul tra pa� 
S� w ,  ex i s t i rá s empre um novo e l emento . 
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r o o r d i n a l  T ( N ) , o p r i m e i r o q u e é p re c e d i d o  p o r  N' n ume ro s

o r d i n a i s  ( t e m - s e , p o r  e x e mp l o T ( N ) = w , T ( N l ) = n .  E x i s t i r ã  e n
o -

t ã o  u m  p r i me i r o n ume r o  o r d i n a l  � t a l  q u e T ( M ) = � :  p o d e r i a t o -
� 

ma r - s e  � c om o  l i m i t e s u p e r i o r  d e f i n i t i v o d a s é r i e d o s  n ume ro s 

o r d i n a i s ,  e p o r t a n t o �� c o mo l i m i t e  s u p e r i o r  d e f i n i t i v o d a

s é r i e d o s  n ume ro s  c a rd i n a i s . 

4 6 . - R E L A Ç O E S  D E  GRA U I N F I N I T O . - O P L AT O N I S MO E M  MAT E

MAT I CA .  J ã  n o  § 2 a p re s e n t ãmo s u m a  n o ç ão g e r a l  d e  a g r u p a m e n t o . 

T o d a v i a ,  a t é a q u i , n ã o  t e mo s  fe i t o re f e r ê n c i a s e n ã o  a agrupame.!!. 

t o s  f i n i t o s . 

C om o  v i m o s , d a d o u m  c o n j u n t o f u n d a me n t a l  U e o c o n j u.!!. 

t o  P d e  p o s i ç õe s , u m  a g r u p a me n t o d e  e l e m e n t o s d e  U , a r e s p e i t o 

d e  P s e r a d e f i n i d o p o r  u m a  t r a n s f o rm a ç ã o u n í v o c a  e q u e , a c a d a  

e l em e nto d e  P f a ç a  c o r r e s p o n de r  u m e l e me n t o e ( i ) = a .  d e  U
1 

t c l a ro q u e o p a p e l  d e s e m p e n h a d o  p e l o s ímb o l o  e s e r ã , n e s t e

c a s o , e q u i v a l e n t e a o  p a p e l  d e s e m p e n h a do p e l o s ím b o l o  a ; todav i a, 

p a r a e v i t a r  c o n f u s õe s , c o n v e n c i o n a re m o s e s c re v e r  e m  t a l c a s o  

a i e m v e z  d e a ,  p a r a d e  s i g n a r o a g r u p a  me  n t o e m  q u e  s t ã o ; em v i r 

t u d e d e  t a l  c o n v e n ç ão , o ag �up am ento a .  d i s t i n g u i r - s e - ã , n i t i -
1 

d a me n t e , d a  f u n ç ão a .  : a s s i m ,  p o r  e x em p l o ,  a s  f ó r m u l a s <p ( a . )
1 1 

e 1jJ ( a i ) s e n d o <p e 1jJ s ím b o l o s d e  o p e r a d o re s , d e s i g n a r ão  c o i s a s

b e m  d i v e r s a s u m a  f u n ç ão c o m p o s t a  d o  a g r u p a me n t o a i ' a p r i -

me i r a , e u ma f u n ç ão c o m p o s t a d e  i , a s e g u n d a ( 1 ) . P o r  o u t ro l a

( 1 )  Conv i rá não pe rder de v i s ta a d i s t i nção fe i ta no § 1 1  entre 6un�ão e 
op�do� , d i s t i nção que , trans i g i n do com o uso ,  nem s empre tem s i do 
res pe i tada nes te traba l ho .  
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d o , d e s i g n a re mo s p o r  { a i } o c o n j u n t o  d o s  v a l o r e s  d a  f u n ç ão a i '

i s t o � ,  o s u b c o n j u n t o  d e  U d e s c r i t o  p e l o e l e me n t o v a r i á ve l a i
q u a n d o i p e r c o r r e  P . 

N o t � m o s a g o r a q u e o c o n j u n t o P p O d e rá s e r , c o mo conj u.!!. 
* 

t o  d e  p o s i ç õe s , s u b s t i t u i d o  p o r  u m  o u t ro P , eq u i va l ente a o  p ri -
* 

me i r o , de s d e q u e s e j a d a d a  u m a  t r a n s f o rm a ç ão b i u n í v o c a  (J de P

e m  P. E n t ão , c a d a a g r u p a me n t o  d e  e l e me n t o s  d e  U ,  a r e s p e i t o d e  

P p O d e r ã  t r a d u z i r - s e , me d i a n t e o o p e r a do r  (J ,  n u m a g r u p a me n t o 
* 

d o s m e s m o s  e l e me n t o s , a r e s p e i t o d e  P : dá-s e p o r t a n t o u m a  m u d a n

ç a  d e  s i s t e m a  d e  r e fe rê n c i a a n á l o g o  à s m u d a n ç a s d e  c o o rd e n a d a s 

n o s  e s p a ç o s  g e o me t r i c o s ;  e ,  a i n d a p o r  a n a l o g i a p o rl e m o s c o n c e ­

b e r q u e c a d a a g ru p a me n t o s e  c o n s e rv a  i d ê n t i c o  a s i  me s mo , e m  

t a i s m u d a n ç a s  d e  c o n j u n t o s  re fe re n c i a i s , d o  me s mo m o d o q u e  c a ­

d a  p o n t o  e i n v a r i a n t e , a re s p e i t o  d a s  m u d a n ç a s d e  c o o r de n a d a s . 

r n e s t a  o rd e m  d e  i d e i a s  q u e  p o d e m o s  s u p o r  o s  a g r u p a  -

me n t o s  f i n i t o s  s e m p re re fe r i d o s a u m a  s e c ç ã o  d o  c o n j u n t o  dos nu 
me ro s n a t u ra i s - e , em t a l  h i p ó t e s e  - o t e rmo  l I .6 uc. e..6 .6 ã o l l ( f i n i -

t a ) a p a re c e  c o m o  t a l v e z m a i s i n d i c a d o  p a r a  e x p r i m i r a i d e i a 

d e  l I a.g ltu p a.m e. nt o " . M a i s g e r a l me n t e , s e  a d m i t i rmo s o p r i n c í p i o 

d e  Z e rme l o , o q u a l  e q u i v a l e a a f i rm a r  q u e  to d o  o c. o nj unto é bem

o ltde.nave.l , p o de m o s  s u p o r c a d a  a g r u p a me n t o  re fe r i d o  a u m a  c l a s ­

s e d e  n úme r o s o r d i n a i s - e a i n d a , e m  t a l  h i p õ t e s e , o t e rm o 

" .6 u c. e..6 .6 ão "  p a re c e i m p o r - s e . 

P o s t o  i s t o ,  a l ém d a s  re l a ç õe s e d o s  o p e r a d o re s  de grau 

f i n i t o a t é a q u i  c o n s i d e ra d o s , p o d e mo s  a g o ra p a s s a r  a c o n s i d e ­

ra r re l a ç õ e s  e o p e r a d o re s  d e  g r a u  i n f i n i t o :  re l a ç ão  a d e  g r a u  
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Wo d e f i n i d a  em U , s e r a t o d a  a l e i q u e , a c a d a  a g r u p am e n t o d e

\'to
e l e m e n t o s d e  U ( t om a n d o  p a r a r e f e re n c i a l  o c o n j u n t o dos nu 

m e r o s  n a t u r a i s )  f a ç a  c o r r es p o n d e r um , e um s o d o s  v a l o r e s  l o g i -

c o s : v e r d a d e i r o , f a l s o .  A n a l o g a m e n t e p a r a  a s  r e l a ç õ e s  d e g r a u

� , e t c . r c l a r o q u e  t o d a  a re l a ç ão d e  g ra u  i n f i n i t o  e d e t i
1 

p o 1 , s e r e d u z  i me d i a t am e n te  a uma  r e l a ç ão  d e  g ra u f i n i t o e d e  

t i p o s u p e r i o r  a 1 ;  a s s i m ,  p o r e x em p l o , a r e l a ç ã o s i mé t r i c a  q u e  

c o n s i s t e em a f i r m a r  a c o n v e r g ê n c i a d e  u m a  s u c e s s ã o n um e r áv e l  d e

n ume r o s  r a c i o n a i s a l , a 2 , . . .  , a n , . . .  , e o o p e r a d o r n u m e r i c o  fim

q u e  a t a l  s u c e s s ã o faz c o r r e s p.o nder um n um e r o d e t e rm i n a d a  a= l i m an
n a o  s ã o ma i s , n o  f u n d o , d o q u e  u m a  re l a ç ão u n i t á r i a d e  t i p o  2 

e um  o p e r a d o r  u n i t á r i o d o  m e s m o t i p o . 

T o d a v i a , p o d e  s e r  Q õm o da e a t i  c e r to p o n t o & e Q u nda

( e m v i r t u d e  d a s  a n a l o g i a s q u e  d a í  r e s u l tam ) a c o n c e p ç ã o d e  r e l �  

ç õe s d e  g r a u  i n f i n i t o ,  p o i s q u e  i e s s e u m  m o d o  d e  e v i ta r uma op� 

r a ç ã o  m e n t a l  a q u e  o n o s s o  e s p í r i to n ã o s e  a d a p t a i m e d i a t am e n ­

t e , a c o n s i d e r a ç ão d i r e c t a d e  t i p o s  s u p e r i o r e s  a ( l ) . A l im di s ­

s o , e n t ra a q u f  e m  j o g o um a  d a s  t e n d ê n c i a s d o e s p í r i t o  h u m a n o  -

- a t e n d ê n c i a ,  d e n o m i n a d a  g e r a l m e n t e pfa�õni Qa , q u e  c o n s i s t e em 

a t r i b u i r  a o s  o b j e c t o s m a tem á t i c o s  u m a  e x i s t ê n c i a i n d e p e n dente da 

r e s p e c t i v a  c o n s t r uç ã o  ( o  p a p e l  d o m a tem á t i c o s e r i a  e n t ã o  d e� Q o ­

b�i� e n ão i nv en�a� ) e em a dm i t i r ,  p o r t a n t o , c o mo a p l i c á v e i s a o s  

c o n j u n t o s  i n f i n i t o s  o s  m e t o d o s c om b i n a t o r i o s  u s a d o s  p a r a  o s  c o n 

j u n t o s  f i n i t o s . D a q u i , o s  c o n ce i to s  q ua� e - Qom bina�õ�i o �  e x p r e s ­

s ã o d e B e r n ay s ) d e  c o n j u n t o , s u c e s s ão , e t c . t a l c om o  s e  a p r e -

( 1 ) E na i ntervenção de ti pos s uper i ores a que cons i s tem , parci a lmente , 

as d i fi cul dades conceptua i s da Anãl i s e Funci onal . 
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s e n t a m  c o r re n t e me n t e  e m  A n á l i s e  e n a  t e o r i a d o s  c o n j u n t o s ; c o m 

e fe i t o , u m a v e z a dm i t i d o q u e , p o r  e x e m p l o ,  t o d a  a s u c e s s ão n u ­

me r á v e l p�eex�� te à s  de f i n i ç õ e s q u e  d e l a p o s s a m  v i r a s e r  d a d a s , 

n ó s p o de r e m o s  s e m p re , a o  f a l a r d e  s u c e s s õ e s n u me rá v e i s  e m  g e r a l ,  

a b s t ra i r c o mp l e t a me n t e  d o  m o d o  c o mo p o s s a m s e r  d e f i n i d a s , a d m i -

t i n d o  i mp l i c i t a me n t e  a p o s s i b i l i d a d e  �deal d e  q u e s e j a m  con s tru i  

d a s  a p a r t i r d o s  re s p e c t i v o s  t e rmo s , me n c i o n a d o s u m  p o r  u m . 

N u m a  s u a b e l a c o n fe rê n c i a s o b re o p l a t o n i s mo e m  Ma t e m� 

t i c a , B e r n ay s  ( 1 )  p ro c u ro u  m o s t ra r  q u e , e n q u a n t o  u m  p l a t o n i s mo 

a b s o l u t o  q u e  p o s t u l a a e x i s t ê n c i a de  u ma re a l i d a d e  i n t e l e g {v e l 

c o n s t i t u i d a p o r  to da� a s  e n t i d a d e s  m a t e mát i c a s , ê i n s u s t e n t á v e l 

p o r  c a u s a d a s  a n t i n om i a s  q u e s e  l i g a m  a o  p a ra d o x o  d e  R u s s e l l -

- u m  p l a t o n i s m o  re s t r i t o ,  i n v u l n e rá v e l a re s p e i t o d e  t a i s a n t i -

n o m i a s  p o d e  c o n s i d e r a r - s e  u m a h i p ó t e s e d e  t ra b a l h o  c óm o d a  e f e  

c u n d a ( 2 ) .  

Fo rma s d e s t e p l a t o n i s m o  a t e n u a d o  s ã o ,  p o r e x e m p l o ,  a s  

c o n c e p ç õ e s s o b re a t o t a l i d a d e  d o s  n Gme ro s i n t e i ro s  ( i n f i n i t o n� 

me r á v e l a c t u a l ) ,  o p r i n c íp i o  de Z e rme l o ,  e t c .  T o d a v i a ,  n u ma  re ­

a c ç a o q u e até e e�to  p o nto s e  d e v e c o n s i de r a r s a l u t a r , o s  i n t u i ­

c i o n i s t a s  b ro u w e r i a n o s  p re t e n de m  e l i m i n a r  d a  Ma t e má t i c a  t o d o  o 

re s í d u o  d e  p l a t o n i s m o , a i n d a q u e a t e n u a d o  - d e s e n v o l v e n d o  a s s i m

( 1 )  Con fe rênc i a fe i ta a 1 8  de Junho  de 1 934 no c i c l o das Con6�ên�� �n­
te�a�on� d� C�ên�� matem�e� organ i zadas pe l a Un i vers i dade 
de Genebra ; sêri e consagrada à Lóg i ca matemát i ca . Vej a -se BERNAYS ( I ) 

( 2 ) Convem recordar q ue o p l aton i smo ê uma fo rma daque l a ten dênci a ,  den� 
mi nada ��o�ta , que pare ce coexi s t i r em todo o h omem com a te n­
dênc i a  opos ta ,  denomi nada emp�ta . ha  I dade Médi a chamavam- se  �ea 

�mo e no�n�mo . 
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a s  i de i a s d e  K r o n e c k e r s o b r e t a l  a s s u n t o . E m  p a r t i c u l a r ,  o i n ­

t u i c i o n i s t a n ã o  a dm i t e  a t o t a l i d a d e d o s  n ume ro s n a t u r a i s . O c o r -

re n o  e n t a n t o  p e r g u n t a r  s e  n ã o s e rá e s t e e m p i r i s mo e x t re m o  tã o  

i 1 u s õ r i o c o mo a c o n c e p ç ã o  d o  p l a t o n i s m o a b s o l u t o . A b s t e n h o - me 

d e  ap rof u n d a r  t a l  a s s u n t o . N ã o  d e i x a re i  c o n t u d o  d e  l e m b r a r a c o n 

v e n i ê n c i a  q u e p a re c e  h a v e r  e m c o n s e r v a r  e s t a s  d u a s  e s p é c i e s d e  

Ma t e m á t i c a :  a Mat emãt� ea e x�� t e n e� al o u  d e� e��t� v a  e a Matem ãt� 

ea e O M t�ut� v a  ( 1 ) .  Ab o l i r  a p r i me i r a ( s e  t a l é p o s s í v e l ) s e r i a

t a l v e z  p ô r u m  e n t r a ve a o  p r o g re s s o d e s t a  c i ê n c i a ,  o b r i g a n d o - a a 

c a m i n h a r  c o m  m a i o r s e g u r a n ç a , m a s  t a mb ém c o m  m a i o r 1 e n t i d ã o , s o  

b re a s  v i a s  d o  i n t u i c i o n i s m o .  ( 2 ) Ma s s e r ã t a mb ém n e c e s s á r i o 

n a o  c a i r n o  e x c e s s o  o p o s t o  - q u e s e rá o d e  p e rm a n e c e r  e x t a s i a d o 

n a  c o n t e m p l a ç ã o d a s  " h a rmo n i o s a s l i n h a s "  d o  e d i f í c i o  matemát i co ,

e s q u e c e n d o  q u e e s t a  c i ê n c i a s e r ã s e mp re , n o  fi m de conta s , "ob� do 

h o m e m e p a�a o h o m em "  ( 3 ) . 

( 1 ) Recordemos , a p ropõs i to ,  a d i s t i n ção q ue tanto agradava a Kl e i n ,  en t re 
Maternátiea de p�e� ão e Matern�ea de ap�oxirnação . Não se  t rata , po rém 
e xactamente , da d i s t i nção aq u i  as s i na l ada . 

( 2 ) O i n t u i c i on i smo ,  cons i de rado como me i o  para ev i ta r as an t i nomi as canto 
ri anas , j ã  fo i compa rado ao ponto de v i s ta de um c i ru rg i ão , q ue pa ra
c u ra r  ra d i ca l mente uma unha e n c ravada , res o l ve amputar  a pe rna i nte i ra 
( BARZ I N  ( I ) p . 1 1 ) . Com e fe i to ,  a ma i o r  parte da Anál i se ,  com as s u as 
i mpo rtantes a p l i cações ã Técn i ca , n ão s e ri a ma i s  do que um mon tão de
ru i nas . 

( 3 ) Em pa rt i c u l a r , deve rá s emp re tentar- se a s u bs t i tu i ção de uma defi n i ção 
i mp 1 1 c i ta  ou quant i fi cada por uma defi n i ç ão reco rrente . Mas n ão é n i s to 
que , em u l t i ma anál i se , con s i s tem os p rob l emas da Matemáti ca ?  Não fo i 
a s s i m  q ue nas ce ram a teo ri a da"s equações a l géb ri cas , a teori a das equ�. 
ções d i fe ren c i a i s  e , f i na l mente , a Anál i se func i on a l ? 
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4 7 . - A D E F I N I ÇAO  P A RA  A L rM  D O  N UME RAV E L  E A S  I D E I AS D E  

L E I B N I Z  S O B R E  U M A  L I N GUA  UN I V E RS A L  C I E N T T F I CA . - N o t e m o s  a g o r a 

q u e  n a o s õ p a r a a s f u n ç õ e s  de  v a r i á v e l i n t e i r a s e  p o d e m  i m a gi 

n a r  p ro c e s s o s d e  d e f i n i ç ã o  re c o r re n t e . De u m  m o d o  g e r a l , p a r a 

q u a l q u e r  c o n j u n t o  b e m  o r de n a d o  s e  p o d e m  e s t a b e l e c e r e s q u e m a s  

d e  re c o r r ên c i a , b a s e a d o s  n o  p r i n c í p i o  g e r a l  d a  i n d u ç ã o , e n u n -

d a d o  n o  § 4 1 . 

P a r a m a i o r c l a re z a , i n t ro d u z a m o s  u m a  c o n v e n ç ão auxi l i  

a r :  S e  fo re m � u m  o p e r a d o r ,  d e f i n i d o n u m a  d a d a  c l a s s e U d e n u

me ro s o r d i n a i s e k u m  de s t e s  n üme r o s , rep resenta remos po r Q> [k ] 
o p e r a d o r i n d u z i d o p o r  cp n a  s e c ç ão [k } ( 1 ) .

o 

P o d e m o s e n t ã o  e s t a b e l e c e r  o s e g u i n t e e s q u e m a  d e  recor  

rê n c i a t r a n s f i n i t a :  

e m  q u e  a re p re s e n t a  u m  n úme ro  d a do , e � u m  o p e r a d o r  ( de ti po 2 ) 

j á  d e f i n i d o .  E f á c i l v e r q u e , e m  v i r t u de d o p r i n c í p i o  ge ra l  de 

i n d u ç ã o ,  e x i s t i r á u m � u m s o o p e r a d o r cp ,  q u e  v e r i f i q u e a  s 

d u a s  c o n d i ç õ e s p re c e de n t e s , o p e r a d o r  q u e s e r á d e f i n i d o e m  t o -

d o  o c o n j u n t o  f u n d a me n t a l U ( 2 ) . ( N o t e m o s  q u e  j á  a p ro p ós i t o

d o s  c o n c e i t o s  de  r e l a t i v i z a ç ã o e d e  h o mo mo r f i s m o f o i u t i l i z a �

d o  i n t u i t i v a me n t e  o m e t o  d o  d a re c o r rê n c i a t r a n s f i n i t a ) . 

T o d a v i a ,  e s t a  f o rm a  d e  re c o r rê n c i a d i z r e s p e i t o  a p� 

( 1 ) Sobre o s i gn i f i cado dos termos I I-i.nduúdo " e ".6 e.c.ç ã o " vej am-se  os

§§ 1 l , 4 1 � 

( 2 ) O esquema aqu i  i nd i cado co i n ci de , ã pa rte d i fe renças forma i s , com 
o q ue v on NE UMANN ap resenta em ( I ) .
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n a s  ã d e f i n i ç a o  de o p e ra d o re s  e ,  d e  n e n h u m  m o d o , ã d e f i n i ç ã o de

e l e me n t o s de U .  A g a ra n t i a d a d a  p e l o  e s q u em a  a n te r i o r  é a segu i.!!. 

t e : q ualq u e� q u e  � ej a  o m o do c o m o  v en h am a � e� i nt�o d u z i d o �  no  

v o �  n úm e �o� o �di nai� d a  c l a� � e U , o v al o �  d a  6 un ç.ã o  <I> ( x ) palLa

e� � e� núm e�o� �e� ulta�ã aut o m ati cam e nte d e t e�mi nado . 

O c o  r r e , n o  e n t a n t o , i n d a g a  r :  C o mo ' d e f  i n i r o u  c o n s  tru i r

cada u m  d o s  e l e me n t o s  d e  U ?  H a v e rá e l e me n t o s  d e  U i n a c e s s í v e i s ,  

i s t o é , q u e n ã o p o s s a m v i r a s e r d e f i n i d o s ?  O p ro b l e m a  é d e v e ­

r a s  d e l i c a d o . U m a  re s p o s t a  n e g a t i v a ã s e g u n d a p e r g u n t a  p r o v o c a

i me d i a t a m e n t e  a s  s e g u i n t e s  o b j e c ç õ e s : C omo  a d m i t i r e m  M a t e m ã t i  

c a  a e x i s t ê n c i a d e  e n t i d a d e s q u e  n ã o  s e  p o s s a m d e f i n i r ? S e  n ã o 

s e  p o d e m  de f i n i r , a p o n t a r ,  i n d i v i d u a l i z a r , p o r  q u a l q u e r m e i o ,

p o rq u e n ã o  l i b e r t a r  a M a t e m á t i c a d e s s e s  f a n t a s m a s ? T o d a s  e s t a s 

p e r g u n t a s  t êm s i d o fe i t a s a s e u  t e m p o , p o r m a t e m á t i c o s  d e  t e n ­

d ê n c i a  e m p i r i s t a , e n t r e o s  q u a i s B o re l . 

A e x i s t ê n c i a de  n úme r o s i n a c e s s l v e i s  re s u l t a r i a d o  s e

g u i n t e f a c t o : U m  n úme r o  n ã o s e  p o d e rá  d e f i n i r e fe c t i v am e n t e 

s e n ã o c o m· u m  n úme r o  f i n i t o d e  p a l a v r a s  e s ím b o l o s ; d e s t e m o d o , 

a t e n d e n d o a q u e : 1 )  u m a  l í n g u a  c i e n t í f i c a  n ã o  c o n tém  m a i s  d e  

u m  n u me ro  f i n i t o N d e  s i n a i s  e l e me n t a re s ; 2 ) o n úm e r o  d a s e x ­

p re s s õe s  c o m  s e n t i d o  q u e s e  p o d e m  c o n s t r u i r t o m a n d o  P d e s t e s  

s i n a i s  d e  c a d a  v e z ( c o m  o u  s e m  re p e t i ç ã o ) n ã o s e r á n u n c a  s u p e ­

r i o r  a N
P

. - s e g u e - s e q u e o c o n j u n t o d o s  n úme ro s e 6 e cti vam ent e  

d e 6 i nIv ei� , t e r á  a p o t ê n c i a  d o  n u me rá v e l ( 1 ) .  P o r  o u t ro l a d o  

( 1 ) E c l aro q ue pa ra o cál cu l o  do núme ro N
P 

se  admi te q ue o s i s tema de es 
c ri ta con s i de rado é de carácter excl us i vamente un i d i mens i ona l . Mas é 
fác i l ve r q ue todo o s i s tema de es cri ta em que i nte rvenh am a gru pamen­
tos b i d i mens i ona i s ( dete rmi nan tes , fracções , etc . ) pode rá redu z i r-s e  

a um  do  pri me i ro t i po .  
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&ab e - s e  q u e  o c o n j u n t o  d o s  n úme ro s d e  c l a s s e  I I  t e m  u m a  p o t e n ­

c i a  s u p e r i o r  ã d o  n um e r á v e l ( e a n a l o g a me n t e p a ra o c o n j u n t o d a s  

f u n ç õ e s  d e  i n t e i r o s o u  d'e n úme r o s  re a i s ) . V e.6 :te m o do , .6 eJLlam o .6  

le vado.6 a adm�:t�� a e X�.6 :t ên c�a d e nÚm e�o.6  �nac e.6 .6 1v e�.6 . 

T o d a v i a ,  s e o c o n j u n t o  do s n úme ro s d e  c l a s s e  I I , q u e 

s e  p o d e m  d e f i n i r p o r me i o  d e  u m  n úme ro  f i n i t o d e  p a l a v r a s , t e m  

a p o t ê n c i a  do numerãvel , e x i s t i r ã  n e c e s s a r i ame n t e  u m  p r i me i r o  nQ 
me r o  d a  me s m a c l a s s e  q u e n ão s e  p o d e  d e f i n i r p o r  t a l p ro c e s s o ; 

e c o n t u d o , d i  z e n d o q u e é " o p��m e��o " q u e não .6 e  po de  d e ó�n�� 

co m  um num e�o ó�n�:to  d e  pala v�a.6 ,  e l e  r e s u l t a  l I �pM óac:to " d e ­

ó�n�do com  um núm e�o 6�n�:to de palav�a.6 . T a l  e o p a r a d o x o  d e  

R i c h a r d , a p l i c a d o p r i m i t i v a me n t e a o s  n úme ro s re a i s ,  c o m  o p ro ­

c e s s o  d e  d i  a g o n a l . 

A p r i me i r a o b s e r v a ç ã o q u e e s t e p a ra d o x o  s u g e r e e q u e  a 

p a l a v r a I d e 6�n�� " n ã o c o r re s p o n d e u m  s i g n i f i c a d o  p re c i s o , d e t e r 

m i n a d o , d e f i n i t i v o :  t ra t a - s e  d e  u m  c o n c e i t o na:tu�ai e ,  p o r  i s s o  

me s m o , .6 uj e�:to a uma ev o lução no  :tempo . N o  c a s o d o  p a r a d o x o  d e  

R i c h a r d , a p a l a v r a a p a re c e  e m p re g a d a c o m  do i s  s e n t i d o s  d i v e rs o s ,

m a i s  r e s t r i t o  a p r i n c í p i o d o  q u e  n o  f i m :  e - s e  l e v a d o  �n:tu�:t�va  

men:te a a m p l i a r o s i g n i f i c a d o  i n i c i a l . 

C h a m a r em o s  l í n g u a  unl vo ca . c� en:tl ó�ca o u  exac:ta , a 

t o d o  o s i s t e m a  de e x p re s s ã o c o n s t i t u íd o  p o r  u m  determi nado con 

j u n t o  ( f i n i t o ) de s i n a i s e l e me n t a re s  e p o r u m a  l e i  u n i f o rm e  d e  

a g r u p a me n t o , t a l  q u e : 1 )  d a d a  u m a  e x p r e s s ão q u a l q u e r ,  e s e m p re 

p o s s í v e l s a b e r s e  e l a t e m  o u  n ã o ,t e m  s i g n i f i c a d o , n ã o p o de n d o  

ve r i f i c a r- s e  as d u a s  h i p ót e s e s s i m u l t a n e a me n t e ; 2 ) a u m a me s m a 

e x p r e s s ã o n ã o  p o de c o r r e s p o n d e r  m a i s d e  u m  s i g n i f i c a d o . As l i n  
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g u a s  c o m u n s  n ã o s a t i s f a z e m  a e s t e s  re q u i s i t o s : t r a t a - s e  p o r t a n ­

t o  de  l ; n g u a s  p l á s t i c a s ,  e s s e n c i a l me n t e  d i n âm i c a s , me s m o a b s -

t r a i n d o d a  e v o l u ç ão e x t e r n a  - re p r o d u z i n d o n a  s u a  m u t a b i l i d a de 

a q u e l e  f l u i r c o n s t a n t e q u e  c a r a c t e r i z a  o m u n d o  e m p í r i c o . Uma 

l í n g u a  e x a c t a , e mb o r a r u d i me n t a r ,  ê j á  o s i s t e ma de n ume ra ç ão

á ra b e . M a s  as l í n g u a s  c i e n t í f i c a s , p o r e x c e l ê n c i a ,  s ão o s  c h a ma ­

d o s  6 o �mali�m o �  r i g o r o s o s , c o n s t i t u í d o s  p e l o s  s ím b o l o s e regras 

d a  L ó g i c a m a t e má t i c a  ( a d a p t a d o s , p o r e x e m p l o ,  a o s  t i p o s fi n i tos ) , 

c o m  a a d j u n ç ã o  d o s  s i n a i s p r i m i t i v o s  e d o s  a x i o m a s  d e  u ma d a d a  

t e o r i a .  t fá c i l v e r  e n t ão q u e , e m  q u a l q u e r  d e s t e s  fo rma l i s mo s , 

o c o n j u n t o  d o s  e n t e s  q u e  s e  p o d e m  de 6ini� lo giQam ente ( § 2 2 )  terá

a p o t ê n c i a  d o  n u me r ã v e l . ( 1 ) S i m p l e s me n t e  e e e s t e o n e r v o  d a

q u e s t ão - t o d o  o fo rma l i s mo r i g o r o s o p o d e r á s e r  e n r i q u e c i d o c o m  

a a d j u n ç ã o d e  n o v o s  s ím b o l o s o u  de n o v a s c o n v e n ç o e s  s i mb ó l i c a s , 

p e rm i t i n d o  n o v a s  po � �i bilidade� d e  d e 6ini�ão , Qom a inte�v e n�ão 

de  tipo� � upe�io�e� àqu ele� ante�io�m ente u� ado � .  P o r o u t r o l a ­

d o , não hã nenhuma l ei 6 o �m ali zã v el a q ue po�� am � ub m ete� -� e 

to da� a� p o � � Z v ei� am plia�õe� d e  um 6 o �mali� m o , o q u e  � ig ni 6iQ� 

�ia a p o � �ibilidad e  de  um 6 o�mali�m o �ig o�o � o d e 6initiv o . 

N uma  s u a  o u t r a c o n f e rê n c i a ,  B e r n ay s ( 2 ) , d e p o i s de  fa  

l a r d o s  d o i s g r u p o s  d e  a n t i n o m i a s  c a n t o r i a n a s  - a s  q u e s e re d u ­

z e m  a o  p a r a d o x o  d e  R u s s e l l  e a s q u e  s e  re d u z e m  a o  p a r a d o x o  d e  

( 1 )  r prec i s o  contudo não perder  de v i s ta q ue uma l íngua ab� olutamente
exacta � rigi da #  não pas sa  de uma as p i ração jama i s  rea l i záve l . Em parti 
cu l ar , uma l íngua exacta supõe certas condi ções mate�� , que não s ão 
perfe i tamente real i zãve i s : superfíc i e  p l ana i ndefi n i damente pro l ongáve l , 
etc . 

( 2 )  BERNAYS ( I I ) . 

274



R i c h a r d - c h a m o u  a a t e n ç ão p a r a  a c o r re s p o n d ê n c i a q u e  s e v e r i ­

f i c a  e n t re e s t e s  d o i s g ru p o s  d e  a n t i n o m i a s  e a s  d u a s  s e g u i n t e s 

c o n c e p ç õe s  f i l o s ó f i c a s : a d e  P l a t ão s o b re o m u n d o d a s  i d e i a s  e 

a d e  L e i b n i z s o b re u m a  l í n g u a  c i e n t í f i c a u n i v e r s a l .  D o  me s mo 

mo d o  q u e o p a r a d o x o  d e R u s s el l e x c l u i  o p l a t o n i s mo a b s o l u t o , o 

p a r a d o x o  d e  R i c h a rd t o r n a  i m p o s s í v e l a r e a l i z a ç ã.o i n t e g r a l .  d a  

a s p i r a ç ã o  d e  L e i b n i z  ( d e  q u e  n a s c e u  a L óg i c a  m a t e m ã t i c a ) .  C om o  

n o t a  C a  r n  a p , t 1 )  ":tudo o q u e.  é. ma:t e.méi:t-L c.o  e. 6 o Jtmal-L zéiv e.l ;  p O Jté.m

a Ma:te.méi:t-Lc. a nao b e.  e.b g o:ta num ún-Lc. o b -Lb :te.ma ,  mab n e. c. e.b b -L:ta d e.  

uma b �Jt-Le.  -Ln 6-Ln-L:ta de.  llng uab c.ada v e. z ma-Lb Jt-L c.ab " 

E p re c i s a me n t e a i m p o s s i b i l i d a d e d e  6-LxaJt u m a  re g r a 

q u e b a s t e  p a ra d e f i n i r  q ualq u e.Jt n úme ro  d e  c l a s s e  I I  o u  q u e bas ­

te p a r a d e f i n i r q u a l q u e r n úme ro  r e a l  ( e m p a r t i c u l a r  u m  s i s t e ma 

u n i v e r s a l  d e  n o t a ç õ e s , c o m o o d a  n u me ra ç ão ã r a b e  p a r a o s  n u me -

r o s  i n t e i r o s , é ,  n e s t e c a s o , i m p o s s í v e l ) q u e  l e v a  c e r t o s  e m p i ­

r i s t a s  m o d e r a d o s , t i p o  B o re l , a n ã o  a d m i t i r a t o t a l i d a d e ' d o s  

n ume r o s  d e  c l a s s e I I o u  a t o t a l i d a d e d o s n úm e r o s  re a i s . T o d a 

v i a ,  a a d m i s s ão d e s t a s  t o t a l i d a d e s n ão c o n d u z  a n e n h u m p a r a d� 

x o  d o  g r u p o  d o  p a r a d o x o  d e R u s s e l l .  P e l o  c o n t r ã r i o ,  é u m  p a r� 

d o x o  n o  g e n e r o  d o  d e  B u ra l i - Fo r t i  q u e  s u r g e  a o  s u p ô r  q u e o s  

a x i o m a s 0 1 - 04 ' 0 5 '0 6 n ã o  p o d e m  s e r  s i m u l t a n e am e n t e v e r i f i c a d o s
- = 

p o i s  q u e t a l  e q u i v a l e  a a d m i t i r q u e  a a x i o m ã t i c a . o l - 04• ú 5 , 'V  0 6
a d m i t e  uma  s o l u ç ã o má x l m a , i s t o e .  q u e e x i s t e  um  c o n j u n t o  b e m  

o r d e n a d o  n u me r ã v e l t a l  q u e q u a l q u e r  o u t r o n a s  m e s m a s  c o n d i

c õ e s é i s o mo r f o a u m  s u b c o n j u n t o d O  p r i me i r o .

t l )  CARNAP ( I I I ) . 

275



A f i m d e  p re c i s a r  as  i d e i a s q u e a c a b o  d e  e x p ô r , vou  i n

d i c a r u m  mo d o  d e  c o n s t r u i r n Úlõl e r o s  t r a n s f i n i t o s , me d i a n t e  d e f i  

n i ç õ e s  d e  a l t u r a f i n i t a .  I n t r o d u z amo s e n t ão , s u c e s s i v a me n t e , as 

s e g u i n t e s  c o n v e n ç õe s : 

1 ) Po�ênQia de um o p enadon  uni�ãnio  � . De f i n e - s e  i me d i a ­

t a me n t e p o r i n d u ç ã o f i n i t a , �
o = I ; � ( n + l ) = � n . �

2 ) C h ama remo s timi� e de uma � uQe� � ão numená vet de  n u me ro s 

o r d i n a i s a l , a 2 , . . .  , a n , . . .  , e r e p re s e n t a re m o s  p o r  l i m n a n o p r i ­

me i r o n úme ro  o r d i n a l q u e g o z e  d a  p r o p r i e d a d e de  n ã o s e r  a n t e r i -

o r  a n e n h u m d o s  t e rmo s d a  s u c e s s ã o .

3 ) Re p re s e n t a n d o  p o r  Fl a c l a s s e  d o s  o p e ra d o re s  u n i t ã r i o s

( u n ív o c o s ) d e  t i p o 1, p o r  F2 a c l a s s e  d o s o p e r a do re s  q u e  a c a d a

o p e r a d o r p e r t e n c e n t e a F 1 fa z e m c o r r e s p o n d e r u ln o p e r a d o r p e r t e.!!

c e n t e a F l  e a s s i m  s u ce s s i v a me n t e , o o p e r a d o r  tim p O d e r á s e r

p ro l o n g a d o  a c a d a  um  de s t e s  c o n j u n t o s , t a l  c o mo s e g u e : 

e m  q u e p ,  n a  p o s i ç ão de  ín d i c e  s u p e r i o r  e s q u e r d o , i n d i c a q u e o 

o p e r a d o r c o r re s p o n de n t e p e r t e n ce a F p '

4 ) F i n a l me n t e , d e f i n i re mo s um a  s u c e s s ã o de o p e ra d o re s
2y ,3 y , . .  • , p  y , . .  . ,  t a l  c o mo s e g u e :

O b t�m- s e  de s t e mo do u m a  s u c e s s ão de  p r o c e s s o s d e  de f i  
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n i ç ã o  d e  a l t u r a f i n i t a , e n g i o b ã v e�� n um p�o e e� � o  ún� e o , m e d�a�

� e  o o p e �a d o �  y d e ��p o ��an� 6� n��o . P a r a a v a l i a r a p o t ê n c i a 

de s t e p r o c e s s o b a s t a ra d a r  o s  s e g u i n t e s  e x e m p l o s  ( s e m p a s s a r d o 

t i p o  2 ) : 

2 2 2 2 2 ( y ( s u c ) ) ( O ) = w ; ( y ( s u c ) ) ( w ) = 2 w ; (  y ( s u c ) ) ( U ) = w 

2 3 w 2 4 ( Y ( s u c )  ) ( O ) w ; ( y ( s u c ) ) ( O )  = E: ( rep resentando por E: 

o l i m i t e d e  s u c e s s ã o
ww w W , w , w , . . .  ) e t c . ( 1 )

P o de m o s  a g o r a  i m a g i n a r  u m a  d e f i n i ç ã o  d e  a l t u r a t ra n s

f i n i t a ,  f o rm a l i z ã v e l me d i a n t e  n o v a s c o n v e n ç õe s s i m b ó l i c a s : a de 

f i n i ç ã o d o  l i m i t e  da s u ce s s ã o 

S e r á e s t e n u me r o  e fe c t i v a me n t e d e a l t u r a  t r a n s f i n i t a , 

i s t o e ,  n ã o s e r á p o s s í v e l c o n s t r u í - l o p o r  u ma d e f i n i ç ã o d e  a l ­

t u r a f i n i t a ?  E i s  u m a  q u e s t ã o  a q u e  n ã o  p r o c u ro re s p o n d e r . E n t r� 

t a n t o , n o t a re i  q u e  n o  a r t i  g o  d e  H i  1 b e r t  " U b e r  d a s  U n e n d 1  i c h e " 

( 2 ) p o de v e r - s e u m a  p o s s i b i l i d a d e  d e , p o r  m ê t o d o s  d e  re c o r rê n -

c i a , f a z e r c o r re s p o n d e r  a c a d a  n ume ro  o r d i n a l  k ,  já  defi n i do ,  uma 

função d e  i n t e i r o s  de a lt u r a k .  N e s t e  t ra b a l h o . c u j o  o b j e c t i v o 

p r i n c i p a l  � o d e fo r n e c e r u m  e s b o ç o  d a  re s o l u ç ã o d o  p r o b l em a do 

c o n t ín u o  ( q u e  c o n s i s t e e m  s a b e r  s e  a p o t ê n c i a d o  c o n t ín u o  c o i n ­

c i d e c o m  o n ume ro  c a r d i n a l  N' l ) '  H i l b e r t s e r v e - s e  d o  e s q u e m a  g�

( 1 ) A exi s tênc i a  de numeros transf i n i tos de a 1 tu�a fi n i ta s uge re i med i a ta 
mente o s eg u i nte prob l ema : e��ã um núm��o de ei�� e I I , euja ai­

�uM � eja p�ewameMe �guai a k ?  

(2 ) H I LB E RT ( I ) . 
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r a l i n d i c a d o n o  § 4 3 e p r o c u ra m o s t r a r  c o m o  t o d o  o n um e r o  de c l as 

s e  I I  s e r ã a t i n g í v e l p o r  p r o c e s s o s d e  re c o r rên c i a , m e d i a n t e uma 

a m p l i a ç ã o n a t u r a l  d o  fo rm a l i s m o . 

c o n v ém  a i n d a  n o t a r  q u e  é s o b re o s  f a c t o s  a c a b a d o s  d e  

e x p o r  q u e  s e  b a s e i  a a d e mo n s t r a ç ã o  d o  n o t á v e l teo rema de Goede l ( n
� �g un do o q u a l  é im p o � � Z v eL ating i� a d em d n� t�a ç ao d a n a o  e o n ­

t�a di ç a o  d e um 6 o �mali� m o  ! óg i e o - m a t e m átie o , u�ili z an d o  u n i ea -

m e nt e  o �  m ei o �  o 6 e� e ei d o �  po � e� t e  6 o �m ali� m o . E m  p a r t i c u l a r , 

t e m - s e q u e , a o  c o n t r ã r i o d O  q u e  s u p u n h a m o s  p r o m o t o re s d a  a r i ­

tmeti zação d a  A n á l i s e ,  n ã o  ê p o s s l v e l re c o n d u z i r  a n ã o  c o n t r a d i -

ç ã o d a  t e o r i a d o s n úme ro s r e a i s  ( o u  d o s  n úme ro s d e  c l a s s e  I I ) 

ã n ã o  c o n t r a d i ç ã o  d a  t e o r i a d o s  n úme r o s  i n t e i r o s . T r a t a - s e , po�

t a n t o , d e  g �au� d i v e �� o �  d e  i d e ali z a ç a o . 

Um a  i d e i a  t e n t a d o ra s e r i a a d e  e l i m i n a r  d a  M a t e má t i c a 

a s d e f i n i ç õe s d e  a l t u r a t r a n s f i n i t a .  Q u e i n t e re s s e p o a e m  v i r a 

t e r  s e me l  h a n t e s d e f i n i  ç õe s , n ão s ó  n a  p r ã t i c a , m a s  a t é n o  dec u r­

s o  d e  u m a  t e o r i a ?  P o rém , t a l  me d i d a  s i q n i f i c a r l a  d e  n o v o o re -

g re s s o a o  n u m e r á v e l - e ê p re c i s o a t e n d e r  a q u e , e m  t a l  h i p õ t!

s e , c e r t a s  t e o r i a s , c o mo p o r  e x e m p l o a t e o r i a d a  me d i d a  d e  L e ­

b e s g u e  , s e r i a m  p u r a  e s i m p l e s me n t e a n i q u i l a d a s . 

A n t e s d e  t e rm i n a r  e s t e § ,  c o n v i r ã n o t a r  q u e  o a n t e r i o r

( 1 ) N a  s ua  o ri g i n a l ls s i ma demons t ra ção , Goede l es tabe l e ce uma co rres po� 
denc i a b i un ívoca entre as expres sões do fo rma l i smo cons i de rado e o s  
núme ros natu rai s me di ante a d�compo s i ção des tes em fa cto res p ri mos . 
Nes tas cond i çoes , a �intaxe do fo rma l i s mo , i s to e ,  as cons tantes l ó­
g i cas , os con ce i tos de defi n i çao , de demons t ração , etc . apa recem sob  
a forma de funções e re l açoes reco rrentes . 
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p r o c e s s o  d e  c o n s t r u ç ão d e n ume r o s  t r a n s f i n i t o s s e  p o de a p l i -

c a r  mutati!.J mutanfu ,  ã c o n s t r u ç ã o  de f u n ç õe s  d e  urna  v a r i áve l i n 

t e i r a ( e p o r t a n t o de  n ume ro s re a i s ) : b a s t a rá  i nterpretar  o s imbo­

l o !.J uc c o m o  i n d i c a t i v o  d a  adição de  uma unidade e o s im b o 1 0 �
c omo  i n d i c a t i v o , p o r  e x e m p l o , d a p a s s a g e m  de  c a d a s u c e s s ão 

<P l ( n ) , <p 2 ( n ) , . . .  , <p p ( n ) , . . . ã f u n ç â"o ljJ ( n )  t a l q u e  ljJ ( n ) = <pn ( n ) + l

( p ro c e s s o  d a  d i a g o n a l ) . 

O b t e r e m o s  a s s i m , e m  p a r t i c u l a r , uma  fo rma l i z a ç ão d o  

c o n h e c i d o  p r o c e s s o i n t u i t i v o de  fo rma ç ão  de f u n ç õ e s  s u ce s s i v a -

me n t e m a i s c re s c e n te s  ( 1 ) .  

4 8 . - O P R I N C I P I O  D E  Z E R M E L O . - Co n c e n t re m o s  u m  p o u c o a 

a t e n ç ã o s o b re o p r i n c i p i o d e  Z e rme l o , v á r i a s  v e z e s  a q u i  c i t a do . 

S e j a F u ma f a m; l i a  q u a l q u e r d e  c o n j u n t o s  n a o  v a z i o s ,

q u e p o d e m o s  s u p ô r  i n c l u i d o s  n u m s i s t e m a  [U ; PJ , c o mo c o n j u n t o s 

de  t i p o  1 . O p r i n c í p i o de  Z e rme l o a f i rma s i mp l e s me n t e a e x i s ­

tê n c i a d e  u m  o p e r a d o r  u n í v o c o  e ( o p e r a d o r de  e s c o l h a )  q u e , a 

c a d a  c o n j u n t o X de  t a l  f a m í l i a  fa z c o r r e s p o n d e r u m  e l e me n t o d o  
n U me s mo c o n j u n t o ; i s t o e ;  e m  s ;m b o l o s  F e n X E F ) + e ( X ) E X] .

x 
Uma d emo n s t r a ç ão f i n i t i s t a de  t a l  p r i n c í p i o  d e v e r i a e fe c t u a r - s e 

s e g u n d o u m , p e l o  me n o s , d o s me t o d o s  s e g u i n t e s : 1 )  p o r re d u ç ã o  

a o  a b s u r do ; 2 ) p o r  v i a c o n s t r u t i v a , i s t o é , i n d i c a n d o u m  mo d o  

d e  , p a ra c a d a  F , d e f i n i r l o g i c a m e n t e  u m  t á l  o p e r a d o r  e a pa.!:

t i r d a s  re l a ç õe s  p r i m i t i v a s . r c l a r o q u e  u m a  re s t r i ç ão de v e rã ,

de s d e l o g o , s e r  i m p o s t a : o s i s t e m a  [U ; P] de ve  s e r  i n d e f o rm ã v e 1 . 

( 1 ) Vej a-s e , po r  exemp l o ,  R . BA I RE ( I ) , p .  24 . 
Ai nda sob re a defi n i ção de numeros ordi nai s ,  vej a-se CHURCH ( I ) ,
KLEENE ( 1 , 1 1 , 1 1 1 ) , TURING ( 1 , 1 1 ) ,  CHURCH and KLEENE ( I )
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A e s c o l a po l aca d e d i c o u - s e  a o  t r a b a l h o d e  e s t a b e l e c e r 

v á r i a s  p r o p o s i ç õe s e q u i v a l e n t e s  a e s t e  p r i n c í p i o . Todav i a  a pos ­

s i b i l i d a d e d e  u ma dem o n s t r a ç ão g e r a l d e t a l p r o p o s i ç ão  p a re c e 

e x c 1 u i d a . 

T u d o s e  p a s s a  c omo  s e  e s t e  p r i n c i p i o  a dm i t i s s e  a p o s -

s i b i 1 i d a d e d e  c o n s t r u i r o o p e r a d o r  e , e� eolhendo , u m  p o r u m ,  

o s  p o n t o s  q u e t a l  o p e r a d o r  fa z  c o r r e s p o n d e r  a o s  d i v e r s o s  conj u�

t o s , o q u e , n o  c a s o  d e  f s e r  i n f i n i t a , é ma n i fe s t ame n t e i m p o s ­

s i ve l . Co n t ra t a l  i n t e r p re t a ç ão re a g em , p o rem , o s  z e rm e l i a n o s , 

e n t re o s  q u a i s F r a en kel ( 1 ) q u e  i n s i s t em  s o b re o c a r a c t e r p u r a ­

me n t e  ex�� te ne�al d o  re fe r i d o p r i n c í p i o . 

E n t re a s  d u a s  p o s i ç õe s  e x t r em i s t a s a r e s p e i t o  d o  p r i n ­

c i p i o  d e  Z e rme 1 0 - em p i r i s m o  e p l a t o n i s mo - p a re c e - m e  q u e  o mai s 

r a z o á v e l s e r á o p o n t o d e  v i s t a i n t e rmé d i o ,  a d o p t a d o p o r  S i e r -

p i n s k i , q u e r e c o n h e c e  em  t a l p r i n c i p i o u m a  ú t i l h i p ó t e s e de tr� 

b a 1 h o , de ve n d o t o d a v i a faze r-se  o p o s s í v e l  p o r  e s t a b e l e c e r em  c a  

d a  c a s o , u m  p ro c e s s o  c o n s t ru t i v o  d e  e s c o l h a . E n e s t a  o r d em  d e  

i d e i a s  s e rão  s e m p re i n t e re s s a n t e s  a s  i n v e s t i g a ç õ e s  t e n d e n t e s  a 

d e t e rm i n a r  um a l e i d e  e s c o l h a , a p l i c á v e l  a f a m í l i a s d e  c o n j u n ­

t o s t ão e x t e n s a s  q u a n t o p o s s í v e l ; a s s i m  p o r  e x e m p l o ,  G u i d o  A� 

co 1 i ( 2 )  co n s e g u i u d e m o n s t r a r  o p r i n c i p i o  d e  Z e rme 1 0 ( p o r u m

p r o c e s s o  t o d a v i a  n ão c o n s t r u t i v o , n o  s e n t i d o  i n t u i c i o n i s t a )  

p a r a a s  f a m í l i a s d o s  c o n j u n t o s  fe c h a d o s  e d o s  c o n j u n t o s  abe rto� 

d e  um q u a l q u e r  e s p a ç o  mé t r i c o  s e p a r á v e l c o m p l e t o . 

N ão me p a re c e , c o n t u d o , m u i t o  a c o n s e l h á v e l a d e s i g n a ­

ç a o  d e  " ax�oma " d a d a  c om umme n t e a t a l  p r i n c í p i o :  t r a t a - s e  a n -

( 1 ) FRAENKEL ( I I I ) . 
( 2 ) GUl DO ASCOL l ( I ) . 
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t e s  d e  u m a  h i p ó t e s e  me t a - m a t e m á t i c a , c o m o  a h�põte� e d e  n ã o ­

- c o n t r a d i ç ão d a  A r i tmé t i c a , a b i p ó t e s e  d o  c o n t í n u o , e t c . 

Re c o r d e m o s , p o r  u l t i mo ,  q u e  u m a  d a s p ro p o s i ç õe s e q u i ­

v a l e n t e s  a o  p r i n c íp i o d e  Z e rme l o e a d a  b em - o r de n a b i l i d a d e  d e  

q u a l q u e r  c o n j u n t o . P o r  o u t ro l a d o ,  r e s u l t a d o  t e o r e m a  I e n u n c i  

a d o n o  § 4 l ,  q u e  to do o c o nj unto b em o4d enado ê �nd e 6 o hmãv el . V�

r emo s  a s s i m  t r a n s fo rm a d o  o p ro b l e m a p o s t o  n o  § : p o d e m o s  nos afi! 

m a r q u e  t o d o o e l e me n t o d e  u m  c o n j u n t o i n d e f o rm ã v e l s e  p o d e e�­

p r i m i r l o g i c a me n t e  n a s  r e l a ç õe s p r i m i t i v a s ? J á  v i m o s  o e s t u d o  

d a  q u e s t ão  p a r a o s  n úme r o s  d e  c l a s s e I I . N o t emo s n o  e n t a n t o que ,  

i n t u i t i v a me n t e , s e  t e n d e p a r a r e s p o s t a  a f ; 'rm a t i v a : s e  um e l emen­

t o n ã o e i n d i v i d u a l i z ã v e l , e p o r t a n t o d i s c e r n í v e l l o g i c a m e n t e

d e  c e r t o s  o u t r o s  e l e me n t o s  ( c omo  o n ume r o  i e i n d i s c e r n í v e l  d o

n ume ro - i ,  p o r  me i o d a s  n o ç õe s  p r i m i t i v a s u s u a i s ) p a r e c e  q u e  

d e v e . e x i s t i r  u m  a u t o m o r f i s m o d o  s i s t ema  q u e  t r a n s f o rme  esse  e l� 

me n t o  em q u a l q u e r  d o s o u t ro s .  T o r n a re m o s  a d i a n t e a e ste as s u nto .. 

4 9 . - C O N D E N S A Ç AO .- A l em d a  helat� v� za�ão , j á  e s t u d a d a

n o  § 3 4 , u m  o u t ro p ro c e s s o  d e  fo rm a ç ão d e n o v o s  s i s t e m a s , a p a! 

t i r d e  s i s t e m a s  d a d o s , e a q u e l e  a q u e  c h a m a r e i c o nd en� a�ão .

S e j am  [U ;p] u m  c o n j u n t o  o rg a n i z a d o  e C u m a r e p a r t i ção 

de U .  I n t r o d u z a m o s  no  c o n j u n t o C uma  o r g a n i z a ç ão t a l  como segue : 

S e  r e p r e s e n t a rmo s p o r  � a q u e l a t ra n s fo rm a ç ão u n iv o c a  d e  U em 

C ,  q u e f a z  c o r re s p o n d e r a c a d a e l e m e n t � x d e  U a c é l u l a d� re 

p a r t i ç ã o a q u e x p e r t e n c e , e s e  p ro l o n g a rmo s a o  c o n j u n t o  P o 

o p e r a d o r  � s e g u n d o o p r o c e s s o  i n d i c a d o n o  §32 , t o ma r emo s p a ra
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c o n j u n t o  d e  re l a ç õe s p r i m i t i v a s  s o b re C o c o n j u n t o R d a s  re l a -
* * -ç õe s <I> ( ao )  e m  q u e ao s P e <I> e o p ro l o n g a me n t o d e  <I> a P ( 1 ) .  R e -

s u l t a rá a s s i m  d e f i n i d o u m  s i s t em a  [C ; R] a p a r t i r d o  p r i me i r o , e

é f á c i l v e r q u e  n ão s ó  a t r a n s f o rma ç ão <I> é ,  po�  d e 6{ n{ção , um
* 

h o mo mo r f i s m o  d e  [U ;P] em [C ; R] a r e s p e i t o d e  <I> , m a s  a i n d a :

Te o rema : C o nJ.J {d e� em o J.J  d o{J.J J.J {J.J temà.J.J [U ; pJ ' [V ; Q,J  �
q u e o J.J eg undo  J.J eja a {mag em h omom õ� 6{ ea do  p�{m e{�o , p o� { nte� 

m éd{ o d e uma t�aM 6 o�mação unlvoea 8 , a �eJ.J p úto de  uma t�anJ.J 6 o:!: 

mação b{unlv o ea a de  P em Q.; e J.J ej  a C a �epa�t{ção  d et e�m{ nada

em U p o�  8 ( tomando  pa�a e é.iuiaJ.J aJ.J {mag enJ.J eompietaJ.J { n v e�J.J aJ.J 
* 

doJ.J  eiem entoJ.J  de V I . E m  t a l c a s o , a t r a n s fo rm a ç ão b i u n í v o c a  8 

t a l  q u e  8* . <I> = 8 J.J e�ã: um h om om o� 6{J.J mo d e [c ; RJ em [V ; Q] a �eJ.J p e:!:.
* * - 1 to da t�anJ.J 6 o�maç.ão b{unlv o ea : a = a . <I>  d e R em � 

E s t e  t e o re ma p o d e  s e r  c o m p l e t a d o  c om  a s e g u i n t e p ropri� 

d a d e : a o�gan{ zaç.ão R {nt�o duz{da em C po�  eo ndenJ.J aç.ão d e  p -
e 

a ún{ ea q u e  v e�{ 6{ea a e o nd{ção d e  to do o h om omo� 6{J.J m o  8 d e  

[ u  ; p] num o ut�o J.J {J.J tema [V ; Q] J.J e t�aduzú1. num hom om o� 6{J.J mo  b.iu

nlv o eo de [C ; R] em [V ; Q]  , q uando  C é a �epa�t{ç.ão  d ete�m{nada

em U po� 8 .

O s  a n t e r i o re s  r e s u l t a d o s  c o n c re t i z a m- s e  e m  n um e ro s a s  

p ro p o s i ç õ e s  d a s  t e o r i a s  d o s  g r u p o s , d o s  a n é i s , d o s  e s p a ç o s  t o ­

p o l ó g i c o s , e t c . P o r  o u t ro l a d o , v i s t o q u e  a t r a n s f o rm a ç ão  <I> a

q u e  n o s  r e fe r i m o s  é u m  h o momo r f i s mo ( e u m  h o m omo r f i s mo d e  n a t u  
* 

re z a  p a r t i c u l a r , p o i s  q u e s e  t e m  <I> ( ao ) = <I> ( ao ) , q u a l q u e r  que se

* 
( 1 ) Para ev i tar fácei s confusões , represento aqu i  po r <I> o operador <I> 

prol ongado a P ;  com efe i to , não se  trata do mesmo operador ,  v i s to que 
o� domín i os de exi s ténc i a são d i v�rsos (vej a-s e  § l l ) .
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j a  a EP ) p o d e rá  a p l i c a r - s e  ã c o n d e n s a ç ã o , m u:ta:tif.J mu:tand...U , q u a n t o

f o i d i t o  p a r a o s  h om om o r f i s mo s . 

E m  p a r t i c u l a r , �o n di ç ão  n e � e� A á�i a e A u 6 i �i e n:t e pa�a 

q u e uma � epa�:ti ç ão H d e um g �u p o  G A e :t o � n e , p o �  � o nd e n� a ção , � 

n o v o g � u p o , ê q u e a 6 amZl�a H A ej a  � o nA :ti:tui da p elaA � laA A eA 

� eA :to d e G em  � ela ç ão a um A e u  A u b g �upo  i n v a�ian:t e N ;  e e n:tão H 

A e�á p� e �iA am e n:te o g � up o  � o �� e n:t e  � . 
N 

P o r  o u t r o l a d o ,  :to d a  a � epa�:ti ç â o  d e um eA p aç o  :to p o l� 

g i �o d e  K u�a:tO WA Ri A e�á ai n d a , p o �  � o n d e nA a ç ã o , um eA p a ç o  :to p� 

l õgi � o  d e  Ku�a:to wA Ri . ( 1 ) 

o c o n c e i t o d e  c o n de n s a ç ão e s t á  i n t i m a me n t e  r e l a c i o n a d o

c o m  u m  o u t ro c o n c e i t o  - u m a  r e l a ç ão d e  o r d e m  p a r c i a l  e n t re a s  

o r g a n i z a ç õe s p o s s í v e i s s o b re u m  m e s m o  c o n j u n t o f u n damenta l  - con­

c e i t o  j á  p o s t o  e m  e v i d ê n c i a p a r a  o c a s o d a s  t o p o l o g i a s . ( 2 ) 

A b s t e n h o - me t o d a v i a ,  po r f a l t a d e  t e m p o ,  d e  d e s e n v o l -

v e r  a q u i  e s t a i d e i a .  

( 1 )  Vej a-se po r exemp l o ,  ALEXANDROFF und HOPF ( I ) Z�leg uMg�aum , p . 6 2 . P� 
dera aí  ava l i ar-se o i nte res se e o poder de s íntese do concei to gera l 
ago ra i ntroduz i do .  

( 2- )  Num me u t raba l h o  i nédi to , estudo a comparação de topo l ogi as em es pa­
ços mui to ge ra i s .  No meu t rab a l h o " Lu enA embleA 6 e�ê6 e:t le pM bleme 

de Wiene.�" , ap l i co o mes mo con ce i to . 
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CAP I TULO I I I . - E S TUDO DOS AUTOMORF I SMOS E DOS ENDOMOR F I SMOS 

D E  UM S I S TEMA Q UA LQ U E R . 

5 0 .- CO N J U N T O S  U N I V O CAME N T E  F E C H A D O S  N U M S I S T E MA . - B A

S E  L O G I C A  D E  U M  C O N J U N T O . - , C o n s i d e re m o s  u m  s i s t e m a  [U ; pJ e u m  

s u b c o n j u n t o V d e  U .  D i r e m o s q u e u m a  r e l a ç ã o  a ( d e g ra u  f i n i t o

o u  i n f i n i t o ) s e p o d e e x phimih u ni v o e am e n t e e m  V ,  q u a n d o a s e  PQ
d e  e x p r i m i r l o g i c a me n t e n a s  r e l a ç õ e s P e n o s  e l e m e n t o s d e  V .  D i

re m o s  a i n d a q u e o s u b c o n j u n t o  V d e U ê u ni v o C'_am e n :t. e  6 e e h a do ne�

t e  s i s t e m a , q u a n d o  t o d o s  o s  e l e me n t o s  d e  U q u e  s e  p o d e m  e x p r i  -

m i r u n i v o c a me n t e e m  V p e r t e n c e m  a e s t e me s mo c o n j u n t o . 

E x em pl o � : O c o n j u n t o d o s  n ume r o s  i n t e i r o s n ão e u n i v o  

c a m e n t e fe c h a d o  n o  s e i o  d o  c o n j u n t o d o s  n um e ro s r a c i o n a i s , c o m  

a s  r e l a ç õ e s p r i m i t i v a s c o m u n s . P e l o c o n t r á r i o ,  t o d o  o p l ano s era 

u n i v o c a me n t e  f e c h a d o  n o  e s p � ç o  e u c l i d e a n o  o r d i n á r i o .  

S e r á  f á c i l v e r  q u e , q ualq u e h  q u e  � e J a  a 6 amllia F d e  

e o n J unto � u ni v o e am e nt e  fi e e h a d o � , a i n t eh� e e ção  d e  tai� e o n J u n ­

to � � ehá ai n da u ni v o e am e nt e fi e e hada . E m  p a r t i c u l a r , a i n t e r s e c­

ç ã o  K d o s  c o n j u n t o s u n i v o c a m e n t e f e c h a d o s  que c o n t e m  u m  d a d o  C o n 

j u n t o A s e rá o m e n o h  d o s  c o n j u n t o s  q u e  g o z a m d e  t a l p r o p r iedade ; 

d i r e m o s e n t ão q u e  K ê lo g i eam e n t e  g ehado  p o r  A , o u q u e  A ê u m a

b a� e  l 5g i ea d e  K .  

N o t e - s e q u e  o c o n j u n t o  v a z i o  p o d e  n a o  s e r  u n i v o c a me n t e 

f e c h a d o ; e o q u e s u c e d e , p o r  e x e m p l o  a r e s p e i t o d o  c o n j u n t o d o s  

n ume r o s  r e a i s  o u  d o  c o n j u n t o  d o s  n um e r o s  c o mp l e x o s , tomando como 
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p r i m i t i v o s  o s  c o n c e i t o s  d e  , � u b t r a c ç ã o ,  d i v i s ão e d e s i g u a l d a d e 

( e n t re m ó d u l o s ) ;  o c o n j u n t o l o g i c am e n t e g e r a d o  p e l o  c o n j u n t o 

v a z i o  c o i n c i d e , n o  p r i me i ro  c a s o , c o m  o c o n j u n t o f u n d a me n t a l , e

n o  s e g u n d o c a s o ,  c o m  o c o n j u n t o d o s  n ume r o s  r e a i s . 

P e l o  c o n t r á r i o ,  n o s  e s p a ç o s  t o p o l ó g i c o s o conj unto vaz i o 

e u n i v o c a m e n t e  f e c h a d o . D e  u m  m o d o  g e r a l , n o s  s i s t e ma s a l g e b r� 

c o s  ( g r u p o s , a n e i s , c o r p o s , e t c . ) o c o n j u n t o v a z i o  n ã o e u n i v o  

c a me n t e fe c h a d o , o q u e  e q u i v a l e  a d i z e r  q u e  e m  t a i s s i s t e m a s  

e x i s t e m  n e c e s s a r i a me n t e e l e me n t o s  q u e p e rm a n e c e m  f i x o s  p a r a  t� 

d o s  o s  a u t omo r f i s mo s . E m p a r t i c u l a r , s e  o c o n j u n t o  f u n d a m e n t a l 

a d m i t e  c o mo b a s e l ó g i c a o c o n j u n t o v a z i o ,  t r a t a r - s e - ã ,  m a n i f e s  

t am e n t e , d e  u m  s i s t e ma i n d e fo r m ã v e l . 

Da d o s  um  s i s t e m a  [U j P] , u m  s u b c o n j u n t o V d e  U e u m 

s u b c o n j u n t o W d e  V ,  c h a m a r e m o s  a i n d a  ba.6 e lóg .ü,a de  V ,  a res pe�

t o  d e  W ,  a t o d a  a f a m í l a { a i } d e  e l e m e n t o s  d e  V , t a l q u e  t o d o

o e l e me n t o d e  V s e p o s s a e x p r i m i r u n i v o c a me n t e em W e n o s  e l e -

me n t o s  a ,' ( 1 ) .  D i r e m o s a l em d i s s o  q u e  d u a s  f a m í l i a s { a . } , { b . }, , 

d e  e l e me n t o s  d e  U ,  c o n s t i t u em b a.6 e.6 lóg � ea.6 eq u� v al e nt e.6 a 

re s p e i t o d e  W ,  s e  o s  c o n j u n t o s  l o g i c a me n t e g e r a d o s  p o r  cada uma

d e s t a s  f a m í l i a s s ã o i d ên t i c o s  e n t r e  s í . Um a b a s e  l óg i c a { a . }, 
d e  V ,  a r e s p e i t o  d e  W ,  d i r - s e - ã  mZ n�ma , s e  n ã o fo r e q u i v a l e n t e

a n e n h u m  s e u  s u b c o n j u n t o p ró p r i o ;  e ,  em  t a l  c a s o , d i r - s e - ã

a i n d a  q u e o s  e l e me n t o s  a i s ão lo g � e am ente � nd ep e n d ente6. a r e s -

p e i t o  d e  W .

( l )  E c l a ro que  nao sera nece s sári o s upor , a res pei to dos conj untos V e
W ,  q ue e l es s ão un i vocamente fech.ados .
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E x empl·o : Um a b a s e l ó g i c a  m l n i m a  d o c o n j u n t o d o s  n u me ­

r o s c o m p l e x o s  a re s p e i t o d o . c o n j u n t o d o s  n Gme r o s r e a i s ( c o m  o s  

c o n c e i t o s p r i m i t i v o s  u s u a i s )  p o d e r á  s e r c o n s t i t u i d a  por  q ua l quer  

n u m e r o n a o  re a l , e m  p a r t i c u l a r o n úm e r o  i .  

r c l a r o q u e  n e m  s e m p re u m  c o n j u n t o V a dm i t i r á  u m a  base 

l ó g i c a  m í n i m a a r e s p e i t o  d e  um s e u s u b c o n j u n t o  W ,  o q u e , ev i de� 

t em e n t e , s ó  a c o n t e c e "q u a n d o V n ã o  a dm i  t e  u m a  b a s e  l ó g i  c a fi n i ta 

a re s p e i t o  de W .  t t a m b ém m a n i f e s t o  q u e , no c a s o  g e r a l , o c o n ­

j u n t o  V p o d e r á  a dm i t i r m a i s d e  u m a  b a s e l ó g i c a  m í n i m a ; p o r o u ­

t r o l a d o ,  d u a s  b a s e s m í n i m a s n ã o  s e rão , n e c e s s a r i a me n t e , f o r m� 

d a s  p e l o me s m o  n úm e r o  de  e l e me n t o s , c om o  s e  p o d e  v e r i f i c a r a 

r e s p e i t o  d a  t e o r i a d o s  c o r p o s . 

N O T A . - C o me c e i p o r i n t ro d u z i r  o c o n c e i t o  d e  ba s e l õ gi 

ca de u m  c o n j u n t o V ,  s e m r e f e r ê n c i a a n e n h u m  o u t ro c o n j u n t o .

t f á c i l v e r a g o r a  q u e  s e  t r a t a , p re c i s a m e n t e , d a  b a s e

l ó g i c a  d e  V a r e s p e i t o d o  c o n j u n t o v a z i o . E s t e f a c t o s u g e r e uma 

c o n v e n ç a o  c óm o d a  e s u g e s t i v a : d i r e m o s  " b a� e  l5gi ca d e  V /W " em

v e z  de " ba� e l5gi ca d e  V ,  a Jt e� p e.Lto d e.  W " .  De  r e s t o , u m a  c o n ­

v e n ç ão s i m b õ l  i c a a n á l o g a  s e  p o d e  e n c o n t r a r  n a  t e o r i a d o s co rpos . 

5 1 . - R E L A Ç O E S  I R R E D U T r V E I S  N UM C O N J U N T O . - D a do s  um s i s

t e m a  U e u m  s u b c o n j u n t o V d e  U ,  d i r e i  q u e  u ma r e l a ç ã o  a ( xi ) d e

t i p o e d e  g ra u  f i n i t o o u  i n f i n i t o ,  u n i v o c am e n t e  e x p r i m i v e l 

e m  V ,  é lJtJte dutlv el n e s t e c o n j u n t o , q u a n d o , d a d a  u m a  o u t r a r e ­

l a ç ã o  S ( ii 1 ,  d o  me s mo g r a u  e d o  m e s mo  t i p o , 'u n i v o c a me n t e e x p ri

m i v e l e m  V e c o m p a t i v e l  c o m  a ( i s t o é ,  q u e  t e n h a  p e l o m e n o s  
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um a  s o l u ç ã o c o m u m ) s e  t e m  n e c e s s a r t am e n te .

i s t o e ,  t o d a a s o l u ç ão d e  a s e r a  a i n d a u m a  s o l u ç ã o d e S .

T r a t a - s e , m a n i fe s t a m e n t e , d a  g e n e r a l i z a ç ã o d o  c o n h e c i  

d o  c o n c e i t o d e  i r r e d u t i b i l i d a d e d e  u m a  e q u a ç ã o  a l g é b r i c a , a re� 

p e i t o  d e  u m  c o r p o  q u e  c o n t e n h a  o s  s e u s c o e f i c i e n t e s ;  g e n e r a l i �a 

ç ã o e f e c t u a d a a p a r t i r d a  p r o p r i e d a d e c a r a c t e r í s t i c a  d a s  e q u a -

ç õ e s  i r r e d u t í v e i s ,  q u e  e n t r a e m  j o g o  c o n s t a n t e m e n t e n a s  d em o n s  

t r a ç õ e s  d a  t e o r i a d e G a l o i s : Va d a  uma eq ua ção alg ê b�i �a f ( x ) = O 

i�� e d utZv el n um � o �p o  K q u e  � o nt e n h a  o �  � eu� � o e 6 i �i e nt e� , qual-

q u e� o ut�a e q ua ç ão g ( x ) = O d e � o e {[ �i e nte� em K ,  q u e  t e n ha ,  p e.l o  

m e n o � ,  um a · � Olu. Ç. ã o � o m um � o m f ( x ) = O ,  admiti�á to da� a� ou.:tltM 

�ai z e� d e� ta e q ua ç ã o . 

S e j a m  a g o ra V u m  s u b c o n j u n t o d e  U ,  W u m  s u b c o n j u n t o  de

V e { a i } u m a  b a s e  l ó g i c a d e V / W .
t f á c i l v e r q u e  e x i s t i r á p e l o m e n o s  u m a  r e l a ç ão u n i v o

c a me n t e  e x p r i m í v e l e m  W e q u e  a d m i t a  a i c o m o  s o l u ç ão : a r e l a  -

ç a o  i d ê n t i c a  x .  = x  . . P o s t o  i s t o ,  c o n s i d e r e m o s a c o n j u n ç ão  de to 1 1 

d a s  a s  r e l a ç õe s g ( x ) q u e  a dm i t e m  a .  c omo  s o l u ç ã o ; i s t o é ,  c o n -1 
s i d e r e m o s a r e l a ç ã o  p ( x i ) t a l  q u e

n 
( a ) P ex i ) :: � (a 

i ) � ( x i )

o u , o q u e  ê e q u i v a l e n t e ,

( b )
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s u p o n d o , a l em d i s s o , q u e  a s  v a r i á v e i s � , n , Ç r e p re s e n t a m  re l a ­

ç õ e s  u n i v o c a me n t e e x p r i m í v e i s  e m  W .

P o d e m o s  a g o r a d e m o n s t r a r  p o r re d u ç ão a o  a b s u r d o , q u e 

a re l a ç ão p é i r r e d u t í v e l e m  W .  C o m  e f e i t o , s u p o n d o  q u e  ex i s tem 

p e l o  me n o s , u ma s o l u ç ão  D .  1 d e  

e x p r i m í v e l  e m W , t a i s  q u e  D .1 

s o l u ç ão  d e a , a r e l a ç ã o p * t a l

p e

s e j a  

q u e 

u m a  re l a ç ão 

s o l u ç ã o d e 

p * ( x . ) = p ( x . ) 1 1 

a ,  u n i v o c a m e n t e  

a ,  m a s a .  não sej a  1 

n ru ( a ( x i ) ) s e r a

a i n d a  u n i v o c a me n t e e x p r i m í v e l e m  W ,  a d m i t i r á a s o l u ç ã o  ai d e p , 
e ,  c o n t u d o , n ã o  a dm i t i rá  a s o l u ç ão b i d a  me s ma re l a ç ã o , o q u e

e m a n i fe s t a me n t e c o n t r á r i o a ( b ) .  

E p re c i s o  n o t a r , p o r e m , q u e  t a i s  r a c i o c í n i o s  s e a p o i a m  

s o b r e a h i p ó t e s e d e q u e  a re l a ç ão a t r á s  d e f i n i d a ê u n i v o c ame n t e

e x p r i m í v e l e m  W ,  o q u e , a t e n d e n d o  a o mo d o  c o mo f o i i n t r o d u z i d o

e s te a l t i mo  c o n c e i t o  n o  § a n t e r i o r , n ão s e  p o d e  c o n s i d e r a r e v i ­

d e n t e . P a r a m a n t e r  a l eg i t i mi dade d a s  a f i r m a ç õe s  fe i t a s , s e r á P o! 

t a n t o n e c e s s á r i o a l a r g a r  o s i g n i f i c a d o d a  l o c u ç ão " e x pJt-tm-tJt UI1'<" 

Vo c.amente ll , , a d m i t i n d o a e x i s t ê n c i a , em q ua.tq ueJt c.af.> o , d a i n t e r s e� 

ç ão d e  �o d of.> o s  c o n j u n t o s  q u e g o z a m  de  u m a  d a d a  p ro p r i e d a d e . D e  

re s t o , u m a t a l c o n c e s s ão de  c.aJt5c.�eJt q uaf.> e c. o m b-tl1a�5Jt-to é c o r  

re n t e e m  t o d a  a M a t e m á t i c a n ão i n t u i c i o n i s t a . L u s i n  p o r  e x e m p l o 

c h a m a - l h e pJt-tI1c.lp-to do  mln-tmo , a p r o p ó s i t o d o  c o r p o  d e  B o ­

r e l .  ( 1 ) N o t e m o s , p o r  o u t ro l a d o ,  q u e  t a m b ém o s  t e o r e m a s d e  

e x i s t ê n c i a  q u e  s e  e n c o n t r a m  n o s  f u n d a me n t o s  d a  A n á l i s e ( m á x� 

m o  e m í n i m o d a s f u n ç õe s  c o n t , n u a s  , c o n t i n u i d a d e u n i f o rm e , 

e t c . )  n ã o  s ã o d e m o n s t r a d o s  c o n s t r u t i v a me n t e , c o mo re s u l t a d a  

c r í t i c a  i n t u i c i o n i s t a . A r e s p e i t o  d a r e fe r i d a  c o n c e s s ã o , d e v� 

rá  m a n t e r - s e , p o r t a n t o , u m a  a t i t u d e  a n á l o g a  a q u e S i e r p i n s k i  

( 1  ) L US lN  ( 1 )  .
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a c o n s e l h a  p a r a  o p r i n c l p i o d e  Z e rme l o : a dm-i.t-i.tt a ex-i..6 t ê. n. c..-i. a  n. o 

c..a.6 O g ettal , c.. o m o  h-i.p óte.6 e c.. óm o da d e.  ttta6al h o ; ptt o c.. uttatt d em o n..6 -

tttaç õ e.6 c.. o n..6 tttut-i. v a.6 , em c..a da c..a.6 O p attt-i. c.. ulatt . 

Uma  v a n t a g e m  s e  o b t e m , p e l o  me n o s , c o m  t a l  a t i t u d e : não 

s e r a p r e c i  s o  r e p e t i  r c o n s t a n t e me n te a h i  p ó te s e ".6 Ltp o n. ham o .6  q u e 

e x-i..6 t e.  a -i. n.tett.6 e c.. ção , et c.. . " ( 1 )  

5 2 . - T E O R E MAS F UN DAME N TA I S . - Da d o  u m  c o n j u n t o  o r g a n i ­

z a d o [U ; p] , s e j a m  V u m  s u b c o n j u n t o u n i  v o c a me n t e  fe c h a d o d e  U ; W
u m  s u b c o n j u n t o  d e  V , e { a i } u ma b a s e  l ó g i c a d e  V / W . S e j a , p o r

o u t ro l a d o ,  p ( x i ) a re l a ç ão i r re d u t i v e l e m  W q u e  a d m i t e  a i c o mo

s o l u ç ão . P o d e m o s  e n t ão e s t a b e l e c e r o s s e g u i n t e s  r e s u l t a d o s :

I )  0.6  -i..6 o m o tt 6-i..6 m o .6  6 0 ttte.6 ( § 3 6 ) q u e , d e-i. x a n.do  6 -i. x o .6 

t o d o .6  0 .6  elem e n.t o .6  d e  W ,  ttL a n..6 6 0 ttm am V em .6 ub c.. o n.j un.tO.6 V ' , V " , . . . 

de  U .6 ão c.. o n..6 t-i.tu-i.d o.6 p o tt  aQ u ela.6 ttta n..6 6 0 ttmaç 5 e.6 b -i. u n.lv o c.. a.6 e
de  U q u e 6 a z em c.. o tttte.6 po n. d ett a c..a da el em e n.to y = � ( ii ) d e V ,  o

el em e n.to e ( y ) = � ( bi ) '  em q u e b ;  d e.6 -i.g n.a uma .6 o lução q ualq u ett d e

p (x . ) detettm-i. n.a da patta c..ada e .1 

I I ) S e to da.6 a.6 .6 o luç õ e..6 d e  p e.6 tã o c.. o n.:t-i. da.6 em V , 0 .6  

-i..6 o m o tt 6 -i..6 m o .6  6 0 ttt e.6 de  V q u e  de-i. x am 6 -i. x o .6  0 .6  elem e n.t o .6  d e  W 

ttta n..6 6 0 ttm am o c.. o n. j u n.to V em .6 Z m e.6 m o , -<-.6 to é. ,  tte duz em - .6 e a0.6 au 

to m o tt 6 -i..6 m o .6  6 0 ttte.6 d e  V q u e de-i.xam 6 -i. x o .6  0 .6  el em e n.to .6 d e  W . 

V em o n..6 :tttação do t e o tt em a  1 .  S u p o n h am o s , e m p r i me i r o  l u

g a r , q u e a s re l a ç õe s P s ã o t o d a s d e  t i p o 1 . S e j a e n t ã o  e u m i s o

( 1 ) A ques tão pode rã a i nda ser es tudada do ponto de v i s ta da teori a dos 
t i pos , o q ue não fi z por fa l ta de tempo . 
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mo r f i s mo fo r t e  d e  V q u e  d e i x e  f i� o s  t o d o s  o s  e l eme n t o s  d e  W ;

c om o , p o r  h i p 5 t e s e , a re 1 a ç io p i u n i v o c ame n t e exp r i m fv e 1  em  

W ,  e l a s e r á c o n s e r v a d a p o r  e ,  e p o r t a n t o a s o l u ç ão a
i d e  p

s e rá t r a n s fo rm a d a  n u m a  o u t r a s o l u ç ão b i = e ( a i ) d e  p .  Por outro

l a d o , v i s t o q u e  { a i } é uma base l 5g 1 .ca de V/W, c a d a  e l e me n t o  y d e

V s e rã s u s c e p t f v e 1 d a  re p re s e n t a ç ão y = � ( a i ) e m  q u e  � d e s i g n �

u m  o p e r a d o r  u n í v o c o  q u e p o r s e r u n i v o c a me n t e  e x p r i m f v e 1 e m  W , 

s e r á t a m b ém re s p e i t a d o p o r  e .  T e r - s e - ã p o r t a n t o e (y ) =� ( e (a . ) )  = 1 

Re c i p r o c ame n t e , s e j a  e u m a  t r a n s f o rm a ç ão q u e  f a ç a  C O! 
re s p o n d e r a c a d a e l e me n t o y = � ( a i ) d e  V o e l e me n t o  e ( y ) = � (b i ) '

e m  q u e  b .  d e s i g n a  u m a  s o l u ç ão de  p .  Vê - s e  i me d i a t a me n t e q u e  e 1 

n a o  s o  d e i x a rá f i x o s t o d o s  o s  e l em e n t o s d e  W ,  m a s  s e r á t am b ém 

u m a  t r a n s fo rm a ç ão b i u n f v o c a  d e  V e m  e ( V )  ( 1 ) .  A l ém d i s so , qual

q u e r  q u e  s e j a  a re l a ç ão a ( Y 1 ' Y 2 ' ' ' ' ) '  l o g i c am e n t e  e x p r i m í v e l

n a s  r e l a ç õe s  P ,  c ad a  s o l u ç ão ( c l , c 2 . . . .  , )  de  a p o d e r á  s e r  p o�

t a  s o b  a f o rma [� 1 ( a i ) ' � 2 Cai ) ' . . .  ' J em que � 1 '�2 ' . . . ' des i g nam ope­

r a d o re s  u n i v o c o s  e u n i v o c am e n te  e x p r i m f v e i s  em W .  o q u e  mo s t r a  

q u e  a p ro p o s l ç a o a [� 1 ( ai ) ' � 2 ( aí ) ,  . . . , J , é v e r d a d e i r a , e q u e , 

p o r t a n t o , s e  f i z e rmo s a * ( x . ) =a [<I> l Cx · ) ' � 2 ( x . ) ,  . . . , J , a r e l a ç ão . 1 1 1 
* -

a. ( X i ) a s s i m  de f i n i d a ,  u n i v o c a me n t e e x p r i m fv e l  e m  W ,  a d m i t e  a

s o l u ç ão ai d e  p ( xi ) .  Ma s . p o r h i p 5 t e s e , a re l a ç ã o p e i r r e d u ­

t í v e l  e m  W ,  l o g o ,  a s o l u ç ã o b i d e  p s e r á  t a m b ém u m a  s o l u ç ão d e

( 1 ) t prec i s o  nota r porem que , não s endo o operador  p un i vocamente deter
mi nado para cada y ,  parece haver aqui  uma i ntervenção do pr i ncíp i o 
de Zerme 1 0 .  Uma anál i se ma i s  profunda mos trarã que ta l não s ucede 
porem . 
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a * Cxi L i s t o é ,  a p r o p o s i ç ão  a [<1> l (1)i ) , <P 2 lbi ) , ' ' · ' ] ,  o u  o q u e  é

o me s mo , a p r o p o s i ç ão  a [e ( c l L e ( c 2 ) ,  . . .  ] , s e r á  v e r d a d e i r a .  Tem­

- s e p o r t a n t o : 

e a n a l o g a me n te 

p a ra t o d a  a r e l a ç ão a u n i v o c a me n t e e x p r i m í v e l  e m  W ,  e r e l a t i v i

z a d a a V ;  o q u e  s i g n i f i c a  q u e  e é um i s o mo rf i s mo fo r t e d e  V .

N o  c a s o  d e  a l g u m a s r e l a ç õ e s  P s e r e m  d e  t i p o  s u p e r i o r  

a 1 , b a s t a rá e f.e c t u a r  p re v i a m e n t e  u ma m u d a n ç a  d e  c o n j u n t o f u n ­

d a me n t a l  q u e  re d u z a  t o d a s a s re l a ç õe s  p r i m i t i v a s  a o  t i p o 1 .  t 
fá c i 1 v e r  q u e  o s  i s o mo r f i  s m o s f o r t e s  d e  V ,  a n t e s  e d e p o i s da m.!:! 

d a n ç a , s e r ã o  o s  m e s m o s , ã p a r t e  a l i n g u a g em . 

D E MO N S T RAÇAO  DO  T E O R E MA I I . S e j a  b .  u m a  s o l u ç ão  q u a l -1 

q u e r  d e  P i ; t e m - s e , p o r  h i p ó t e s e , { b i } c V ,  d o n d e , r e p r e s e n t a�

do  p o r e o i s om o rf i s m o  d e  V q u e r e s u l t a d e  s u b s t i t u i r a .  p o r  1 

b i : e ( V )  c V .  T r a t a - s e  e n t ã o  d e  d em o n s t r a r  q u e s e  t em r e c i p r� 

c a me n t e , V c e ( V )  e p o r t a n t o v = e ( V ) . 

V i s t o q u e { b i } c V  e q u e  { a i } e u m a  b a s e l õ g i c a d e  V / W

e x i s t i rá u m  o p e ra d o r � ,  u n í v o c o , m IT l t i p l o ( § 1 4 ) e u n i v o c a m e n t e

e x p r i m í v e l e m  W ,  t a l q u e  b i = <P (�i ) . 
P o n h a m o s  e n t ã o  
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I me d i a t a me n t e s e  v e  q u e  a re l a ç ão a ê u n i v o c am e n t e  e�

p r i m i v e l e m  W e q u e , a l ém d i s s o , a d m i t e  a s o l u ç ão b i d e p . Mas

a r e l a ç ã o p e p o r  h i p ó t e s e i r r e d u t i v e l  em  W ;  l o g o , ai s e r á t a m

b ém u m a  s o l u ç ã o d e  a ,  o q u e , a t e n d e n d o  a o  m o d o  c o m o  fo i d e f i n i  

d a  a r e l a ç ão , s i g n i f i c a  q u e e x i s t e  u m a s o l u ç ã o c i d e  p ta l que

ai = � ( ci ) '  M a s , a i n d a p o r h i p ó t e s e , a f a m i l i a  { c i } e s t á  c o n t i ­

d a  e m  V ,  do n d e s e  c o n c l u e , a t e n d e n d o n o v a me n t e  a q u e  { a i } é uma

b a s e  l óg i c a  d e  V / W , q u e  e x i s t e u m  o p e r a d o r  � u n i v o c o , m ú l t i p l o ,

e u n i  v o c am e n t e e x p r i m i v e l  e m  W ,  t a  1 q u e  Ci = ""$ ( xi ) donde ci =�[l ( c in 
( r e c o r d a n d o q u e  a . =� ( c . ) } ., , 

E n t ã o , s e  f i z e rmo s 

(3 ( X,. )  = { x . = � [4i ( x . ] } , , 
vê - s e  q u e  a r e l a ç ã o  (3 ,  u n i v o c a me n t e e x p r i m i v e l  em  W ,  a d m i t e  a

s o l u ç ã o c i d e  p ,  o q u e , p o r s e r  p i r r e d u t i v e l  e m  W ,  i m p l i c a que

(3 a d m i t i r á t a m b ém a s o l u ç ão a i ; i s t o é ,  t e r - s e - á : a i = � [� ( ai } J 
o u  a i n d a a . = � ( b . ) ., , 

V i s t o q u e  { a i } é u m a  b a s e l ó g i c a  d e  V / W , c a d a  e l e m e nto

k d e  V s e r á s u s c e p t i.v e l d a r e p r e s e n t a ç ão k = x Cã" . ) ,  e m  q u e  X d e ­, 
s i g n a u m  o p e r a d o r  u n iv o c o e u n i v o c a m e n t e e x p r i m i v e l  e m  W ;  en tão, 

a t e n d e n d o a o  ú l  t i m o r e s u l  t a d o , t e r - s e - ã k = x [� ( b i ) ] o u , a brev i�
* * d a me n t e k = x  (D i ) s e n d o a i n d a X , c o mo e f á c i l v e r , u m  o p e r a d o r

u n i v o c o  e u n 'j v o c a m e n t e e x p r i m í v e l em  W. E ,  c o m o  k é a r b i t r á r i o , 

t e m - s e  q u e { b i } e a i n d a um a b a s e  l ó g i c a  d e  Y / W , o q u e  s i g n i fi ca

q u e  e ( V } =v' , q . e . d . 
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5 3 . - C O N J U N T O S  N O RMA I S ; G R U P O  D E  GA L O I S  D E  UM  C O N J U N  

T O  N O RMAL . - V i mo s n o  § 3 8  q u e : 1 )  o p ro d u t o d e  d o i s  a u t o m o r f i !  

mo s é a i n d a u m  a u t o m o r f i s m o ; 2 )  a t ra n s f o rm a ç ã o  i n v e r s a  d e  u m  

a u t o mo r f i s m o é ai n da u m  a u t o mo r f i s m o . T a l s i g n i f i c a , c o m o  s e  s a  

b e ,  q u e  a f a m í l i a  d o s  a u t o Mo r f i s m o s  de  u m  s i s t e m a  c o n s t i tue um 

g r u p o  a r e s p e i t o d a  m u l t i p l i c a ç ão q u e  no § 1 3 f o i d e f i n i d a e n ­

t re o p e r a d o r e s . A n a l o g a me n t e , s e r á f a c i l v e r  q u e  a f a m í l i a  d o s  

a u t o mo r f i s m o s  f o r t e s  d e  u m  c o n j u n t o  u n i v o c am e n t e  f e c h a d o V , que 

d e i x a m  f i x o s  os  e l e me n t o s  de  um s e u  c o n j u n t o  W , ' s e rã a i n d a u m  

g r u p o a r e s p e i t o d a  m e s m a o p e r a ç a o . 

P o s t o i s t o ,  d a d o s u m  s i s t e m a [U ; p] ,  u m  s u b c o n j u n t o V

d e  U ,  u n i v o c a me n t e  f e c h a d o , e u m  s u b c o n j u n t o  W d e  V ,  d i re m o s  

q u e  o c o n j u n t o  V é no �mat a r e s p e i t o  d o  c o n j u n t o W ,  s e  e x i s t e 

p e l o  me n o s ,  u m a  b a s e l ó g i c a  { a i } d e  V j W , t a l q u e  t o d a s  a s  s o ­

l u ç õ e s  d a  r e l a ç ã o i r r e d u t í v e l  p ( x )  q u e  a dm i t e  ai c o m o  s o l u ç ã o

p e r t e n ç a m a V .  C h a ma r e m o s  e n t ão g�upo  d e  Gato�� d o  c o n j u n t o 

n o rma l V a re s p e i t o d o  s e u  s u b c o n j u n t o W ,  a o g r u p o  d o s a u t o ­

mo r f i s m o s  f o r t e s  d e  V ,  q u e  d e i x a m  f i x o s  o s e l e me n t o s  d e  W .  F i  

n a l m e n t e , d a d a u m a  b a s e  l ó g i c a  { a i } d e  V j W , e u m a  r e l a ç ã o p

i r r e d u t í v e l e m  W q u e  a d m i t e  a i c o m o  s o l u ç ã o , d i r e m o s q u e  p e

u m a  �e.ó ot v e n:te  de.  Gato�.ó d e  V a � e.ó p e�:to d e  W ,  o u  s i mp 1 e s rrente 

d e  V j W . 

A s  r a z o e s  d a  t e rm i n o l o g i a a g o r a  i n t ro d u z i d a  p a r e c e m ­

- me  b a s t a n t e  m a n i f e s t a s , p a r a q u e  n ã o s e j a  n e c e s s i r i o i n d i c a -

- 1  a s  . 

P o d e m o s  a i n d a e s t a b e l e c e r  o s  s e g u i n t e re s u l t a d o s : 
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I I I ) - * -
S e  V e n o�mal a � e� p eito d e  W ,  e p e uma �ela�ão 

i��edutlv el q ue admite uma � o lu�ão  em V ,  to da� a� � o lu� 5e� d e  
* p p e�tenee�ão a V .

I V ) O eo nju nto lo gieam e nte g e�ado pelo eo nj unto v a zio

e n o�mal a �e� peito do eo nj unto v a zio . 

V ) Vada uma 6amllia F ,  q ualq u e� ,  d e  e o n ju nto � no � m�

a �e� p eito d e  W ,  a inte�� ee �ão  d o�  e o nju nto �  de tal 6 amllia � e

�ã ainda um eo njunto no�mal , a fte� p eito de  W .  

A demo ns tração des tes teore m a s n ã o o f e r e c e  q u a  1 q u e r d i  f i -

c u l d a d e . 

C h a ma r e mo s s i m p l e s me n t e  eo nju nto no�mal a to d o  o c o n ­

j u n t o n o r ma l a r e s p e i t o  d o  c o n � u n t o v a z i o .  N o te m o s  q u e e m  t o d o  

o s i s t e m a [U ;P ] e x i s t e u m  c o n j u n t o n o r m a l máxim o : o c o n j u n t o

f u n d a me n t a l U ;  e u m  c o n j u n t o  n o r m a l mlnimo : o c o n j u n t o l o g i c a ­

me n t e g e ra d o  p e l o  c o n j u n t o  v a z i o .  E m  p a r t i c u l a r ,  n a s  c o n s i d e r� 

ç õe s a n t e r i o re s , p o de mo s  s u p o r V = U  e w = o . V ê - s e  e n t ã o q u e , s e

f ô r { a i } u m a  b a s e  l ó g i c a  d e U ,  e p u m a  r e l a ç ão i r r e d u t í v e l

( e m e )  q u e  a d m i t à  a i c o m o  s o l u ç ão , o s a u t o mo r f i s mo s  d e [U ; p] 
s e r ã o  d a d o s  p e l a s s u b s t i t u i ç õe s  de a . p e l a s d i v e r s a s  s o l u ç õe s 1 

5 4 .- U N I V O C I DA D E  N O  S E N T I D O  R E S T R I T O . - Suponhamos agora

q u e  t o d a s  a s  re l a ç õ e s  p r i m i t i v a s  do s i s t e m a  [U ;P] s ão da das sob

a fo rma d e  o p e r a d o re s  u n ív o c o s  d e. t i p o  1 ,  d e  g r a u  f i  n i  to  o u  

i n f i n i t o . D a do e n t ão u m  s u b c an j u n t o  V d e  U , d i remo s q u e  u m  

e l e me n t o x d e  U s e  exp�ime o p e�ato �iam ente e m  V ,  q u a n d o  s e  po� 
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s a  o b t e r a p a r t i r d o s  e l e m e n t o s  d e  y ,  m e d i a n t e u m  n um e r o  f i n i ­

t o  d e  a p l i c a ç õe s  s u c es s i v a s  d o s  o p e r a d o re s p r i m i t i v o s . D i r e mo s

q u e u m  o p e r a d o r  é o p ehatOh�am ente exph�mlv et e m  V , q u a n d o s e

p o s s a  o b t e r , a p a r t i r d o s  o p e r a d o re s P e d o s  e l e me n t o s  d e  V ,  m� 

d i a n t e u m  n um e r o  s u c e s s i v o d e  a p l i c a ç õ e s  s u c e s s i v a s , d a s  o p e r� 

ç õ e s  s e g u i n t e s ; 1 )  s o b re p o s i ç ão d e  o p e r a d o re s ; 2 ) s u b s t i t u i ç ão 

d e  u m  o u  m a i s  a r g u m e n t o s  d o s  o p e r a d o re s p o r  e l e m e n t o s  d e  V . Fi 
n a l m e n t e , d i r e m o s  q u e u m a  r e l a ç ão é o p ehatoh�am ent e  exph�mlv et

em  V q u a n d o s e  p o s s a  o b t e r , .  l i g a n do p e l o  s i n a l  = d u a s  f u n ç õe s  

o p e r a t o r i a m e n t e  e x p r i m ív e i s e m  V . ( 1 )

P o s t o  i s t o ,  o s u b c o n j u n t o V d e  U d i r - s e - ã  o p ehatoh�a ­

m e nt e  6 e ehad o  s e  t o d o s  o s  e l e me n t o s  d e  V q u e  s e  p o d em e x p r i m i r

o p e r a t o r i a me n t e e m  V p e r t e n c e m  a i n d a  a e s t e  c o n j u n t o . A n a l o g a ­

me n t e , s e  i n t ro d u z i r á a n o ç ão d e ba� e o p ehatõh�a d e  V a re s pe i ­

t o  d e  u m  s e u c o n j u n t o W .  E m  p a r t i c u l a r , o c o n j u n t o v a z i o s e r a 

s e m p r e  o p e r a t o r i a me n t e f e c h a d o . 

A s  1 o c  u ç õe s I I e xph�m�h o p ehatoh�am ente no eonjunto vaúo I I

e l I e xph�mih o pehatoh�am ente no�  eo ne e�to � ph�m�t�V o f.> "  se rão con 

s i d e r a d a s e q u i v a l e n t e s . 

ex empto : S e  o s i s t e ma CU] f ô r  u m  c o r p o  e a s  o p e r a ç õe s 

( 1 ) Con vem s a l  i en ta r  que o conce i  to de l I exptúmiJL opehato�amente ll co rre s ­
ponde ã ma i s r i  goros a  a ce pção de " exp!U.rrú.h eOn6�vamente" , po i  s que
nem sequer a recorrênc i a  aquí  i n tervem . 
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c.o n.6,,[d e.Jta.da..6 p r i m i t i v a s , fo rem  a s u b t r a c ç ão e a d i v i s ã o ( l ) ,  e 

f ã c i l v ê r  q u e : a )  a s  f u n ç õe s  o p e r a t o r i a m e n t e  e x p r i m i v e i s n u m  

d a d o  c o n j u n t o V se r ão a s  f u n ç õe s  r a c i o n a i s d e  c o e f i c i e n t e s  e m  

V ;  b }  a s  r e l a ç õ e s  o p e r a t o r i a me n t e e x p r i m i v e i s e m  V ,  s e r ã o  a s

e q u a ç o e s a l g é b r i c a s  d e  c o e f i c i e n t e s  e m  V ;  c )  o s  c o n j u n t o s  o p e ­

ra t o r i a m e n t e f e c h a d o s  s e r ã o  o s  s u b c o r p o s  d e  CU] ; d )  o c o n j u n t o

o p e r a t o r i a m e n t e g e r a d o  p e l a u n i d a d e é o s u b - c o r p o f u n d a m e n t a l 

d e  U ,  o q u a l  c o m o  s e s a b e , o u  é i s o mo r f o  (l O  c o r p o r a c i o n a l ( e  

e n t ão [U] t e r ã  c a r a c t e r l s t i c a  O ) o u  é i s o m o r f o a o  co r p o das c l as 

s e s - r e s t o  e m  re l a ç ã o a u m  m o d u l o p r i m o p ( e  e n t ã o  o c o r p o  s e r a 

d e  c a r a c t e r i s t i c a p ) .  

U m a  r e l a ç ã o  a ( x i ) d i r - s e - ã ,,[JtJt e.dutlv e.,l no .6 e.ntido Jte..6 -

tJt,,[to a r e s p e i t o d o  s u b c o n j u n t o V d e  U , q u a n d o : 1 )  a é o p e r a tQ 

r i a m e n t e  e x p r i m i v e l e m  V ; 2 ) d a d a u m a  o u t r a re l a ç ão B ( X i ) d o

m e s m o g r a u , o p e r a t o r i a me n t e e x p r i m l v e l e m  V e c o m p a t i v e l c o m  a , 

t e r - s e - à , n e c e s s a r i a me n t e a < B ,  i s t o é ,  t o d a s a s  s o l u ç õe s d e  a 

s e r a o  a i n d a  s o l u ç õe s d e  B .  

P o rém , d a d o  u m  s u b c o n j u n t o  V de  U ,  e u m a  b a s e  o p e ra t� 

r i a { a . } d e  V ,  a r e s p e i t o  de  u m  s e u  s u b c o n j u n t o W , j ã não poder�1 
m o s  a f i r m a r q u e e x i s t e n e c e s s a r i a me n t e u m a  re l a ç ão p (x . ) ,  i r r e1 -

d u t i v e l e m  W n o  s e n t i d o  r e s t r i t o e q u e a d m i t e  a i c o m o  s o l u ç ã o .

( 1 ) Um façto i nteres sante é es te de s e  pode r expri mi r ope ra tori amente a 
s oma e o produto na di ferença e no coci ente , e de não s e  poder efe� 
tuar , operatori amente , a defi n i ção i nvers a , a qua l  exige , mani fes t� 

mente , o emprego do quant i f i c�dor de exi s tênc i a .  t es te fac to que  pe!

mi te apresenta r s uc i ntamente , em termos de d i ferença , e de coc i ente , 

a condi ção neces s ãri a e s u fi c i ente para que um  s ubconj unto de um cor 

po sej a , por re l at i v ização , a i nda  um corpo . 
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P a r a  q u e t a l s u c e d a s e ra n e c e s s á r i o C e  s u f i c i e n t e ) q u e  a c o n j u� 

ç ão d e  t o d a s  a s re l a ç õe s , o p e ra t o r i a m e n t e  e x p r i m i v e i s  e m  W , q u e  

a d m i t e m  a .  c o m o  s o l u ç ão , s e j a  a i n d a  u m a  r e l a ç ã o  o p e ra t o r i a me n t e 1 

e x p r i m í v e l e m  W . t i s t o  o q u e s e  v e r i f i c a , s i s t e ma t i c a m e n t e , a 

r e s p e i t o  d o s  c o r p o s , q u a n d o  a b a s e  e c o n s t i t u i d a  p o r  u m  s ó  e l e -

me n t o  e ,  c o mo s e  s a b e , é s e m p re p o s s i v e l e s c o l h e r  u m a  t a l b a s e ,

q u a n d o  V e . u m a  e x t e n s ão a l g é b r i c a  s e p a r á v e l de  W ( 1 ) . 

P o s t o  i s t o ,  e f á c i l v ê r  a g o r a  q u e , s u b s t i t u i n d o  o c o n -

c e i t o  d e  " e. x pJL,[mút un,[ v a c.. a.m e.nte. " p e l o  c o n c e i t o d e  " e.xpJL,[m,[JL o p� 

JLa.taua.me. nte. " , o t e o r e m a  I ( §  5 2 ) c o n s e r v a rá t o d a a s u a  v a l i d a ­

d e , e n q u a n t o o t e o r e m a  I I  d e v� r ã s e r  c o m p l e t a d o  c om a re s t r i ç ã o 

de  q u e  a re l a ç ão  p a d m i t a  a p e n a s  u m  n ume r o  f i n i t o de s o l uções ( 2 ) . 

T o da s a s  c o n s i d e r a ç õ e s  u l t e r i o re s  s e r ã o  p o i s  a p l i c á v e i s a e s t e 

c a s o , t e n d o e m  c o n t a a s  l i m i t a ç õ e s i n t ro d u z i d a s . E ,  de s t e m o d o , 

s e  re e n c o n t ra m , n o  c a s o  d o s  c o r p o s , a s  p r o p o s i ç õ e s  d a  te o r i a d e  

G a l o i s , q u e s e  t r a t a  a g o r a  d e  g e n e r a l i z a r  a s i s t e m a s  q u a i s q u e r , 

s e g u n d o o s  d o i s  p o n t o s  d e  v i s t a ; r e s t r i t o  ( c o n s t r u t i v o )  e l a t o  

( d e s c r i t i v o )  . 

Um  p r o:b l em a  i n t e re s s a n t e a re s o l v e r é o s e g u i n t e : 

t e v i d e n t e q u e  o g r u p o  d o s  a u t o m o r f i s mo s  6 a JLte.� d e  u m  

c o n j u n t o n o rma l V , a r e s p e i t o d e  u m  s e u  s U D c o n j u n t o  W ,  e stá con-

t i d o no g r u p o  d o s  a u t o mo r f i s m o s  6JLa.c.. a �  de V ,  a r e s p e i t o  de W .  

c..'[ dem ?  

P o i s b e m : a. JLe.� p o � ta ,  n o  c.. a.� a da. un,[ v a c..'[dade. JLe� tJL,[ta 

( 1 ) Vej a -se , por exemp l o ,  VAN DER WAERDEN ( I ) . 

( 2 )  Abs tenho -me de faze r aqu í  as res pec t i vas demonstrações , q ue não apre ­
sentam d i fi cu l dades . 
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é a 6��ma��va , � e a�e nd e�mo �  a q u e  V e um e o nju n�o � e� ����am e n-

.�e  6 e ehado e a o  q u e 6 o �  d��o n o �  § § 3 4  , 3 5 , a � e� p e��o d� 6u�

� õ e� lõg �ea� eo n� e�v ada� p o �  � ela�� v� z a�ão .  

A i m p o r t â n c i a  d e s t e  r e s u l t a d o ê m a n i f e s ta .

5 5 . - D E T E RM I N A Ç A O  DAS  B A S E S  L O G I CA S .- P O S S I B I L I DA D E S  

D E  E X P R I M I R U MA R E L A Ç A O  N O S  C O N C E I T O S  P R I M I T I V O S .- C o l o q u e mo -

:- n o$ d e  n o v o  n o  p o n t o d e  v i s t a i n i c i a l . Se j a m , p o i s , \� e V d o i s 

s u b c o n j u n t o s , am b o �  u n� v o eam e n�e  6 e e hado� , d e  u m  s i s t e m a  [U] , 

t a i s  q u e  W c: V .  T e r - s e - ã  e n t ã o :  

V I I )  C o ndi�ão  n e e e� � ahia e � u 6 iei en�e pa�a q u e um el em en  

�o k de V p e��en�a a W é q u e �o do�  o �  �� o m o � 6�� m o � 6 o��e� de.  V

q u e.  d e.�xam 6� x o �  o �  e.l e.m e.n�o�  d e.  W ,  d e.ixem �amb ém 6� x o o e.l e. ­

m e.n�o k . 

V I I I )  C o n d�cão  n e e e.� � i��a e. � u 6 � e� e.n�e. p a�a q u e.  um � ub eo n

j un�o { a i } d e.  V e o n� ���ua uma b a� e.  lóg� ea d e  V /W , é q u e o e o n ­

j u n�o { a i } � e. ja  d e. 6 o�mado  ( 1 ) p o �  �o d o� o�  i� o m o � 6�� m o �  6 o��e.�

d e.  V ,  d�� ��n�o �  da � d e. n��dad e. ,  q u e.  d e.�xam 6ix o �  o �  e.l e.m e. n�o � d e.  

w .  

D E M . D O  T E O R E MA V I I . - Q u e  a c o n d i ç ão é n e c e s s á r i a ,  e

e v i d e n t e . De m o n s t re m o s e n t ão q u e  e l a e s u f i c i e n t e . 

S e j a m  { a i } u m a  b a s e  l ó g i c a  d e  VJ W ,  P (Xi ) a r e l a ç ão

i r re d u t í v e l q u e a dm i t e  a i c o mo s o l u ç ão , e k u m  e l e me n t o d e  V .

T e r - s e - â : k = � (ai l ,  s e n d o � u m  o p e r a d o r  u n í v o c o  e u n i v o c a m e n t e

( 1 ) Di zemos , natura l me nte , que um conj unto A é de6o�ado pel a transfo rmaç ão
e quando um , pe l o menos , dos s eus  el emento s  é mudado po r e .
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e x p r i m i v e l e m  W .  S e g u n do o t e o r e m a  1 ,  o s e l e me n t o s  e m  q u e  � 
t ra n s f o rm a d o  k p e l o s i s o m o r f i s mo s  f o r t e s  d e  V q u e  d e i x a m  f i � o s  

o s  e l e me n t o s  d e  W ,  s e rio  t o d o s  o s  e l e m e n t o s , � (ii ) '  � ( Ei ) ,

q u e  a . ,E . c . , . . . d e s i g n a m  a s  d i v e r s a s  s o l u ç õe s  de 1 1 1 

p .  Ma s , p o r  o u t r o l a d o , t a i s e l e me n t o s  s e r ã o  a s  s o l u ç õe s  d a  r e 

l a ç ã o a. t a l  q u e  

r e l a ç ão u n i  v o c a m e n t e  e x p r i  m i v e l  e m  W .  E n t ã o , s e , k permanece fi xo 

p a r a  t o d o s  o s  re fe r i d o s  i s ol!lo rfi smos , i s t o  €i ,  s e  t o d o s  o s  e l e me n -

t o s  � C ai ) , � ( Di ) " " c o i n c i d e m e n t re s i , t a l s i g n i f i c a  q u e  a

re l a ç ã o  a a d m i t e k como un i ca so l uçio , i s to €i ,  ter-s e -ã k = ly a ( y ) ,

d o n de s e  c o n c l u i  q u e k é u n i v o c a me n t e e x p r i m í v e l e m  W e q u e , 

p o r t a n t o , v i s t o s e r W u n i v o c a me n te  fe c h a d o p o r  h i p ó t e s e , k p e! 

t e n c e a W ,  q . e . d .  

DE M .  DO  T E O RE MA V I I I . A i n d a n e s t e c a s o , b a s t a rá  de -

mo n s t ra r  q u e  a c o n d i ç ã o €i s u f i c i e n t e . F ã - l o - e m o s  p o r redução ao 

a b s u r d o  ( 1 ) ,. 

S e j  a e n  t ã o  { a . }  u m a  f a m Í l  i a de  e 1 e me,n tos de  V t a  1 que o1 
u n i c o  i s o mo rf i s m o f o r t e  d e  V ,  q u e de i x a f i x o s t o d o s  o s  e l e me n -

t o s  d e  W e t o d o s  o s  e l e m e n t o s  a .  s e j a  a i d e n t i d a d e . S e j a p o r1 
o u t ro l a d o V o c o n j u n t o  l o g i c a me n t e gerado pe l os conj untos {a i } e W ;

a f a m i l i a  { a i } s e r á d e s t e  m o d o  u m a  b a s e  l ó g i c a  d o  c o n j u n t o  u n i

( 1 ) A demons tração poderi a i g ua l mente ser  fe i ta por  outro método . t 
apenas po r comodi. dade q ue adopto o método de reduçio ao absu rdo . 
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* 
v o c a me n t e f e c h a d o V , a r e s p e i. t o d e  W .  T em- s e  p o r  outro l ado q ue 

* V e s t ã  c o n t i d o  e m  W ,  v f s t o  q u e V i u n i v o c am e n t e f e c h a d o e q u e
* 

{ a . } c V .  Re s t a p o r t a n t o d e mo n s t r a r q u e  VcV . 1 

S u p o n h a m o s  e n t ão q u e  e s t a  ú l t i m a c o n d i ç ã o  s e  n a o  v e r i  
* * 

f i c a  e s e j a m : { k i } u m a b a s e  l ó g i c a d e  V / V ; P ( xi ) a re l a ç ã o
* * 

i r re d u t i v e l e m  V q u e a dm i t e fi c o m o  s o l u ç ã o .  r c l a r o q u e p 
a d m i t i r ã  m a i s  d e  u m a  s o l u ç ã o , d e  c o n t r ã r i o t e r - s e - ã  { k . } cV 1 

* 
e 

* * 
p o r t a n t o V = V  . Ma s o f a c t o  d e  P a dm i t i r m a i s  d e  u m a  s o l u ç ã o , 

s i g n i f i c a  j u s t a me n t e q u e e x i s t e m  i s o m o r f i s m o s f o r t e s d e  V , d i s 

t i n t o s  d a  i d e n t i d a d e , q u e d e i x a m  f i x o s  t o d o s  o s  e l e m e n t o s  d e  
* V e p o r t a n t o  t o d o s  o s  e l e me n t o s  d e  { a . } ,  o q u e i c o n t r a a h i1 

p õ t e s e .
* 

O a b s u r d o  re s u l t a d e  s u p o r  q u e  a c o n d i ç ã o vcv s e  n a o
* 

v e r i f i c a . T e r - s e - ã  p o r t a n t o V = V  , q . e . d .

D o  t e o r e m a  V I I d e d u z - s e  a s e g u i n t e i m p o r t a n t e  c o n s e -

q u ê n c i a : 

I X )  S eja  P um � o nj u n�o q uatq ue� d e � etaç õ e� � o b�e  o

eo nj unto 6undam entat u . C o ndição  n e e e� � â�ia e � u 6i �i ente pa�a

q u e  uma �etação � o b�e  U � eja univ o �am ente exp�imZv et na� 4eta 

ç õ e� P , ê q ue �at � etação  � ej a eo n� e� vada p o� to do � o� auto -

m o � 6i� m o �  d o  � i� tema  [U ; p] . 

A d e mo n s t ra ç ã o d e s t e  r e s u l t a d o f a r- s e - ã  s e m q u a l q u e r

d i f i c u l d a d e , i m a g i n a n d o c o n v e n i e n t e s  m u d a n ç a s  d o  c o n j u n t o f u n 

d a me n t a l  e a t e n d e n d o  a o  t e o r e m a  V I I . 
C o n v i m  s a l i e n t a r q u e  a p ro p o s i ç ã o  I X  c o s t u m a  s e r admi
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t i d a in�ui�ivamen�e e m  t r a t a d o s  d e  T o p o l o g i a ,  A l g e b r a , e t c . 

A s"s i m  p o r  e x em p l o , d i z - s e  q u e l i a T o p ol o gia C'.. o n.6 L!) �e  no e.ó �u do 

da.ó p�o p��e dade.ó de um e .ópaço  q ue .ó e  C'.. o n.ó e�vam p o �  h o m eo m o � 6i.ó ­

mo  ( i s o m o r f i s m o t o p o l õ g i c o ) 1I e a c re s c e n t a - s e  v a g a me n t e  q u e 1'tM-ó

p�o p�iedad�.ó .ó io �o da.ó aQ uela.ó Q u e  .ó e po d em e x o r i m i r l o g i c a me n ­

t e  n o  C'..o nC'.. ei�o p�imi�i v o d e 6 e C'.. h o ( o u de�iv ado , ou iMe!U.o�, etc . ) "

v ê- s e  a g o ra q u e a l o c u ç ã o  " e x p�imi� l o gi C'..am e n�e " d e v e  

a q u l  s e r  t o m a d a  n a q u e l a a c e p ç ão q u ã s i - c o m b i n a t õ r i a q u e  n o  § 5 1  

f o i d a d a  ã l o. c u ç ão  " e xp�-<-mi� un�v o C'.. am en� e. " . 

E m  p a r t i c u l a r ,  o b t e m - s e  u m a  re s p o s t a  a o  p r o b l e m a  p o s t o  

n o  § 2 7 : 

Um .ó -<-.ó �ema .ó e�ã i nd e 6 o�máv el ,  .ó e , e .ó 0  .ó e , �odo.ó O.ó -6 eu.ó

el em e.n�o.ó 6 o � em uni v o C'.. ame.n�e  exp�imZv ei.ó na.ó �elaç o e..ó p�imi�i -

va.ó • 

r p r e c i s o n ã o  p e r d e r  d e  v i s t a ,  p o rem , q u e  s e  t r a t a  aq u i

d e  u m  c r i t é r i o p u ra m e n t e  e x i s t e n c i a l , u m a  v e z  Q u e . t a c i t a m e n t e , 

s e  a d m i t e  a e x i s t ê n c i a  d a  i n t e r s e c ç ã o de  q u a l q u e r  i n f i n i d a d e d e  

c o n j u n t o s , a b s t ra i n d o  d o s  m�os d e  d e t e rm i n a r . e f e c t i v a m e n t e , t a l

i n t e r s e c ç ã o . 

5 6 . - O S  G R U P O S D E  GA L O I S  E A S  S U C E S S O E S  MO N OT O N AS D E

C ON J U N T O S  N O RMA I S . - E n t re a e s t r u t u r a d e  u m  s i s t e m a  e a e s t r u t u 

r a  d o  s e u  g r u p o  d e  a u t om o r f i s mo s . e x i s t e u m a  i n te rdepen dên ci a ,  a o

m e s m o t e m p o s i m p l e s e p r o f u n d a , q u e  e p o s t a e m  r e l e v o  pe l o segu i.!!. 

t e  c o m p l e x o  d e  t e o r e ma s : 

* 
Vad o  um .ó i.ó �ema  [U ; p] .ó e. jam : U um .ó ub C'.. o nj u n�a no �mal

301



* 
d e.  U ; V um .6 ub c.. o nj unto uni v o cam e. nte.  n e. chado  d e.  U , e. W um .6ub -

* 
co nj unto q uaLq u e.� de.  V .  S e.j am , p o n  o ut�o �ado : { a i } um a b a.6 e. 

* 
�ôg ic..a d e.  U ; W , { a . } u m a  b a s e l ó g i c a  d e V ; W . E n t ão :1 

X )  S e.  p * e. p n o n e.m a.6 n e.�açõ e..6 i�� e.dutZv e.i� e.m W q ue.
-* 

admit e.m c.. o m o  .6 0�uçõe..6 , � e..6 pe. ctiv am e.n:te. , a i e a .1 

um do.6  o p e.nado ne..6 unZv o co .6  e. u niv o cam e.nte. e.xpnimZv e.i.6 e.m W , 
- - * 

tai.6 q u e.  a .  = <t>( a . ) te.n -.6 e. - ã. 

X I )  

1 1 

A n �ação � ta� q u e.  
* 

� o�v e. nte. de.  GaLoi.6 d e.  U a n e..6 p e.ito d e.  V .

-

e. uma n e. -

X I I )  S e.  6 on e.m G , H , K ,  n e..6 p e.ctiv am e.nte. , 0 .6  g nupo .6 de  aut� 
* * 

m o n 6i.6 mo.6  d e.  U ; W  , U ; V  , V ; W , uma c.. o n di ç ão n e. c.. e.6 .6 á:nia e .6 u ói c..i entl

pana q u e  V .6 e ja  nonmaL a � e.6 p e.ito de  W ê q ue o gnupo  H .6 eja  i�

v aniant e.  em G ;  e .6 e  e..6 ta c.. o ndiç ão é v e.ni 6i cada , te.n - .6 e - ã. ai nda

K =  G ;  H • 

D E M . D O  T E O R . X .  P o n h am o s  

Tr a t a - s e  d e  p r o v a r  q u e  p = p  I . P a r a  i s t o n o tem o s , e m  pr..:!. 

m e i r o l u g a r , q u e p i é u n i v o c am e n t e  ex p r i rn i v e l em W ,  e a dm i te  a

s o l u ç ã o  a ·  d e  p ,  d o n d e  r e s u l t a  q u e p i · 
a dm i t i r á  t o d a s  a s  s o l u1 

ç õe s  d e  p .  R e c i p r o c am e n t e , t o d a  a s o l u ç ão d e  p s e r á  t am b em u m a  

s o l u ç ã o d e  p i p o i s q u e , d e  c o n tr á r i o ,  a r e l a ç ão p "  t a l q u e
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s e n d o  u n i v o c a m e n t e  e x p r i m í v e l  em  W ,  e a dm i t i n d o  a s o l u ç ão 
* 

a .  , 1 

n ão a d m i t i r i a c o n t u d o  t o d a s a s s o l u ç õe s  d e p * , o q u e  e c o n t r a  a 

h i  p õ t e s e d e  s e r  e s t a r e 1  a ç ão i r r e d u t í v e 1 e m W .  T em - s e ,  po i s , como 

S e  p re t e n d i a p r o v a r , p = p ' .

D E M . D O  T E O R . X I . - B a s t a r á  n o t a r q u e  � e u n i v o c am e n t e

e x p r i m í v e l  e m  V e q u e  t o d o s · o s a u t o m o r f i s mo s  d e  U a r e s p e i to  d e

V ,  s e o b t êm s u b s t i t u i n d o  
-* 
a ·1 s u c e s s i v am e n t e p o r  c a d a  u m a s  d a s

s o l u ç õe s
* * 

a .  , O . , . . . d e  a .1 1 

D E M . D O  T E O R . X I I .  - D e mo n s t r e m o s  q u e  a c o n d i ç ã o  e n u n ­

c i a d a  e s u f i c i e n t e . S e j a e n t ã o b
i u m a  q u a l q u e r s o l u ç ã o d e  p :

t r a t a - s e  d e  p ro v a r q u e  { b i } c V . O r a  H e ,  p o r  h i  p õ t e s e ,  u m  s u b -

g r u p o  i n v a r i a n t e d e  G ; d o n d e r e s u l t a  q u e  t o d o s  o s  e l em e n t o s 

p e rm a n e c e m  f i x o s  p a ra a s  t r a n s f o rm a ç õe s d e  H ( 1 ) ;  a l em d i s s o

b .1 

H 

ê o g r u p o  d e  G a 1 0 i s d e  U / V ; l o g o , s e g u n d o  o t e o r em a  V I I ( §  5 5 ) ,

t o d o s o s  e l em e n t o s  b . 1 p e r t e n c e r ã o  a V , q . e . d . 

S u p o n h a m o s a g o r a q u e  o c o n j u n t o V ê n o rm a l  a r e s p e i t o  
* 

d e  W ,  e s e j a  e u m a u t o m o r f i s m o d e  U j W  q u e  t r a n s fo rm a -* * 
a .  em o . .1 1 

E n t ã o , s e  f ô r  b i o a g r u p a m e n t o  em q ue s e trans fo rma ai ' e (j) um dos

o p e r a d o r e s  u n í v o c o s  e u n i v o c a m e n te e x p r i m í v e i s em W , t a i s q u e
- -* 
a i = cj> ( a i ) t e r - s e - ã a i n d a (1 Q  t e o r em a  f u n d am e n t a l )

- * 
b .  = <I> ( o . ) .1 1 

P o r  o u t r o  l a d o , v i s t o q u e  V e ,  p o r h i p õ t e s e , n o rm a l a r e s p e i t o

( 1 ) As tra nsformações que  dei�am fi xos os  e l ementos b i são , mani fes tamente

todas a s  trans formações de forma 8ae - 1 com aEH . 
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de W ,  e x i s t i r á um o u t ro o p e r a d o r  X u n ; y o c o  e u n i v o c a m e n t e  e x p rl

m i v e l e m  W t a l  q u e  li i = i ( i; } d o n d e , a t e n d e n d o i s  i g u a l d a d e s a n ­

t e r i o r e s

r e p re s e n t a n d o  p o r � u m  d o s o p e r a d o r e s u n í v o c o s e u n i v o c am e n t e

e x p r i m í v e i s e m  W q u e  t r a n s f o rm a m  i� e m  o; . M a s  a r e l a ç ã o a t a l

q u e  

é u n i v o c a me n t e  e x p r i m í v e l  e m  W e a d m i t e  a s o l u ç ã o  a� d e  p* : l o go1 

a dm l t i r á t o d a s  a s  s o l u ç o e s  d e  p * o q u e  s i g n i f i c a ,  e m  p a r t i c u l a r ,

q u e t o d a s  a s  s o l u ç õ e s xi d e  p * , t a i s q u e  (j) (xi ) = i i s ã o t r a n s f o r

m a d a s  b i u n i v o c a m e n t e p o r e n a s  s o l u ç õe s  Y i d e p * , t a i s q u e

� (Y i ) = Di · S e g u e - s e  i m e d i a t a me n t e  q u e  e H e - l = H  e , c o m o  e é u m a

t r a n s f o r m a ç ã o a r b i t rá r i a d e  G ,  t e m - s e , f i n a l me n t e , q u e o g r u p o

H é i n v a r i a n t e  e m  G ,  q . e . d .

V � - s e  a g o r a fa c i l m e n t e q u e , s e g u n d o a G l t i m a p a r t e  d o

t e o r e m a , s e  t e r á  K = G / H , d e s d e q u e V s e j a  n o rma l a r e s p e i t o de W .
C o n s i d e re m o s  e n t ão u m a  q u a l q u e r  s u c e s s ã o ( 1 ) m o n ó t o n a

V o c V l c V 2 c . .. .  c V i c . . .  c . V k = U

d e  s u b c o n j u n t o s  d e  U ,  c a d a  u m  d o s q u a i s a p a r t i r d o  s e g u n d o  s ej a  

n o rm a l a re s p e i t o  d o  p re c e d e n t e ,  s e n d o  o p r i me i r o o c o n j u n t o  

n o rma l g e r a d o  p e l o c o n j u n t o v a z i o ,  e o G l t i m o o c o n j u n t o  f u n d a -

me n t a l  U .  E m  v i r t u d e  d o  e s t a b e l e c i d o , c o r re s p o n d e r - l h e - ã u ma 

( 1 ) O te rmo l I.6 uc.e..6.6ão ll é aq u i  usado  n a  ma i s l a rga acepção ; i s to é ,  o con ­
j u n to de po s i çõe s poderá s e r  const i tu ído por qua l q uer c l as se d e  núme­
ros o rd i na i s . 
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s u c e s s ã o P l , P 2 " " , P i ' d e  r e l a ç õe s , c a d a  u m a d a s  q u a i s  P i s e ra

a re s o l v e n t e  d e  G a l o i s  d e V . / V . 1 ; e u m a  s u c e s s ã o m o n ó t o n a1 1 -

d e  g r u p o s  c a d a  u m  d o s  q u a i s G i e ,  p a r a i > O , i n v a r i a n t e  n o  p r�

c e de n t e , e c o n s t i t u e  o g r u p o  d e  G a l o i s d e U / V . , s e n d o o ú l t i -1 

mo  c o n s t i t u i d o  u n i c a me n t e  p e l a  i d e n t i d a d e , e s e n d o  G i / G i + l  o

g r u p o  d e  G a l o i s d e  V i + , / V i l i g a d o  i re l a ç ã o i r r e d u t fv e l  P i + l
s e g u n d o  o c r i t é r i o f o r n e c i d o  p e l o t e o r e m a  f u n d am e n t a l . A s  s u -

c e s s õe s  a n t e r i o r e s  c o r r e s p o n d e m , p o r t a n t o , a o  c o n h e c i d o p r o -

c e s s o  d a s  r e d u ç õ e s  d o  g r u p o  d e  G a l a i s p o r  a dj:un ções  s u c e s s i v a s . 

O c o r r e a g o r a  p e r g u n t a r : S e r ã t a m b e m  v e rd a de i r a  a re c f

p r o c a ?  I s t o  e , d a d o  u m c o n j u n t o n o rm a l V ,  a re s p e i t o  d e u m  s e u

s u b c o n j u n t o W , e u m  s u b g r u p o H de g r u p o  d e  G a l o i s d e V / W , ex i s -
* * 

t i r ã  u m  s u b c o n j u n t o V d e  V t a l q u e  o g r u p o d e  G a l o i s de V / V 

s e j a p r e c i s a m e n t e  H ?  V e r e m o s  a d i a n t e  n u m  e x e m p l o  q u e , n o  c a s o

g e r a l , p o d e  u m  t a l  c o n j u n t o n ão e x i s t i r ,  a o  c o n t t ã r i o d o  q u e 

s u c e d e a r e s p e i t o  d o s  c o r p o s . S e r ã e s t a , p o i s , a ú n i c a p r o p o si 
ç ã o  f u n d a me n t a l  d a  t e o r i a , q u e  n a o  c o n s e g u e g e n e ra l i z a r - s e . �

p r o b l e m a  i m p o r t a n t e  a r e s o l v e r  s e r ã e n t ão  o s e g u i n t e :  d e t e rm i -

n a r  a c o n d i ç a o  n e c e s s á r i a e s u f i c i e n t e p a r a  q u e  t a l  p ro p o s i ç ão  

s e  v e r i f i q u e . 

A i n d a  u m a c o n s e q u ê n c i a d o s  t e o r e m a s  d e mo n s t r a d o s  e 

a q u e l e f a c t o  j á  a n u n c i a d o  n o  § 3 6 : 

Vado  um � i� tema [ U J , to d o  o i� o m o � ni� m o 6 o �t e  d e um 

� u b e o nj u nto V de U ,  n um � u6 e o nj unto V I , ainda de  U ,  � e�� p�olon

g ãv el n um aut o m o � 6i� mo d o  � i� t ema CU] . 
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5 7 . - C O N J UN T O  E G R U P O  DE  GA L O I S  DE  UMA R E L A Ç A O . D E ­

C O M P O S r ç AO  D E UMA RE L A Ç AO  E M  FA C T O R E S  I R R E D U T r V E I S . - D a d o  u m

s i s t e m a  [U] , s e j a m : W .  u m  s u b c o n j u n t o q u a l q u e r d e  U e a u m a  re

1 a ç ã o  u n i v o c a me n t e  e x p r i m i v e 1 em W . C h a m a r emo s e n t ã o co nju n�o 

de  Gal o �� d a  r e l a ç ão a a r e s p e i t o d e  W a o  c o n j u n t o  V l o g i c a m e� 

t e  g e r a d o  p o r  W e p o r  t o d a s a s  s o l u ç õe s d e  a ; e g�up o de  Galo��

d a re l a ç ão  a a re s p e i t o d o  c o n j u n t o W a o  g r u p o  d o s  a u t o m o r f i s -

m o s  d o  s e u  c o n j u n t o d e  G a l o i s , q u e  d e i x a m  f i x o s  o s  e l e m e n t o s  de 

W .  P o s t o i s t o , s e r á f á c i l de mo n s t r a r  o s e g u i n t e  t e o r e m a :

X I I I ) Qualq u e� q u e  � ej a  a � elação  a un� v o c am e n�e  e xp�� ­

mlv el no  co n jun�o  W .  o � eu c o njun�o  de  Galo�� � e�ã n o �mal a �e�

p e��o d e W .
P a r a  a d e mo n s t r a ç ão b a s t a  n o t a r  q ue a s  s o l u ç õe s d e  a 

s ã o p e rm u t a d a s  e n t re s i  p e l o s a u t o m o rf i s mo s  d o  c o n j u n t o d e  Ga ­

l o i s  q u e  d e i x a m f i x o s  o s  e l e m e n t o s  d e  W .

N o t e m o s  a g o r a q u e  o g r u p o  d e  G a 1 0 i s d e  u m a  re l a ç ã o a 

a re s p e i t o d e  u m  c o n j u n t o W s e  t r a d u z ( t a l  c om o  s u c e d e  a re s -

p e i t o  d a s  e q u a ç õ� s  a 1 g � b r i c a s ) n u m  g r u p o  de  s u b s t i t u i ç õ e s  s obre 

a s  s o l u ç õe s  de a . E m p a r t i c u l a r , t e r - s e - ã : 

X I V ) T o da a �elação a , u�vocam en�e  exp��mlv el num c o n ­

j un�o W ,  p o d e  � e� �ep�e� en�ada , e d e um � Õ  m o d o , c o rn o  p� o du�o

lõg�c o  de �elaçõe� ��� e du�lv e�� em W ,  cada uma da� q ua�� � e�ã 

c o m o  � oluçõ e� o � elem e n�o�  de uma da� c. élula� de .tJta.I1..6iliv-i.dade 

d o  g�upo  d e Galo��  de  a a �e� pe��o d e W ,  co n� �d e�ado c.o m o  g �u ­

p o  d e  � ub� ���u�ç õ e� � o b �e  a� � olu ç õ e� d e a . 

DE M . S e j a m  i k um a  d a s s o l u ç õ e s  d e  a . e G o g r u p o d e
i· 
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G a l o i s  d e  a a r e s p e i t o  d e  W .  S e j a p o r  o u t r o  l a d o  y k a r e l a ç ã o

q u e a d m i t e  c o m o  s o l u ç õe s t d d a s  a q u e l a s  s o l u ç õe s  d e  a e m  q u e  e 

t ra n s f o rm a d a  a s o l u ç ã o  a� p e l a s s u b s t i t u i ç õ e s  d e  G ( c o m o  s e sàbe,1 

t a i s  s o l u ç õe s d e  a c o n s t i t u e m  a c e l u l a  d e  t r a n s i t i v i d a d e a q u e
-k - k p e r te n c e a i ) ' Da  p r o p r i a d e f i n i ç ã o re s u l t a  q u e a re l a ç ã o  y e

re � p e i t a d a  p o r  t o d a s  a s  s u b s t i t u i ç õ e s d e  G e p o r t a n t o  e x p r i m iv e l 

u n i v o c a m e n t e  e m  W ( 1 ) .  A n a l o g a me n t e  s e  r e c o n h e c e q u e  a r e l a ç ão

y k e i r r e d u t i v e l e m  W .

P o d e m o s  e s c r e v e r  e n t ão : 

n k 
k - ) y ( x  i '

n k - ) d -e m  q u e k y ( x i r e p re s e n t a  o Pt"o uto 1 o g i  c o  d e  t o d a s a s  r e l  a -

ç õe s a s s i m  o b t i d a s . P o r o u t ro l a d o ,  v ê - s e  i me d i a t a m e n t e que  ta l 

re p re s e n t a ç ã o é u n i c a , p a r a  c a d a r e l a ç ã o  a .

Um a o u t r a c o n s e q u ê n c i a i m p o r t a n t e d o s  r e s u l t a d o s  a n t e -

r i o re s  e a s e g u i n t e : 

( -1 -2 ) - - -
X V )  S e. <jl x i ' x i " "  6 0 Jt uma. 6 u l1ç.a.o  da..6 .6 o.tuç.o e..6 da. Jt! 

- [ ( -l -2 ) ] ( - 1 -2 ) .ta.ç.a.o  a , ta..t q u e. <jl e x i ) , e ( x i , . . . = <jl  x i , x i , . . .  , q ua.tq u e.Jt q u e.

.6 e. j a.  a. .6 ub.6 tituiç.ão e do  g Jtupo  de.  Ga.to i.6 d e. a a. Jt e..6 p e.ito  dum 

( 1 ) Se forem V o conj u n to de Ga l o i s de a , a res pe i to de W ,  {ai } uma bas e
l óg i ca de VjW e p a re l ação i rredutive l  que  adm i te ai como s o l u ção , a
re l ação yk pode s e r  da da d i rectamen te pe l a  fórmu l a

k - U r.; - - )] - ) }
Y (Yi ) ::: X ,  { LJ ; =  4> ( x i n p ( X ; 1 

em q ue � des i gn a  um dos operadores u nivocos e u n i vocamente exp ri mivei s
-k em W q ue trans formam a .  em a ·1 1 
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e o nj un�o W ,  no  q ual o o p e�ado � unlv o e o  � � e ja un�v o eamen�e e x -
� - - -1 -2 p��mA... v el , en�ao te� -� e - a � ( x i , x i " " ) = c em q ue c �ep�e� enta

um el emen�o de�e�m�nado de W .

E s t a  p r o p o s i ç ão re s u l t a i m e d i a t ame n t e  d o  t e o rema  V I I .

Uma  f o rm a f r a c a  d a  me s m a  p r o p o s i ç ã o s e r á , ma n i fe s t a me n t e ,  a g! 

n e r a l i z a ç ão do t e o r em a  d a s  fu n ç õe s  s i m e t r i c a s . ( 1 ) .

S e rá t a m b e m  fá c i l e s t a b e l e c e r  u m a g e n e r al i zação do conhe 

c i do �e o �ema de  L a9�ang e : 

d d � ( -1 -2 ) d - d S e  uma a a nun�ao  � x i , x i , . . . a� � o lu�o e� a �ela -

�ao a e �n van�an�e pa�a �o da� a� � ub� ���u��õe� do  9�up o d e  G a ­

lo�� d e  a ( a �e� p e�to de  W ) , q ue de�xam �nva��an�e uma ou��a
- ( -1 -2 ) - - -

nun �ao � x i , x i , . . .  da� � o lu� o e� de a , en�ao �e� -� e - a 

-1 -2 [ - 1 -2 1 -r � ( X l· ' X · ,  • • •  ) = X � ( x . , x . , . . . ) em q u e  X de� �9 na um o p e�ado � unA... -1 1 1 
v o eo e un� v o eamente e xp��mZv el em W ( � upõe -� e  q ue �amb êm � e �

� ão o p e�ado �e� unl v o eo � e u n� v o eamen�e e xp��mZv e�� em W )  ( 2 ) .

5 8 . - I SO MO R F I S MO S  D E  U M  S I S T E MA E M  S I  M E S MO . S I S T E -

MAS V E C TO R I A I S .  G R U P O  D E  UMA A X I O MAT I C A .- N o  § 2 5 o b s e r v ãm o s

q u e  o s i s t em  a CU ;P J em  q u e , p o r c o n v e  n ç ã o , p de s i g n a o 

c o n j u n t o d a s  r e l a ç õe s  p r i m i t i v a s , p o d e n ão s e r i d ê n t i c o  a o  s i s

( 1 ) Uma das pr imei ras , se não a pri me i ra ob ra em que a teori a de Ga l oi s
aparece expos ta s i s temati camente sem a i ntervenção exp l ic i ta do teore 
ma da s funções s i metri cas ( o  qua l  ê apresentado depo i s como cons equê�
ci a ) e o l i vro de G . B I RKHOFF e MACLANE ( I ) . 

( 2 ) No Congresso Lus o-Espanho l do Po rto efectuado em 1 942 , propuz um meto
do e l ementar de expos i ção ráp i da e i ntui ti va da teori a de Ga l o i s com 
base  numa genera l i zação do teorema de Lagrange, metodo que sõ por fa l ­
ta de tempo não descrevo aqui . 
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t ema [ U , P] , em  q u e , p o r c o n v e n ç ão , P d e s i g n a  a re l a ç ã o p r i m i tl 

v a �niea s o b re U .  O ra ê fic i l v e r  q u e  t a i s s i s t e m a s  s e r ã o  d i !  

t i n t o s  s e , e s o  s e , e x i s t i r p e l o me n o s u m  i s om o r f i s m o  d o  s i s ­

t e ma  [U ; p] em  s i  me s m o , a re s p e i t o d e  u ma t r a n s fo rma ç ã o a do 

c o n j u n t o P e m  s i  me s m o , q u e  s e j a d i s t i n t a d a  i de n t i d a d e .  t c l a ­

r o  q u e  t a i s i s o m o r f i s m o s  d o  s i s t e m a  [U ;p ] n ã o  s ã o m a i s  d o q u e  

a u t o m o rf i s m o s  d o  s i s t e m a  [ U ; p J ; e a s s i m ,  o g r u p o  d o s  a u t omo r fi! 

m o s d o  p r i me i ro s e r á um s u b g ru p o  p ró p r i o  do g r u p o  d o s  a u t o m o r ­

f i  s mo s  d o  s � g u n d o , s e , e s ó  s e , [U ; � 1- [U , pj .

Um  p r i m e i ro  e xe m p l o  é - n o s  d a d o  p e l a s  g e ome t r i a s p r o ­

j e c t i v a s , a q u e j á  n o s  r e fe r i� o s n o § 2 7 . Um  o u t r o  e x e m p l o s u -

g e s t i v o é - n o s  fo r n e c i d o p e l o s � i� t em a� v eeto �iai� . 

C h a m a - s e � i� t ema  v e cto �ial a t o d o  o c o n j u n t o o r g a n i z� 

d o [U , + ; E] e m  q u e a o p e ra ç ão b i n á r i a u n í v o c a  + ( a d i ç ão ) e o s  

o p e r a do re s  u n i t á r i o s  u n í v o c o s  E (: c h ama d o s e� cala�e� ) , v e r ifi cam

a s  s e g u i n t e s  c o n d i ç õe s : 

1 )  O s i s t e m a  [li , + ]  e u m  g r u p o  a b e l i a n o  ( c o m u t a t i v o ) .

2 ) D a d o s  d o i s o p e r a d o re s  a , S  E: E ,  o o p e r a d o r  y t a l q u e

y ( x ) =a ( x ) - S ( x )  p e r t e n c e  a i n d a  a E ( e s c re v e re m o s  e n t ã o 

y = a - S ) . 

3 ) Da d o s  d o i s  o p e r a d o re s  a , S e E , t a i s  q u e  n ã o  s e  v e r i f i q u e 
- - 1 -

a re l a ç ã o S ( x ) = O ,  t a m b e m  o o p e r a d o r  a S p e r t e n c e r a  

a E • 

4 )  a . S = S . a q u a i s q u e r  q u e  s e j a m a , S e E .

E fá c i l v e r q u e , n e s t a s  c o n d i ç õ e s , o c o n j u n t o  E c o n s 

t i t u i r á u m  c o �po ,  a re s p e i t o  d a m u l t i p l i c a ç ã o u s u a l  d e  o p e ra -
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d o re s  e d a  a d i ç ã o  d e f i n i d a t a l c omo  s e g u e : ( a+ B ) ( x ) �a ( x ) + B ( X ) .

E m  p a r t i c u l a r ,  e s t e c o r p o  p o d e s e r  i s o mo r f o  a o c o rp o 

d o s  n u me r o s  rea i s ou  ao c o r p o d o s  n u me r o s  c o m p l e x o s , e a s s i m  r e ­

c a i r em o s n o s  e s p a ç o s  v e c t o r i a i s ( n  - d i me n s i o n a i s ) , n o  e s p a ç o  

d e  H i l b e r t , e t c . t c u r i o s o  n o t a r  q u e , n o  c a s o  d o  e s p a ç o  d e H i l

b e r t , e n q u a n t o  u m a  b a� e  lôg�Qa d o  e s p a ç o  p o d e  s e r  c o n s t i t u í d o  

p o r  u m a  s u c e s s ã o n ume r ã v e l d e  e l e m e n t o s , u m a  b a� e  o p e4atô4�a 

( §  5 4 ) n ã o  p o d e r ã  i g u a l m e n t e s e r  c o n s t i t u i d a p o r u m a  s u c e s s ã o 

n u me r ã v e l de  e l e m e n t o s , s e , a l im d o s  o p e r a d o re s  a l g i b r i c o s , n ã o 

f ô r  c o n s i de r a d o  c om o  p r i m i t i v o o o p e r a d o r  t o p o l ô g i c o  t�m . 

Du m m o d o  g e r a l , u m a  b a s e  o p e r a t ó r i a mx.n.�ma d u m  s i stema' 

v e c t o r i a l  s e r ã c o n s t i t u í d a  p o r e l e me n t o s  ( v e c t o r i a i s )  l�n. ea4m e� 

te �n.dep en.d ent e� , i s t o  i ,  t a i s  q u e , d a d o s  q u a i s q u e r d e s s e s  e l e

me n t o s , a l , a 2 , . . .  , a k a re 1 a ç ão

c om 

n a o  p o d e  s e r  v e r i f i c a d a s e n ão p a r a  a l = a 2 = . . .  = a k = O .  D e m o n s t r a­

- s e  q u e , s e e x i s t i r u m a  b a s e  o p e r a t ó r i a m ín i m a f o r m a d a  d e  n e l e 

me n t o s , q u a l q u e r  o u t r a b a s e o p e r a t ó r i a m í n i m a s e rá fo rm a d a  d o  

m e s m o  n ume ro d e  e l e m e n t o s , e d i z - s e  e n t ã o  q u e n i o n u m e r o  d e  

d�m e n.� õ e� d o  s i s t e ma . D e mo n s t r a - s e  i g u a l me n t e q u e t o d o  o v e c t o r

b p o d e r á  s e r  re p re s e n t a d o , e d e  u m  s ó  m o d o , s o b  a fo rm a 

r e l a t i  v a me n t e a u m a  b a s e o p e r aOt õ r i  a m í n i m a , sendo a l , a 2 , . · .  , ak e l e

me n t o s  d e s t a b a s e . 
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A re l a ç ã o  i r r e d u t ív e l  a q u e  s a t i s f a z a b a s e  o p e r a tr>ni a 

m í n i m a d e  u m  s i s t em a  v e c t o r i a l e p re c i s a me n te a d e  .6 eft uma bM e 

o p eftatõft�a mln�ma d e  tal .6 �.6 tema . A t e n d e n d o  a e s t e  f a c t o e a o

m o d o d e  re p re s e n t a ç ão ( ft ) , re c o r d a n d o p o r  o u t r o  l a d o  o t e o r e m a  

I ,  s e r á  f á c i l v ê r  c o mo s e  o b t êm t o do s o s  a u t o m o r f i s mo s  d e u m  

d a d o s i s t e m a  l i n e a r . 

N o t e m o s  a g o r a  q u e  o g r u p o  d o s  a u t o mo r f i s m o s  ( também ch� 

m a d o s t r a n s fo rma ç õe s  l i n e a re s  b i u n í v o c a s ) d e  u m  s i s tema l i n e a r  

LU , + ; E] p o de n ã o c o i  n c i  d i  r c o m  o g r u p o  do s a u t o mo r f i  s m o s  d o  s i�

t e m a  [U , + ,  E] e q u e  t a  1 s u c e d e , p r e c i  s a m e n t e , q u a n d o  o c o r p o E 
d o s  e s c a l a r e s f õ r  d e f o rmá v e l ( s e  fô r , p o r  e x e m p l o ,  i s o mo r f o ao 

c o r p o  c o m p l e x o ) .  

P o d e m o s , p o r e m , d e m o n s t r a r o s e g u i n t e t e o r e m a  

X V I ) S ej am G e H fte.6 p e et�v am e�te , 0.6 gftupO.6  do.6  auto m oft-

6�.6 mo .6 do .6 .6 �.6 t ema.6 [U ; p] e. [U , pJ . E ntã.o H .6 eftã. um .6 a.b g fttlt)'Jo �!!:. 

vaft�ante d e G e teft- .6 e - ã K = G / H , .6 endo  K o gftupo do.6  auto m oft 6��

m o.6 6 0 ftt e.6 d e  P .

P a r a  a d e m o n s t r a ç a o  b a s t a  i m a g i n a r  u m a  m u d a n ç a  de  c o n 

j u n t o f u n d a me n t a l , e a t e n d e r  a o  t e o r e m a . X I  I .  

N o  c a s o  d e  u m  s i s t e m a  v e c t o r i a l  [U , + ; E] a r e f e r i d a m u  

d a n ç a  p o d e  r ã  c o n s i s t i r  s i m p l e s me n t e em t o ma r p a r a  n o v o  c o n j u n -
* 

t o  f u n d a me n t a l U a re u n i ão U u E d o  c o n j u n t o  U d o s  v e c t o re s  e 

d o c o n j u n t o E d o s  e s c a 1 a r e s .  M a s  e n t ão d e v e r ã i n t r o d u z i r - s e uma 

n o v a  n o ç ão p r i m i t i v a , p ro v e n i e n te d u ma re l a ç ão l ó g i c a : es crever­

- s e - a a . x  em v e z  de a ( x ) , e d i r - s e - ã  q u e  a . x  é o p r o d u t o  de a

p o r  x .
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P o r  o u t r o l a d o , � f i c i l  v e r  q u e o s  a u t o mo r f i s mo s  de 

[U , + ; E] se t r a d u z em n o s  a u t o m o r f i s m o s  do n o v o s i s t e m a  q ue de i xam 

f i x o s  o s  e l eme n t o s  de E .

C h a ma r e m o s gJtupo  de. uma aú.o mâ.t-i.c.a A x  [U ;p] a o  grupo G 

da q u e l a s t r a n s fo rm a ç õ e s  b i u n i v o c a s  d o  c o n j u n t o  P d o s  s i n a i s 

p r i m i t i v o s  e m  s i  me s mo Q u e . e fe c t u a d a s  s o b re a s  e x p r e s s õe s d o s  

a x i om a s , c o n d u z e m a u m a  a x i o m á t i c a  e q u i v a l e n t e ã p ri me i ra . Entao

do t e o re ma a n t e r i o r  p o d e rá d e d u z i r - s e  a s e g u i n t e n o t i v e l c o n s e ­

q u ê n c i a :  

S e  fo re m G o g r u p o da  a x i o m i t i c a  Ax [U ; pJ ' [U l ; P1 J uma

c.on c.Jte..t� za�ão da me.� ma ( a  Jte.� p e.-i..to de. uma tJtan� 6 oJtmação o de. p

e.m P l ) , H e. K o� g Jtupo� de. au.tom oJt6�� m o � , Jte.� p e. c..t-i.vame. n.te. , d e.

[U l , P 1 1 e. [U l ; P 1 J , e. 6-i.na!m e.n.te. G ' =H/K , .te.Jt -� e. - ã  G ' c: G , e. na c.aM

d e.  a a x-i. o mâ.t-i. c. a  � e.Jt c. a .t e. g õJt-i.c. a ,  G '  = G • 

P o r e x e m p l o ,  n o c a s o  d a s g e o me t r i a s  p roj e c t i v a s ,  H e 

K s e r a o  re s p e c t i v a m e n t e , o g r u p o  d a s p r o j e c t i v i d a de s  e o g r u p o

d a s h o m o g ra f i a s  d o  e s p a ç o , e G ' = H / K  s e rá u m  g r u p o d e  o r d e m  2 ,

c o r re s p o n d e n t e ã l é i d a  d u a l i d a d e .

U m o u t r o e x e mp l o  e - n o s d a d o p e l a  fa mi l i a  d e t o d o s o s  

s u b c o n j u n t o s  d e  u m  c o n j u n t o  d a d o , a q u a l , o r g a n i z a d a p o r  me i o

d a s  o p e r a ç õe s  n ,  U c o n s t i t u e  u m a c o n c re t i z a ç ã o  d a  a x i o má t i c a  

n ã o  c a t e g ó r i c a  d a s  á l g e b r a s  d e  B o o l e .  

5 9 . - O S R E S U L TA D O S  A N T E R I O R E S  N O  CAS O R E S T R I T O .- U m a  

a n á l i s e d a s  d em o n s t r a ç õe s  a n te r i o re s p e rm i t i r ã re c o n h e c e r  q u e 

o s  t e o rem a s  d e m o n s t ra d o s  s u b s i s t e m n o  c.a� o Jte.� .tJt-i..to ( §  5 4 ) ,  des
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d e  q u e s e j a m  ve r i f i c a d a s  a s  d u a s  s e g u i n t e s  c o n d i ç õ e s :

1 ) S e  d u a s  re l a ç õe s  a (x i ,Y i ) e S (x i ) s ã o o p e r a t o r i �

me n t e  e x p ri m í v e i s  n u m  d a d o c o n j u n t o  W , t a m b �m a re l a ç ã o 

U [a ( x . , y . ) n S ( x . ) ]  e o p e ra t o r i a me n t e e x p r i m í v e l n o  me s mo  c o n -
x .  1 1 1 
. 1  t J u n o . 

2 ) S e  a re l a ç ã o  a ( x i ) o p e ra t o r i a me n t e e x p r i m í v e l  n o

co n j u n t o W ,  a dm i t e  u m a  ú n i c a  s o l u ç ã o  a i ' e s e  o c o n j u n t o  W �

o p e r a t o r i a me n t e fe c h a d o , e n t ã o  t e r - s e - ã  { a . }  c W .1 

O r a , q u a n d o  s e  t r a t a  de  e x t e n s õ e s a l g �b r i c a s  s e p a ra  -

ve i s  de u m  c o r p o  q u a l q u e r , p o de m o s  l i m i t a r - n o s a re l a ç õe s d a  

f o rma a ( x ,y )  e S ( x )  ( v i s t o q u e  a b a s e  o p e r a t ó r i a de  c a d a  e x t e n

s ã o  de s te g � n e ro  p o de s e r  c o n s t i t u íd a  p o r  u m  ú n i c o e l e me n t o ) ; 

e e n t ão � f ã c i l v e r q u e  a s  c o n d i ç õe s  a n te r i o re s  s ã o v e r i f i c a  -

d a s . Q u a n t o  ã o p e r a ç ão q u e f a z  p a s s a r  d a s re l a ç õe s a ( x , y ) , S ( x ) ,

ã re l a ç ã o U [a. ( x ,y )  n S ( x ) ] , t r a t a - s e  m a n i fe s t a m e n t e d a  e l i m i -
x 

n a ç ão de x e n t r e  a s  eq ua ç õ e� a ( x ,y )  e S ( x ) ; n o s  c a s o s  c o n s i d� 

r a d o s  e m  c a d a  u m a  d a s  r e fe r i d a s  demo n s t ra ç õe s , t ra t a - s e , m a i s  

p re c i s a me n t e ,  d a s  c o n h e c i d a s  t r a n s f o rma ç õe s  d e  T c h i r n h a u s . 

Q u a n t o ã s e g u n d a  c o n d i ç ão , b a s t a ri n o t a r q u e u m a  re l�

ç ã o  a ( x )  q u e a dm i ta u m a  u n i c a s o l u ç ão c o r re s p o n d e r á � no caso 

d a s re f e r i d a s  e x t e n s õe s : ou a uma e q u a ç ão do p r i m e i r o  g r a u , e 

a c o n d i ç ã o  2 ) s e r a m a n i f e s t a me n t e  v e r i f i c a d a ; o u  a u ma e q u a ç ã o  

c u j a s  r a i z e s  s e j a m  t o d a s i g u a i s , e a i n d a  n e s t e  c a s o  a c o n d i ­

ç ão é ve r i f i c a d a , a dm i t i n d o  q u e s e  t r a t a  de  u m a r a i z  s e p a r á vel . 

P a r a  n ã o  t o r n a r  ma i s  l o n g a  a e x p o s i ç ão , d e i x a re i  a o  

c u i d a d o  d o  l e i t o r  u ma a n á l i s e m i n u c i o s a  d e s t e s  f a c t o s . 
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60 . - E X E MP L O S V � R I O S . - A i l u s t r a r  o s  re s u l t a d o s  a n t e -

r i o r e s , p o de rão a i n d a  s e r v i r o s  s e g u i n t e s  e x e m p l o s , q u e  aprese� 

ta re ;  mu i to r e s u m i  d a me n t e : 

a )  S e j a  U o e s p a ç o  g e o m é t r i c o  a f i m ,  c o n c e b i d o  c o m o  o c o n ­

j u n t o  d o s  a g r u p a me n t o s  d e t rê s n úme r o s  r e a i s ,  o r g a n i z a d o  p o r 

me i o  d a s  r e l a ç õe s  l I e.ó taft em ti nha ft ec.ta " e " .ó ituado e ntfte " . Nes 

te c a s o , n ão s o  o c o n j u n t o  v a z i o m a s  a i n d a c a d a  e l eme n t o , serão 

u n i v o c a me n t e  fe c h a d o s . P o r é m , o c o n j u n t o l o g i c am e n t e gerado por 

c a d a  p a r  de p o n t o s  d i s t i n t o s  s e r á a r e c t a  q u e p o r  e l e s  p a s s a ; o 

c o n j u n t o  l o g i c a m e n t e  g e r a d o  p o r  t r ê s p o n t o s  n ão e m  l i n h a r e c t a 

s e r a o p l a n o  p o r  e l e s d e f i n i d o ,  e t c . P o r  o u t r o , o s  ú n i c o s  c o n -

j u n t o s  n o rma i s  s e r ã o  o c o n j u n t o v a z i o  e o c o n j u n t o  fu n d a m e n t a l , 

S e j a e n t ão V u m  c o n j u n t o  c o n s t i t u íd o  p o r  d o i s  p o n t o s  

p , q .  U m a  b a s e  l o g i c a m í n i m a d e  U / V s e r á  s e m p re c o n s t i t u í d a p o r 

d o i s p o n t o s  a l , a 2 , t a i s  q u e :

,,-, U  [Rt ( x , a l , p )  n Rt ( x , a2 ,q )] n "-'� [Rt ( x , a l , q ) n Rt ( x ,a 2 , p ) ]
x 

( 1 ) 

Re p re � e n t a n d o  e s t a  c o n d i ç ão a b re v i a d a m e n t e p o r  p ,  v e - s e  i m e d i a 

t a me n t e q u e p e u n i v o c a me n t e e x p r i m í v e l e m  V .  Ma i s  a i n d a : p 

s e rá i r re d u t í v e l e m  V .  O s  a u t o m o r f i s m o s  d o  e s p a ç o  ( a f i n i d a d e s 

b i u n ív o c a s ) q u e  d e i x am  f i x o s  o s  p o n t o s  p , q ,  o b t e r - s e - ã o , porta� 

t o , s u b s t i t u i n d o  a l , a 2 , re s p e c t i v a me n t e  p o r  d o i s  p o n t o s  b l , b 2
t a i s  q u e  p ( b l , b 2 ) .  C a d a  p o n t o <p ( a l , a 2 ) ( s e n d o  1> u m  o p e r a d o r  unI

v o c o  e u n i vo came n te e x p r i m ív e l  e m  V )  s e r ã  a s s i m  t r a n s f o rm a d o  n o  

( 1 ) E s ta condi ção expri me s i mp l esmente que o s  pontos a l , a 2 , p , q  não são
comp l anares . 
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p o n t o <j> ( b l , b 2 ) p e l o s  a u t o m o r f i s mo s  q u e  s u b s t i t u e m  C a l , a 2 } p o r

( b l , b 2 ) .  N o t e m o s  a i n d a  q u e o o p e r a d o r  <j> s e  p o d e  e x p r i m i r o p e r!

t o r i a m e n t e ( §  5 4 )  n o s p o n t o s  p , q e n o s  d o i s o p e ra d o r e s  s e g u i n ­

t e s : 1) o o p e r a d o r S m , q u e  a c a d a  t e r n o  ( x , y , z )  de  p o n t o s , f a z

c o r r e s p o n d e r o p o n t o u = S m  ( x , y , z ) , i n t e r s e c ç ão d a s r e c t a s q u e

p a s s a m  p o r x e p o r y ,  e s ão , re s p e c t i  v a m e n t e , para l e l a s às rec ta s 

y z  e Xl ; 2 )  o o p e r a d o r  l..i.m q u e , a c a d a  s u c e s s ão c. o n.v e.JI.g e. n.t e.  de

p o n t o s  x l , x 2 ' . . .  , d e  u m a  r e c t a  R ,  f a z c o r r e s p o n d e r a q u e l e

p o n t o  u = l i m  x d a  re c t a  R t a l q u e  d a d o s  a r b i t r a r i a me n t e do i s po.!: n 

t o s  V , w d e  R e. n.tJI. e. o s  q u a i s e s t e j a  � ..i.tuado  u ,  t o d o s  o s  t e rmo s 

d a s u c e s s ã o xn ' a p a r t i r d e  u m a c e r t a  o r d e m , e s t a rã o � ..i.tuado�

e. n.tJI.e. v e w ( 1 ) .  t f ác i l v e r q u e  t a i s o p e r a d o re s s ã o  l o g i c a m e n ­

t e  e x p r i m í v e i s n a s  r e l a ç õ e s  p r i m i t i v a s  ( u n i v o c a me n t e expr i míve i s 

n o  c o n j u n t o  v a z i o ) . 

D e i x o a o  c u i d a d o  d o  l e i t o r  u m  e s t u d o  m a i s  a p r o f u n d a d o

d e s t e  e x e m p l o .  

b )  S e  p a s s a rmo s a g o r a ã g e o m e t r i a  e u c l i d e a n a , p e l a adj u nção

d o  c o n c e i t o de c. o n. g JI. u ên. c...i. a ( o u  d e  ..i.g ual d a d e.  d e.  d..i.� tâ n. c...i.a )  à s  n o  

ç õe s  p r i m i t i v a s  d o e x e m p l o a n t e r i o r , v ê - s e  i me d i a t a me n t e q u e  a 

r e l a ç ã o p j á  n a o  e i r r e d u t í v e l  e m  V . D a d a  u m a  s o l u ç ã o ( a 1 , a 2) da

r e l a ç ã o p ,  e c l a ro q u e  o c o n j u n t o V c o n s t i t u íd o  p o r  t a i s p o ntos 

s e rá a i n d a u m a  b a s e l ó g i c a  m í n i m a d e  U / V ; t o d a v i a a re l a ç ã o  i rr� 

d u t í v e l e m  V q u e a dm i t a  ( a l , a 2 ) c o m o  s o l u ç ã o  s e r á  a g o r a a r e 1 a ­

ç a o  p * t a l q u e  

(1 ) As s uces s ões  convergentes são , natura l mente , pOJI. de.6..i.n...i.�ãa , aque l a s  s u  

ces s oes  para as  qua i s  o operador .t..i.m e defi n i do .
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re p r e s e n t a n d o p o r c l , c 2 , d l , d 2 , e ,  p o n t o s  d a  r e c t a pq t a i s q u e :

o g ru p o  d e  Ga l o i s  de U I V  é p o r t a n t o d e t e rm i n a d o por  t� 

d a s  a s  t r a n s fo rma ç õe s  d o  p a r  ( a l , a 2 ) n a s  d i v e r s a s  s o l u ç õe s d e

p * e e f â c i 1 v e r q u e  t a l g r u p o é c o n s t i t u  í do : 1 )  p e 1 a s r o ta ções

d o  e s p a ç o e m  t o r n o  da re c t a p-q ; 2 )  p e l a s  s i m e t r i a s  do e s p a ç o

a r e s p e i t o d o s  p l a n o s  q u e  p a s s a m p o r  p-q . ( l ) 

S e j a  H u m  g r u p o d e  r o t a ç õe s  d e  6 0 0 em t o r n o d e  p-q .  T!

mo s a q u i  o e x e m p l o d e  u m s u b g r u p o H ( n ão i n v a r i a n t e ) d o  g ru p o  

d o s a u t o mo r f i s m o s d e  [ U] , t a l  q u e  o c o n j u n t o d o s  e l e me n t o s  r e s  

p e i t a d o s  p o r H é V ,  s e m  q u e , p o re m , H c o i n c i d a c o m  o g r u p o  d e  

G a l o i s  d e U / V .  E s t e fa c t o l i g a - s e  c o m  o q u e  d i s s e m o s  n o  § 5 6 . 

c ) S e j a a g o ra C U ]  o p l a n o  p ro j e c t i v o  o r d i n â r i o .  N e s t e  caso, 

n a o s Õ o s p o n t o s  e o c o n j u n t o v a z  i o ,  m a s  t a m b é m o s p a r e s d e po.!! 

t o s  s ã o u n i v o c a m e n t e f e c h a d o s . T o d a v i a , o c o n j u n t o  l o g i c a me n t e  

g e r a d o  p o r  t rê s  p o n t o s  c o l  i n e a re s  s e r á a re c t a q u e  por e l es pas -

s a . 

( 1 ) t i nte res sante nota r que o pa r ( a 2 ,a l ) não é neces sa ri amente uma so l�
ção de p * . Condi ção riecessâri a e s ufi c i ente para que tal s uceda é que 
os pontos a l , a2 sej am s imétri cos a respei to dum p l ano que pas se por
p q . 
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S e j a e n t ã o  V u m  c o n j u n t o fo rma d o  p o r  t r ê s  p o n t o s 

P l , P 2 , P 3 ' t a i s q u e  R t  ( P l , P 2 , P 3 ) .  Um a  b a s e  l ó g i c a m í n i m a d e U/ V 
s e r á s e m p r e  c o n s t i t u í d a  p o r  d o i s p o n t o s  a l , a 2 , d i s t i n t o s  e e x t e

r i o re s  ã re c t a  P 1 P 2 . S e  fo r c o p o n t o d e e n c o n t ro da s r e c t a s

a l a 2 e P 1 P 2 ' a re l a ç ã o i r r e d u t ív e l  e m V v e r i f i c a d a  p o r  ( a l , a 2 )

s e rá n e s t e  c a s o  a r e l a ç ão p t a l q u e  

r f á c i l v e r  e n t ã o  q u a l  s e r á o g r u p o H d a s  h o mo g r a f i a s  

d o  p l a n o  q u e  re s p e i t a m  o s  p o n t o s  P l , P 2 , P 3 . S e  o b r i g a rmo s t a i s

h o m o g r a f i a s  a d e i x a r em  f i x o s  u m  q u a r t o p o n t o  p ,  n ã o  co l i nea r com 

o s  p r i me i r o s , o b t e rem o s  o s u b g r u p o  K d e H ,  const i tu i do pel as pers ­

p e c t i  v i  d a d e s  d o  p l  a n o  q u e a dm i  t e m  a re c t a  P l P 2 c om o  e i  x o  e o po.!!. 

t o  P l c o m o  p o n t o d e  f u g a .

d )  A f a mí l i a  d e  t o d o s  o s  s u b c o n j u n t o s  de u m  c o n j u n t o d a d o ,

o r g a n i z a d a  p o r  me i o  d a  re l a ç ã o c ,  o s c o r p o s  d e  f u n ç õe s raci onai s,

o c o rp o d o s  n ume r o s  a l g é b r i c o s , e t c . f o r n e c e m e x e m p l o s  i g u a l me�

t e  s u g e s t i v o s . 

Um  e xe m p l o c o n s t i t u íd o  a r t i f i c i a l me n t e , Q u e  contri bu i rá 

n o t a v e l me n t e p a r a e s c l a re c e r o q u e  f o i d i t o  n o s  p a r á g ra fo s a n t e 

r i o r e s , é o s e g u i n t e : 

S e j a U u m  c o n j u n t o  n o  q u a l  é d e f i n i do  u m  o p e r a d o r u n i ­

t á r i o Su e ( l e r  � u ee� � o � de ) q u e  s ó  d i f i r a  d o  o p e r a d o r � u e  d e fi 

n i d o n o  c o n j u n t o d o s  n u me r o s n a t u ra i s p e l o s e g u i n t e f a c t o ; o 

o p e r a d o r  S ue f a z c o r re s p o n d e r  a c a d a  e l e me n t o d e  U ,  d o i s  e s o  

d o i s , e l e me n t o s  d e  U ( n ão  s e r á p o r t a n t o  u m  o p e r a d o r  u n i v o c o ) . 
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De s t e m o do , e x i s t i r á e m  U u m  p r i m e i r o e l e m e n t o , q u e  d e s i g n a re ­

mo s p o r a o ' A p l i c a ndo a ao o o p e r a d o r S u e. , o b t e rem o s  do i s  e l emen

t o s  d i s t i n t o s  q u e  d e s i g n a re m o s p o r S u c l ( a o ) ' S u c 2 ( a o ) ; es tes e l e

me n t o s  d a rão p o r s u a  v e z  o r i g e m  a q u a t r o  e l em e n t o s : 

S u c l ( S u c l ( a o ) ) ' S u c l ( S u c 2 ( a o ) ) ' S u c 2 ( s u c l ( a o ) )  , S U c 2 ( s u c 2 ( a o ) ) '

d i s t i n t o s  e n t re s i ; e a s s i m  s u c e s s i v a m e n t e . O c o n j u n t o U c o i n ci 

d i r á  c om o c o n j u n t o  d o s  e l e m e n t o s  a s s i m  g e r a d o s  ( p r i n c i p i o d e  

i n d u ç ão )  . 

E c l a r o q u e o s i s t e m a  [U , S u c ] n ão a dm i t i r á  u m a  b a s e  l ó

g i c a  f i n i t a ( t a l  c o mo  o c o r p o  d o s  n u me r o s  a l g é b r i c o s ) . 

U m  c a s o  i m p o r t a n t e q u e  t e n c i o n o e s t u d a r a p ó s a redacção 

de s t a t e s e é o d a  i n t e g r a ç ão l ó g i c a  d a s  e q u a ço e s d i f e r e n c i a i s. 

6 1 .- A O RGAN  I Z A Ç A O  D E  U M  S I S T E MA D E  D U Z  I DA D O  G R U P O  DOS 

A U T O MO R F I S MOS . - P R O B L E MA D E  W I E N E R .- Uma  v e z  i n t r o d u z i d a u m a  

o r g a n i z a ç ão P n u m  c o n j u n t o  U ,  o g r u p o  G d o s  a u t o m o r f i s mo s  d o

s i s t e m a  [U ;P] a s s i m  c o n s t i t u i d o  f i c a r á  a u t oma t i c a me n t e d e t e rm i

n a d o . C o n s i d e r a m o s p o r ém o p ro b l e m a  i n v e r s o : 

Va do�  um c. o n j u n�o U e um g �up o G d e  ��a n� 6 o �m a ç õ e� 

b � unlv o c.a� d o  c. o n j un�o U em � �  m e� m o , de� e hm� nah uma o hg a n� z a ­

ç ã o  P a � n�ho duz�h  em U ,  d e  m o d o  q u e  o g hUp o d o �  au� o m o h 6 �� m o �

do  � �� � ema  [U ; p] � ej a P� e c.�� am e n� e  G .
E s t e  p r o b l e m a  p o d e  c o m p a r a r - s e  a u m  p r o b l e m a  m e c â n i c o  

q u e  c o n s i s t e  e m  p r o c u r a r a s  l i g a ç õe s a i n t r o d u z i r n u m  d a d o  s i s  

t e m a  m a t e r i a l  p a r a  q u e  o g r u p o  d o s  m o v i m e n t o s  p o s s i v e i s d o  s i s 

t e m a  c o i n c i d a c o m  u m  g r u p o  p re v i a me n t e d a d o . 
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S e  o g r u p o  G s e  re d u z  ã i d e n t i d a d e . o p r o b l e m a  é s empre

p o s s í v e l e d e t e r m i n a d o ; b a s t a c o n s i d e ra r o s i s t e m,a [U . U] ou ( a dmj 

t i n d o  o a x i o m a  de  Z e r me l o ) o s i s t e m a  [U . < ] .  s e n d o < u m a  d a s  r e ­

l a ç õe s  q u e t r a n s fo rm a m  U n u m c o n j u n t o b e m  o r d e n a d o . O b t e r - s e - ã  

e n t ão u m  s i s t e m a  i n d e f o rmáve l .  

A n a l o g a me n te . o p ro b l e m a é p o s s í v e l  e d e te rm i n a d o  q u a� 

d o G c o i n c i d e  c o m  o g r u p o s i mé t r i c o . E s t e c a s o  e c a r a c t e r i z a d o  

p e l a  a u s ên c i a d e  o r g a n i z a ç ã o e 6 e e�� v a ; d i r emo s e n t ã o  q u e  s e  t r a 

t a  da  o rg a n i z a ç ã o nula . 

M a s  e s t e s  d o i s c a s o s  e x t remo s s a o  o s d e  me n o r i n t e r e s -

s e .  C omo  re s o l v e r a q u e s t ão n o  c a s o g e r a l ? O probl ema será s empre 

p o s s í v e l e d e t e rm i n a d o ?  

N ã o  p u de . p o r  f a l t a  d e  t em p o . a p r o f u n d a r e s t e a s s u n t o 

(1 ) .  Em  t o d o  o c a s o , �e a s o l u ç ão  e x i s t e .  u m  m� t o d o  q u a s í - c o mb!

n a t õ r i o p a ra  e n c o n t rá - l a s e r á o s e g u i n t e : 

, ( 2 ) ( n )E m c a d a  u m  d o s  c o n j u n t o s  U .  U • . . .  , U  • . . . o g ru p o

G de t e rm i n a r á  u m a  re p a r t i ç ã o  e m c � l u l a s d e  t r a n s i t i v i d a d e , e 

c a d a u m a  d a s  c é l u l a s  de  trans i t i V i d a d e a s s i m  d e t e rm i n a d a s  n o  c o n ­

j u n t o  u
( n ) ( s e n d o  n q u a l q u e r ) c o r re s p o n d e r á  ( §  1 0 ) a uma re l ação

n - á r i  a , i r re d u t í v e l , d a o rg a n i  z a ç ã o p r o c u ra d a . P o d e  a c o n t e c e r  

q u e  t o d o s  o s  c o n j u n t o s d a  s u c e s s ão U . U ( 2 )  . . . . .  a t é u m a  c e r t a or

dem p ,  i n c l u s i v e .  c o n s t i t u a m e l e s m e s m o s  u ma c é l u l a  de t ra n s i t i 

(1 ) Este prob l ema deve rel aci ona r- se com o que fo i di to no § 56 a res pe i to
daque l a  propos i ção da teori a de Ga l o i s que não subs i s te no caso gera l .
Um cami nho a tenta r é a i nda o s egu i nte :  Cons i derar o prob l ema para os 
grupos cíc l i cos de G ( atendendo ã tra ns i t i v i dade e ã pri mi ti v i dade ) ,
e cons i derar  em segu i da a ��� eeCao das organ i zações corres pondentes 
a todos es ses grupos cíc l i cos . 
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v i d a d e ; d i r - s e - á  e n t ã o  q u e  p é o g hau d e  tha n� �t�v�da d e  d o  g h� 

po ( � �m ple� m ente tha n� �t� v o , s e  p = l ; du plam ent e tha n� �t� v o , s e  

p = 2 , e t c . ) .  e c l a ro q u e  a s  r e l a ç õe s  c o r re s p o n d e n t e s  à s  c é l u l a s  

d e  t r a n s i t i v i d a d e c o i n c i d e n t e s c o m  o s  c o n j u n t o s  U , U ( 2 ) , . . .  , não

s e r ã o  e fe c t i v a s  ( §  9 )  e p o r t a nto reda a d i a n t am  n a  re s o lu ção do p r� 

b l e ma . P o d e  me s mo a c o n t e c e r q u e  o g r a u  d e  t ra n s i t i v i d a d e  d o  g r�

. . f '  ' t  ' t  - d . t U U ( 2 ) p o  s e J a l n  l n l  o ,  l S o e ,  q u e  to o �  o s  c o n J u n  o s , , . . .  con�

t i t u a m c é l u l a s d e  t r a n s i t i v i d a d e ; é o q u e  s u c e d e a r e s p e i t o  dos 

e s p a ç o s  t o p o l ó g i c o s  ma i s  f r e q u e n t e s  ( e x c e p t u a d a a re c t a ) . 

S e e s t a ú l t i m a h i p ó t e s e s e v e r i f i c a , o u  a s  r e l a ç õ e s  

e f e c t i v a s  e n c o n t r a d a s  n ão b a s t a m  p a r a  re s o l v e r o p r o b l em a , d e v� 

rá p a s s a r - s e  às  re l a ç õe s de  t i p o  2 , s e g u i n d o  u m  c a m i n h o  a n á l o g o

a o  a n t e r i o r ; e d e s t a s  p a ra a s  re l a ç õ e s  d e  t i p o 3 ,  s e  a s o l u ç ã o 

n ã o  t i v e r  s i d o a i n d a e n c o n t r a d a , e a s s i m  s u c e s s i v a m e n t e . A s o l � 

ç a o , s e  e x i s t e , s e rá a t i n g i d a n e c e s s a r i am e n t e p o r e s t e  p r o c e s s o. 

R e s t a r á a p e n a s  � �mpl� 6�eah a s o l u ç ã o , p r o c u ra n d o  u m  c o n j u n t o mI 

n�mo de re l a ç õ e s  p r i m i t i v a s . 

N o  c a s o  d e  U e G s e r em  f i n i t o s , o p ro b l ema  reso l ver-se -á 

c om um n úme ro f i n i t o de  d êm ah e h e� , e s e m p a s s a r do t i p o  1 .  S e 

e s t e s c o n j u n t o s  f o r e m  i n f i n i t o s . s e rá ma n i fe s t a me n t e n e c e s s á r i o 

t o r n a r c o n s t r u t i v o  o mé t o d o i n d i c a d o , o q u e  d e p e n d e d o  c a s o  con 

c re t o em  q u e s t ã o . 

�� t o 

N o t em o s  a i n d a  q u e , s e  a � o lução  e x�� te , ela � ehá ún�a , 
- * 
e , o ph o b l ema � ehá detehm�nado . C om  e f e i t o , s e j a m p e p

do i s  c o n j u n t o s  d e  re l a ç õe s  p r i� i t i v a s  s o b re U ,  t a i s  q u e  o s  g r�
* 

p o s  d e  a u t omo r f i s m o s  d o s  s i s te m a s  [U ;p] , [U ; p J co i nci dam ambos

� o m  G .  E n t ã o , em v i r t u d e  d o  t e o r ema  I X , c a d a  u m a  d a s  r e l a ç õ e s  
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* 
P s e rá u n i v o c ame n te e x p r i m í v e l n a s  r e l a ç õe s P , e ,  re c i p ro c a -

me n t e . c a d a  u m a  d a s  re l a ç õe s  P s e rá u n i v o c a me n t e expri míve l nas 
* * 

re l a ç õe s  P • o q u e  s i g n i f i c a  s i m p l e s me n t e q u e  [U ;P] = [U ;p 1 .  
o re fe r i d o  p r o b l ema  p o de rá a i n d a  s e r a p r e s e n t a d o  de um

modo  ma i s  r e s t r i to . t a l  c o mo s e g u e :

Va d o �  um e o n j u nto U e um g4Upo  G d e  t4an� 6 0 4m açõ e� b� 
* 

univ o e a� d e  U em � i  m e� m o , d ete4mi n a4 uma o 4g ani z ação P a i n -

t4o du zi4 em U*
d e  m o do q u e : 1 )  o g 4 U p o  do�  auto m o 4 6i� m o �  do � i�

* * * * 
tema [U ; p J  c o i nci d a  e o m  G ;  2 ) o � i� t em a [U ; P  J v e4i 6 i q u e  ,

pa4a uma e o n v eni e n t e  i nt e4p4 eta ção do�  � i n ai� p4imiti v o � , uma 

a xio máti ca Ax [U ; P] p4ev iam e nt e  dada . V et e4mi na4 a� co ndi ç õ e� a

q u e  d e v e  � ati� 6 a z e4 G pa4a q u e  o p40 b i em a  � e j a  p o � � lv e.e e dUM 

mi nado . 

r de s t e g é n e ro o p ro b l em a  d e  W i e n e r . n o  q u a l  s e  p e d e

q u e  o s i s t e ma  q ue a d m i t e  a q u e l e g r u p o  d e  a u tomo r f i s mo s s e j a  u m 

e s p a ç �  t o p o l óg i c o de c l a s s e  d e t e rm i n a d a  ( um e s p a ç o  ( V ) . u m  e s ­

p a ç o  a c e s  s í ve  1 .  u m  e s  pa ç o  de H a u s d o r f f . e t c . )  ( 1 )

6 2 . - O CASO  DOS  E N DOMO R F I S MOS .- Um e s t u d o  a n á l o g o  a o  

qu e a t r á s  fo i fe i to p a ra o s  a u t omo r f i s mo s  d e  u m  s i s tem a  qua l quer  

p o d e rá re p e t i r - s e p a ra o s  e n d omo r f i s mo s  d e  u m  s i s t ema  a i n d a  

q u a l q u e r .  r c l a ro q u e  n e s t e  c a s o  d e v e rá c ome ç a r - s e  p o r  s u b s t i -

t u i r o c o n c e i t o de  " ex p4imi4 u ni v o eam e nt e "  p o r  um  o u t ro m a i s 

l i m i t a d o , c o n c e i t o q u e  re s u l t a rá do  p r i me i ro , p e l a e x c l u s ão d� 

q u e l a s o p e ra ç õ e s  l óg i cas e l e me n ta re s , q u e , s e g u n d o  a a n á l i s e do

( 1 )  Vej a-se WI ENER ( I )  ou a i nda FRECHET ( I ) .
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§ 3 9 ,  n ã o s a o  re s p e i t a d a s  p e l o s  h om omo r f i smo s : p a r a t a l c o n c e i

t o  u s a r e m o s  a l o c u ç ã o  I I e x pJt-im iJt , n o  -6 e nt-i d o  h o m o m óJt 6-ic. o l l ;  e: de l e  

d e r i v a r , n a t u r a l m e n t e , o s  c o n c e i t o s  c o r re s p o n d e n t e s , no  -6 e n -

t-id o  h o m o m óJt 6 -i c. a ,  a o s d a b a-6 e  l ógl c. a , g eJta �ão l ó g -i c.a , e t c . N o t� 

m o s  a i n d a Q u e  u m a  d e 6 I n-i �ãa o p eJta�óh -ia s e �i s e m p r e  u ma d e 6-in-i ­

�a o . n o -6 e nt-id o h o m o móJt 6 -ic. o , ma s  a r e c l p r o c a  n ão é ve r d a de i r a . 

Q u a n t o  a o  c o n c e i t o d e  Jtela �ão i JtJt e d utl v e l n um da do  c.on 

j unto e l e  d e v e r i  s e r s u b s t i t u l d o  p o r  u m  o u t r o  m a i s  c o m p l e x o �  

V a d o -6 : u m  -6 -i-6 t ema [UJ , u m  -6 u b c. o nj unto V d e  U e u m  o utJto

-6 ub c. o nj unto { a i } de  U ,  d-iJtem o-6 q u e  uma Jtela �ão  p ( x  i ) de6-in-ida em

U ê. m i n i m a a Jt e.6 p e-it o de  { a . }  e d e  V ,  q uan do : 1 )  a .  é. uma .6 o lu1 1 -

�ao  de p ; 2 ) a Jt ela �ão p ê. e xpJt-imlv el , no .6 e nt-i d o  h o m o m óJt 6 -i c. o ,

em V ;  3 )  -6 e  p * e uma Jtela�ão q u e  v eJti 6 -i c.a a.6 dua-6 c.o n d-i � õ e-6 an 

teJt-i o Jte-6 , e ntão  p < p * .

r fi c i 1 v e r q u e e s t e c o n c e i t o n ã o  c o i n c i d e c o m  o de re 

l a ç ã o  i r re d u t l v e l n u m  c o n j u n t o . O e s t u d o 'dos e n d omo r f i s m o s  fa r ­

- s e - a  a p a rt i r d e  t a l c o n c e i t o .  A s s i m ,  p o r  e x e m p l o ;  .6 e 60Jt { a i }

um a b a-6 e n o  -6 ent-i do h o m o m óJt 6 -i c.o  d o  -6 -i.6 t ema [U] a Jte-6 p e-ito d o

c. o n j unto V e -6 e  6 0 Jt p a Jtela� ão mZn-ima a Jte.6 p e-ito de  { a . } e de 1 
V ,  e ntão 0 .6  e n do m o Jt 6-i.6 m o.6 de [UI q u e  d e-i x am 6-i x o .6  0 -6  el em e nto .6

de  V ,  -6 eJtão t o d o -6  o b t-i d o -6 , -6 u b .6 t-itu-i n do o agJtu p am ento  ai pOJt c.ada

um a  da.6 .6 o l u � õ e-6 b i d e  p .

P o r  o u t ro l a d o ,  d e v e o b s e r v a r - s e q u e  u m a  t a l re l a ç ã o  

m l n i m a  e x-i.6 t-iJtá s e m p re c o mo a c o n j u n ç ão de  t o d a s a q u e l a s r e l a -

ç õe s , e x p r i m l v e i s  n o  s e n t i d o  h omomó r f i c o  e m  V ,  q u e  a dm i t e m  

c o m o  s o l u ç ão . 

a .1 
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Um e x e m p l o  s i m p l e s e - n o s fo rn e c i d o  p e l o s s i s temas vec to 

r i a i s . S e j a [U ,  + ; EJ u m s i s t e m  a v e  c t o r i a 1 e { a i } u m a  s u a  b a s e

o p e ra t ó r i a ( p o r t a n t o u m a  b a s e n o  s e n t i d o  h om om ó r f i c o ) cons t i tuI 
d a  p o r e l e me n t o s  d i s t i n t o s  d o i s a d o i s .  N ão s e r á di fic i l reconhe 

c e r  q u e u m a  re l a ç ã o  m i n i m a a r e s p e i t o  d e  { a i } e do c o n j u n t o

v a z i o ,  s e rá a re l a ç ã o  p ( x . ) q u e  é v e r i f i c a d a p o r  to d a.6 ai.> de:te.1t.1 -

m,[ n a ç. õ e. .6  d e  x i ' o q u e s i g n i f i c a q u e  o s  e n d o m o r f i s m o s  d e  [U ,+ ; E] 
s e  o b t ê m , s ub s t i t u i n d o  ai p o r  c a d a  u m  d o s  p o s s i v e i s  a g r u p a me n ­

t o s  o . , c . , . . . r e l a t i v o s a o  me s mo c o n j u n t o  d e  p o s i ç õ e s .1 1 

O s  e n d om o rf i s mo s  d e  u m  s i s t e m a  v e c t o r i a l  s ã o comummente 

c h a ma d o s tlt.an.6 6 o lt.m a ç. õ e..6 !,[ n e. alt.e..6  ( r e p re s e n t á v e i s p o r  ma t r i z e s 

f i  n i  t a s ,  n o  c a s o  d e  o s i  s t e m a  t e r  u m  n u me ro f i n i  t o  de d imensões ) .  

P o r  o u t ro l a d o , o g r u p o  d o s  e n d om o r f i s mo s  d u m  s i s 

t e m a v e c t o r i a l p o d e rá s e r  c o n v e r t i d o  n u m a n e. !  n ão c o m u t a t i v o , 

c o m  u ma u n i d a d e , s e , ' a l em d a  m u l t i p l i c a ç ã o  j á  ex i s tente , fo r ne l e

i n t r o d u z i d a  u m a  a d i ç ão ,  t a l c o m o  s e g u e : ( 8 1 + 8 2 ) ( X ) =8 1 ( X )+82 ( X )  
q u a i s q u e r  q u e  s e j am o s  e n d o m o r f i s m o s  8 ,  , 8 2 , 

6 3 .- C O N J U N T O S  F E C H A D O S  A R E S P E I T O D E  U MA FAM f L I A  D E  

O P E R A D O R E S ; T O P O L O G I AS .- C o n s i d e re mo s  u m  c o n j u n t o f u n d a me n t a l  

U e u m a  f a m i l i a <p q u..a! q u.. e.1t.  d e  o p e r a d o r e s <1> 1 , <P 2 , • . .  q u e t r a n s ­

fo rme m a g r u p a me n t o s  d e  e l e m e n t o s  de  U e m  e l e me n t o s  a i n d a d e  U ,  

de u m  m o d o  ,[nte.,[lt.am e. nt e.  alt.b,[tlt.ált.,[ o ;  i s t o e :  t a i s o p e r a d o re s

p o d e m  n a o  s e r  d e f i n i d o s  e m  t o d o  o c o n j u n t o  U ,  p o d e m n ã o s e r  

u n i v o c o s , p o d e m  s e r  d e  g r a u  i n f i n i t o ,  e t c . ,  e t c . D i r em o s q u e

u m  s u b c o n j u n t o  A d e  U e 6 e.e h a d o  a r e s p e i t o  d o s  o p e ra d o r e s  <P ,

q u a n d o a a p l i c a ç ã o  d e  t a i s  o p e r a d o re s  a e l e m e n t o s  d e  A n ão fa z 
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s a i r d e s t e c o n j u n t o . 

r fác i l d e mo n s t r a r  q u e , d a d a  um a  f a m í l a f q u alq u eA d e  

c o n j u n t o s  fe c h a d o s  a re s p e i t o d o s  o p e r a do res � ,  a i n t e rs e c ç ã o  

d e  � o d o �  es s e s  co n j u n t o s  p e r t e n c e ri t a m b �m a f .  D a q u i  r e s u l t a m  

i me d i a t a me n te  c o n h e c i d o s  t e o r ema s d a s  t e o r i a s  d o s g r u p o s , da teo 

r i a d o s  c o r p o s , e t c . 

S e j a a g o r a  A u m  s u b c o n j u n t o q u a l q u e r  d e  U .  A i n t e r s e c ­

ç ã o F d e  t o  d o s o s s u p r a c o n j u n t o s  d e A ,  q u e  s ã o  f e c h a d o s  a re s pe i 
t o  d o s  o p e ra d o re s  � ,  s e rá ,  m a n i fe s t ame n t e , o m e n O A  d e  t a i s  c o n ­

j u n t o s : c h a ma r - l h e - e mo s c o n j u n t o  g eAad o p o r A , m e d� a n� e  o s  o p e ­

r a d o re s  � e e x p r i m i remo s e s s e  f a c t o , e s c re v e n d o : F = A [ �J . D i re ­

mo s a i n d a  q u e A � u m a  b a s e  d e  F a re s p e i t o  do s o p e ra d o res � .

E xe m p l o s ; N o  c o rp o  d o s  n ume ro s r a c i o n a i s o c o n j u n t o d o �

n úme ro s i n t e i ro s  c o i n c i d e c o m  o c o n j u n t o  g e r a d o  p o r  1 ,  me d i a n te 

a � u b�Aae�ão ; n o c o r p o  do s n ume r o s  c om p l e x o s , o c o n j u n t o d o s  nQ 

me r o s  a l g eb r i c o s  é ,  p o r  d e f i n i ç ão ,  o c o n j u n t o  g e ra d o  p e l o s  n u me 

ro s r a c i o n a i s ,  me d i a n t e o s  o p e ra do re s  a l g � b r i c o s  d e  t o d o s  o s  

g ra u s ( §  1 1 ) e t c .  ( 1 ) .

O b s e r v e m o s  n o  e n t a n t o q u e  a d e f i n i ç ão a n t e r i o r  a s s e n t a 

s o b re a h i p ó t e s e  d a  e x i s t ê n c i a  d a i n t e rs e c ç ã o  d e  u m a  i n f i n i d a d e  

q u a l q u e r  d e  c o n j u n t o s , h i p ó t e s e a q u e  j á  n o s r e fe r i mo s  n o § 5 1 .

P o d e r ã  a q u e l a  d e f i n i ç ão s e r  s u b s t i t u i d a p o r u m a  o u t ra c o n s t r u t i  

v a ? 

S u p o n h a mo s em  p r i me i r o  l u g a r q u e o s  o p e ra do r e s  � s ã o 

to d o s d e  g r a u f i n i t o . S e j a e n t ão A o c o n j u n t o  d a d o  e r e p r e s e n t! 
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mo s : p o r  A l ' o c o n j u n t o  A a m p l i a d o  c om t o d o s  o s  e l eme n t o s  q u e  

s e o b t êm , a p l  i c a n d o a o s  e l eme n t o s  d e  A o s  o p e ra d o re s  cI> ,  de todos 

o s  mo d o s  p o s s í ve i s , s em s o b re p o s i ç ã o ; p o r A 2 o c o n j u n t o  q u e s e

d e d u z  d e  A l t a l  c om o  e s t e s e  d e d u z  d e  A ,  e a s s i m \ u c e s s i v amente . 

O b t e r - s e - ã  d e s t e m o do uma  s u c e s s ã o n u me ráve l d e  c o n j u n t o s

A , A l ' . . .  , A n " " c a d a u m  d o s q u a i s e s t ã  c o n t i d o n o s  s e g u i n t e s , e

i b em  f ã c i l v e r q u e  a re u n i ã o  d e  t o d o s  o s  c o n j u n t o s  a s s i m  o b t i

d o s  e p re c i s a me n t e o c o n j u n t o g e r a d o  p o r A me d i a n t e o s  o p e r a d� 

re s cI> . O p ro c e s s o  i n d i c a d o  b a s e i a - s e  ma n i fe s t a me n t e n o  p r i n c í ­

p i o d e  i n d u ç ão f i n i t a , e p o d e  c o n s i d e r a r - s e  c o n s t r u t i v o .  

P o de  me s m o  a c o n t e c e r  q u e a p a rt i r d e  u m a  c e r t a  o rd e m  

t o d o s  o s  t e rmo s d a  s u c e s s ã o c o i n c i d a m : é o que sucede , por  exempl o ,  

s e  A fo r o c o n j u n t o  d o s  n úme ro s  r a c i o n a i s e cI> a f a m í l i a  dos op� 

ra d o re s  a l g e b r i c o s  ( e n t ã o  a c o i n c i dê n c i a d á - s e  a p a r t i r d o  s e ­

g u n d o t e rmo ) . 

S u p o n h a mo s  a g o r a  q u e a l g u n s  do s o p e ra d o re s cI> ,  o u  me s -

m o  t o d o s , s ão de  g r a u  i n f i n i t o ,  m a s  n ã o  s u p e r i o r  a No ' Ne ste

c a s o , e m  v e z d e  u m a  s u c e s s ã o n u me ráve l ( t i p o d e o rd e m  w ) de v e ­

rã , e m  g e ra l , c o n s i d e ra r - s e  u m a  s u c e s s ã o d e  t i p o d e  o r d em  n :

A , A 1 ' . . . , A  , . . .  , A 2 , . . .  , A 2 , " " A w " " , A , . . . w w w W E 

c o m  a s e g u i n t e  l e i d e  fo rm a ç ã o : C a d a t e rmo  A i c o m  um  a n t e c e d e n

t e  A . 1 s e rã d e d u z i d o d e  A .  1 p e l a a p l i c a ç ã o d o s  o p e ra do re s cI>1 - 1 -
a o s  e l e me n to s  d e  A i _ l de  t o do s  o s  mo do s p o s s í v e i s ,  .6 em .6 o blte.pE..

.6 lçio ; c a d a  t e rmo s e m  a n t e c e d e n t e  ( d i s t i n t o de  A )  s e rS o b t i d o  

pe l a re u n i ã o d e  to do.6 o s  q u e O p r e c e d em . S e rá f á c i l d emo n s t r a r  

q u e o c o n j u n t o  g e ra do p o r  A ,  me d i a n t e  cI> ,  c o i n c i d e  c om a reun ião 
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d e  t o d o s  o s  c o n j u n t o s a s s i m  o b t i d o s . 

P o d e  a i n d a  e s te p ro c e s s o  c o n s i d e r a r - s e  c o n s t r u t i v o ? 

R e c o r d emo s  a p r o p ós i t o t u d o o q u e fo i d i to  a c e r c a  d a  

d e f i n i ç ão d o s  o r d i n a i s  d e  c l a s s e  I I . N o temos , e n t re t a n t o , q u e  e 

por t a l  p r o c e s s o  q u e  s e  d e f i n em  as c l as ses de B a i r e  - D e  l a  Va l l ée

P o u s s i n ( 1 ) .  

P o d e s u c e d e r , a i n d a n e s t e c a s o , q u e  to d o s  os termos coi n 

c i d a m a p a r t i r d e  um a  c e r t a  o r d e m : a s s i m , p o r e x em p l o , s e  A f o r 

u m s u b c o n j u n t o  d e  um e s p a ç o  mé t r i c o , e a f ami l i a  � s e  r e d u z i r

a o  o p e r a d o r lim ,  t a l c omo c o s t uma  s e r d e f i n i d o  em t a i s e s p a ç o s ,

e n t ão to d o s  o s  t e rm o s  c o i n c i d em a p a r t i r  d o  s e g u n d o  ( 2 ) . 

C o n s i d e r emo s  a g o r a o s  h omomo r f i s mo s  d o  s i s t em a  [U ; � ] 
n u m  o u t r o s i s t em a [V ; 0/ J ,  s e n d o � e 'ii f a m i 1  i a s d e o p e r a d o r e s d e

t i p o  1 , p o s t a s  em c o r re s p o n d ê n c i a  b i u n iv o c a p o r m e i o de uma trans 

f o rm a ç ão a .  P o d em o s n ós a f i r m a r  q u e a i m a g em de um c o n j u n t o 

fe c h a d o  é , em  t a i s  h om omo rf i s m o s , a i n d a  u m  c o n j u n t o fe c h a d o ?

Em g e4al , não po d em o �  a 6 �4mã-lo . T o d a v i a , p o d e  a f i rm a r - s e : 

1 ) A �mag em co m pl eta � nv e4� a de  um co nj u nto 6 ec hado ê , em

� h o m o m0 4 6�� m o � ,  a� nda um co njunto 6 e c hado . 

( l ) Vej am-s e BAIRE ( I ) , De l a  VALLtE-POUSSIN (I ) ,  LUSI N  ( I ) .

(2 ) Notemos que a todo o par ( A ,F )  de conj untos , em que F des i g na o con -
j unto gerado por A medi ante os operadores � , corres ponde uma l e i  de
i ndução : Se uma 6unç.ão ê. deMnida paM todM 0-6 e.lemento� de A, e � e

o 6acto de � eJt de6�Mda p aM  M 'e.lementM ai' de F .únpJ�ca que f.i.Wtã
também de6�da paM o demento � Ca i ) quaLqueJt que -6 eja �t:� então a 4e
6e�da 6unç.ão ê. deMMda pa4a todo o e.lemnto de F .
t des te género o pr i ncip i o  de i ndução no corpo de Bore l .
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2 ) � un.{.v o -

eo� e o� h o m o m o � 6i� m o �  6 o �em o p e�a�ó�i o �  ( §  4 0 ) , a imag em dum 

e o n j un�o 6 e chado  � e�á � emp� e  um co nj un�o 6 e ch ado . 

E s t a s  d u a s  p r o p o s i ç õe s d e s d o b r a m - s e  em  i n úme ro s t e o re 

m a s  da  t e o r i a d o s  g r u p o s , d o s  a n e i s ,  d o s  e s p a ç o s  t o p o l ó g i c o s , 

e t c . 

N o t e m o s  f i n a l me n t e q u e t o do  o s i s t em a  [ U ; cp] , em  q u e  

cp d e s i g n a  a i n d a u m a  f a m í l i a  d e  o p e ra d o re s  d e  t i p o  1 , d ã  o r i g e m  

a um  e s p a ç o  t o p o l ó g i c o  [ U ,-J s e  o n a o  e j ã ,  q u a n do a f ami l i a  cp 

e s u b s t i t u i d a p e l o  o p e ra d o r  u n i c o q u e a c a d a  s u b c o n j u n t o X d e

U ,  fa z  c o r re s p o n de r  o c o n j u n t o X g e r a d o  p o r  X ,  me d i a n t e o s  op�

r a d o re s CP .  E n  t ã o  é f a c i 1 v e r q u e , q u a i s q u e  r q u e  s e  j a m X ,  Y c U ,

s e  t e m : 

A o s  e s p a ç o s  t o p o l ó g i c o s  q u e  v e r i f i c a m  t a i s  c o n d i ç õ e s 

c h a ma A .  Mo n t e i ro e s p a ç o s  ( F ) .  Uma  g r a n d e p a r t e  d a s  p ro p r i e d a ­

de s  d o s  e s p a ç o s  d e  K u r a t ows k i  ( q u e  s ã o o s  e s p a ç o s  ( F ) e m  q u e a 

re u n i ã o  d e  d o i s c o n j u n t o s  fe c h a d o s  é s e m p re u m  c o n j u n t o fe c h a -

d o ) s ã o g e n e ra l i z a v e i s  a e s t a c a t e g o r i a d e  e s p a ç o s .  

E p re c i s o  p o rém n ã o p e r d e r  d e  v i s t a q u e , c omo  j ã obser 

v amo s a t ras , os h o momo r f i s m o s  e a s  o p e r a ç õe s , d e re l a t i v i z a ç ã o  

e de c o n d e n s a ç ã o s e  re fe rem  s e m p re , n o s  e s p a ç o s  t o p o l óg i c o s , ã

re l a ç ã o  x Ei , e n ão i re l a ç ão Y =X .  A s  r a z õe s d e s t e  f a c t o  n ã o s e
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rão  d i f í c e i s de  e n c o n t r a r . 

6 4 . - CON J U NTOS  AB S O R V E N T E S . - Um c o n c e i t o  s e me l h a n t e 

a o  d e  c o n j u n t o  fe c h a do é o d e  c o n j u n t o  a b s o rv e n t e . C o n s i d e re ­

m o s  u m  c a s o  s i m p l e s ;  s e j a  � u m  o p e r a d o r  b i n á r i o d e f i n i d o n u m

s u b c o n j u n t o d u m  c o n j u n t o  f u n d a me n t a l  U .  D i remo s q u e  u m  d a d o  

s u b c o n j u n t o  R d e  U é ab� o 4v ente ã e� q ue4da , a re s pe i t o de  � . 

q u a n d o  v e r i f i c a  a c o n d i ç ão 

( x E A )  c [� ( x , y ) E A] 

A n a l o g a me n t e  s e  d e f i n e c o n j unto ab� o4v e nte a d i re i t a 

a re s p e i t o de � .
Exemplo : S e j  a U u m g r u p o , e � o o p e r a d o r  ta l q u e

� ( x , y )  - y . X . y - 1 Vê - s e i me d i a t a me n t e q u e  o s  c o n j u n t o s  a b s  o r -

v e n te s  a e s q u e r d a  a re s p e i t o  d e  � n a o  s ã o ma i s  d o  q u e os s u bcon

j u n t o s  i n v a r i a n t e s  d e  U .

V á r i o s  r e s u l t a d o s . r e l a t i v o s  ã i n t e r s e c ç ã o de  c o n j u n  

t o s  a b s o r ve n t e s . ã ge ra ç ão d e  c o n j u n t o s a b s o r v e n t e s . a o  e fe i t o  

d o s  h o momo r f i s m o s  s o b re t a i s c o n j u n t o s . e t c . p o d e r ã o  a g o ra s e r
. 

e s t a b e l e c i d o s  t a l  c omo  f i z e m o s  p a ra o s  c o n j u n t o s  fe c h a d o s . A s  

p r o p o s i ç õe s a s s i m  o b t i d a s  d e s d o b r am - s e  e m  c o n h e c i d o s  t e o rema s 

d a s  t e o r i a s  d o s  g r u p o s . d o s a n é i s .  e t c . 
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A P E N D I C E A O  § 3 7 . 

3 7 . A .  C ON C R E T I Z A Ç O E S  I R RE D U T I V E I S  E C O N C R E T I ZA ÇO E S  

I N E XT E N S T v E I S  DE  U MA A X I O MAT I CA . - O S  c o n c e i t o s  d e � ol uçõe� m a ­

xima� e � o luçõe� mInima� duma axi o mática s ão s em e l h a n t e s , ma s 

n a o  i d ê n t i c o s , a o s c o n c e i t o s  d e q u e v a mo s  a q u i t r a t a r .  

Uma  c o n c re t i z a ç ã o d u ma  a x i o mi t i c a  d i z - s e ine xten� Z v el , 

q u a n d o  n ão a d m i t e  n e n h u m a  e x t e n s ão p r ó p r i a  q u e  v e r i f i q u e a mesma 

a x i o m i t i c a ;  d i r � s e - i  i��edutZv el q u a n d o  n ã o a dm i t e  n e n h u m 

s u b s i s t em a  p r ó p r i o ,  q u e v e r i f i q u e a r e f e r i d a a x i o má t i c a .  

Uma  r e c t i f i c a ç ã o  d e v e  s e r fe i t a  a o  q u e fo i d i t o  n o  §37 . 

A c a t e g o r i c i d a d e  e a t i n g i d a ,  e m v á r i o s  d o s  c a s o s  c o ­

m u n s ' di�e ctament e ,  p o r  me i o  de  u m  a x i o ma  q u e  e q u i v a l e  a a f i r ­

m a r  a i n e x t e n s i b i l i d a de o u  a i r re d u t i b i� l i d a d e  d e  q u a l q u e r  c o n ­

c re t i z a ç ã o  d a  a x i o má t i c a : o p r i me i r o  c a s o v e r i f i c a - s e  a re s p e� 

t o  d o  a x i o m a  d a  i n d u ç ão f i n i t a ,  p a r a  o s  n ume r o s  n a t u ra i s ; o s e 

g u n d o  c a s o , a r e s p e i t o d o  a x i o m a  d a  s a t u ra ç ão d e H i l b e r t ,  p a ra  

os  n um e ro s re a i s e p a r a a g e ome t r i a e u c l i d e a n a o r d i n ã r i a .  

T o d a v i a , c o mo mo s t ro u  E .  N oe t h e r , p o de m  a p r e s e n t a �se 

a x i omá t i c a s  q u e  a dm i t a m  a p e n a s c o n c r e t i z a ç õe s i n e x t e n s l v e i s 

( o u  a p e n a s  c o n c re t i z a ç õe s i r r e d u t l v e i s ) , s em q u e t a i s  a x i o m ã t i  

c a s s e j a m  c a t e g ó r i c a s . 
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1 . - A T E O R I A  DOS T I P OS E A R EA L I DA D E . V i m o s  a t ra s

q u e  t o d a  a p r o p o s i ç ã o s u p õe a ex i s tin c i a d e  u m  c o n j u n t o  fu n ­

d ame n t a l  U , a r e s p e i t o d o  q u a l  � f i x a d o  o t i p o d e  t a l  p r o p o ­

s i ç ão .  Ma i s  a i n d a : n ão s ó e p o s s i v e l  s u b s t i t u i r , c om o  s i s t e 

m a d e  r e fe r ê n c i a ,  o c o n j u n t o U ,  p o r  um  o u t ro d e  t i p o s u p e r i ­

o r  a 1 ( a  r e s p e i t o  de  U ) , m a s  t a m b e m  e s t e  p O d e r a ( e  a s s i m  s�  

c e d e  em  t o d o s  o s  e x em p l o s q u e a M a t ema t i c a  n o s  o f e re c e ) s e r  de 

t i p o  s u p e r i o r  a 1 , a r e s p e i t o  d e  u m  o u t r o  c o n j u n t o , a p a r t i r 

d o  q ua l  f o r am  c o n s t r u i d o s  o s  e l eme n t o s  de  U ;  t a l  e o c a s o d o s  

n u m e r o s  n a t u r a i s q u e  s e r v em de b a s e  a t o d o  o e d i f i c i o d a  A n a l i 

s e  c l á s s i c a .  O c o r re , e n t ão ,  p e rg u n t a r : N ã o s e ra p o s s i v e l  a� 

s i n a l a r u m  c o n j u n t o  fu n d ame n t a l  ab� o luto , i s t o e , u m  c o n j u n t o 

a o  q u a l  s e  re f i r am to do� o s  c o n h e c i me n t o s  h u m a n o s , o r g a n i z a ­

d o s  n um s i s t e m a  lo g�eam ente  e o mpatlvel ?  E i s a í  u m  d a q u e l e s  

p r o b l e m a s  q u e p a r e c em  d e s t i n a d o s a n ão s e r  reso l vi dos : o e6ec..t&. 

vamente  e o ne�eto d e v e c o n s i s t i r  em  q u a l q u e r  c o is a  d e  i n a c e s ­

s i ve l , s e  n ão  e a p e n a s  u m a  i l u s ão . T o d a v i a , p a r a e x e r c e r  e fi 

c a z me n t e  a i n t e l i g ên c i a e p o d e r  e n t ão a g i r c o m  p ro b a b i l i d a d e  

d e  ê x i t o , o h o mem  e eo�t�ang�do  a f i x a r  e s q u em a s  l ó g i c o s  ( n� 

c e s s a r i a me n t e p a r c i a i s , n e c e s s a r i a m e n t e p ro v i s ó r i o s ) q u e  l h e 

p e rm i t am i n t e r p re t a r a q u i l o  a q u e  c h ama  a N a t u r e z a , a R e a l i -

d a d e , e t c . ( 1 ) 

( 1 )  D um modo gera l , o homem , em pres ença de vári os esquemas que  se ref� 
rem a a s pectos di versos da Natureza e que , em parte , s e  contradi zem , 
procura modi fi ca- l os , i ncorporando-os num esquema un i co mai s v i z i nho 
da Rea l i dade . Porem , es te mesmo começa a revel ar-se  i ncomp l eto e 
outros vêm a formar-se , ao l ado de l e , fazendo senti r a neces s i dade 
de uma nova s intese . E e ass i m ,  por ap�ximacõ� �ue���v� ,  que a 
c iênc i a dos homens parece cami nnar ,so l dando o de�eonhe�do . 
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N u m p r i m e i r o  e s q u em a  da N a t u re z a , o h omem cons i dera 

c omo  s e r e s , i s t o  e ,  c o m o  e l e m e n t o s  d o  c o n j u n t o f u n d a me n t a l , 

o s  indi vldu o�  na�u�ai� ( a n i ma i s ,  p l a n t a s  e m i n e r a i s ) e c o mo 

a��i bu�o�  ( 1 ) , i s t o e ,  c o m o  r e l a ç õ e s  d e f i n i d a s  em t a l c o n j u..!! 

t o , o s  d i v e r s o s  m o d o s  p e l o s  q u a i s o s  i n d i v í d u o s  s e  n o s d ã o  a 

c o n h e c e r , o u  d i r e c t a me n t e  ( i n t r o s p e cç ã o ) o u  a t r a v e s  d o s o r -

g a o s  d o s  s e n t i d o s . N e s t e  c a s o ,  a s  c o n s t a n t e s  s ão , e m  l i n -

g u a g em c o mu m , re p re s e n t a d a s p o r s u b s t a n t i v o s  p ró p r i o s  ou por 

s u b s t a n t i v o s  c om u n s  a s s o c i a d o s  a c o m p l e me n t o s  d e t e rm i n a t i v o s . 

O s  a t r i b u t o s , en q uan�o a��i b u�o� , s ã o  r e p r e s e n t a d o s  �ipiea -

m en�e p o r  a d j e c t i v o s , q u e , n o  g r a u  p o s i t i v o ,  c o r r e s p o n d e m  

a re l a ç õe s  u n i t ã r i a s  ( " b �ane o " , " � õlido " , " lumino� o " , e t c . )  e 

n o  g r a u  c om p a r a t i v o  c o r re s p o n � e m  a r e l a ç õ e s b i n ã r i a s  ( "ma.L6 

den� o q u e. " , " m e.no t..\ de.nt..\ o q u e. " , " tão e. xte.n.6 o c.o m o " , e t c . )  Mas 

a f o rma a d j e c t i v o , e m b o r a t í p i c a , n ã o e a ú n i c a a p t a  a e x p ri

m i r  a t r i b u t o s : o s  s u b s t a n t i v o s  c o m u n s  ( c o n c re t o s )  p o d e m  s u b� 

t i t u i r e m  t a l fu n ç ão o s  a d j e c t i v o s . E a t e s e  p o d e  v e r i f i c a r  

o f e n óme n o , c h a m a d o  � u b� �a n�i v ação , q u e c o n s i s t e n o  e m p r e g o

d o  a d j e c t i v o  c o m o  s u b s t a n t i v o  c om u m , t a l  c o m o  n o s  e x em p l o s : 

" u.m 6 e-lino " , " um ea�nIv o �o " , " um animal "  e t c . , e m  q ue a p a l � 

v r a  " indivIduo " f o i s u p r i m i d a , c o n f e r i n d o  a o s  a d j e c t i v o s  a 

( 1 ) A l i n g uagem d i s t i ngue entre athib� e p�edieado . O s egundo equi
va l e  ao pr ime i ro ,  acres c ido do el emento de l i gação entre o suj e i to 
e o atri bu to , e l emen to expres s o  pe l o  verbo "t..\ e�" ; t rata -se aqu i , 
s omente , de uma di ferença de forma anãl oga ã que as s i na 1 ãmos entre
"eonju�o " e "�e..tação " .  Notemos qu e , na  l i nguagem rus sa . o verbo 
"� �" e omi t i do no presente , de modo que o atri buto se  confunde
prãt i camente com o prat i cado . 
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c a t e g o r i a  d e  s u b s t a n t i v o � . 

P o r  o u t r o  l a d o , j ã  v i mo s  n o  § 7 , q u e , n a  l i n g u a g e m  

c o m u m , a s  v a r i ã v e i s s ão r e p re s e n t a d a s  p o r  subs tant i vos comuns 

p r e c e d i d o s  d e  c e r t o s  c om p l em e n to s . 

N o t emo s , p o rem , q u e , e n q u a n t o apliQado� a i n d i v i d u o s  

n a t u r a i s ,  o s  a t r i b u t o s n ã o  s ão re c o n h e c i d o s  c omo  � e�e� , c o mo 

Qoi� a� , i s t o e ,  n ã o s e  l h e s  a t r i b u i u m a  e x i s t � n c i a  p�;p�ia ,

Qo nQ�e.ta , ma.te.�ial . P o rem , n o  e s fo r ç o  d e  Qo nh e.Qe.� e Qomp�e­

e.nde.� , e - s e  n a t u r a l m e n t e l e v a d o  a c o n c e n t r a r  a a t e n ç ão s o b r e  

o s  a t r i b u t o s , a n a l i z a n d o - o s , c l a s s i f i c a n d o - o s , e t c . ,  e e c l a

r o  q u e , e n q u a n t o p r o c e d e  a s s i m ,  o h o mem  c o n f e r e - l h e s , de 6a� , 

u m a  e x i s t � n c i a a u t õ n om a , i s o l a n d o - a s  em  o b j e c t o s  d o  p e n s a m e� 

t o , e m  � e.�e� de. um no v o  .tip o . A l i n g u a g e m  r e f l e c t e , n i t i d a ­

m e n t e , e s t a  m u d a n ç a  d e  p o n t o d e  v i s t a ,  p a s s a n d o d o s  adj e c t i -

v o s  a o s  s u b s t a n t i v o s  a b s t ra c t o s , t r a n s fo rm a " e x.ten� o "  em 

" e.x.te.n� ão " ,  " du�o " em " d uA e. z a " , " d e. n.6 o " em "de.midade." , e t c . Sucede 

a t e  a l g u m a s  v e z e s q u e  a t r a n s f o rma ç ão s e  r e d u z a a n t e p 6 r  o 

a r t i g o d e f i n i d o ,  t a l c omo  n o s  e x e m p l o s : " o  v e�d e. " , " o  plano " ,  

e t c . P o r em  a p a s s a g e m  d o  a d j e c t i v o  ao  s u b s t a n t i v o  a b s t ra c t o  

( c o m o  t a m b em a p a � s a g e m  d o  s u b s t a n t i v o  c o m u m  a o a d j e c t i v o )  

re v e l a  a p e n a s  u m a  m u d a n ç a d e  a t i t u d e  p s i c o l õ g i c a , a q u e a L! 

g i c a s e  ma n tem  e s t r a n h a . P o r  e x e mp l o , a s  p a l a v r a s " e.� 6 e�a " , 

" e� 6 é�iQo " ,  " e.� 6 e�iQidade " .  e mb o r a  g r am a t i c a l m e n t e d i s t i n t a s, 

c o r re s p o n d em  a u m  m e s mo c o n c e i t o  a b s t r a c t o , a u m  m e s m o  a t r i ­

b u t o  d e  t i p o  1 , a r e s p e i t o  d o  c o n j u n to d o s  s õ l i d o s , d e  m o d o  

q u e  a s  p ro p o s i ç õ e s : " x  é uma e4 6 e.�a " , " x é e� 6 é�i Qo " ,  " a

e� 6 e.�iQidade. é um a.t�ibu.to d e  x "  s ão p e r f e i t a me n t e  e q u i v a l e! 
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t e s o C o n v im t o d a v i a  n ão p e r d e r  d e  v i s t a  a s  a m p l i a ç õ es ,  a s  

e s f u m a t u r a s , e t c . , q u e o u s o  t e n d e  a i m p r im i r  a o s i g n i f i c a ­

d o  d a s  p a l a v r a s , c omo  s u c e d e , p o r  e x e m p l o ,  n a  e x p re s são lf e l ec­

t r i c i d a d e  v i t r e a " ,  em q u e  o a d j e c t i v o a d q u i r e um s i g n i f i c a d o  

d i. v e r s o  d o  o r i g i n a l . 

A c o n c re t i z a ç ã o d o s  a t r i b u t o s  em s e r e s  d e  um  n o v o 

t i p o d e t e rm i n a  u m  f e n óme n o  c u r i o s o : a t e n d ê n c i a a a l a r g a r o 

c o n j u n t o f u n d a m e n t a l , c om a a d j u n ç ão d e e l e me n t o s  d e  t i p o 2 . 

J ã  v i m o s  como , na s i s temat i zação l ó g i c a d a s  g e om e t r i a s  p ro j e c t.! 

v a s , e o b e d e c e n d o  e x c l u s i v am e n t e  a u m  c r i t i r i o d e  c o m o d i d ade � 

se é l e v a do a c o n c e b e r , n ão s ó  o s  p o n t o s  m a s  t a m 6 im a s  r e c t a s 

e o s  p l a n o s , c o mo e l eme n t o s  f u n d a m e n t a i s . P o d e  p o rém e s t a  

t e n d ê n c i a p o l a r i z a r - s e n u m a  n i t i d a  p o s i ç ão f i l o s ó f i c a , c o m o  

s u c e d e  c o m  o plato ni� m o , q u e e f e c t u a  u m a  c o m p l e t a  i n v e r s ã o  

d e  t i p o s , a d m i t i n d o  c o m o  e l eme n t o s  p4imitiv o �  d e  R e a l i d a d e , 

úni eo � , univ e4� ai� e ete4no� , c e r t o s  a t r i b u t o s , d e q u e  o s  i �  

d i v i d u o s  n a t u r a i s s e r i a m  a p e n a s  c om b i n a ç õ e s t4a n� itõ4ia� , ae� 

dentai� , eo nting e nte� ; d e  mo d o  q u e  c a d a  i n d i v i d u o  n a t u r a l  

s e r i a ,  n ão u m a  int e4� eeçio , m a s s i m u m  eo nj unto d e  a t r i b u � s , 

o s  q u a i s  e x i s t i r a m  j á , ante� d e  o c o r r e rem  em  t a l c om b i n a ç ão,

c o m o  e x i s t em  a s  c o re s  a nt e s  d e  o a r t i s t a a s  d i s p o r  s o b r e  a 

t e l a .  t c l a ro q u e , d o  p o n t o d e  v i s t a l ó g i co , é i n d i fe r e n t e

a e s c o l h a  d e s t e o u  d a q u e l e c o n j u n t o c omo  fu n d a m e n t a l ,  d e s d e  

q u e  t o d o  o e l eme n t o  d e  u m  q u a � q u e r  d e l e s  s e  p o s s a  e x p r i m i r 

c o m o  e l em e n t o  d e  t i p o d e t e rm i n a d o  a r e s p e i t o  d o  o u t r o , d o  

me s m o  m o d o  q u e  é l o g i c a me n t e i n d i f e re n t e a e s c o l h a  d e s t e  o u 

d a q u e l e c o r p o  s ó l i d o c om o  s i s t e m a  d e  re f e r ê n c i a n o  e s t u d o  
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d o s  m o v i m e n to s , v i s t o q u e  t o d o s  o s  p o n t o s  d o  e s p a ç o s e  p o d em 

d e f i n i r e m  re l a ç ã o  a q u a l q u e r  d e l e s . A q u e s t ã o , p o r em , m u d a  

d e  a s p e c t o , q u a n d o p a s s a a s e r  c o n s i d e r a d a  d o  p o n t o  d e  v i s t a

d a c omo d i d a d e  o u  do  p o n t o  d e  v i s t a d a  f o rma ç ã o  e fe c t i v a , h i s ­

t õ r i c a  d o s  c o n c e i t o s . 

N o t e m o s , a g o r a , q u e  o s  a t r i b u t o s  d o s  i n d i v i d u o s  n a  

t u r a i s  c o r re s p o n d em  a p e n a s  a u m  p r i me i ro  g r a u  d e  a b s t r a c ç ão 

p o i s q u e , u m a  v e z  c o n s i d e ra d o s c o m o  s e r e s  d e  t i p o 2 , p o d e rão  

s e r  s e p a r a d o s , c l a s s i f i c a d o s , e t c . , c o n s o a n t e o s  r e s p e c t i v o s  

1 I a..tJt"[b u.to .6 11 ( i s t o e ,  a t r i b u t o s  d e  t i p o 2 ) , o s  q u a i s ,  p o r  s u a

v e z , p o d e r ã o  c o n s i d e r a r - s e  c o m o  s e re s  d e  t i p o  3 ) , e a s s i m  s� 
ces s i vamente . P o r  e x em p l o ,  n a s  e x p re s s õe s  I I pJto pJt.,[ eda.de  6I.6 .,[ c.a. 1I

e I I pJto pJt.,[ e da.d e q ulm.,[c.a. 1I o s  a d j e c t i v o s  1 1 6I.6 .,[c.a. 1I e II q ulm.,[ c.a. II

e x p r i mem  a t r i b u t o s  d e  t i p o  2 .

O s s u b s t a n t i v o s  c o m u n s  c o l e c t i v o s  f o r n e c e m - n o s  u m  

e x e m p l o  d e  e l eme n t o s  d e  t i p o 3 ,  a re s p e i t o  d o s  i n d i v i d u o s  

n a t u r a i s . A s s i m ,  p o r e x e mp l o ,  cada um dos s ubst a n t i v o s  l I o Jtdem ll 

I I 9 é n eJt o II , II e.6 p é c..,[ e II , e t c . em  p r e 9 a d o s  n a a c e p ç ã o b i o 1 Õ g i c a ,
c o r re s p o n de a u m a  f a m i l i a  d e  s u b - c o n j u n t o s  d o  c o n j u n t o d o s  

s e r e s  v i v o s . 

C om o  e x em p l o d e  o p e r a d o r e �  d e  t i p o 2 ,  a r e s p e i t o 

d o s  i n d i v i d u a s  n a t u r a i s ,  c i t a r em o s , e n t re o u t r o s , o s  q u e 

c o r re s p o n d em à s  e x p re s s õe s  l i a. c.ôJt d e li , l i a. .6 ub.6 .tâ.nc..,[a. q ulm.,[ ­

c.a. d e li , l i a. ma..6 .6 a. d e li , e t c  . .  O s  d o i s  p r i m e i r o s n ão s ão d e f i ­

n i d o s  p a r a t o d o s  o s  i n d i v i d u o s  n a t u r a i s , m a s é c l a ro que nao 

p o d e r ã o  s e r  u s a d o s , em  q u a l q u e r  c a s o , o s o p e r a d o r e s : 1 I a..6 c.o
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.tte..6 d e.  " ,  " a.6 .6 u b.6 tân c..ia.6 de.  " , e t c . 

Um e x em p l o n o ti v e l  d e  e n t i d a d e s  d e  t i p o  3 a r e s p e i ­

t o  d o  m e s mo c o n j u n t o  f u n d a m e n t a l  e - n o s  fo r n e c i d o p e l o s n um e ­

ro s  n a t u r a i s , s e  e s t e s  f o r em c o n s i d e r a d o s  c o mo famT l i as de con 

j u n t o s  d e i n d i v T d u o s  n a t u r a i s .  Em t a l c a s o , a c o n s t a n t e Num 

( " 0 n�m e..tt o de.  e.le.me.nto.6  de. ll )  c o m p o r t a - s e m a n i f e s t a m e n t e c omo  

o p e r a d o r  d e  t i p o  3 .  P o rem , a m e s ma c o n s t a n t e p o d e r i a p l i c a r ­

- s e  a c o n j u n to s  d e  n u m e r o s , a f a mT l i a s d e  c o n j u n t o s  d e n um e ­

r o s , e t c . , e a p r e s e n t a r - s e - ã o  d e s t e  m o d o  e x p r e s s õ e s t a i s  como 

" nu.m-e..tto d e.  nu.me. .tto .6  " ,  " nu.m e..tto de.  nu.m e..tto de. nu.m e..tto .6  " ,  e.tc.. . , e m 

que o conceito de nu mero a pa rece com um grau de abstracç ão 

c a d a  v e z  m a i s e l e v a do . 

F i n a l me n t e , e p r e c i s o '  n ão p e r d e r d e  v i s t a q u e  o s  i n 

d i v i d u o s  n a t u r a i s  s e  e n c o n t r a m  em  c o n ti n u a  t r a n s f o rm a ç ão n o  

t em p o , d e  m o d o  q u e  a ) c a d a  i n di vIduo n ã o  s e r ã  m a i s  d o  q u e o 

c.. o nj unto d o s  e s t a d o s  p o r  q u e  v a i p a s s a n d o ; b )  e n t r e  o s  e s t a 

d o s  d o s  d i v e r s o s  i n d i v i d u o s  c o n s i d e r a - s e d e f i n i d a u m a  r e l a -

ç a o  b i n ã r i a " x y:r.tte. c.. e. d e.  y " , c o r r e s p o n d e n t e  ã i de i a d e  t em p o .

P o r  o u t r o  l a d o ,  e t r a n s f o rm a n d o - s e q u e  u m  i n d i v i d u o  s e  n o s

d ã  a c o n h e c e r , d o n d e : " 0  e..6 tado  d e.  um i n di vIduo  num de.te..ttmi ­

nado  i n.6 tante.  t il , e , em p a r t i c u l a r ,  " 0 e..6 tado  do  Uni v e..tt.6 o  num 

dado  i n.6 tante. t il ,  c o n s t i t u em a i n d a  c o n c e i t o s  a b s t r a c t o s , q u e  

n ão s e  p o d em a p l i c a r  s e n ã o d e  u m  m o d o  ap.tto xim ado . 

T u d o  s e  p a s s a , p o r t a n t o , c omo  s e  a q u e l e " e. 6 e. c..ti v a ­

m e. nte. c.. o n c...tt e.to " q u e  o h omem  s e  e s fo r ç a  p o r  a t i n g i r ,  fo s s e  

a p e n a s  u m a  m i r a g em , q u e u m  m o m e n t o s e  p r ome t e  v i z i n h a , l o g o  
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e m  s e g u i d a ,  a p a r e c e  m a i s  d t s t a n t e . A C i � n c i a  l e v o u  a c o n c e ­

b e r  o s c o r p o s  c om o  e o njunto � d e p a r tí c u l a s q u e o h om e m  cnamou 

ã t o m o s , c o n v e n c i d o d e  q u e  f o s s em e 6 e etiv amente  i n di vi� Z v ei4 ; 

m a s , p o r  s u a  v e z , a i n t e r p r e t a ç ão d e c e r t o s  p o n t o s  n o s  e x ig i u 

q u e  s e  a t r i b u i s s e  a o  ã t o m o  u m a  e s t r u t u r a c o m p l e x a , e , d e s t e  

m o d o , s u r g  i r am  o s  inde eomp o nZv ei� d o  n o s  s o t em p o  � o s  ((te:.c.t!Jtou 

o s p�o tõe� , e t c . M a s  t a i s  c o r p u s c u l o s , a l em d e  c o n s t i t u i rem

s i m p l e s  h i p ó t e s e s , n ão b a s t a m  p a r a  e x p l i c a r  t u d o  a q u i l o  q u e  

s e o b s e r v a . S e m  f a l a r  d a s  d i f i c u l d a d e s  d a  p r ó p r i a F í s i c a 

a t ó m i c a , d e v emo s l em b r a r - n o s  d e  q u e  o s  f e n óm e n o s  v i t a i s  e ,  

m u i t o  e s p e c i a l m e n t e , o s  f e n óme n o s p s í q u i c o s , e s t ão m u i t o  l o n 

g e  d e  p o d e r em e n q u a d r a r - s e  n u m mo d e l o m e c â n i c o .  C om o  d i z 

L o u i s  d e  B r o g l i e :  " A� ideali z aç õ eJ.J mai� o u  m eno .6  M quemrueM 

do  no � � o  e� pZ�ito p o dem �ep�e.6 e nta� ee�to � a� p e eto�  dM eO�M, 

mM e� 4 a� ideali zaçõ  e� � ão limitadaJ.J e nao p o  dem e o  nte; � no�  

� eu� �Z9 id o �  eJ.J q uema� to da a �iq u e z a  da Reali dade " .  

I I . A E VO L UÇ AO DOS  C O N C E I T OS E O P L U RA L I S MO L O G I C O . 

S e j a  U o c o n j u n t o d o s  s e re s  v i v o s  ( q u e  a dm i t i r em o s  c om o  

b e m  d e f i n i d o ) ,  e TI ( x )  a p r o p o s i ç ão  c o n d i c i o n a l " x  é uma pia!!. 

ta " .  P o d em o s  n ó s  g a r a n t i r q u e  a r e l a ç ão TI e d e f i n i d a em U ?

P o r  o u t r a s  p a l a v r a s : e x i s t e o u  n ão u m  c r i t e r i o ,  m e d i a n t e o 

q u a l  s e j a  � emp�e p o s s í v e l , em  p r e s e n ç a  d e  u m  s e r v i v o  x ,  r e  

c o n h e c e r  se  x é o u  n ão é u m a  p l a n t a ?  N o  c a s o  a f i rm a t i v o ,  

t a l  c r i t é r i o s e rã  i n d e p e n d e n t e d o  e s p a ç o  e d o  t e m p o  ( u n i v e! 

s a l  e e t e r n o )  e a c o n s t a n t e  TI f i x a r ã , s i m u l t a n e am e n t e , a r e  

l a ç ão u n i t ã r i a TI e o c o n j u n t o  P d a s  p l a n t a s , v i s t o q u e  entre 
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es t a s  d u a s  c o n s t a n t e s  ex i s t e u n i c a m e n t e u m a  d i f e r e n ç a  d e  ex ­

p r e s s ão : daJt u m a  e q u i v a l e a daJt  a o u t ra , i s t o  e 1T (xl= (xt:P } 

N o t em o s , e n t r e t a n t o ,  q u e  a l i n g u a g em c o m u m  a t r i b u i  

a p a l a v r a " c.. o nj unto " u m  s i g n i f i c a d o , e m  v i r t u d e  d o  q u a l  u m  

c o n j u n t o  s e  c o n s i d e r a  s e m p r e  s u s c e t i v e 1 d e  s e r  c o n s t r u i d o , a 

p a r t i r d o s s e u s  e l em e n t o s , men c..i o nado4  um p OJt  um , e ,  e m  t a i s 

c o n d i ç õ e s ,  t o d o o c o n j u n t o s e r i a ,  p o r n a  t u  r e z a , f i  n i t o . As s i m  

q u a n d o  s e  o u v e f a l a r d o  c.. o njunto da� pfanta� , e - s e  l e v a d o  g e ­

ra l me n t e  a p e n s a r  n a s p l a n t a s  q u e  e x i s t e m  a c t u a l me n t e  ã s u p e! 

f i c i e d a  T e r r a , e n ão n a s  p l a n t a s  q u e  e x i s t e m , e x i s t i r am  o u  

p o s s a m v i r a e x i s t i r ,  e m  q u a l q u e r  e p o c a e e m  q u a l q u e r  l u g a r ;  

n e s ta u l t i ma a c e p ç ão s e r ão u s a d a s , em v e z  d e  " c.o njunto " , a s 

p a l a v r a s  " c.fa� � e " , " 6 amZfia " , " g e.neJto " ,  e t c . , a q u e , p o r s u a 

v e z , a s  c i ê n c i a s b i o l ó g i c a s  a t r i b u i r a m s i g n i f i c a d o s p a r t i c u l� 

re s ,  c om p r e j u ; z o  d o  c o n c e i t o  g e r a l . A l em  d i s s o t o s  c o n j u n ­

t o s  c o r r e s p o n d e r i a m a u m  c r i t e r i o a c i d e n t a l o u  m e s m o a r b i t rá ­

r i o ,  i s t o e ,  d e p e n d e n t e  d a  v o n t a d e d o  h o mem , e a p 1 i c ã v e l  a p e ­

n a s  a o  p r e s e n t e  e a o  p a s s a d o ; e n q u a n t o a s  c l a s s e s ( q u e  n ão s e

r e d u z em a c o n j u n t o s ) c o r re s p o n d e r i a m  a u m  c r i te r i o n a t u r a l , 

q u e o s  f i x a  a t e a o  p r e s e n t e  e o s  p r o j e c t a  n o  fu t u r o , i n d e p e n ­

d e n t eme n t e d a  v o n t a d e  h u m a n a . Ma s  e c l a ro q u e  n ão c o m p e t e  ã 
L ó g i c a f o rm a l f a z e r  a d i s t i n ç ão d e  t a i s c r i t e r i o s ; e e p o r

i s s o  q u e  e m  M a t emá t i c a  s e  u s a  a p a l a v r a  " c.. o nj unto " ( l I e� embfe , 

"i�ieme " ,  " � et " , " b e ng e " , e t c . )  e m  a m b a s  a s  a c e p ç õe s ; s e n d o

u s a d a s  c om o m e s mo s i g n i f i c a d o  a s  p a l a v r a s  " c.fa� � e " , " 6am.Lua " ,  

e t c . ( 1 )
( 1 ) Comummente , a i de ia de "c..onju.n.to " anda tambem l i gada ã i d=i a  de s i mu l ­

tanei dade ,  ou  ã i dei a da poss i b i l i dade de encerrar todos os seus e l e
mentos n um mesmo campo vi s ual , audi t i vo , etc . 
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N o t emo s , p o r e m , v o l t a n d o  a o  ex em p l o a n t e r i o r , q u e  

a e x i s t i n c i a  d e  u m  c r i t i r i o hlg ido , imu�iv el , q u e f i x a n o  

t em p o e n o  e s p a ç o  o c o n c e i  t o  d e  p 1 a n  t a , n ão p a s  s a d e  pura i 1� 

s ã o ( e o m e s m o s e  p o d e  d i z e r  q u a n t o a o s  c o n c e i t o s d e  " 6 a n e ­

ho g âm-i c.a " , d e  " m am1 6 eho " , e t c . e a te q u a n t o a o s  c o n c e i t o s d e  

" .6 eh v-i v o " e d e  " út d-i vIduo  n a�uhal " ) . C o m  e f e i t o , o s  b i ó l o  -

g o s  t ê m - s e  v i s t o a l g u m a s  v e z e s e m d i f i c u l d a d e s , a r e s p e i t o  

d e  c e r t o s  s e r e s  v i v o s ,  s e m  s a b e r em  s e  o s  d e v em i n c l u i r  n o  con 

j u n t o P d a s p l a n t a s  o u  n o  s e u  c o m p l eme n t a r , o c o n j u n t o  A d o s  

a n i m a i s ;  e n e n h u m ·  b i ó l o g o  e s t á  em  co n d i ç õ e s  d e  s a b e r  s e  o u ­

t r a s  d i f i c u l d a d e s  d o  m e s mo g e n e r o n ão v i rão  a s u r g i r no 6u�� 

hO . 

C o m o  p r o c e d e r  e n t ã o ? I n i c i a l m e n t e , adm-ite - .6 e  c o m o  

d e f i n i d a  em  U a p r o p o s i ç ão n ( x ) , e p o r t a n t o a s u a  c o n t ra d i ­

t ó r i a '" n ( x )  a q u a l  i n c l u i  x n o  c o n j u n t o A d o s  a n i m a i s . N u m  

g r a n d e  n um e r o  d e  c a s o s , o r e c o n h e c i m e n t o d e  u m  s e r  v i v o  c o m o  

a n i m a l  o u  c o m o  p l a n t a  i a c o m p a n h a d o d e  u m  .6 ent-im e nto d e  p e! 

f e i t a s e g u r a n ç a  ( c. eh�e z a  p�it-ic.a ) .  Ma s  p o d em t a m b i m  a p r e s e� 

t a r - s e  c a s o s e m  q u e , em  v e z d e  t a l s e g u r a n ç a , s e  s i n t a  

u m a  m a i o r o u  m e n o r  he.6 -ita�ão , q u e  i n c i t �  ã �enunc.-ia : e n t ã o , 

p a r a n ão c o m e t e r  u m  e r r o , d e r i v a d o  de s u p o 's ta i g n o r â n c i a ,  

4enUnc.-ia-.6 e a a t r i b u i r  a n ( x )  q u a l q u e r d o s  v a l o r e s  O o u  1 . 

p o r im , d a q u i  a a t r i b u i r - l h e  u m  t e r c e i r o  v a l o r ,  d i z e n d o - a  d� 

v-ido.6� o u ' p r o b l e m á t i ca ,  v a i u m a  c e r t a  d i s t â n c i a ;  s e r á  p r e ­

c i s o , e m  p r i me i r o  l u g a r , q u e  o s u j e i t o  r e c o n h e ç a , .6 em hL� -i ­

�a�ão , o p ró p r i o  e s t a d o  p s i c o l ó g i c o d e  h e s i t a ç ão ; e s e r a 

n e c e s s á r i o , em  s e g u n d o  l u g a r , q u e  t a l j u i z o  s e  t o r n e  objec.-
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ti v o , p o r  c o m p a r a ç ã o  c om o d a s  o utlta..6 p e.6 .6 o a..6 .  E ,  e n t ã o , s e  f ô r  

r e c o n h e c i d a a c o n c o ltdância. d e  o pi niõ e.6 , h a v e r ã d o i s  c am i n h o s  , 

d i v e r s o s , m a s e q u i v a l e n t e s , a s e g u i r :  o u  b em s e  c o n s e r v a  o c o n  

c e i t o  d e  " planta " , s u b o r d i n a n d o - o  a u m a  1 õ g i c a e m  q u e  c a d a p r� 

p o s i ç ã o s e j a s u s c e t i v e 1 d e t om  a r um ,  e u m  s õ ,  d o s  v a 1 o r e s :  " v eJt 

dad eilta " , " 6 al.6 a " , " duvido.6 a " , ( l ó g i c a t r i v a l e n t e )  o u  b em se pr� 

c u ra c o r r i g i r  o c o n c e i t o  d e  " planta " ( e  p o r t a n t o o d e  " a nima!" ) ,  

a dm i t i n d o  um a t e r c e i r a  c a t e g o r i a  de  s e r e s  v i v o s , a q u e  po d emo s 

d a r  o n o m e  d e  " .6 elt e.6 int eltm edi�Jtio.6 " .  E n t ão , d i z e r  q u e , p a r a 

um  d a d o x ,  a p ro p o s i ç ã o n ( x ) e d u v i d o s a  e q u i v a l e r ã a a f i rma r 

q u e  x e um  s e r  i n t e rm e d i ã r i o ;  e d e s t e  m o d o , t r a t a r - s e - ã a penas

de u m a  d i f e r e n ç a  d e  l i n g u a g em .  ( 1 )  

E m  q u a l q u e r  d o s  c a s o s , e e f e c t u a d a  a s u b s t i t u i ç ã o  d e

u m  e s q u em a  p o r  u m  o u t r o , q u e  s e  a f i g u r a m a i s  p r õ x i m o d a  R e a l i ­

d a d e ; m a s  n a d a i m p e d e  q u e  n o v a s  d i f i c u l d a d e s , d o  g e n e r o  d a s a n 

t e r i o r e s , v e n h a m  a a p r e s e n t a r - s e  p a r a  o s e g u n d o  e s q u ema , i n d u ­

z i n d o  a s u b s t i t u i - l o p o r  u m  t e r c e i r o , e a s s i m  s u c e s s i v a m e n t e . 

P o d e , e n t ã o , p o r  e s ta v i a  s e r - s e  c o n d u z i d o a um  e s q u ema  d e  c o n  

ti nuidade ; e a s s i m  s u c e d e  n o s  c a s o s  e m  q u e , p a r t i n d o  d e  uma pr� 

p o s i ç ão a ( x ) , . q u e i ni cialm e nt e  s e  c o n s i d e r a  d e f i n i d a num certo 

c o n j u n t o U d e  i n d i v i d u o s  n a t u r a i s , s e  c h e g a a a v a l i a r  o b j e c t i -

( 1 )  poderi amos a i nda convenc i onar d i zer que o conj unto I dos seres i nter­
med i ãr i os cons t i tue a 6ltonte.iJta dos conj untos A e P .  r i nteres sante
notar que as  noções topo l óg i ca s  ordi nãri a s  são el aboradas por um pro­

ces so anã1 ogo ao que es tamos des crevendo ; porem , nes te caso , adm i te-se  

que a 6ltonte.iJta da 6ltonte.iJta co i nc i de com a 6ltonte.iJta , i s to e, f i xa ­
-se  i ntu i t i vamente um termo , a o  proces so  d e  evo l ução . 
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v a m e n t e , p a r a  c a d a  d e t e rm i n a ç ão d e  x ,  o g hau  d e  h e� ita�ão  q u e

s e  e x p e r i m e n t a a o  a f i rm a r a ( x ) ; e h a v e rã e n t ã o  d e  n o v o  d o i s  c a  

m i n h o s , d i v e r s o s , m a s  e q u i v a l e n t e s , a s e g u i r :  o u  b e m  s e  s u b o r -

d i n a  a ( x )  a u m a l ó g i c a e m  q u e  c a d a p r o p o s i ç ã o  s e j a  s u s c e p t i v e l  

d e  u m a  i n f i n i d a d e  d e  v a l o r e s  d i s t i n t o s  ( a  q u e  p o d em o s  c h a m a r  

pho b abilida de� d e  q u e  a p r o p o s i ç ã o s e j a  v e r d a d e i r a ) ; o u  b e m  s e  

s u b s t i t u i  a r e l a ç ã o u n i t ã r i a a ( x )  p o r  u m a  r e l a ç ão b i n ã r i a x a y

que  s ej a  e q u i v a l e n t e  a e s t a  o u t r a : " A  pho b a bilidad e d e.  q u e  � eja  

v ehdad eiha a ( x )  � mai o h  q u e a pho b abilida d e  d e  q u e  � eja  v ehda ­

d eiha a ( y ) "  ( 1 ) .  

N o t em o s  q u e  j ã p o r  e x em p l o  o s  c o n c e i t o s  d e  " v o l um e "  , 

" p e� o " , " di� tân c.ia " , e t c . f o r a m  e l  a b o r a d o s  p o r u m  p r o c e s s o  s e­

m e l h a n t e  a o  a n t e r i o r . E 1 c e r to q u e , e m  m a t em ã t i c a ,  o s  a d j e c t i -

v o s  " g han d e. "  e " p e q u en o " n ã o  t êm s i g n i f i c a d o s e n ã o  a p l i c a d o s  

n o  g r a u  c o m p a r a t i v o ;  m a s , n a  v i d a q u o t i d i a n a , e a t e n a s  C i ê nc i a s

F i s i c o - q u i m i c a s , e -l hes  a t r i b u i d o  u m  s i g n i f i c a d o ( em b o r a m e n o s  

p r e c i s o ,  m e n o s  o b j e c t i v o ) , m e s m o  q u a n d o u s a d o s  n o  g r a u  p o s i t i ­

v o  e s u p e r l a t i v o . 

( 1 ) E 1  cl a ro que , por es ta v i a , s e  poder i a i r  ma i s  l onge , cons i derando 
probab i l i dades de segunda ordem , de terce i ra o rdem , etc .
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Um  e x em p l o m u i t o  s u g e s t i v o  d a  p a s s a g em d a  f o rm a  u n i t! 
r i a a f o rm a  b i n ã r i a e - n o s  o f e r e c i d o  p e l o c o n c e i t o  d e  eô� ( 1 ) .  

N um a  f a s e  i n i c i a l , e s t e c o n c e i t o  é e l a b o r a d o  di� eetam ente , i n -

tuiti v am ente , a p a r t i r d a s  s e n s a ç õ e s  v i s u a i s , e s p e c i f i c a s , d e  

c o r . C o n s i d e r em o s , p o r  e x e m p l o ,  o v e� d e : t o d o  o i n d i v i d u o  n o r ­

m a l , n ã o  d a l t ó n i c o , s e r ã c a p a z d e  r e c o n h e c e r , n um g r a n d e  n u rrero 

d e  c a s o s , s e  u m a  d a d a  c o r é o u  n ã o  é o v e r d e , e e n tão  t u d o  s e  

p a s s a  c o m o  s e  t a l  c o n c e i t o  c o r r e s p o n d e s s e  a u m a  r e l a ç ã o u n i t ã ­

r i a .  M a s  s ã o f r e q u e n t i s s i m o s  t a m b ém  o s  c a s o s  em  q u e  n ã o é d i f i 

c i 1  r e c o n h e c e r  s e  o v e r d e d e  u m  d a d o  c o r p o e m ai� a e e ntuado o u  

s i m p l e s m e n t e di v e�� o d o  ve r d e d e  u m  o u t r o  c o r p o ; p o r o u t r o  l ado; ; 

a t r a n s i ç ã o e n t r e  o v e r d e  e a s  c o r e s  v i z i n h a s  f a r - s e - ã  d e  u m  

m o d o  i m p e r c e p ti v e 1 , d a n d o  o r i g em a e x p r e s s õ e s  t a i s  c o m o : " v e.�de  

am a�el o " ,  " a z ul e� v e� deado " ,  " v e� d e  e� m e�al da " ,  e t c . , o u  a i n d a  

" e o �  i n d e 6 i nl v el " , " e d�  i n d e ei� a "  ( t e r em o s  a i  o q u e p o d em o s  d� 

n om i n a r  a s  6�o ntei�a� d o  v e r d e ) . F i n a l m e n t e , e f e c t u a n d o  a a n ã -

( 1 )  No campo b i o l óg i co ,  encontramos , entre outros , o exemp l o  dos conce i tos 

de "mM e�Mdade" e de " te.mi�dade" , os qua i s  se apresentam i n i c i ­

a l mente sob a forma un i tãri a ,  mas corres pondem , numa fase  u l ter i or , a 

rel a ções b i nãri a s ; com efei to , desde a descoberta das hormonas o homem 

de c i ênc i a  encontra-se  em condi ções de atr i bu i r ,  obj ect i vamente , a ca­

da i nd i viduo um g4aU de mascu l i n i dade ( ou de fem i n i l i dade ) ; por outro

l ado , os  casos de hermafrod i t i smo fazem desapa recer a separação nitl 
da entre os do i s  sexos . E ntretanto , i nves t i gações recentes no domin i o  

da geneti ca tendem a fi xar , com ma i or prec i são ,  o concei to de s exo . 
No campo da Quimi ca ,  encontramos o exempl o do Ph , forma evo 1 u i da 

dos concei tos de â.eido e de bM e; e i nteres sante notar como na dete rmi 
nação dO Ph são usados , entre outros , os métodos co 1 0 ri metri cos . 
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l i s e  d a s  c o r e s , o fi s i c o c o n s e g u i u  c l a s s i f i c ã - l a s e m  � im pl e� 

e e o m p o � ta� , e c h e g o u  ã p e r f e i ç ão  d e  e s c a l o n a r  a s  c o r e s  s impl es

( o u a i n d a  o s  r a i o s m o n o c r o mã t i c o s ) s e g u n d o  o s  r e s p ect i vos comprl 

m e n t o s  d e  o n d a , m e d i d o s  em  u n i d a d e s  a ng � t4o m . E m  t a i s  m e d i ç õ e s ,  

i a i n d a o s e n t i d o  d a  v i s t a q u e  d e s em p e n h a  o p r i n c i p a l p a p e l . 

C o n s e g u e - s e , e n tão  u m  m a i o r g r a u  d e  o b j e c t i v i d a d e  e d e  prec i s ão ;  

m a s e c l a r o q u e  n ão e x i s t em n a  N a t u r e z a  c o r e s  s i m p l e s  como não 

e x i s t em g a z e s  p e r f e i t o s , r e c t a s o u  e s f e r a s . T r a t a - s e  a p e n a s  d e  

i d e a l i z a ç õ e s  m a i s  o u  m e n o s  a d a p t ã v e i s a o  r e a l ; d e  conce i tos ma i s  

o u  m e n o s  o b j e c t i v o s . E a t e o c o n c e i t o  d e  " o b j e eti v i da d e d e  um

e o n c. eito " ( n ã o  p e r d e r  d e  v i s t a a t e o r i a d o s  t i p o s ! )  p o d e  serv i r 

d e  e x emplo a q u a n t o a t rã s f i c o u  d i t o .  ( 1 ) 

I I I . A F O RMAÇAO  I N D UT I VA D O S  C O N C E I T O S . - E x a m i n em o s  

d e  p e r t o  a f o rm a ç ã o  n a t u r a l , e s p o n t â n e a , d o s  c o n c e i t o s . S e j a  o 

c o n c e i t o  d e  " a v e " , c o r r e s p o n d e n t e a u m a  r e l a ç ão  u n i t ã r i a ,  q u e  

s e  c o n s i d e r a d e f i n i d a n o  c o n j u n t o  d o s  a n i m a i s .  D e p o i s d e  t e r  

c o n h e c i d o u m  n u m e r o  b a s t a n t e  e l e v a d o  d e s t e s  a n i m a i s , o h om em 

( e n ão s õ  o h om em , m a s  v ã r i o s  h o m e n s , em v á r i a s i p o c a s  e em v a  

r i o s  l u g a r e s ) , f o i i ntuiti v am e n t e  l e v a d o a e s t a b e l e c e r  u m a  l ei ,

m e d i a n t e a q u a l  s e  c r ê  h a b i l i t a d o  a d e c i d i r d e  u m  a n i m a l . q u al 

q u e r  q u e  s e j a , s e  e l e ê o u  n ão ê um a a v e . A s s i m ,  ã p r i m ei ra v i s

( 1 ) Do mesmo modo que , na recepção das omas . hertz i anas , s e  consegue uma 
mel hor ou p i or s i nton i zação , sem nunca at i ng i r  a s i nton i zação perfel 
ta ( o  que nem s equer tem sent i do ) . na ap l i cação dos conce i tos i pos ­
s ivel obter uma ma i or ou menor aprox imação s em chegar ã exact i dão
abso l u ta . 
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t a , t r a t a - s e  de um  c r i t e rio dA.- c o tõrn.i c o  ( i s t o e ,  q u e  c o n d u z n e ­

c e s s a r i a m e n t e  a u m a  a f i rm a ç ão o u  a um a  n e g a ç ão , e j a ma i s  a um  

p a ra d o x o ) e ,  c omo  t a l , �lg .ido , .irn utã v ei , i s t o e .i n d e p e n d ente 

d o s i n d i v i d u o s  a q u e , n o 6 utu�o . v e n h a  a s e r  a p l i c a d o . S e j a , 

p o rem , C o c o n j u n t o d a s  a v e s  c o n h e c i d a s  p e l o  h o m em , a t e um a  d e  

t e rm i n a d a  e p o c a , p o s t e r i o r i fo rma ç ã o  d o  c o n c e i t o  d e " av e " , e 

s e j a  E o c o n j u n t o d a s  a v e s , n ão i n c 1 u i d a s  em  C ,  s em d e t e rm i n a ­

ç ã o  d e  t em p o  o u  l u g a r . t c l a r o q u e  da� o c o n c e i t o  d e  " a v e " e q ul

v a l e  a 6 .i x. a� o c o n j u n t o A = C u E d a s  a v e s ; m a s e t a m b em ma n i f e s ­

t o  q u e , p a ra  d a r  a q u e l e c o n c e.ito e p o r t a n t o  o c o n j u n t o A , b a s ­

t a r i a d a r  o c o n j u n to  i n i c i a l C e d a q u i a t e n d ê n c i a  a c o ns i d e -

r a r  o c o nj unto da.6 a v e.6 e a e n t i d a d e  a b s t r a c t a  av e ,  c omo  co i s as 

d i s t i n t a s , c omo  s e  t a l c o n c e i t o  n ã o  d e p e n d e s s e  d o s  i n d i v i d u o s  

q u e , s u c e s s i v a m e n t e ,  v em � e u n.in - .6 e a o  c o n j u n t o C ,  i s t o e ,  c omo

se  o c r i t e r i o f o rma d o  a p a r t i r  dos  e l em e n t o s  de  C ,  f o s s e  r e a l ­

m e n t e d e 6 .i n.it.i v o , .irnutá v ei . O r a a v e r d a d e  e q u e  t a l  c r i t e r i o

a s s e n t a s o b r e  o s  c a r a c t e r e s  q u e  f o r am  r e c o n h e c i d o s  c o rn u n.6 aos 

e l eme n t o s  d e  C ,  o s  q u a i s  p or s u a  v e z c o r r e s p o n d em a c o n c e i t o s  

e l a b o r a d o s  p o r  um  p r o c e s s o  e m  t u d o  s em e l h a n t e  a o  q u e  e s t a m o s  

d e s c r e v e n d o . Ma s t r a t a - s e  a q u i , v e r d a d e i r am e n t e , d e  um a  l e i , 

c om o  a s  i e.i.6 6 1.6 .i ca.6 , e s t a b e l e c i d a p o r  .i n d u � ã o ; um a  l e i q u e  

p e rm i t e  e x.t�ap oia� ,  i s t o e ,  q u e  p o d e  s e r a p l i c a d a  a i n d i v i duos 

n ã o  p e r t e n c �n t e s  a C .  C om e f e i t o , e n t r e  o s  c a r a c t e r e s  r e c o n h e  

c i d o s  c om u n s  a o s e l em e n t o s  d o  c o n j u n t o i n i c i a l , p O d e r ã a s s i n� 

l a r - s e  um  rnln.irn o d e  c a r a c t e r e s  c 1 , c 2 , . . .  c n ( p o r  e x em p l o ,  certos

c a r a c t e r e s  e x t e r n o s , c om o  o b i c o ,  a s  p e n a s , e t c . )  o s  q u a i s  p� 

� e c ern b a s t a r  p a r a  d e f i n i r  o c o n c e i t o  d e  " a v e " ; t o d o s  o s  r e s  -
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t a n t e s  c a r a c t e r e s  e l , e 2 , . . .  ( c o m o , p . e x . , a c o n fo rm a ç ão d o  t u

b o  d i g e s t i v o , d o  a p a r e l h o r e s p i r a t õ r i o , e t c . )  s e  a p r e s e n t a m  

c o m o  e o n� e q uêne�a� o u  e 6 e�to�  d o s p r i m e i r o s , o s  q u a i s , p o r  s u a

v e z , a s s u m em o a s p e c t o d e  c a u s a s  d o s  s e g u n d o s . P o d e r ã , e n t ã o  

f o rm u l a r - s e  a s e g u i n t e  l e� : T o d a s a s  v e z e s q u e , num dado  � nd�­

vlduo  ( a n i m a l ) ,  s e  v e r i f i c am ,  c o n j u n t a m e n t e , o s  c a r a c t e r e s  

c l ' c 2 ' . . .  , c n ' s u c e d e  q u e , n o  m e� m o  i n d i v i d u o , s e  v e r i f i cam tam

b em  o s  c a r a c t e r e s  e 1 , e 2 ' 8 3 ' . . .  ; e d i r -s e -ã e n tã o  q u e  t a l i n ­

d i vi d u o  e u m a  av e ( l ) �  S u b s t i t u i n d o , n o  e n u n c i a d o  a n t e r i o r , a s

p a l a v r a s  " eaJe.aeteJe.e� " e " �ndiv:Zduo " , r e s p e c t i v am e n t e , p e l a s  e� 

p r e s s õ e s  " 6 en5m eno� " e " � �� tem a  mat eJe.�al " ( o u " Je. eg�ao do e� pa­

ç o - t empo " ) , e s u p r i m i n d o  a p a r t e  f i n a l " d�Je.- � e - ã entao  q u e  . . .  " 

t e r - s e - ã  o m o d e l o  d a s  l e i s  f i s i c a s , t a i s  c om o  s ã o c o n c e b i d a s  

d e s d e G a l i l e u .  

M a s  t a l c o m o . s u c e d e  c o m  a s  l e i s  f i s i c a s , a q u e l a d e  q u e

n o s  e s t a m o s  o c u p a n d o  n ã o s e r ã  n e c e s s a r i a m e n t e  �n 6 alZv el : f o i 

a p e n a s  o g Je.an d e  núm eJe.o d e  c a s o s  q u e  a c o n f i rm a r a m  q u e  l e v o u  o 

h o m em a a t r i b u i r - l h e ,  p o Je.  �nduçao , u m  gJe.au d e  pJe.o b a b�l�dade  de 

s e r , m a i s  u m a  v e z , v e r i f i c a d a . M a s e e v i d e n t e q u e  o g r a n d e  n u

( 1 )  Ate a Medi c i na nos fornece , nes te campo , um exemp l o  suges ti vo .  Com 
efe i to ,  a i dent i f i cação ( Magno� e )  de uma entidade .YlD� ol5g�ea , a s se.!!. 
ta sobre um certo conj u n to de s i n toma s , que  s e  cons i deram defi n i do -
res daque l a enti dade . A cons i deração dos a ntecedentes e das condi ções 
actua i s  do doente , a s  a nã l i s es quim i cas , etc . tendem s i mp l esmente a 
furdar  e a a perfe i çoar o d i agnós t i co , de modo que , a pa rti r de ta i s  pr!:. 
m i s sas , s e  possa  es tabe l ecer , com ma i or ou menor prec i são :  a ptc.ogno� e ,  

e adoptar a s  med i da s  necessãri as  a mod i f i car , art i f i c i a l mente , o cur­
so da doença . 
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m e r o de  c o n f i rma ç õ e s  n a o  ha b i l i t a a a f i rm a r a i m p o s s i b i l i d a d e  

ab� oluta d a s  e x c e p ç õ e s  e ,  s e  e s t a s  s e  a p r e s e n t a r em c om  p e q u e ­

n í s s i m a f re q u ê n c i a ,  c o m o  q u e  a c i d e n t a l m e n t e , d i r - s e - ã o ano�rna ­

l�dade� , a b e��açõ e� , rn o n� t�uo� �dade� , c a p r i c h o s  d e  u m a  N a t u r e ­

z a  c a n s a d a  d e  r e p e t i r - s e ; m a s  s e , p e l o c o n t r� r i o , c o m e ç am a s e r

n o t a d a s ,  c om g r a n d e  f r e q u ê n c i a , c e r t a s e x c e p ç õ e s  q u e , l o n g e  d e  

a p r e s e n t a r em c a r á c t e r  a c i d e n t a l , p a r e ç am  o b e d e c e r  a u m a  n o v a  

l e i , e n t ã o  s ó  h a v e rã u m  c a m i n h o  a t o m a r : c o r r i g i r o p r i m i t i v o 

e s q u em a  a d a p t a n d o - o  m e l h o r  ã R e a l i d a d e .

T a l m u d a n ç a  d e  e s q u em a  t r a d u z i r - s e - ã  n u m a  t r a n s f o rm a ­

ç a o  d o  s i s t em a  d e  c a r a c t e r e s  ( c l , c 2 , . . .  c n ; e l , e 2 " " ) ' t r a n s  -

f o rm a ç ã o  q u e  p o r s u a v e z  c o n s i s t i r ã n um a , p e l o m e n o s , d a s  o p e r� 

ç õ e s  s e g u i n t e s : e l i m i n a ç ã o  d e  a l g u n s  d e s s e s c a r a c t e r e s ; i n t r o  

d u ç ã o  d e o u t r o s , q u e  p a s s a v a m d e s p e r c e b i d o s ; p a s s a g em ã c a t e g� 

r i a d e  p��rn�t� v o �  d e  a l g u n s  d o s  q u e  a n t e r i o rm e n t e  f i g u r a v a m 

c o m o  d e�� vado� , e v i c e v e r s a . O ca so  d o s  o r n i t o r i n c o s  ( q u e  a c a ­

b a r a m  p o r  s e r  i n c l u i d o s  n o c o n j u n t o d o s ma m í f e r o s ) c o n s t i t u i  

u m  e x em p l o d e  t a l f e n ó m e n o .  

P r o c u r a n d o  a g o r a  h i s t o r i a r  a f o rm a ç ão i n d u t i v a  dos c�n 

c e i t o s  c o r r e s p o n d e n t e s  a o s  c a r a c t e r e s c l , c 2 , · . .  , c n ; e l , e 2 ' " ,

s e r í a m o s  l e v a d o s  a c o n s i d e r a r o u t ro s  c o n c e i t o s , p o s s i v e l m e n t e 

m a i s  � �rnpl e� d o  q u e a q u e l e s , e ,  p r o s s e g u i n d o  d e s t e  m o d o , c h e ­

g a rí a m o s , e m  ú l t i m a a n ã l i s e ,  a c o n c e i t o s  q u e  p o d em o s  d e n om i n a r

�rn ed�ato� , a t e n d e n d o  a q u e  s e  t ra d u z em , o u  p a r e c em t r a d u z i r - s e

�rn ed�atarn e nt e  e m  s e n s a ç õ e s . ( 1 ) O r a  e f ã c i l v e r  q u e  t a i s  c o n -

( 1 ) O conce i to de e�ct� e um dos que a moderna B i o l og i a  ma i s  s e  esfor
ça por ana l i zar  e prec i sar . 
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c e i t o s  i me d i a t o s  ( c omo p o r e x e m p l o , a s  c o r e s , a s  t e m p e r a t u r a s , 

o s  s o n s , o s o d o r e s , e t c . ) s ã o d a d o s  p o r  c r i t é r i o s d�4 eeto � , ��

tu�t� v o � , o s q u a i s , s e n d o  a i n d a  � ug e4�do�  o u  d e� p e4tado�  p o r  

�ndução , j ã  s e  n ã o  a p re s e n t a m , t o d a v i a ,  c o m a f o r ç a  c om p l e x a  

d e  l e i s  c o mo  a a n t e r i o r , t s ó  n u m a  f a s e  u l t e r i o r  q u e  a C i ê n ­

c i a o s  f a z  d e p e n de r  d e  l e i s  e x p e r i me n t a i s ,  c u j o m é t o d o  é o d e  

um  a u me n t o d e  o b j e c t i v i d a d e  e n i t i d e z , m e d i a n t e o c o n t r o l e r e ­

c í p ro c o e c o m p a r at i-vo d a s s e n s a ç õ e s  ( 1 ) .  

I V .  - AS AT I T U D E S  C O N C E I T UA L I S TA  E E M P I R I S TA .  - O l N

F I N I T O MAT E MAT I C O . - A a n á l i s e fe i t a n o s  n ume r o s  p r e c e d e n t e s  

c o n d u z a v ã r i a s  c o n c l u s õ e s . 

E m  p r i me i r o  l u g a r , v e - s e  q u e , n o  s e u  a s p e c t o u t i l , o 

c o n h e c i me n t o s e  a p r e s e n t a  c o mo  e q u i v a l e n t e  a eapae�da d e de p4� 

v�� ão , d a  q u a l  re s u l t a  u m a  m a i o r p r o b a b i l i d a d e d e  êx i t o n a  

a c ç ã o . ( 2 ) .  

E m  t a l  mo d o , t o d o  o j u íz o  n ã o  t a u t o l ó g i c o s e  p o d e  c o� 

s i d e r a r o p o n t o  d e  p a r t i d a  p a r a  u m a  p re v i s ã o . Ma s é p r e c i s o  

n o t a r  q u e  i p a l a v r a  " p re v i s ã o " é a t r i b u i d o  a q u i  u m  s i g n i f i c a d o  

ma i s  a m p l o d o  q u e  o u s u a l , u m s i g n i f i c a d o q u e  a s u b o r d i n a  i h i s  

tóri a d o  c o n h e c i me h t o h u m a n o , ma i s d o  q u e i h i s t ó r i a d a  Natureza , 

( 1 ) Notemos a ana l og i a  entre es te facto e aque l e  que s e  veri fi ca , em Mate­

mãti ca , na s ubordi nação dos conce i tos pri mi ti vos a ax i omas . 

( 2 ) A p ropós i to da concepção de Le Roy , s egundo a qua l  a C i ênci a cons i s ti ­
ri a numa regra de acção , Poi ncaré observa : " La.  .6 uenee �t une 4eg.te 

d ' auwn q� 4ê.uMU, au mo�nó généJl.ctiement, d, J ' ajoute,  tand� que 
.ta 4eg.te eont4�e n ' a� pM 4e�.6U ( Po i nca ré , I ) .  
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n a  me d i d a em q u e as d u a s  s e  p o s s am d i s t i n g u i r .  Q u a n d o  s e  r e ­

c o n h e c e  q u e  " Pe d�o � humano " e s t i - s e  h a b i l i t a d o  a p r e v e r  q u e

" P ed�o m o �� eJt.ã "  e n e s t e  c a s o a p r e v i s ã o  re fe re - s e  a o  f u t u ro n a  

t u r a l . M a s  q u a n d o  L e v e r r i e r  d eduziu a e x i s t ê n c i a d e  u m  no v o  pl� 

n e t a , a p a r t i r da l e i de N ew t o n ( l e i  d eduzida d a s  l e i s  de Kep l er, 

a s  q u a i s , p o r  s u a v e z , fo r a m  i n d u z i d a s  d a  o b s e r v a ç ã o  d o s  fa c t o s ) 

o m a t e m i t i c o  f r a n c ês pJt eviu v e r d a d e i r a me n t e , a e x i s t ê n c i a d e

N e p t u n o , p r e v i s ã o  q u e s e  re f e re  a o  f u t u ro  d o s  n o s s o s conhec i men­

t o s , ma s n ã o  p ro p r i a me n t e ao f u t u r o do U n i v e r s o  f í s i c o .  A n a l o g� 

me n t e  s e  p o d e d i  z e r  q u e , c o m a s u a  t e o r i  a e l ectromagnét i ca " Maxwe l l 

p re v i u a e x i s t ê n c i a d a s  o n d a s h e r t z i a n a s . Em  q u a l q u e r  d o s  t rê s  

c a s o s , a p r e v i s ã o  é e s t a b e l e c i d a p o r me i o  d e  u m a  d eduç.ã.o . E ,  d e� 

t e  mo d o , a s  t e o r i a s  d e d u t i v a s s e  n o s  a p re s e n t a m  c omo  a d m i r á v e i s  

i n s t r ume n t o s  de  p re v i s ã o , g u i a s  p re c i s o s  d a  a c t i v i d a de h u ma n a , 

c o n s t r u i d o s  s o b re o s  r e s u l t a d o s  d a  i n d u ç ã o . 

P o r  o u t r o l a d o , o b s e r v a - s e  q u e a e v o l u ç ã o d o s  c o n c e i -

t o s  c o n d u z a u m  a l t e r n a r  d a s  a t i t u d e s  i d eali� ta e empi�i� ta , 

c omo  r e s u l t a d o d a  p a s s a g em d o  p o n t o d e  v i s t a d a  e x t e n s ão a o  d a  

c omp reensão e v i c e v e r s a .  t c l a r o q u e , c o m o  t a n t a s  v e z e s  s e  t e m

o b s e r v a d o , o h o mem  n ã o  p o d e r i a e xe r c e r  e f i c a zm e n te a s u a i n t e ­

l i g ê n c i a ,  e o b t e r  p o r t a n t o , u m a  ma i o r p r o b a b i l i d a d e  d e  ê x i t o na 

a c ç ã o , s e  n a o  s e  re s i g n a r  a f i x a r - s e , p r o v i s o r i a m e n t e , e m  

c e r t o s  e s q u e m a s , me s mo s a b e n d o  q u e  s e  t r a t a  d e  s i m p l e s  e� q u ema� 

e n a o , d e, /l. epJto duç.õ e:c. exac.ta� ; e ,  e n q u a n t o p r o c e d a  a s s i m ,  apo i an 

d o - s e  n u m  s i s t em a  f o rma l e a b s t r a i n d o d a  r e a l i d a d e , o h o mem c o  
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l o c a - s e  n u m a  p o s i ç ão eo n e e p�uali� �a ( 1 ) .  S u c e de p o r em  q u e c o m  

o t e m p o , c om  o a um e n t o  d e  e x p e r i ê n c i a ,  o h om e m  s e  v ê  c o n s t ra n

g i d o  a s u b s t i t u i r v e l h o s e s q u e m a s q u e  j ã  n ã o  s a t i s f a z em p o r  

no v o �  e s q u e m a s  q u e dêm l u g a r  a m e n o r  n ume ro  d e  c o n t r a d i ç õ e s  e 

d e  e r ro s ;  e e n q u a n t o  p r o c e d e a s s i m ,  p ro c u r a n d o  a d a p t a r - s e  c a d a
, 

v e z  m a i s  a o  c o m p l e x o  e v o l u i r d a s c o i s a s , e l e  c o l o c a - s e  n u m a  p� 

s i ç ã o  empihi� �a ( 2 ) .  

T a i s  p o n t o s  d e  v i s t a c o r r e s p o n d e m  ma n i fe s t a me n t e , a o s 

d o i s  a s p e c t o s  a n t a g ó n i c o s , m a s c o m p l e m e n t a r e s  d a  N a t u r e z a : d e  

eompl e xidade  e d e  hahm o nia . r o s c i l a n d o e n t re e s t e s  d o i s  p o l o s ,

q u e a C i ê n c i a p a re ce p r o g re d i r .  Mo d e r n a m e n t e , a t e o r i a d o s 

q u a n t a c o n d u z i u  a u m a  c r i s e  d o  d e t e rm i n i s mo ,  o q u a l  n ã o  p o d e  

j á ,  c e r t a me n t e , s u b s i. s t i r s o b  a fo rm a c l ã s s i c a ,  l a p l ac ,i a na , ma s 

t a l  n ã o  j u s t i f i c a  q u e s e  c h e g u e  a o  e x t rem o  d e  n e g a r , em ab� o l� 

�o , a l e i f i s i c a , o q u e s e r ã c a i r  n o  c e p t i c i s m o , d e fo rma ç ã o  d o  

em p i r i s m o ( 3 ) , 

( 1 ) Com efe i to ,  é no fi xa r- se  em um esquema , esquecendo ou  i gnorando as 
s uas defi ci ênci as , q ue cons i s te o fenómeno da abs t racção ou da idea­

lizaç.ã.o . 

( 2 )  Os s i gn i ficados dos termos "eoneeÁ .. tual,úda" e " emp�m" tal como 
s ão aqu i  empregados , aproxi mam-se , res pecti vamente , dos s i gn i fi cados 
dos termos "he�m" e " nomin�m" , tai s como eram usados na I dade 
Médi a ,  com uma d i ferença porem : que os do i s  pri me i ros s e  referem ma i s  
a metodos de i nves t i gação , do q ue a op i n i ões fi l osófi cas . 

( 3 ) E i s  como , na s ua obra de di vu l gação "Matiêhe U Lumiêhe" Lou i s  de 
Brog l i ,e se expri me a res pe i to de determi n i smo : "MM a dou..:tJúna dUM­

m��a não �em �Õ uma utilidade pJtâ,:üea ( eomo a a..tUude he�.t.i..ea) i 

ela eontêm ee�ente uma �e de vMdade, po� �e  6o��e eomplem­
me�e 6al�a, não �e  v� no� 6 enõmeno� nem ohdem , nem hegulaJÚdade , 

e toda a eiêneia do� 6enõmeno� � ehia impo��Zvel. Oha ê um 6a�o que 
a FZ6iea ew�e, e que tem demo��do o � eu valo h eom Pho9h��M e 

eom numMo�M apUeaç.õ� " .  
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A i n d a  um r e f l e x o  de t a l a n t a g o n i s m o  e o q u e s e  v e r i f i  

c a  e n t re o c. o Yl.tIYl.uo  e o d é.ó c.o Yl.tIYl.uo , e n t r e o 6 iYl.Lro e o iYl. 6iYl.� 

to . A i d e i a  d e  iYl. 6iYl.ito matem átic.o  p ro v em , m a n i f e s t a me n t e , d a  

c o n s i d e r a ç ã o d a q u e l a s  c l a s s e s n a t u r a i s q u e , e s e g u n d o  a d e s c r i  

ç ã o  f e i t a a n t e r i o r me n t e , s ã o d e f i n i d a s  p o r  m e i o  d e  u m  c r i t e r i o 

a o  q u a l  s e  c h e g a  p o r i n d u ç ã o , c l a s s e s c u j o n u m e r o  d e  e l e me n t o s  

n i n g u em  p o de a v a l i a r ,  p o r  i s s o  q u e  e s t ã o  a r e c e b e r  c o n t i n u a me n 

t e , a adjunção de no v o s e i m p re v i s t o s e l e me n t o s . P o r o u t ro l a d o , 

n o s  e s t a m o s  h a b i t u a d o s  a o b s e r v a r  q u e a s  c l a s s e s n a t u r a i s s e  

t�aYl..ó 6 o �mam n o  t e m p o  e n o  e s p a ç o ; e q u e  e s s a  t r a n s fo rm a ç ã o  s e  

e fe c t u a , g e r a l me n t e , p o r g r a d u a ç õ e s  i m p e r c e p t í v e i s ,  d e  m o d o  que 

e i mpos s íve l i n d i c a r  c o m  p re c i s ã o os l-<.mite.ó o u  6Jc.o Yl.t e-tJl.a.6 d a  

c l a s s e , t a l c o m o  ê i m p o s s í v e l i n d i c a r , p re c i s a me n t e , q u a n d o e

q u e  u m a  c o r  d e i x a d e  s e r  o v e r d e , p a r a s e r  o n ã o - v e r d e  ( T ) . 
M a s  o f a c t o  d e  u m a  c l a s s e  s e  t r a n s f o rm a r r e s u l t a  na p o s s i b i l i d� 

d e  d e  a i n c l u i r  n u ma o u t r a c l a s s e  e e s t a  n u m a  terce i ra ,  e ass i m  

s u c e s s i v a me n t e . A l em d i s s o , t a i s  i n c l u s õ e s  s u c e s s i v a s efec tuam-

- s e  d e  u m  m o d o  ' q u e  p o d e m o s  e x p r i m i r s e g u n d o  a f ó rm u l a  c l á s s i c a 

" aum eYl.taYl.do a e.xte.YI..6 ão , dimiYl.ui a c.o mplte.e.YI..6ão " ,  s e  p o r  "c.ompltee.� 

.6 ão "  e n t e n d e m o s , n ã o  p r o p r i a me n t e o c.o Yl.j uYl.to d o .ó  atlti b uto.6  

( 1 )  Durante o periodo áu reo do mecan i c i smo domi nou a fórmu l a  de Le i bn i z :
Nat� Yl.OYl. 6ac.it .6� . Contudo a C i ênci a dos nos sos  d i as fo i l eva­
da a cons i derar , ao  l ado da vari ação continua , a vari ação brus ca ,de� 
continua , a q ua l , n uma s egunda aproxi mação , s e  pode reve l a r  como va­
ri ação contínua , mas mu i to ráp i da . Por s ua vez , a vari ação contínua 
pode , n uma segunda aproxi mação , apresentar-se  como s uces s ão de mu i tas 
vari ações b rus cas . Trata-se ,  portanto de do i s  as pectos comp l ementa ­
res d a  Natu reza , o contín uo e o des continuo . 
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e om un� a �o do�  o �  ei em en�o � da eia� � e ,  m a s  s i m  a ni�id e z  do  

e o n e ei�o eo �� e� po nd en�e ;  c om e f e i t o , o q u e  s e  o b t em é q u e  ã

me d i d a q u e a e x t e n s ã o a u me n t a , a s  f r o n t e i r a s  d a s  c l a s s e s s e  

t o r n a m  c a d a v e z  me n o s  n i t i d as , a t é s e  d i l u i re m  c om p l e t a m e n t e  

n o  i r r a c i o n a l e n o  d e s c o n h e c i d o .  

De s t e m o d o , a Ma t e m i t i c a  s u b s t i t u i  o inde 6inido p e l o

in6ini�o , a  indução na�u�ai p e l a  indução  e ompi e�a . T o d a v i a , n ã o 

s e  c o n h e c e n e n h u m  p r o c e s s o  i n d u t i v o  d e  t a l mo d o  p o t e n t e , q u e  

s o b re e l e  s e  p o s s a  b a s e a r , c o m  v e r o s i m i l h a n ç a , a h i p ó t e s e  d e

q u e u m a  d a d a  c l a s s e  n a t u r a l  é i n f i n i t a , i s t o é ,  u m  p r o c e s s o  

q u e p o s s a  s e r v i r d e  b a s e  a u m a  v e r i f i c a ç ã o empZ�iea d o  a x i o m a  

d o  i n f i n i t o de  R u s s e l l ,  a x i o ma q u e  a f i r m a  a e x i s t e n c i a d e  c o n  

j u n t o s  i p f i n i t o s . 
i 

Uma  d a s  c l a s s e s q u e m a i s  f o r t e me n t e s u g e r e m  a i d e i a 

d a  s u c e s s ão i n f i n i t a d o s  n ume r o s  n a t u r a i s  e a c l a s s e  d o s d i a s 

s o l a re s ; c o m  e f e i t o , a p r o b a b i l i d a d e p d e  q u e o s o l  a p a r e ç a  

a i n d a  u m a  v e z  a p ó s u m a  r o t a ç ã o d a  T e r r a , é eno�m em en�e v i z i nha 

d a  u n i d a d e , s e  a t e n de rm o s  a o  n u me r o  eno�m e  de v e z e s  q u e  t a l  

f a c t o  s e  t é m v e r i f i c a d o , m a s  a p r o b a b i l i d a d e  d e  q u e  o me s m o  

f a c t o  s u c e d a  n v e z e s  s u c e s s i v a s  s e ri p n , e ,  c o mo p < l , ter-se-ã

l i m p n = O
n-+oo 

o f a c t o d e  n a o  s e r  c o n h e c i d a  n e n h u ma c l a s s e  n a t u r a l

q u e r e a l i z e o i n f i n i t o m a t e mi t i c o , f a z  n a s c e r  d u v i d a s  s o b re a 

l e g i t i m i d a d e  d a  e x p re s s ã o " �o�aiida d e  do�  n�m e�o � na�u�ai� " .  

O e mp i r i s t a d i ri : a s u c e s s ã o d o s  n u me r o s  n a t u r a i s  é i n f i n i t a 

a p e n a s  em po�êneia ( i n f i n i t o p o t e n c i a l ) ;  i st o  é ,  p a r a a l ém dos 
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n u me r o s  e 6 e e�ivam en�e c o n s i de ra d o s  a t é  um de t e rm i n a d o  i n s t a n ­

t e , p o de r ã o  v i r a c o n s i de ra r - s e  no v o �  n ume ro s , m a s  n ã o s e  p o d e  

a f i rma r  q u e  j ã  e x i s t i s s e m  a n t e s  d a q u e l e  i n s t a n t e . O c o n c e i t u a  

l i s t a re s p o n de rá : o f a c t o  d e  q u e o h o mem  não conheça todos o s n ume 

r o s  n a t u ra i s  n ã o  i mp e d e  q u e  e s t e s  e x i s t a m  fo r a  d o  s e u  c o n h e c i ­

me n t o  ( 1 ) ;  e a s s i m  n a d a  p a re c e o p o r - s e  à h i p ó t e s e d a  to t a l i d a ­

d e  d o s  n ume r o s  n a t u ra i s ( i n f i n i t o a c t u a l ) d e s d e  q u e t a l  h i p ó ­

t e s e : 1 )  n ão co n d u z a  a c o n t ra d i ç ã o ; 2 ) s e j a  c óm o d a  e fe c u n d a . 

O h o mem  d e  c i ê n c i a d e v e  n a t u r a l me n te p r o c u ra r  u m  e q ul 

l í b r i o e n t re a s  d u a s t e n d ê n c i a s .  C e r t a me n t e , c o m o  d i z a l g u re s  

H a d a ma rd , " uma e e��a id ealização  e n e e e� � i�ia em �o da� a� 6M � 
da C i i n eia " ( e  n ã o  s ó  d a  C i ê n c i a ,  ma s d e  t o d a s  a s  f o rma s d e  

a c t i v i d a d e  i n t e l e c t u a l h u m a n a ,  a té a m a i s  r u d i me n t a r ) . E s q u e -

ma t i z a r  s i g n i f i c a a m p u t a r , ma s e e s s e  o u n i c o me i o  de  q u e  d i s 

p omo s p a r a  n ã o c a m i n h a r  à s  c e g a s  pe l o M u n d o . 

O e x t �emo  d o  e mp i r i s mo s e r a o c e p t i c i s mo � Ma s é p r! 

c i s o t a m bém  e v i t a r  o e x ce s s o  o p o s t o , o u  s e j a o p l a t o n i s m o , o 

q u a l  i n v e s t e  a s  i d e a l i z a ç õ e s  h u ma n a s  d e  u m a  e x i s t ê n c i a p u r a , 

e t e r n a , e m  c u j a c o n t em p l a ç ão  e s t é t i c a  p a s s i v a e s t a r i a  o s u p r! 

mo o b j e c t i v o  d o  c o n h e c i me n t o . A ve r d a d e  é q u e  o s  e s q u e m a s  l ó gl 

c o s  s ão i n s t r u me n t o s s u g e r i d o s  e c o n d i c i o n a d o s  p e l a  r e a l i d a d e , 

d e s t i n a d o s  a i n t e r p re t a r  a re a l i d a d e . P o d e rão  p a re c e r  ma i s  l ó  

g i c o s , i s t o é ,  m a i s c o e re n t e s c o m  a e s t ru t u r a n o  n o s s o  e s p í r i -

( 1 ) Il Ij a bien de ehM �  que noU6 ne pouvo� jamCÚ6 eonnwe d qui,  ee­

penda�, eÚ6�e� " en Mi" , indépendamme� de la eapawé humaine de

le� déewe, indépendamment de f '  acti.vUé de nobte �ptvét e.t úr.dépen­

damment de l '  eÚ6�enee mime de l '  homme � M la �eMe" (HADAMARD ( I ) ) .

360



t o ; m a s n a o  s e  d e v e  p re t e n d e r q u e s e j a m  ma i s  r e a i s  d o  q u e o pr� 

p r i o R e a l . 

V . - O S  DO I S  P O N T O S  D E  V I S T A  DA  MAT E M�T I CA . - De  q u a n t o  

a t r á s  f o i  d i t o  r e s u l t a  q u e  a M a t e m á t i c a d e v e s e r  c o n s i d e r a d a  

d e  d o i s p o n t o s d e  v i s t a c o m p l e me n t a re s :  o p o n t o  d e  v i s t a g en ê ­

�ic o  o u  in�ui�i v o ; q u e s e  re f e re a o  p r o c e s s o d e  e v o l u ç ã o n a t� 

r a 1 d e  s t a c i ê n c i a e p o r t a n t o  ã a c t i v i da de d e i n v e s t i  g a ç ã o em ta 1

d o m i n i o ;  e o p o n t o  d e  v i s t a l óg ico o u  ó o �mal , q u e s e  re fe re  a 

m a t e má t i c a j á  c o n s t i t u l d a e p o r t a n t o  ã a c t i v i d a d e d e  s i s t e ma t i

z a ç a o  l ó g i c a  e xe r c i d a s o b r e o s  r e s u l t a d o s  d a  i n v e s t i g a ç ã o . 

P o r é m ,  t a i s p o n t o s  d e v i s t a  n a o p o d e m s e p a r a r - s e comp 1 � 
t a me n t e , e d a  i a i 1 u s  ã o  d o s  ó o �m aliJ.Jta.6 e d o s  ú/.�uiúoni.6;tM l i a
o u.t�a n c e " , i l u s ã o d o s  p r i me i  r o s . q u a n d o  p re t e n d e m  reduz i r a Ma­

t e m ã t i c a a u m  j o g o  t a u t o l ó g i c o  d e  s im b o l o s , s e g u n d o  r e g r a s  

arb i trãri as ; i l u s ã o d o s  s e g u n d o s  q u a n d o n e g a m  u t i  1 i d a d e  c o n s t r u ­

t i v a  a o s  mé t o d o s a x i o m ã t i c o s ,  e ã L ó g i c a  M a t e m á t i c a e m  g e r a l .

O s  f a c t o s  t êm mo s t r a d o  q u e , s e  n ã o f o r  a j u d a d a  e d i s c i p l i n a d a 

p e 1 a c r i t i c a ,  a i n t u i ç ã o a c a b a p o r t o r n a r - s e i n o  p e r a n t e e até

e n g a n a d o r a . M a s , p o r  o u t ro l a d o , ê p re c i s o n ã o  p e r d e r d e  v i s t a

q u e  a M a t e má t i c a p r o v e m  d a  R e a l i d a d e e ã R e a l i d a d e  d e v e t o r n a r .

E b e m  c o n h e c i d a  a t r a v é s  d o s  s é c u 1 9 S , a c a r i c a t u r a d o  M a t e mát i co

d e f o rm a d o , o h o me m  de me n t e c r i s t a l i z a d a , h a b i t u a d o  a uma r i g! 
d e z d e  f ó rm u l a s e d e  c o n c e i t o s  q u e o i n a b i l i t a m  p a r a a s  q u e s ­

t õ e s  c o n c re t a s , v i t a i s . 

E s t e s  f a c t o s  n a o  p o d e m  d e i x a r  d e  t e r  n o t á v e i s re p e r­

c u s s õe s n a  P e d a g o g i a .  G a l o i s  p re v i n e  o s  i n v e s t i g a d o re s  c o n t r a  
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o e r r o  q u e c o me t e m  o c u l t a n d o s i s t e m a t i c ame n t e , n a  e x p o s i ç ã o  d o s

p ró p r i o s  r e s u l t a d o s , o c a m i n h o  q u e  s e g u i r a m  n a  i n v e s t i g a ç ã o . P o r

o u t ro l a d o , F .  K l e i n ,  n o  s e u  l i v ro s o b re a s  m a t e m a t i c a s  e l e me n -" 

t a re s , c o n s i d e r a d a s ,  d e  u m  p o n t o de  v i s t a s u p e r i o r , i ns i s te sobre 

a n e c e s s i d a d e d e  i n t r o d u z i r o s  mé t o d o s  g e n é t i c o e f u s i o n i s t a  

n o  e n s i n o d e s t a  c i ê n c i a .  T o d a v i a ,  s e m d a r o u v i d o s  a G a l o i s ,  a I 

F .  K l e i n e a t a n t o s o u t ro s , o e n s i n o d a  Ma t e m a t i c a c o n t i n u a  a 

s e r  � i n i s t r a d o , � m  g ra n d e p a r t e , c o mo s e  e s t a  fo s s e u m a  c i ê � c i a 

m o r t a  e ,  m a i s  q u e m o r t a , fo s s i l i z a d a . O r a é t e m p o  d e  r e c o n h e c e r

q u e  n a o b a s t a  o e n c a d e a me n t o l ó g i c o  d o s c o n c e i t o s  e d a s  p r o p o ­

s i ç õ e s ; q u e e p re c i s o  t a m bém  a t e n de r  a o  f i m q u e  fa z s u rg i r tai s 

c o n ce i t o s  e t a i s p r o p o s i ç õe s  natu4alm e nt e ,  c omo  me i o s p a r a  a l ­

c a n ç a r  e s s e  f i m ,  e n ão c o mo p r o d u t o s  i n d i f e r e n t e s  d e  o p e ra ç õe s  

l õ g i F a s , e xe c u t a d a s  me c a n i c a me n t e . 

C o m  o e n s i n o o r g a n i z a d o  s e g u n d o  t a i s  p r i n c í p i o s , d i m i  

n u i r a  c e r t a me n t e o n ume ro  d o s  q u e  t e i ma m e m  c o n c e b e r  a Ma t emat i  

ca  c o mo u ma i me n s a t a u t o l o g i a .  T r a t a - s e  a í , m a n i fe s t a me n t e , d e  

u m  e x c e s s o  p l a t ó n i c o d e  f o rma l i s mo ,  a n a l o g o  a o  q u e  s e  v e r i f i c a  

e m F í s i c a c o m  a c re n ç a  n o  d e t e r m i n i s mo ab� o luto . A s s u m i n d o  u ma 

a t i t u de c o n c e p t u a l i s t � , p o d e mo s  admiti4 q u e o s  e n t e s  m a t e m a t i ­

c o s  e x i s t i a m j a ,  a n t e s  d e  s e re m  d e� co b e4to � p e l o  i n v e s t i g a d o r ,  

d o  me � mo mo d o  q u e  e x i s t i a o r a d i o ,  a n t e s  d e  o s  C u r i e o t e re m  

p o s t o  e m  e v i d ê n c i a .  r n e c e s s a r i o p o rém , p a s s a n d o ã a t i t u d e  empi

r i s t a , r e c o n h e c e r  q u e , a n t e s  d e  s e re m  i� o lado�  p e l o  ma t ema t i c o

t a i s  o b j e c t o s  e x i s t i a m a p e n a s em p otência , p l il tõ n i c a me n t e , n a 

me s ma me d i d a  e m  q u e e x i s t e a s i n f o n i a , a n t e s  d e  o c o m p o s i d o r  a 

c o n s t r u i r ,  a g r u p a n do s o n s  e l e me n t a re s ; n a  me s ma m e d i d a  e m  q u e 
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e x i s t e a e s t á t u a  n o  b l o c o d e  m a rmo re , a n t e s  d e  o e s c u l t o r  a 

t o r n a r  v i s í v e l a o s  o l h o s  d a  H u m a n i d a d e . 
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