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PROBLEMAS RELATIVOS A FUNCÕES RACIONAIS DAS RAIZES 
DUMA EQUAÇAO ALGÉBRICA 

POR 

J os1~ SJmAST1Xo g Anx A 1 

1. Nova demonstração do teorema de Lagrange. O teorema de 
Lagrange, que se estabelece na teoria da resolubilidade algébrica, 
pode enunciar-se do seguinte modo : 

Se uma função mcinnal ·.Ji da.~ n variáveis ;r1 , .1J2 , • • • , x,, fica invm·iante 
JJa1·a as substituições do grupo a que pertence outm funçiio c.p, também 
1·acional, das mesmas variáveis, pode a primeira e.rprimir-.~e mcionalmente 
na segunda, e nos coe~#.cientes da equação cujas raízes são x1 , x2 , ••• , x,. . 

Com auxílio do teorema de que nos ocuparemos no § 2, respeitante 
a funções racionais duma só raiz duma equação algébrica, pode ainda 
afirmar-se que se fôr mo número dos 'l:al01·es di.~tinto.~ que toma cp, quando 
se frocam ent?-e si, de todos os modos po.~.'!'Íz;ds, as suas i;ariávei.~, e;l.'iste 
um poUnómiºo inteiro p (X), de grau qitando muito igual a m -1, cujo.~ 
cueficientes são funções simétricas de x 1 , x2 , • • • , x,. , e tal que ·.Ji = lJ ( qi). 

Nós vamos proceder por ordem inversa, demonstrando directamente 
a última proposição, e deduzindo desta o referido teorema. 

Sejam, pois, cp1 = rp, <Jl2, ••• , 'Pm, os valores (algébricos) diferentes, 
por que passa cp, quando, sôbre as suas variáveis independentes, se 
efectuam tôdas as substituíções do grupo simétrico; e, respectivamente, 
~1 =~, •h, · · · , 'fm, os valores correspondentes, que podem nt'to ser 
todos distintos, da função •f, - entendendo-se que, se fôr .~,. uma das 
substituições que transformam rp1 , em cp,., será também essa uma das 
substituições que mudam ~1 em ·f,., qualquer que seja lt = 1, 2, ... , m. 

Deve ainda supôr-se, que os sistemas de valores numéricos atribuídos 
às variáveis independentes sedio apenas os que tornam as funções 
<f1' cp~' ... ' 'Pm numericamente distintas, duas a duas ; pois é obvio que, 
conquanto duas quaisquer destas funções não sejam, conforme a hipó­
tese, idênticas entre si, é sempre possível determinar, pelo menos, um 
sistema de valores de x1 , x2 , ••• ,x,., para o qual duas dessas funções 
tomem o mesmo valor numérico. Por outro lado, existirá urna infinidade 

1 Bolseiro do Instituto para a Alta Cnltnm. 
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(com a potência do contínuo) de sistemas de valores de x 1 , a:·2 , • •• , x,., 
que tornam estas funções tôdas numericamente distintas. 

Pôsto isto, Reja p (X) um polinómio inteiro em X, de grau quando 
muito igual a m - 1 e de coeficientes a determinar pelas condições 

(1) 'f; = p (qi,) (i ~= 1, 2, ... , m). 

'l'omando para incógnitas os coeficientes do polinómio lJ (X), aR 
igualdades anteriores formam um sistema de Cramer, visto o determi­
nante do sistema ser o determinante de Vandermonde, construído com 
as potências, de expoentes O, 1 , ... , rn - 1 , das funções cp1 , cp2 , • • • , ;o,,. , 
que, em virtude da hipótese estabelecida, só podem tomar valores numé­
ricos diferentes entre si, dois a dois. 

Resta, agora, demonstrar que os coeficientes do polinómio são fun­
ç-ões simétricas de x 1 , x2 , ••• , x,.. Para isso notemos que: 

1.0 Tôda a substituição ,q;,i; que muda cp, em rp,; é também uma das 
que transformam 'f; em 'f,;. Com efeito, será ·~;,/; = s,; .'1;1 9, sendo f/ 
uma substituição do grupo a que pertence a função cp. :Mas, como ,q-;-1 

muda ~; em •h, e s,; transforma •h em I},;, segue-se que R;,i; faz passar 
de 'f; para ·},, , - como se tinha afirmado. 

2. 0 Valores diferentes de cp, são com·ertidos em valores diferentes 
de cp, por efeito da mesma substituição. É isto uma conseq iiência da 
propriedade, segundo a qual os dois produtos de substituições sa e .~ 1'7 

são diferentes, quando se tirnr s=F s1 • 

Vê-se, portanto, que uma substituição qualquer do grupo total, exe­
cutada sôbre as variáveis x1 , x2 , • • ·, x,., tem apenas, corno resultado, 
alterar a ordem das equações (1), o que, evidentemente, não influi na 
soluçiio do sistema. Os coeficientes do polinómio Rão, por conseguinte, 
funções simétricas de x1 , x2 , • • ·, :x:,,, e dêste modo fica demonstrado o 
que pretendíamos. 

No caso geral, para que ~; se possa exprimir rarionalmente em 'f,;, 
é necess[irio que se tenha j = k . Porém, o mesmo não surede, se o 
grupo a que pertence gi é um sub-grupo invariante do grupo simétrico. 
Com efeito, sabe-se que, se fôr G o grupo a que pertence p = rp 1 e .~,, 

uma substituiçito que transforme jl, em cp,,, Rerá .'I,, G .'1~ 1 o grupo dns 
substituições que deixam invariante a função cp,, (h = 1 , 2, · · · , m). Dêste 
modo, se G fôr um sub-grupo invariante do grupo simétrico, ter-se-á 
.'I,. G s~1 = G e, portanto, a função ·},, não é alterada por nenhuma subs­
tituição de G, o que torna possível exprimir racionalmente ·f,. em 'Pi , 
qualquer que seja li= 1, 2, ... m. Devemos notar que o polinómio por 
meio do qual se exprime 'f ,, em função de 'f1 não é, em geral, o mesmo 
que permite exprimir ·h em função de cp 1 , quando h =F k; porém, se 
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fôr ·h = p (ip 1), ter-se-á também ··h.." = p (·.j;,J, sendo <.j;,.,,, a função em 
que é transformada ·f,. por qualquer substitu'ição que mude ip1 em ip,, 

(li,!.: = 1 , 2, ... , m). 
Em tudo o que segue, e quaisqiie1· que sejam a.~ co1wenções que se int1'0-

d11zam, cwnulatframente, em cada ca.~o particulm·, 1·epre.~entm·emo.~ por 
P(x) =O a equaçào algébrica, cuJa.s raízes são x1 , x 2 , ••• , x,.. 

Notemos, agora, que a demonstração apresentada indica, ao mesmo 
tempo, um processo para caleular os coeficientes do polinómio p (X). 
Estes coeficientes aparecem, inicialmente, sob a forma de fracções, 
cujos termos são do tipo Au•, em que A representa uma função simé­
trica de x1 , x2 , ••• , x,. e u o determinante de Vandermonde construído 
com as potências de expoente O, 1 , ... , n - 1 daquelas variáveis; as 
fracções podem, pois, simplificar-se, de modo que os seus termos se 
reduzam a funções simétricas das variáveis. 

Como exemplo de aplicação, determinemos o polinómio que, a partir 
do produto de duas raízes quaisquer da equação do 3.0 grau 

xª + px2 + qx + r = O 
permite achar a soma das mesmas raízes. Teremos, representando por 
a, b e r as raízes da equação, e por A, B e C os coeficientes do poli-
númio, 

donde 

f q + b = A ( ab )2 + B ( ab) + C, 

l a + e = A ( ac )2 + B ( ac) + C, 
b +e= A(bc)2 + B(bc) + C, 

bc2 - ac2 + ab2 - b2 e + a 2 e - a 2 b Íl =~~~--~~~~~~~~~~~~~~~ 
a 2 bcª - ab2 c3 + ab3 c2 - a2 bª e + a3 b2 e - a3 hc2 

(a--b)(a-c)(b-c) 1 
abc(a-b)(a-c)(b-r) 1·' 

e, anitlogamente, B = -- !!.._, C = O. 
1· 

X 2 --qX 
O polinómio procurado será , portanto, Y = • 

1' 

2. Funções racionais duma só raiz. Suponhamos que são da seguinte 
forma, a8 fun<:ões ip e ·.J; a que nos referimos no § 1: 

qi (x1 , x2 , • • • , x,,)-R (x1), 

Hx1 , x2 , ••• , x..)- S (x1), 

sendo R (x) e S (a:) funções racionais de x que se conservam finitas 
quando se substitui a variável x por qualquer das raízes da equação 
P(x) = O. Ter-se-á, evidentemente, ip, - R (.T.) e ·-li,= 8 (.T.), qualquer 
que seja i = 1, 2, ... , 11. • 



.. ,., 
-" 

:-\upundo agora lJUC a O<JH<L<;ãu F(a:) ~O niiu admito raízes múltiplas 1 

pude nfirmar-se, atendendo ao que foi estahelocidu nu § 1, <1ue, entre 
as fun~'ões H (.r:J e S ( J.•J , ea:i.~te a 1·elw.fw 

S(;r;)'=JJ[R(xJ], para i=l,2, ... ,n, 

11enrlo jJ (X) um polinómio inteiro em a:, de coeficiente.~ ·rctcionalmente 
conhecido.<; e de gran quando muito igual a n-1 (tem-se neste caso m = n) . 

1:~ êste um resultado já conhecido, lJUe obtemos at[Ui por uma forma 
diferente da usual. 

A equação cujas raízes são R(x1), R(a.~2), • •• ,R(;JJ,,) é uma trans­
formada de Tschirnhausen da equaçiw F(rc) = O; o mesmo diremos a 
respeito da equai;ão que tem como raízes S (•1:1), 8 (x~), ... , S (x,,). Pode 
então formular-se o resultado anterior de modo diferente, dizendo que 
a11 rafaes de qualqnm· trcms.forrnada de TsC'hfrnhausen da equação F(;JJ) =O 
se podem escrever sob a. forma dum pollnóm1~0 intefro p (.r), de coeficien­
te.~ racionalmente conhecidos e de y1·azi não superior a n - 1 , tomando 
para variável independente a raiz con·espondente, de outra tran.~foruuJ,dci 
de Tsltii·nhau.~en da me.mia equaçc"'io. Não deixaremos de notar que, entre 
as transformadas de •rschirnhausen duma equai;ão algébrica, se encon­
tra a própria equação. 

Seja !l. o menor corpo a que pertencem todos os coeficientes de equa­
i;ão F(x) =O. Representemos por !l.(x1) o corpo que se ohtém pela 
adjunção a !l. da raiz x 1 , e por !l. [;r] o domínio da integridade consti­
tuído por todos os polinómios inteiros em x, de coeficientes situados 
em !l., sendo x uma indeterminada. Seja por outro lado ll o anel de 

classes resto !l. (x) em que p é o ideal gerado pelo polinómio 11'i (;.e), 
p 

irredutível em !l., que admite a raiz x 1 • 1:~ claro que Jt é constituído 
por todos os polinómios inteiros em x, de cot3ficientes situados em !l. e 
lle grau interior a 11. 1 ~ sendo 11 1 o grau da equaçiw 11~ (x) = O. 

Tendo em vista o resultado anterior, pode dizer-se que existe um iso­
mo1'.ftsmo entl'e !l. (a.·1) e Jt, que faz correspondei· a cada elemento R (x1) 

de d (;JJ1) mn elemento p(x1) de Jt, tal que R(x1) = p(x1). Estabelecemos 
assim, por via construtiva, um resultado já conhecido e susceptível de 
generalização 2 • 

3. Funções que mudam para tôdas as substitui'ções do grupo simé­
trico. Seja rp uma funçito racional das n variáveis x 1 , x~, · · · x,,, que 

1 Xo caso de a eqnaçi'io l<'(x) =O admitir raízes mt\ltiplas, pode passur-~e parn untrn cqnaç,ão 
F1 (x) =O, cujas raízes sejam todas raízes simple•, numericamente igLtais its da primeira, - o 
•1ue só introduz operaç.õcs racionais. 

2 Van der Wnerden, «llfoderne Algehre,,, pg. 89-!JO. 
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toma n! valores distintos cp 1 , cp2 , ••• , cp11 !, quando se permutam de todos 
os modos possíveis as suas variáveis, isto é, uma função que pertence 
ao grupo constituído pela substituição identidade. Supõe-se neste § que 
a equação P(x) =O não admite raízes múltiplas. A equação que tem 
como raízes os valores <p1 , Cfv · · · 'fu! é, como se sabe, uma resolvente 
de Galois da equação P(x) =O 1• É evidente que qualquer outra função 
racional ~ das mesmas variáveis ficará invariante para as substituições 
do grupo a que pertence cp , visto que êsse grupo se reduz ii identidade. 
Então pode afirmar-se que: tôda a função 1·acional das raízes da equa­
ção P(x) =O se pode exprimir em função d1ima das raízes duma sua 
resolvente de Galois, po1' meio dwn polinómio intefro, de coeficientes racio­
nalmente conhecidos e de grau inferfo1· a n ! . 

Seja p (X) o polinómio que permite exprimir ~ = ~ 1 em função de 
'f = cp1 ; será também p (X) o polinómio por meio do qual se exprime 
y,. em função de cp,., qualquer que s~ja h = 1,2, ... , n ! . Notemos porém 
que, neste caso, o grupo a que pertence a função cp, ou seja o grupo 1, 
é um sub-grupo invariante do grupo simétrico, o que nos habilita a 
afirmar que também <f,. se pode exprimir em função de qi1 , por meio 
dum polinómio, diferente, em geral, de p (X). Pode, pois, :Jub,'ltitufr-se 
no enunciado anterior a expi·essão «em fun~~ão duma das raíze,'ll> por estci 
ontra «em função de qnalqner das raízes)). Obtém-se, dêste modo, àparte 
a forma, a conhecida proposiç~w, enunciada primeiro por Abel, e demons­
trada mais tarde por Galois no pi'incípio da célebre memória sôbre a 
resolubilidade algébrica. 

H.ecordaremos de passagem que, se fôr 6. um corpo a que pertençam 
os coeficientes de P(x) =O, o corpo 6. (x1 , x2 , •• ·, x 11), obtido pela 
adjunção a 6. de tôdas as raízes de P(a:) = O, é idêntico ao corpo sim­
ples 6. ( 'i'i), obtido pela adjunção a 6. de uma das raízes, rp 1 , ela resol­
vente de Galois da equação F(x) =O: é isto uma conse<1i.iência da 
última proposição estabelecida. 

Deveinos ainda notar que a função 'f pode em particular ter a forma 
y (x1 'a.·~' ... 'x,.) = XI; isto é, as raízes da eqnação F(x) =o vodem 
e.i:primir-se em função racional de qualquer das raíze.~ dmna sua 1·e,~ol­
t'ente de Ualois. Sejam s1 = 1, 1111 • • ·, s:'·, em que !'- = (n - 1) ! , as 
substituições que trocam entre si, de todos os modos possíveis, as 
variáveis x~, x,1 , ••• , x,,, deixando fixa a variável x 1 , e sejam g> 1 , Cf2 • • ·, 'f:'· 
os valores correspondentes da função cp: ter-se-á 'f1 = ~2 = · · · = ~!'·, o 
que significa que existem!'· polinómios diferentes, de grau inferior a n!, 
<1ue permitem exprimir x 1 em função de i:p = cp 1 • 

1 l'rof. A. de ~lira Fernandeo, «Gmpo' de rnhstituir;ões e reoolubilidade algébrica>>, pág. !J-11. 
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-L Funções simétricas dum determinado conjunto de raízes. Um caso 
particular notúvel, que engloba o considerado no § 2, e do qual nos 
,-ainos ocupar pormenorizadamente, é aquêle em que as funções rp e lji 
se reduzem a funçües simétricas de p das variáveis ;1:1 , x2 , ••• , x,., 
sendo 11 < n, e 11~10 figurando, por isso: explicitamente, as restantes 
variáveis. Serve de exemplo a funçi"10 

9(.r1 ,t1·'.'l, · · · ,.x·11)=x1 + ~.t·:? +···+.ri', 
1 i ne podíamos pôr sob a forma 

·'.9 (;X-1 , ,t'., , • · • , ,J: ) -~ J.~ 1 --!- X., + • · • + X + Ü • J.~ +I ---l- .. • T' - Ü . X • 
• - - j/ ' - Jl Jl 1 .1 

Dum modo geral, ter-se-á, neste caso, 

SD (x1 'X1' · · · •.:e,,) ___::e <I> (a:~i 'x1' · · ·, .:i:,.), 
'f (.x 1 , x 2 , ••• ~ x,.) -== 'Y ( x 1 , x2 , ••• , x,,) , 

sendo <I> e 'Y funções simétricas racionais de ZJ vari[weis. 
"\_s conseqüi•ncias que. do teorema demonstrado, resultam para êste 

t:aso, são de muito fácil dedução. Em particullir, se fô1· f 1 (x) = O a 
equcu;üo que tem como l'<dze.~ ;:c1 , x 1 , •• • , x,,, e snzJ01ulo que são entre .si 
d(f"e1·ente.~, dois a dois, o.~ rnlo1·es 11uméricos de -p 1 , % , ... , rp,,., [neste 

ca80 é m = ( ;~) J, podemOIS ccfirmw· que OS Co!'ficientes da equaç(io f 1 (x)=Ü 

8<ÍO func;oe.~ mcionai8 intefras de rp 1 , de coPficiente8 racio11almente conhe­
cido8 e de gmn ·i11.ferior a m . 

Os coeficientes da mesma equação podiam achar-se, como é sabido, 
utilizando o sistema 

F(J.' 1) =O, 
F(.xJ =O, 

F(x,,) =O, 
<f> (x1 • X~, • • ·, .x:.) = Ü , 

o qual eo11duz, precisamente, it equaçuo f 1 (x) =O, quando, na elimi­
nação, tenha havido o cuidado de sujeitar os símbolos x 1 , x 2 , ••• , x", 

it condic:ão de representarem, de fcicto, raízes algebricamente distintas t. 
Importa notar que, empregando êste processo, os coeficientes def1(x)=Ü 
vêln geralmente sob a forma de funções racionais fraccionárias dos 
coeficientes da equação P(.-:r:) = O, não sendo, então, necessário que os 
Yalores numéricos de 'f, , rp1 , •• • , 'Pm sejam entre si diferentes, dois a dois, 
mas apenas qne o valor de rp 1 nâo coincida numericamente com nenhnm. 
dos raloi·e.'5 das restantes funções. 

Recordaremos ainda um outro processo que, no caso geral, se usa 

P.:>1n .MATIL I~ 5 



JOSÉ SEBASTl.Í:O E SILYA 

para determinar uma função racional (geralmente fraceionúria), por 
meio <la qual se possa exprimir <f em 9. Cousiste êste processo em 

(

1 di ,_r, ,L \ 
collstruir a função ). (X)= K(X) X o1 'fi + X:~ qi2 + · · · + .X Tm'f"'.), 

sendo ./\(.Y)-: ;fi"(X - rpi); e determinar, em segL;ida, ·.j;, a partir de qi. 
i=1 

empregando a fórmula ~ = ;~~~). 
Nós vamos adaptar êste processo it detenninação dos rnlor0s de 

·.Ji 1 , 'f2 , • • • , ~:'·, no caso em que se tenha, numi.•ricmnente, 

91 = qi,, (h = 2 ' 3 ' ... ' p.) ' 
'fi=f=-'qi,, (h = 11.+ 1, p.+ 2, · · · , m). 

É claro que, em tal caso, não são funções racionais dos coeficientes 
da equação P(x) =O os valores procurados, mas são-no, com certeza, 

i=!J-

os coeficientes da equação YJ ( 1) =II ( 1y - ·.Jii). Yejamos como determi-
i=1 

nar êsses coeficientes. Para isso, notemos que qualquer dêles se pode 
considerar funçiw racional das raízes :r1 , x2 , ••• , x,.; sejam, nessas con-

dições, ·n1 (Y)=·n(1),-n2 (Y),···,n.(Y), em que 1·=(1~), as formas 

diferentes que toma o polinómio YJ ( Y), quando, sôbre aquelas variáveis, 
se executam tõdas as substituições do grupo simétrico; e z1 (X) = 

= z (X), z2 (X), · · · , z .. (X) as formas correspondentes, que toma o poli-
i=i'· 

nómio z (X)_ II (X - rp.), para as mesmas substitu"ições. Então os coe-
i=t 

ficientes do polinómio 

0 (X, Y) K(X) [~1 (.~) + :n2 (.~) + · · · + ~·· (i)J 
Z1 ( ) Z2 l ) Z,. ( ) 

serão funções simétricas de x 1 x2 , ••• , x,, e, portanto, funções rarionais 
dos coeficientes da equaçito F(x) = O. Finalmente, é fácil ver que 

n ( Y) = f'· ! e ( 91' Y) 
1 p·(u.)( ) ' .L\. • qil 

tendo-se J((!L) (rp1) -f-Ü, visto que cp1 é uma raiz da equação E (X) = O, 
de grau de multiplicidade igual a 11 . • 

Não se deve perder de vista que t'ste resultado é Yáli<lo no caso 
geral, isto é, quaisquer que s~jam as funções racionais q; e ~ das rnriú­
veis x1 , x2 , ••• , x,.. Em particular, podem, por êste processo, ser deter­
minados os coeficientes da equação .f~ (x) =O atrás considerada. 

A título de curiosidade, vamos indicar processos especiais, para cada 
um dos dois casos seguintes: 
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1.º A fnnc;ão <I> 1·eduz-se ao produto das p vm·iáveis. Suponhamos que 
:;e aplicou a transformação y = t- x, à equação F(rc) =O, deixando t 
indeterminado, e se construiu a equação P, (X)= O cujas raízes são os 
produtos das raízes p a p da transformada F(t-y) =O. Nestas condi­
ções, a eqmu;ão P, (X)= O, que tem por coeficientes funções de t, 

define X como funçiio implícita, pluriforme de t, cujos (;) ramos estão 

incluídos na expressiLO geral seguinte: 

X1 ; ... / (t) = (t---x;. )(t-x;) · · · (t- x;), 
J' :P ' p 1 ':! 11 

em que i 1 , i 2 , ••• , 1~ representam p quaisquer dos números 1, 2, · · ·, n. 
Pondo, por comodidade, X1 , 2 •... ," ( t) _ X1 ( t), e escrevendo esta função 

sob a forma X1 (t) _ 0:0 + o:1 t + ... + o:,,_1 t•-• + t'', virá 

X/'1(0) 
O!i=--.,­

i. 
(i =o' 1, 2' ... ,p -1). 

Ora, como facilmente se conclui, as grandezas 0:0 , 0:1 , • • • , o:._1 , sito 
àparte um foctor comum, os coeficientes da equação .f1 (x) =O, que 
ndmite soluções iguais iis da equação X 1 (t) = O. Por outro lado, os 
números derivados x; (O) , X/' (O) , ... , X/',_1> (O) , funções racionais de 
?i = ( -1 )'' x1 x2 • • • xv , podem calcular-se do seguinte modo : determinando 

dX . d - p (V') o 1 d f' õ . l' 't -- , a partir a equaçao , .i. = , pe a regra as unç es 1mp ic1 as; 
dt 

l l . d d f - dX f l . d f' d e ec uzm o a unçao -- . as restantes unções e enva as, e azen o, no 
dt . 

final, em tôdas aquelas funções, t = O e X= p1 • Assim ficará o pro­
blema resolvido. 

Para que seja eficaz êste proce.~so, é apenas neces.'lário que se tenha, 

numericamente, 'P1=F7,. (h = 2' 3' ... 'm). 

Se e.'lta condiçào m"io .fôr satisfeita, e se tiver 

'!i ='!i 
,J "' 

(lt = 2 ' 3 ' ... ' ~) ' 
(h = 11. + 1 , I'· + 2 , ... , m) , 

as derii:a.das parczais, em 1·elaçào a X e ci t, da função P, (X), que 
podemos pôr sob a .forma P,(X) __ 1. (X, t), seriio, pam t =O e X= p1 , 

tôdas nulas, até tt ordem !'· -1, inclusÍ'Vé, como se pode verificai·, e a 
equw;ào que se obtém, de.'lenvolvendo o p1imei1'0 memb1·0 da. 1:9ualdade 

[ 01.. dX + º'"]<1'> ,=O, 
ax dt <h f:gi 

e tomando X/ (O) para incógnita, será, dêste modo, uma equaçào algéb1·ica 
de grau !'-, que permite calcular aqttPle númm·o de1i1:ado. ~~ desneces-
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sário indicar como se acham os restantes números derivados. Interessa, 
apenas, notar que o problema terá agora .u. soluções, e é evidente que os 
coeficientes da equação f 1 (x) ==O já niw siw, neste caso. funções racio­
nais de p1 • 

Nota - Para construir a equação cujas raízes são os produtos das raízes, p a p, 
duma equação dada, vários processos podem indicar-se. Não apreseutaremos, con­
tudo, nenhum dêsses processos, porque não vemos nisso interêsse especial; limita­
mo-nos a observar que os coeficientes de tal equação podem achar-se directamente, 
aplicando a teoria das funções simétricas. 

2.0 A função siméfrica das p 1·alzes 1·eduz-se à soma das mesmas raízes. 
Suponhamos que se aplicou à equação F (x) =O a transformação defi-

nida por y = --1-, em que t é um parflmetro Yarüí.,·el, e se cons-
1 
--t 
X 

truiu a equaçiw S,(X) =O, que tem como raízes as somas das raízes1 

p a p, da equação transformada. A equação Si(..Y) =O define X como 

função implícita, pluriforme de t, com (;) ramos, incluídos na seguinte 

expressão 

X· .... t (t) ___ l_+_l_+··· +-1-. 
1" 12 ' .,, 1 1 1 

--t --t --t 
Xi ,, 

Fazendo, por comodidade, Xu ...... (t) X1 (t), será 

X/il (0) = ~1 (x't1 + ;t'~+i + ... + x~+i) (i=0,1,2, ... ,p-l). 
i' ,. 

Ora, como é sabido, a partir das funções simétricas do tipo l: x:,, 
/;~l 

para i = O , 1 , ... , p , podem determinar-se todos os coeficientes da 
equação fi (x) =O. Por outra parte, os números derivados X/ (O), 
X/' (O) , ... , Xi'•-0 (O), podem calcular-se por um processo inteiramente 
análogo ao que foi indicado, para fim semelhante, no caso anterior. 

Também aqui é necessário e suficiente que se tenha 

P1=Frp,. (h = 2, 3, .. ·, m), 
para que o processo não s~jct ilu.~ório . 

. Na hipótese de .~er 

So1 =cp/t 
P1=Frp,. 

(h = 2 ' 3 ' ... ' ti-) ' 
(h=v-+1, f'· + 2, ... , m), 

ajusta-se a êste caso, mutatis mutandis, tudo o que, em cfrcunstância 
idPntica, .~e disse para. o raso ctnteri01·. 
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Nota - Os coeficientes da equação que tem como raízes as somas das raízes, 
11 a p, duma dada equação, podem calcular se directamente pelo método das funções 
si:nétricas. 

Todavia, convém notar que, neste caso, basta saber calcular o têrmo conhecido 
<la equação, por isso que os restantes coeficientes se deduzem, fàcilmente, da 
expressão daquêle. Com efeito, imaginemos que, sujeitando a equação F(x) =O à 

transformação y = ; - x, sendo u variável, se obtém a equação Ru (y) =O, cujos 

coeficientes serão funções de u. Considerando a função 

o(y,.y1,···J1,,)=(;-x1)+(;-x2)+· .. +(;-x,) 
=u-(x1 +x2 + · · · +x,,) 

e designando por 01 = 6, 02 , ••• , O,,. os valores distintos da função o, para tôdas as 
substituYções do grupo simétrico, será evidentemente 81 • 62 ••• om, produto daquelas 
funções, o têrmo conhecido da equação cujas raízes são as somas das raízes, p a p, 
da equação Ru (y) =O. Entã.o, representando por •(u) êsse produto (que é, ma­
nifestamente, função de u), será a igualdade T (u) =O a equação que tem como 
raízes as somas das raízes, p a p, da equação F(x)=O. 

Assim, por exemplo, quaisquer que sejam os coeficientes da equação do 4.0 grau x1 + Ax3 + Bx2 + Cx + D =O cujas raízes designaremos por a,b,c,d, ter-se-á, 
sPmprP. (a+ b) (a +e) (a+ d) (b +e) (b + d) (e+ d) = ! a3 b" cd + 2 ! a3 bcd + 
+ 2 ! a2 b'!. e'" + 4 ! a2 b" cd = A (BC - AD) - C 2 : por isso, dada a equação 
j (x) = x' + k.r:" + px 2 + qx + r = O, que se t.ransforma na equação 

y'- 3\ P" ( ;)Y3 + 2\ r ( ;)y'!.-J' ( ~-) y +1 (-i-) = 0 · 
u ' quando se faz v = - - x, sera .. 2 

}r1 (~) l_~r(;)P(%)- ~!' 11 (-~)·1(;) ]-~' (;)J=o 
a equação cujas raízes são as somas das raízes, duas a duas, da equação f (x) =0. 

Para k =O, a última equação toma a seguinte forma: 

u0 + 2pu1 + (p2 - 4r) u2 - q2 =O, 
resultado que oportunamente aproveitaremos. 

;). Decomposição de polinómios em lactares irredutíveis; equações 
susceptíveis de abaixamento. Neste, e nos parágrafos seguintes, tratare­
mos de aplicar, à resoluç1\o de alguns problemas conhecidos, os resul­
tados anteriormente expostos. 

Em Yirtude do que foi estabelecido, o conhecimento do Yalor duma 
funç~w simétrica de p raízes da equaç~to de grau n, F(:r) = O, torna 
geralmente possível substituir esta equação por duas outras, uma de 
grau p e a outra de grau n - p, cujos coeficientes sejam funções racio­
nais daquêle valor. Em particular, se o referido valor pertencer ao 
corpo Li definido pelos coeficientes da equação P(x) =O, esta serú 
rnclutírnl. 
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Dum modo geral, pode afirmar-se que é conrfi1Jio ner'.e.~.fü na /HI 1·11 IJU.e 
nma equação NeJa 1·eclutível, que exi.'tta, pelo meno.'t, nmn .funr;ito .~imétrfrct 
de p raízes dessn equação (8mulo p qualquei· do8 número8 1 , 2, ... , n--1 ), 
l'lt,jo valor pm·tençct ao corpo definido pelos coeficiente.<t da me.~ma equaç-i'io. 

Esta condição não é contudo suficiente. Com efeito, suponharno~ que 

d d . . d n , . sen o p um iv1sor e n e /J. = - , se tem, numericamente, 
l' 

<I> (x1 , x2 , •• ·, x,,) = <I> [x1;.+i, X1;•+2, · · ·, xu.-+o,,] = :r. para k = 1, 2, ... , :1· -- 1. 
Então, o conhecimento de o: não adianta nada, em geral, relatinunente 
à decomposiçiio de F(x), em factores de coeficientes situados em ~. 

Em todos os restantes casos, porém, o polinómio F(x) será, com 
certeza, decomponível em factores daquela natureza. Podetia, assim, 
formular-se uma condição necessária e suficiente para que uma equação 
algébrica seja redutível. 

Se, verificando-se a última condição, não houver combinaçito alguma 
de p raízes de F(x) = O, àlém das indicadas, para a qual a função <I> 
tome o valor numérico u, a equação F(x) =O será susceptível de abai­
xamento : a sua resoluçito torna-se, então, equivalente à de uma equa­
<;ão de grau I'· (a resolvente), seguida (no caso de tal equação não admi­
tir raízes múltiplas) da resolução de /J. equações, f, (x) =O, f 2 (x)-= O, 
... ,f:,. (x) =O, tôdas de grau p, e tais que j~ (x) .f2 (x) · · ·fu. (x) = F(x). 
Estas /J. equações estão em correspondência biunívoca com as raízes da 
resol ,-ente, sendo os coeficientes de cada uma, funções racionais da raiz 
correspondente; por isso, tais coeficientes não pertencerão, geralmente, 
ao corpo definido pelos coeficientes da proposta. 

O que acabamos de afirmar não é senão urna conseqliência do que, 
no § anterior, foi estabelecido a respeito do caso em que os valores de 
algumas das funções gi, , q;2 , ••• cp,., coincidem numericamente. DeYe aeres­
centar-se que, se a resolvente admitir k raízes múltiplas, será ainda 
preciso resolver, depois dessa, k equações auxiliares; e que, se algumas 
destas admairem também raízes múltiplas, se lhes deve aplicar o que 
se disse para a primeira; e assim sucessivamente. É manifesto que, it 
medida que se passa de umas para outras equações, o grau das mesmas 
baixará muito ràpidamente. 

No tipo de equações anteriormente consideradas, estão incluídas as 
equações reciprocas, e as equações a que faltam os termos de grau 
impar. No primeiro caso, tem-se, representando, numa ordem conYe­
niente, por x,, x2 , • •• , x2,. as raízes da proposta, diferentes de 1 e de -1: 
X-i .x211 = x2 x211_ 1 = · · · = x,.x,._, = 1; o que permite formar, empregando 
apenas operações racionais, a equação que tem como raízes x 1 + x2,., 

J'2 + z 211 _ 1 , ···,a:,.+ x,.+1 • No segundo caso, será, adoptando a mesma 
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representai:ão das raízes: .i::1 + x2,. = X2 + ;x:2"_1 = · · · = x,, + J:,.+1 =O; 
pode então passar-se imediatamente parn a equação que tem como raí­
zes ;J~I J}'2,1 = - :x:;' ~L':l a:'2u-I = - .r~' • • •' :J:n :Xªu-J = - X'~• 

Posto isto, notemos que, se o polinómio F(x) fôr decomponível no 
produto de dois polinómios f 1 (:x:) e f~ (:1:), de coeficientes situados em à, 
0 valor de qmilquer função 8imétrica das raízes de j~ (a::), ou das raízes 
de j~ (.r), pertencerá também a à. O problema da decomposição de F(a::) 
em factores irredutíveis pode então resolver-se, tendo em atenção esta 
e as anteriores considerações ; sendo manifesto que, para tal fim, exis­
tiríi uma infinidade de maneiras de proceder distintas, conducentes ao 
mesmo resultado. Í<j claro que nem todos estes modos de proceder serão 
igualmente vantajosos : está naturalmente indicado o emprêgo de fun­
ções simétricas das p raízes (p < n) que coincidam ou com a soma ou 
com o produto dessas p raízes, e é fácil ver que, em tal caso, os pro­
cessos não diferem, no fundo, dos conhecidos, em que se aplica o 
método dos coeficientes indeterminados. 

Nrw iremos indicar pormenorizadamente, como se procede, para a 
resolução do referido problema. Limitar-nos-emos a dizer que, no caso 
em que 8e adopte como funçrio simétrica a soma ou o produto, será 
necessário construir n - 1 equações, cada uma das quais tem como 
raízes as somas (ou os produtos) das raízes p a p da proposta 
(p = 1, 2, ... ,n --1); procurar em seguida, raízes destas equações que 
pertençam a à; fazer a decomposição de F(x) a partir dessas raízes; 
repetir a operação indicada para cada um dos polinómios obtidos, e 
assim suces8ivamente. Dêste modo, é-se leYado, necessàriamente, i.i decom­
posição de F(:r), em factores irredutíveis. }J claro que entre as equa­
<:ões consideradas se encontra a equação proposta. O problema compli­
ca-se, quando a raiz achada s~ja uma raiz múltipla, mas encontram-se 
atrús elementos que permitem reso!Yer completamente esta dificuldade. 

6. Resolução de equações por meio de resolventes. Aplicando os 
resultados anteriormente expostos, é possível imaginar processos de 
resolução de equações algébricas, com emprêgo de equações auxiliares. 

Assim, por exemplo, é possível resolver uma equaçi'to do 6. 0 grau, 
começando por determinar uma só raiz O duma equação do 10. 0 grau, 
e resoh·endo, em seguida, duas equações do 3. º, cujos coeficientes 
são funções racionais de Vã. Com efeito, se transformarmos a equação 
do 6. 0 grau proposta, de modo que se anule o coeficiente do termo em 
;r5 , teremos, representando por a::1 , a::2 , x3 , x_1 , X;;, a::6 as raízes da equa­
ção transformada: x 1 + •E2 + x3 + x,1 + ;r5 + a::6 =O; o que nos habilita 
a afirmar que a equação, cujas raízes são as somas das raízes x1 , a::2 , 
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;J'a, ;c.1 , .1·;,, ,,.,, tomudas :3 a 3, é tal que, Sl' admite a raiz x, admite 
igualmente a raiz --- IX. 'l'rata-se, i1ois, duma eq uaçrw do 20." grau a 
que faltam os termos de grau ímpar, e que pode, portanto, ser substi­
tuída por uma do 10. 0 grau. Dr1ste modo, determinada uma raiz da 
última equaçfto, e extraída a sua raiz quadrada, podemos, atendendo ao 
que foi dito no § 4, construir duas equações do B.º grau, cujas raízes 
são, no seu conjunto, x 1 , ;x·~, 'ra, ;r.1 , :1·5 , .1·r;. 

Chega-se a um resultado equiYalente, se, em vez da transformação 
que produz o desaparecimento do termo em x 5 , se efectuar a transfor­
mação, pela qual o termo independente se torna igual ao coeficiente do 
primeiro termo ; neste caso, como o produto das raízes da transformada 
é igual à unidade, a equação cujas raízes são os produtos das raízes 
daquela, tomadas três a trôs, é uma equação recíproca, que poderú, 
como anteriormente, ser substituída por uma do 10.º grau. 

Para a equação do 4. 0 grau, haverá dois processos correspondentes. 
S~jam a, b, e, d, as raízes da equação do 4. 0 grau, privada do 2. 0 termo, 
x" + px2 + qx + ·r = O . 

A equação que tem como raízes a sorna das raízes, duas a duas, 1la 
anterior é, como se viu, uu + 2zni" + (p~ - 41·)ii~ -- q2 =O, que se trans-
f. - .. ') o ( ., • ) •) o ,, orma na equaçao z" + ..;pz- + zr - -:t1' z --- q· = ' para z = n· . 

Esta última equação não é outra senão a resolvente que se obtém, 
quer pelo método de Descnrtes, quer (ii-parte uma transformação ele­
mentar) pelo método de Lagrang0. O conhecimento duma das suas raízes 
basta para que a resoluçiw da proposta se reduza iL de duas equações 
do 2.0 grau. :Mas será ainda mais simples o modo de proceder, se, em 
vez de uma, se conhecerem as três soluções da resolvente. Com efeito, 
por ser (a.+b)+(a+c)+(a+d)=2a+(a+b+c)=2a e atendendo 
a que é ci uma raiz qua.lque·r da proposta, as raízes desta sedio os Yalo-

res de .1:, dados pela fórmula .e= t-(\11z~ + v'~ + v'~;) pnra combina­

ções convenientes das determinações de v'z~, v'~, v'z,,. Ora a maneira de 
combinar, convenientemente, os sinais das raízes quadradas, pode dedu­
zir-se, tendo em vista as igualdades 

a + b = - (e + d), 
a + e = - (b + d) , 
a+ d =e -· (b +e), 

donde se conclui que, se forem IX, ~, I 1 os nilores que conduzem n 
determinação de a, serão IX, - ~, -1 os que permitem achar l>, -·-a, 

·L !~ <'inro r1ue '/. = n + 11 , B = 11 + r• , ~· = " + d -
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~, -1 os que definem e e -o:, - ~, '/ os correspondentes a d. Em 
re:rnrno; os ntlores a tomar, de cada vez, na aplicaçã.o da fórmula 
ttnterior, deyem ser tais que o seu produto tenha o sinal de 

(ri + b) (a + e) (a + d) = a2 (a + b + e + d) + ( bc + bd + rd) a + br:d 
= abc + -:tbrl + acd + bcd, 

1iortanto o sinal do coeficiente - q. Dêste modo se chega, mais uma 
vez, a um resultado conhecido. 

Se, em vez da equação do 4. 0 grau privada do 2.0 têrmo, se tivesse 
tomado como ponto de partida a equação do mesmo grau, com o têrmo 
independente igualado ao coeficiente do 1.0 têrmo, chegar-se-ia a uma 
resolvente, que é a mesma que se obtém pelo método de Ferrari .. 

í. Determinação duma raiz, conhecido apenas o módulo, a parte 
real ou o argumento. Neste§, consideraremos, separadamente, cada um 
-dos problemas seguintes : 

1.0 Dado o módulo duma miz, determinar a parte ·1·ectl dessa, raiz. 
No caso geral, isto é, quando se trate duma equação F(z) =O, de coe­
f'icientes imaginários quaisquer, não será possível aplicar, iL resoluçíLO 
dêste problema, os resultados anteriormente expostos. Fazendo z=a.~+iy, 
pode escrever-se F(z) = rp(x,y) + iHx,y), em que rp e tji são funções 
inteiras, de coeficientes reais, das variáYeis reais x e !/ . Seja, então, p, 
-0 módulo duma raiz, e consideremos o sistema, necessàriamente possíYel, 

J rp(rr,y) =O 
·Hx ,y) =o l a:2 + ;i/ = r2. 

A eliminação de .1J entre a primeira equação e a última, por um lado ; 
e entre a segunda e a última, por outro lado, conduz a um sistema de 
duas equações a urna só incógnita, ambas de grau 2n, sendo n o da 
proposta, e que admitem, ge1·almente, uma só raiz comum, que é a parte 
real da raiz de módulo p , se êste fôr diferente dos módulos das outras 
raízes. 

Xi"Lo chegámos, portanto, a fazer uso do que foi estabelecido nos §§ 
nnteriores; e o que se dá, no caso geral, em relação a êste problema, 
wrifica-se igualmente, para os qne vão ser considerados em seguida. 

Porém, se os coeficientes da equação F(x) =O forem todos reais, a 
questão simplifica-se consideràvelmente, tornando-se já possível a apli­
cação da matéria dos §§ anteriores, e haverá dois métodos diferentes, 
eonforme se trate duma raiz real ou duma raiz imaginária. 

Se a raiz fõr imaginária, como o quadrado do módulo é igual ao 
proJnto da raiz pela sua conjugada, e a soma das duas, igual ao dôbro 
dn parte real comum, o problema a resolver é o da determinação da 
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soma de duas raízes, a partir do seu produto, - <·aso particular <le 
outro problema que já foi estudado com desenvolvimento no § 4. 

Tratando-se duma raiz real, o cálculo da parte real ou do coseno do 
argumento equivale ii determinação do sinal, uma vez que se considera 
conhecido o módulo. Então o problema reduz-se a êste outro : deter­
minar uma raiz, conhecido o seu quadrado; implícito noutro, de maior 
generalidade, e que consiste em, dada a potência de expoente n duma 
raiz, determinar essa raiz. Ora sabe-se que, sendo 01. raiz da equaçiw 
F(x) =O, existe uma funçiio inteira p (x), de coeficientes racional­
mente conhecidos, e de grau quando muito igual a n -1, tal que 
rx = p (ex"). O problema pode ainda resolver-se de outras maneiras. 

2.° Conhecida a parte 1·eal, determinar o módulo. O problema só tem 
interêsse quando a raiz fôr imaginária. Atendendo às observações ante­
riormente feitas, vê-se imediatamente que, no caso de a equação ter os 
coeficientes reais, se trata de determinar o produto de duas raízes, 
conhecida a sua soma. 

3. 0 Determinar o módulo ou a pm·te 1·eal, conhecido o argumento. Só 
interessa, evidentemente, o caso em que a raiz é imaginária. Então, se 
a equação tem todos os coeficientes reais, dado o argumento fJl duma 
raiz :r1, e representando por x2 a raiz conjugada, ter-se-á cos2úi = 

x2+x2 
·i 2 • Como as funções de raízes x 1 + x2 e .'l'.: 1 ;r2 pertencem ao 
X1X2 

:r; + x; 
mesmo grupo que a função ,,. .... será possível exprimi-las rac10-

•.(.>1 tA,,2 

nalmente nesta última, o que resolve o problema. 

NOTAS 

A) Na demonstração do § 1 supomos, inicialmente, que o polinómio 
p (X) é de grau m - 1 , e indicamos como se faz, nessa hipótese, a 
determinaçiio dos coeficientes do polinómio p (X), tomados para incógni­
tas dum sistema de equações lineares; mas nada impede, evidente­
mente, que o coeficiente do pressuposto primeiro termo, e, pon·entura, 
de alguns dos seguintes, venha a receber no resultado o valor zero, o 
que significa, afinal, que o polinómio não era de grau m - 1 , como se 
tinha suposto, mas de grau inferior a êsse. 

B) A demonstração que apresentamos no§ 1 pode fácilmente adaptar-se 
ao caso em que o grupo das substitu'ições que deixam invariante a fun­
ção q> esteja contido no grupo G de Galois da equação F(x) =O, rela­
tivamente a um dado corpo à que contenha os coeficientes dessa equa­
ção. Basta, então, considerar os valores distintos g>1 = q> , g>2 , • •• , !l'!'· , da 



fuJl(:ão 'f, para tôdas a:; substituú;ões de (,', e os correspo11Lle11tes valo­
res 'f1 = 'f, ~", · · ·, 'f!'· da fun<:ão 'f, para as mesmas substituI<:ões. Hepre­
sentando por p (X) um polinómio inteiro em X do grau 11. - 1, tal <1ue 
·~, = p ( -:p;) , para i = 1 , 2 , ... , 11. , é fácil ver que os coeficientes de tal po-
1 inúmio são funçües racionais de ,,.1 , .r", ... , ;r•", <1ue permanecem inva­
riantes para tôdas as substituI<;ões de O, o <[ue 1 nos habilita a afirmar 
<1ue tais <'oeficientes s1't0 exprimíveis racionalmente nos coeficientes da 
ec1uai:ão proposta. Chegamos, deste modo, a um outro resultado 
ronhecido. 

C) 'fôdas as vel:es que, neste trabalho, nos referimos a funções 
racionais das raízes da equação F(.r:) = O, é evidente que pressupomos 
a existência dum corpo qualquer, no qual estejam contidos, juntamente 
com os roeficientes daquela equação, os coeficientes da funç1't0 consi­
derada. Nestas condições, diremos, por comodidade, que uma função 
das variáveis ·independente8 ;r1 , ;r~, ... , x,, é racional em rela~~ào a um 
dado corpo ô, se constitui um elemento Llo corpo ampliado ô(x'uJ'1 ,· • .;:cJ; 
anàlogamente, diremos que tal função é inteira em relaçào a ô, se fôr um 
elemento do domínio de integridade ~ [ x,, :r:2 , • • ·, x,,]. 

Então, se fôr ô um corpo a que pertençam os coeficientes da equação 
F(:r-) =O, e <t> (a:·,, .1:'1 , ••• , ;r',.) uma funç1't0 racional (em relaç1't0 a ô) das 
rafaes ;r,, ;1·", ... , ;r·,., sendo 1· 5_ n, pode considerar-se <I> como função 
exclusiva da variável ;1·1 , <f> = R (x,1), de coeficientes situados no corpo 
ampliado ~1 = ~ (;r~, ;r3 , ••• a:·,.), - o que permite afirmar que <I> é funçito 
racional de :.1· 1 , em relaçit.0 a ô, . Dêste modo, a função R(x,) poderá, em 
virtude da proposiçito do § 2, ser substituída por uma função de x 1 

inteira em relaçito a Â 1 , e de grau inferior a 11 .• Por outro lado, como 
os coeficientes de R (a:·,) sito funções racionais das raízes .r2 , :r:,3 , • • ·, ;r,., 
pode, a cada uma dessas funções, aplicar-se o que se disse para a fun­
<..~~io <1>, o que leva a substituir os coeficientes de R (x1) por funções 
inteiras duma das raízes xt, x 3 , • •• , :r,., ele grau inferior a n e de coefi­
cientes expressos racionalmente nas restantes rafaes. Continuando a 
raciocinar dêste modo, chega-se inevitiivelmente it conclusão de que é 
possível substituir a funçit0 <I> por uma função inteira das yariáYeis 
.x·, , J'", · · · , x·,., de grau inferior a n em relação a cada uma dessas vari[t­
veis, e de coefiC'ientes situados em Â . 

l~ste resultado constitui uma conhecida generalização do teorema 
LlO § :? ~. 

Original recebido na Redacção em Novembro de 1940 

1 Prof. A. de ::Uira Fernandes, o\Jra já citada, Tomo II, pitg. 14, Teo:·cnl<t I. 
2 Serret, «Cours d'Algé\Jre Snpérieure», p{tg. 408-41'2. 
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