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PROBLEMAS RELATIVOS A FUNCOES RACIONAIS DAS RAIZES
DUMA EQUACAO ALGEBRICA

POR

Josi: SEBASTIAO E SiLva'

1. Nova demonstracdo do teorema de lagrange. O teorema de
Lagrange, que se estabelece na teoria da rvesolubilidade algébrica,
pode enunciar-se do seguinte modo :

Se uma funcdo racional b das n variaveis x,,x,, .-, x, fica invariante
para as substituicoes do grupo a que pertence outra funcio ¢, tumbém
racional, das mesmas varidvers, pode a primeira exrprimir-se racionalmente
na sequnda, e nos coeficientes da equagdo cujas raizes SG0 X, , &y, -+, X, .

Com auxilio do teorema de que nos ocuparemos no § 2, respeitante
a fungdes racionais duma sé raiz duma equaciio algébrica, pode ainda
afirmar-se que se for m o nimero dos valores distintos que toma ¢, quando
se trocam entre si, de todos os modos possiveris, as suas varidveis, existe
wm polindmio inteiro p (X), de grau quando muito igual @ m—1, cujos
cveficientes sio funcdes simétricas de x,,x,, -+, x,, ¢ tal que b= p ().

Noés vamos proceder por ordem inversa, demonstrando directamente
a Ultima proposiciio, e deduzindo desta o referido ieorema.

Sejam, pois, ¢,=9,9,,---,9,, os valores (algébricos) diferentes,
por que passa ¢, quando, s6bre as suas variaveis independentes, se
efectuam todas as substituicdes do grupo simétrico; e, respectivamente,
$=4,9,,--+,4,, os valores correspondentes, que podem nio ser
todos distintos, da funciio {, — entendendo-se que, se for s, uma das
substituicdes que transformam o,, em o,, sera também essa uma das
substituicdes que mudam 1, em J,, qualquer que seja b =1,2,...,m.

Deve ainda supdr-se, que os sistemas de valores numéricos atribuidos
as variaveis independentes serfio apenas os ue tornam as funcgdes
@y Py, ?, Numeéricamente distintas, duas a duas; pois é obvio que,
conquanto duas quaisquer destas fungdes nio sejam, conforme a hipé-
tese, idénticas entre si, é sempre possivel determinar, pelo menos, um
sistema de valores de x, ,,,.--,2,, para o qual duas dessas funcdes
tomem o mesmo valor numérico. Por outro lado, existirA uma infinidade

1 Bolseiro do Instituto para a Alta Cultura.
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(com a poténcia do continuo) de sistemas de valores de @ ,ay,---,x,,
(ue tornam estas func¢des todas numericamente distintas.

Posto isto, seja p(.X) um polinémio inteiro em .\, de grau quando
muito igual a m — 1 e de coeficientes a determinar pelas condigdes

(1) "Pizp(cpi (i-::l,?,---,m).

Tomando para incognitas os coeficientes do polinomio p(X), as
igualdades anteriores formam um sistema de Cramer, visto o determi-
nante do sistema ser o determinante de Vandermonde, construido com
as poténcias, de expoentes 0,1,...,m — 1, das fungdes ¢,,9,,++,9,,
que, em virtude da hipétese estabelecida, s6 podem tomar valores numé-
ricos diferentes entre si, dois a dois.

Resta, agora, demonstrar que os coeficientes do polinémio sio fun-
cbes simétricas de x,,x,,-..,2,. Para isso notemos que:

1.° Toda a substitui¢io s, , que muda 9, em 9, é também uma das
que transformam 4, em J,. Com efeito, sera s, —s,5'g, sendo g
uma substituicio do grupo a que pertence a fun¢io o. Mas, como s
muda ¢, em J,, e s, transforma Y, em ¢, , segue-se que s, , faz passar
de ¢, para J,, — como se tinha afirmado.

2.° Valores diferentes de 9, sfio convertidos em valores diferentes
de ¢, por efeito da mesma substituicio. I8 isto uma conseqiicneia da
propriedade, segundo a qual os dois produtos de substituicdes so e sz
sdo diferentes, quando se tiver s==s’.

Vé-se, portanto, que uma substitui¢io qualquer do grupo total, exe-
cutada sobre as variaveis x,,,,---,2,, tem apenas, como resultado,
alterar a ordem das equacdes (1), o que, evidentemente, ndo influi na
soluciio do sistema. Os coeficientes do polindmio siio, por conseguinte,
fungdes simétricas de x,,x,,---,2,, e déste modo fica demonstrado o
que pretendiamos.

No caso geral, para que {, se possa exprimir racionalmente em ¥, ,
é necessario que se tenha j = L. Porém, o mesmo nio sucede, se o
grupo a que pertence 9 € um sub-grupo invariante do grupo simétrico.
Com efeito, sabe-se que, se for G o grupo a que pertence 9 =9, e s,
uma substitui¢cio que transforme o, em ¢,, sera s, G's;' o grupo das
substituictes que deixam invariante a fungfio ¢, (k =1,2,...,m). Doste
modo, se G' for um sub-grupo invariante do grupo simétrico, ter-se-a
s, Gs;' = @ e, portanto, a fun¢io P, nio é alterada por nenhuma subs-
tituicho de G', o que torna possivel exprimir racionalmente ), em 9, ,
qualquer que seja 2 =1,2,...m. Devemos notar que o polinémio por
meio do qual se exprime Y, em funciio de 9, nio é, em geral, o mesmo

Th

(ue permite exprimir J, em funcio de ¢,, quando h=/k; porém, se
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ot

for 4, = p(p,), ter-se-4 também ¢, , = p(y,), sendo ¢, , a funcio em
que é transformada , por qualquer substituicio que mude o, em o,
(hyk=1,2,...,m).

Em tudo o que seque, e quaisquer que sejam as convencdes que se intro-
duzam, cumulativamente, em cada caso particular, representaremos por
I'(z) = 0 a equacdo algébrica, cujas raizes sdo @, , &y, -+ ,x,.

Notemos, agora, que a demonstraciio apresentada indica, a0 mesmo
tempo, um processo para calcular os coeficientes do polinémio p (X).
Istes coeficientes aparecem, inicialmente, sob a forma de fraccdes,
cujos termos siio do tipo Au’, em que 4 representa uma funcio simé-
trica de x,,x,,.--,2, € u o determinante de Vandermonde construido
com as poténcias de expoente 0,1,...,72 —1 daquelas variaveis; as
fracgdes podem, pois, simplificar-se, de modo que os seus termos se
reduzam a fungdes simétricas das variaveis.

Come exemplo de aplicagfio, determinemos o polinémio que, a partir
do produto de duas raizes quaisquer da equagio do 3.° grau

2+ p®+qr+r=0
permite achar a soma das mesmas raizes. Teremos, representando por
a, b e c as raizes da equacio, e por 4, B e (' os coeficientes do poli-
nomio,
[ a+ b= A(aby + B(ad) + C,
a+ ¢ = A(ac) + B(ac) + C,
l b+ c= A(be) + B(be) + C,

donde
A= be® — ac® + ab* —bic + a*c — a’b
S @t be — ab? e - ab®c — @b e + a’be — a be?

_ @—Ba—9b—9 _1
 abe(a—b)(a—c)(b—c) 1’

e, analogamente, B = — %, C=0.
: A?—qX

O polinémio procurado sera , portanto, ¥ = —

2. Funcdes racionais duma so6 raiz. Suponhamos que sio da seguinte
forma, as funcdes » e L a que nos referimos no § 1:
?(xn’m-n e ,‘a";:)ER(‘rI)7
L!’('Tn“'z: . 'an)ES@?i)’

sendo R (x) e S(x) funcdes racionais de x que se conservam finitas
quando se substitui a variavel « por qualquer das raizes da equagio
F(x) = 0. Ter-se-i, evidentemente, o, =R (x)e b,=S(r), qualquer
que seja¢—=1,2 ... 2.
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-t

Supondo agora que a equagiio F(x) = 0 ndo admite raizes miltiplas'
pode afirmar-se, atendendo ao que foi estabelecido no § 1, que, entre
as funcoes B () e S(x), existe a relacio

Ser)=p[R(x)], para i=1,2,...,n,
sendo p(X) wm polindmio inteiro em x, de coeficientes racionalmente
conhecidos e de gran quando muito igual @ n—1 (tem-se neste caso m=n).

Io &ste um resultado ja conhecido, que obtemos aqui por uma forma
diferente da usual.

A equaglio cujas raizes sio R (x,), K (x,),.-, R (x,) é uma trans-
formada de Tschirnhausen da equacio F(x)=0; o mesmo diremos a
respeito da equaciio que tem como raizes S (x,), S (x,), .-, S (z,). Pode
entio formular-se o resultado anterior de modo diferente, dizendo que
as raizes de qualquer transformada de Tschirnhausen da equagao I'(x) =0
se podem escrever sob a forma dwm polinémio inteiro p(r), de coeficien-
tes racionalmente conhecidos e de graw ndo superior a n — 1, tomando
para varidavel independente a raiz correspondente, de outra transformada
de Tshirnhausen da mesma equacdo. Nio deixaremos de notar que, entre
as transformadas de Tschirnhausen duma equaciio algébrica, se encon-
tra a propria equacdo.

Seja A o menor corpo a que pertencem todos os coeficientes de equa-
cdo F(x)=0. Representemos por A(x,) o corpo que se ohtém pela
adjunciio a A da raiz x , e por A[x] o dominio da integridade consti-
tuido por todos os polindmios inteiros em x, de coeficientes situados
em A, sendo x uma indeterminada. Seja por outro lado B o anel de

A(x . . .
classes resto % em que ¥ é o ideal gerado pelo polinémio I (),

irredutivel em A, que admite a raiz x,. IS claro que B é constituido
por todos os polindémios inteiros em x, de coeficientes situados em A e
de grau inferior a n,, sendo n, o grau da equaciio I (x) = 0.

Tendo em vista o resultado anterior, pode dizer-se (ue existe um iso-
morfismo entre A(x,) e B, que faz corresponder a cada elemento I (x))
de A(x,) wm elemento p(x,) de B, tal que R (x,)=p(x,). Estabelecemos
assim, por via construtiva, um resultado ja conhecido e susceptivel de
generalizacio *.

3. Funcdes que mudam para tddas as substituicdes do grupo simé-
trico. Seja ¢ uma fungiio racional das = variaveis x,,,,---a,, que

1No caso de a equacao F(x) =0 admitir raizes multiplas, pode passar-se para outra ecquacao
Fy(®) =0, cujas raizes sejam todas raizes simples, numéricamente iguais as da primeira, — o
que s6 introduz operagdes racionais.

2Van der Waerden, «Moderne Algebre», pg. 89-90.
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toma n! valores distintos ¢,,9,,.--,9,,, quando se permutam de todos
os modos possiveis as suas varidveis, isto é, uma fun¢io que pertence
a0 grupo constituido pela substituicio identidade. Supde-se neste § que
a equagiio J'(xr) = 0 nio admite raizes multiplas. A equagio que tem
como raizes os valores ¢,,9,,---9,, 6, como se sabe, uma resolvente
de Galois da equagio F(x) = 0'. Il evidente que qualquer outra funcio
racional & das mesmas variaveis ficara invariante para as substituicdes
do grupo a que pertence ¢, visto que &sse grupo se reduz a identidade.
Entdo pode afirmar-se que: toda a funcdo racional das raizes da equa-
¢io F'(x)=0 se pode exprimir em funcdo duma das raizes duma sua
resolvente de Galois, por melo dum polindmio inteiro, de coeficientes racio-
nalmente conhecidos e de graw inferior a n!.

Seja p(.X) o polinomio que permite exprimir ¢ = ¢, em funcio de
9 =¢,; sera também p(X) o polindmio por meio do qual se exprime
¢, em fungio de o, , qualquer que seja b =1,2,...,n/. Notemos porém
que, neste caso, 0 grupo a que pertence a funciio ¢, ou seja o grupo 1,
é um sub-grupo invariante do grupo simétrico, o que nos habilita a
afirmar que também J, se pode exprimir em func¢iio de o,, por meio
dum polinémio, diferente, em geral, de p(X). Pode, pois, substituir-se
no enunciado anterior « expressio «em funcdo duma das raizes» por esta
outra «em funcdo de qualquer das raizes». Obtém-se, déste modo, aparte
a forma, a conhecida proposiciio, enunciada primeiro por Abel, e demons-
trada mais tarde por Galois no principio da célebre memoéria sébre a
resolubilidade algébrica.

Recordaremos de passagem que, se f6r A um corpo a que pertencam
os coeficientes de [F(x)=0, o corpo A(z ,x,,.--,2,), obtido pela
adjuncio a A de todas as raizes de ['(x) = 0, é idéntico ao corpo sim-
ples A(»,), obtido pela adjunciio a A de uma das raizes, ¢,, da resol-
vente de (talois da equagiio ['(x)=0: é isto uma conseqiiéneia da
ultima proposicio estabelecida.

Devemos ainda notar que a funciio 4 pode em particular ter a forma
o, a,, ,2)=wa; isto 6, as raizes da equacdo I'(x) =0 podem
exprimir-se em funcio racional de qualquer das raizes duma sua resol-
vente de Galois. Sejam s, =1, 5,,---,8., em que uv=(n—1)/, as
substituicdes que trocam entre si, de todos os modos possiveis, as
variaveis @,, @, , - - - , 2,, deixando fixa a variavel @, e sejam ¢, 9,- -+, 9.
os valores correspondentes da fun¢iio o: ter-se-d ¢, =g, = ... =du, 0
que significa que existem v polinomios diferentes, de grau inferior a n/,
(ue permitem exprimir x, em funcio de o=o,.

I Prof. A. de Mira Fernandes, «Grapos de substituicoes e resolubilidade algébricar, pag. 9-11.
b l (=] ) (<]
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4. Funcoes simétricas dum determinado conjunto de raizes. Um caso
particular notavel, que engloba o considerado no § 2, e do qual nos
vamos ocupar pormenorizadamente, é aquéle em que as fungdes ¢ e ¢
se reduzem a funcdes simétricas de p das varidveis a ,x,,.--,x,,
sendo p<m, e nido figurando, por isso. explicitamente, as restantes
variaveis. Serve de exemplo a funcio

Y G T D=t T N -,

que podiamos por sob a forma
o(r &y, ) s+, + -+, +00x,, +..-+0.2,.
Dum modo geral, ter-se-a, neste caso,
5?('7’.1 s &gy re 7‘”..)5([)(‘7’1}'”-_»7 o 7'7",,)7
‘I’(’ll s &gy .-'I",,) -';‘F(wl 1&gyt '}‘1’.)))7
sendo ® e ¥ funcdes simétricas racionais de p variaveis.

As conseqiiéneias que. do teorema demonstrado, resultam para @ste
caso, sfto de muito facil deducio. Em particular, se for f (x)=0 a
equacdo que tem como raizes x ,x,,---,x,, e supondo que sdo entre si
diferentes, dois a dois, os valores numéricos de v, ,9,,...,0,, [neste

ym )

.
caso é m = (n) ], podemos afirmar que os coeficientes da equacdo f,(x)=0
P ‘

xo funcoes racionais intelras de o, de coeficientes racionalmente conhe-
cidos e de graw inferior « m.
Os coeficientes da mesma equacio podiam achar-se, como é sabido,
utilizando o sistema
F(x)=0,
F(x,)=0,

F(‘rv):o’
O, 2y,0-0,2,)=0,

3

o qual conduz, precisamente, & equacio f,(x) =0, quando, na elimi-
naclo, tenha havido o cuidado de sujeitar os simbolos x,,x,,---,x,,
a condicio de representarem, de facto, raizes algébricamente distintas .
Importa notar que, empregando éste processo, os coeficientes de f,(z)=0
vém geralmente sob a forma de funcgdes racionais fraccionarias dos
coeficientes da equagiio F'(x) = 0, niio sendo, entio, necessario que os
valores numéricos de o, ,9,,---,%, sejam entre si diferentes, dois a dois,
mas apenas que o valor de o, ndo coincida numericamente com nenkum
dos valores das restantes funcoes.

Recordaremos ainda um outro processo que, no caso geral, se usa

! Comberousse, Algébre Supérieure, s edicdo, 11, pg. 454-455.

PORT MATIL. 1{ 3
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para determinar uma fungfio racional (geralmente fraccionaria), por
meio da qual se possa exprimir ¢ em ¢. Cousiste @ste processo em

/ol A ] \
construir a funciio 2(.X) = K(X)(Yi I « BTSN ' . ),

o XN—o X—2,
sendo ./\'(.\’)’—:";I-_iln(X —¢,); e determinar, em seguida, J, a partir de 0.
(%)
K (o)
Nos vamos adaptar @ste processo i determinacio dos valores de
D,y , -+, du, no caso em que se tenha, numdricamente,
=9, (h=2,8,--+,u),
2,50, (h=p+1,p+2,...,m).
12 claro que, em tal caso, nio sio funcoes racionais dos coeficientes
da equaciio ['(z) =0 os valores procurados, mas sio-no, com certeza,

=

os coeficientes da equaciio 7 (1) =II(}"— ). Vejamos como determi-
i=1

empregando a formula ¢ =

nar @sses coeficientes. Para isso, notemos que qualquer déles se pode
considerar funcio racional das raizes x,,x,, ..., ®,; sejam, nessas con-

- T e . (m -
digdes, 7, (¥)=n(Y),n(Y),---,n,(Y), em que » = <1}->’ as formas
diferentes que toma o polinémio »(1"), quando, sdhre aquelas variaveis,

se executam todas as substituicdes do grupo simétrico; e y,(X) =
=7(X), 7 (X), +,7.(X) as formas correspondentes, que toma o poli-

i=u.

néomio y (X)=IT(X —g,), para as mesmas substituicdes. Entio os coe-
i=1

ficientes do polinémio

. A () 0y (Y) 7, (1)
0(x, V)= k(x)| 22) ¢ Bl +...+'—,]
(5 M=K+ A
seriio funcdes simétricas de x, x,, .., x, e, portanto, funcdes racionais
dos coeficientes da equagiio I'(x) = 0. Finalmente, é facil ver que

(2 )fP 6(‘?171)
K®)(g)
tendo-se K (9,)==0, visto que ¢, é uma raiz da equacio A (X) =
de grau de multiplicidade igual a p..

Niéo se deve perder de vista que éste resultado é valido no caso
geral, isto é, quaisquer que sejam as fung¢des racionais ¢ e ¢ das varia-
vels &, ,%,, - ,x,. Em particular, podem, por éste processo, ser deter-
minados os coeficientes da equaciio f,(x)=0 atras considerada.

A titulo de curiosidade, vamos indicar processos especiais, para cada
um dos dois casos seguintes :
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1.0 4 funcio @ reduz-se ao produto das p varidveis. Suponhamos que
se aplicou a transformagiio y=t—a, & equagio F(x)=0, deixando ¢
indeterminado, e se construiu a equagio P,(X)=0 cujas raizes siio os
produtos das raizes p a p da transformada I7(t—y)=-=0. Nestas condi-
coes, a equacio P (X)=0, que tem por coeficientes funcdes de ¢,

n o
p) ramos estio

define X como funciio implicita, pluriforme de ¢, cujos <

incluidos na expressiio geral seguinte:
Xi iy, i, (® =(t-——w,-.l)(t—x,~__)) s (t— m"») ,
em que %,,%,,---,¢ representam p quaisquer dos nimeros 1,2,...,7n.
Pondo, por comodidade, X, , . ,(t)=JX,(2), e escrevendo esta funcio
sob a forma X, (t)=o,+a, t+--- +o, t"" 7, vird
Y(i) (O)
“™M . <
ai:—i'— (Z=0,1,2,"',)—“1).

Ora, como facilmente se conclui, as grandezas o, ,---,2,,, Si0
aparte um factor comum, os coeficientes da equacio f,(x)=0, que
admite solucdes iguais as da equagdo X, (¢f) = 0. Por outro lado, os
nimeros derivados X/ (0), X;"(0),..., X" (0), funcdes racionais de
o,=(—1)"x,x,...2,, podem calcular-se do seguinte modo : determinando
dX

o a partir da equaciio I’ (X) = 0, pela regra das fungdes implicitas ;
at

.. . dX . .
deduzindo da funcio e as restantes funcdes derivadas, e fazendo, no
ot

final, em tédas aquelas funcdes, t =0 e X =p¢,. Assim ficard o pro-
blema resolvido.
Para que seja eficaz éste processo, é apenas necessdario que se tenha,
numertcamente, o, +o, (h=2,3,...,m).
Se esta condicdo ndo for satisfeita, e se tiver
- —9.
2 =% (h=2,3,.--,p),
2, F 9, (h:p.—i—l,p.—f—‘.?,---,m),
as dertvadas parciais, em relacio a X e a t, da funcdo P,(X), que
podemos por sob a forme P(X)==(X,t), serdo, para t=0 ¢ X=p,,
todas nulas, até & ordem p.—1, inclusivé, como se pode verificar, e a
equacdo que se obtém, desenvolvendo o primeiro membro da igualdade

= dX = |
? Q + J - 0,
0X dt  ov &=

=0

e tomando X[ (0) para incégnita, sera, déste modo, uma equacdo algébrica
"

de graw p., que permite calcular aquéle nimero derivado. E desneces-
)
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sario indicar como se acham os restantes mimeros derivados. Interessa,
apenas, notar que o problema tera agora u solugdes, e é evidente que os
coeficientes da equaciio f, (x)==0 ja nfio sio, neste caso. funcgdes racio-
nais de p, .

Nota — Para construir a equag¢io cujas raizes s3o os produtos das raizes, p a p,
duma equagdo dada, virios processos podem indicar-se. Nio apresentaremos, con-
tudo, nenhum désses processos, porque nZo vemos nisso interésse especial; limita-
mo-nos a observar que os coeficientes de tal equagio podem achar-se directamente,
aplicando a teoria das fung¢des simétricas.

2.9 A funcdo simétrica das p raizes reduz-se & soma das mesmas raizes.
Suponhamos que se aplicou & equagiio F (x) =0 a transformacio defi-
nida por y = L , em que t é um parametro variavel, e se cons-
1
x
truiu a equagiio S,(X)=0, que tem como raizes as somas das raizes,
p a p, da equaciio transformada. A equaciio §,(X)=0 define X como

e . n . , .
funciio implicita, pluriforme de ¢, com () ramos, incluidos na seguinte

eXPressio
1 1 1
Ni i g ()= e ———
Liyly, ’l,,() 1 1 1
——t =t ——t
(L’,‘l X, {L‘,'ﬂ

IFazendo, por comodidade, X, , .. (t)=X,(¢), sera

. 1 . . ;
i it i .
XP0) = =@+ + o+ 2l (¢=0,1,2,...,p—1).
(2

»
Ora, como é sabido, a partir das funcdes simétricas do tipo Zai,

=1
para ©=0,1,...,p, podem determinar-se todos os coeficientes da
equagio f,(x)=0. Por outra parte, os niameros derivados X, (0),
X’(©),..-,X*"(0), podem calcular-se por um processo inteiramente
andlogo ao que foi indicado, para fim semelhante, no caso anterior.

Também aqui é necessario e suficiente que se tenha

YF P (h:2337"'1m))
para que o processo ndo seja tlusorio.
Na hipotese de ser
=% (h2273)"')y')7
Q. F 9 (7L=[J.—|—1,(J.+2,---,’m),
ajusta-se « éste caso, mutatis mutandis, tudo o que, em circunstancia
identica, se disse para o caso anterior.
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Nota — Os coeficientes da equagio que tem como raizes as somas das raizes,
p a p, duma dada equagdo, podem caleular se directamente pelo método das fungdes
simétricas.

Todavia, convém notar que, neste caso, basta saber calcular o térmo conhecido
da equagdo, por isso que os restantes coeficientes se deduzem, facilmente, da

expressdo daquéle. Com efeito, imaginemos que, sujeitando a equagdo F(x) =0 2
transformagfio y — %_x » sendo u variavel, se obtém a equagdo R, () =0, cujos

coeficientes serdo fun¢Ses de #. Considerando a fung3o

0()’1'}’-.»)"'J’,.)E<‘Z—*x1>+(;T[_x-z)+"'+<;—l—xﬁ>

\ /
=u—(xv,tayt-t+x)
e designando por 0, =6, 6,,--.,0, os valores distintos da fung¢do 0, para tddas as
substitui¢des do grupo simétrico, serd evidentemente 6, .6, .. .0, , produto daquelas
fungGes, o térmo conhecido da equagio cujas raizes s3o as somas das raizes, p a p,
da equagdo R,(y)=0. Entdo, representando por (%) &sse produto (que é, ma-
nifestamente, fung¢fo de #), serd a igualdade =(#)=0 a equagio que tem como
raizes as somas das raizes, p a p, da equagio F(x)=0.

Assim, por exemplo, quaisquer que sejam os coeficientes da equagdo do 4.° grau
x'+ Ax® + Bx® + Cx + D = 0 cujas raizes designaremos por a,b,c¢,d, ter-se-4,
sempre (@ +d)(@+c)(@+d)(b+)(b+d)(c+d)==a’b*cd + 23a®bed +
+22a°8*¢* + 42a%b*cd = 4 (BC — AD) — C?; por isso, dada a equagdo
f(x)=xt+ kx? + px® + gx + v = 0, que se transforma na equagio

L (BN e Lo (B e a (Y () =0
Y 2)” 2r25’f2)yf2 ’

u ’
quando se faz y=——ua, seri
o 2 ’

1 u\ |1 u u 1 u u\ 1 | u\]?
GG e ()G -l G-
a equaclio cujas raizes sio as somas das raizes, duas a duas, da equagio f(x)=0.
Para #=0, a dltima equaglo toma a seguinte forma:
w0+ 2put 4 (P2 —4r)u>—¢*=0,
resultado que oportunamente aproveitaremos.

5. Decomposicado de polindmios em factores irredutiveis; equacoes
susceptiveis de abaixamento. Neste, e nos paragrafos seguintes, tratare-
mos de aplicar, & resoluciio de alguns problemas conhecidos, os resul-
tados anteriormente expostos.

Em virtude do que foi estabelecido, o conhecimento do valor duma
funeiio simétrica de p raizes da equagio de grau n, I'(x) =0, torna
geralmente possivel substituir esta equagfio por duas outras, uma de
grau p e a outra de grau n — p, cujos coeficientes sejam fungdes racio-
nais daquéle valor. Em particular, se o referido valor pertencer ao
corpo A definido pelos coeficientes da equagiio I'(x) =0, esta serd
redutivel.
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Dum modo geral, pode afirmar-se que é condicdo necessiria para que
uma equacdo seja redutivel, que exista, pelo menos, uma funcao séiétrica
de p raizes dessa equacdo (sendo p qualquer dos nimeros 1,2 ... n—1),
cujo valor pertenca ao corpo definido pelos coeficientes da mesma equacdo.

Esta condigio ndo é contudo suficiente. Com efeito, suponhamos que

.. n “
sendo p um divisor de » e = —, se tem, numdricamente,
P

q)(wi?x‘l,'"’xp)=Q[wl.‘)ﬂ—l7xl;11+27"-7x(h+l)11]:zl)a'l‘a/l'::17‘-)’7“'71"__1'
Intdo, o conhecimento de « ndo adianta nada, em geral, relativamente
a decomposiciio de [F'(x), em factores de coeficientes situados em A.

Em todos os restantes casos, porém, o polinémio F'(x) serd, com
certeza, decomponivel em factores daquela natureza. Poderia, assim,
formular-se uma condiciio necessaria e suficiente para que uma equagio
algébrica seja redutivel.

Se, verificando-se a tltima condigiio, ndo houver combinaciio alguma
de p raizes de I'(x) =0, além das indicadas, para a qual a funcio @
tome o valor numérico «, a equagiio F'(x) = 0 serd susceptivel de abai-
xamento : a sua resoluciio torna-se, entfio, equivalente & de uma equa-
¢io de grau p (a resolvente), seguida (no caso de tal equaciio nio admi-
tir raizes multiplas) da resoluciio de p. equagdes, f,(x) =0, f,(x) =0,
ooy fu(x) =0, todas de grau p, e tais que f,(x).fy(x) .- fu(x) = F'(x).
Estas @ equacdes estdo em correspondéncia biunivoca com as raizes da
resolvente, sendo os coeficientes de cada uma, fun¢des racionais da raiz
correspondente ; por isso, tais coeficientes niio pertencerio, geralmente,
ao corpo definido pelos coeficientes da proposta.

O que acabamos de afirmar nfio é senfio uma conseqiiéneia do que,
no § anterior, foi estabelecido a respeito do caso em que os valores de
algumas das fungdes 9,,¢,, -+ ¢, , coincidem numéricamente. Deve acres-
centar-se que, se a resolvente admitir % raizes multiplas, serd ainda
preciso resolver, depois dessa, & equacgdes auxiliares ; e que, se algumas
destas admitirem também raizes miltiplas, se lhes deve aplicar o que
se disse para a primeira; e assim sucessivamente. X manifesto que, 2
medida que se passa de umas para outras equacdes, o grau das mesmas
baixard muito rapidamente.

No tipo de equagdes anteriormente consideradas, estdo incluidas as
equacdes reciprocas, e as equacdes a que faltam os termos de gran
impar. No primeiro caso, tem-se, representando, numa ordem conve-
niente, por ,,x,, -, &,, as raizes da proposta, diferentes de 1 e de —1:
By Xy, == Ly &g, = +++=2,&,, = 1; 0 que permite formar, empregando
apenas operacdes racionais, a equaciio que tem como raizes x, + ,,,
x4+ 2,02, + 2, - No segundo caso, sera, adoptando a mesma
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representaciio das raizes: &, + x,, = Xy + Xy =00 =&, + &,y = 0;

pode entdio passar-se imediatamente para a equaciio que tem como rai-
2 g = p == 2

28 Ly, == T XLy Lyl == T gy e, X == — X

Posto isto, notemos que, se o polinémio F'(x) fér decomponivel no
produto de dois polinémios f, (x) e f,(x), de coeficientes sitnados em A,
o valor de qualquer funcgiio simétrica das raizes de f, (), ou das raizes
de f,(x), pertencera também a A. O problema da decomposi¢io de F(x)
em factores irredutiveis pode entdo resolver-se, tendo em atencio esta
e as anteriores consideragdes; sendo manifesto que, para tal fim, exis-
tira uma infinidade de maneiras de proceder distintas, conducentes ao
mesmo resultado. 1 claro que nem todos estes modos de proceder serfo
igualmente vantajosos: esta naturalmente indicado o emprégo de fun-
cdes simétricas das p raizes (p <m) que coincidam ou com a soma ou
com o produto dessas p raizes, e é facil ver que, em tal caso, os pro-
cessos nio diferem, no fundo, dos conhecidos, em que se aplica o
método dos coeficientes indeterminados.

Nio iremos indicar pormenorizadamente, como se procede, para a
resolucio do referido problema. Limitar-nos-emos a dizer que, no caso
em que se adopte como funcio simétrica a soma ou o produto, serd
necessario construir » — 1 equagdes, cada uma das quais tem como
rajzes as somas (ou os produtos) das raizes p a p da proposta
(p=1,2,...,n-—1); procurar em seguida, raizes destas equac¢des que
pertencam a A; fazer a decomposiciio de F'(ir) a partir dessas raizes ;
repetir a operaciio indicada para cada um dos polindmios obtidos, e
assim sucessivamente. Ddste modo, é-se levado, necessariamente, & decom-
posiciio de I'(x), em factores irredutiveis. E claro que entre as equa-
cdes consideradas se encontra a equagdo proposta. O problema compli-
ca-se, quando a raiz achada seja uma raiz miltipla, mas encontram-se
atrds elementos que permitem resolver completamente esta dificuldade.

6. Resolucdo de equacdes por meio de resolventes. Aplicando os
resultados anteriormente expostos, ¢ possivel imaginar processos de
resoluciio de equacdes algébricas, com emprégo de equagdes auxiliares.

Assim, por exemplo, é possivel resolver uma equagiio do 6.° grau,
comecando por determinar uma sé raiz 0 duma equacio do 10.° grau,
e resolvendo, em seguida, duas equagdes do 3.°, cujos coeficientes
siio funcdes racionais de v6. Com efeito, se transformarmos a equacio
do 6.° grau proposta, de modo que se anule o coeficiente do termo em
2°, teremos, representando por x,,x,,x;, &, ,x,, &, as raizes da equa-
cdo transformada: «, + ., + 2, + #, + 2, + 2, = 0; o que nos habilita
a afirmar que a equacho, cujas raizes sio as somas das raizes x,,x,,
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i,y x, tomadas 3 a3, é tal que, se admite a raiz «, admite
igualmente a raiz — o. Trata-se, pois, duma equac¢io do 20." grau a
que faltam os termos de grau impar, e que pode, portanto, ser substi-
tuida por uma do 10.° grau. Déste modo, determinada uma raiz da
ultima equaciio, e extraida a sua raiz quadrada, podemos, atendendo ao
que foi dito no § 4, construir duas equacdes do 3." grau, cujas raizes
siio, 10 seu conjunto, &, ,&,, Ty, &, , xy, 1, -

Chega-se a um resultado equivalente, se, em vez da transformacio
que produz o desaparecimento do termo em a,, se efectuar a transfor-
macéo, pela qual o termo independente se torna igual ao coeficiente do
primeiro termo ; neste caso, como o produto das raizes da transformada
é igual & unidade, a equaciio cujas rafzes sio os produtos das raizes
daquela, tomadas trés a trés, é uma equaciio reciproca, que podera,
como anteriormente, ser substituida por uma do 10.° grau.

Para a equacdo do 4.° grau, haverd dois processos correspondentes.
Sejam a,b,c,d, as raizes da equaciio do 4.° grau, privada do 2." termo,
'+ pa® L qr+r=0.

A equacio que tem como raizes a soma das raizes, duas a duas, da
anterior é, como se viu, u’ -+ 2pu' + (p* — 4r)w’ — ¢* = 0, que se trans-
forma na equacio z° + 2pz* 4 (p* — )z — ¢* =0, para z = o’.

Esta 1ltima equacdo nido é outra seniio a resolvente que se obtém,
quer pelo método de Descartes, quer (a-parte uma transformacio ele-
mentar) pelo método de Lagrange. O conhecimento duma das suas raizes
basta para que a resoluciio da proposta se reduza i de duas equacbes
do 2.° grau. Mas serd ainda mais simples o modo de proceder, se, em
vez de uma, se conhecerem as trés solucdes da resolvente. Com efeito,
por ser (a4 0) + (¢ + ¢) + (« + d) = 2a + (a + b + ¢) = 2a e atendendo
a que é & uma raiz qualquer da proposta, as raizes desta sertio os valo-

. 1, — .
res de x, dados pela formula .« = 5 (Vz, +Vz, +Vz,) para combina-

coes convenientes das determinacdes de Vz,,Vz,.Vz,. Ora a maneira de
combinar, convenientemente, os sinais das raizes quadradas, pode dedu-
zir-se, tendo em vista as igualdades

a-t+b=—(c+d),

a+ec=—(0b+d)),
a+d=—(b+rc),

donde se conclui que, se forem o, 5, 7' os valores que conduzem a
determinaciio de «, serio «, —f5, —v os que permitem achar o, -,

K

LE claro que a=a+b, p=u+e, y=a+d.
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¢

£, —y 0s que definem ¢ e —a, —{, 7 os correspondentes a d. Em

resumo, os valores a tomar, de cada vez, na aplicagio da féormula

anterior, devem ser tais que o seu produto tenha o sinal de

(D) (atc)(a+dy=a(a+b+c+d) + (be + bd + ed)a + bed
= abc + abd + aed L bed

portanto o sinal do coeficiente — ¢. Déste modo se chega, mais uma

vez, a um resultado conhecido.

Se, em vez da equaciio do 4.° grau privada do 2.° térmo, se tivesse
tomado como ponto de partida a equagio do mesmo grau, com o térmo
independente igualado ao coeficiente do 1.° térmo, chegar-se-ia a uma
resolvente, que é a mesma que se obtém pelo método de Ferrari.

7. Determinagdo duma raiz, conhecido apenas o mddulo, a parte
real ou o argumento. Neste §, consideraremos, separadamente, cada um
dos problemas seguintes :

1.° Dado o médulo duma raiz, determinar « parte real dessa raiz.
No caso geral, isto é, quando se trate duma equaciio F'(z) = 0, de coe-
ficientes imaginarios quaisquer, nio sera possivel aplicar, & resoluciio
déste problema, os resultados anteriormente expostos. Fazendo z=a+1y,
pode escrever-se I(z) = o (x,y) + ¢d(x,y), em que ¢ e & sdo fungdes
inteiras, de coeficientes reais, das variaveis reais « e y . Seja, entdo, g,
0 modulo duma raiz, e consideremos o sistema, necessariamente possivel,

] (.D(‘T 73/) =0
b(x,y) =0
lm-z_f_?/zzee.

A eliminagiio de y entre a primeira equagio e a tltima, por um lado ;
e entre a segunda e a ultima, por outro lado, conduz a um sistema de
duas equagdes a uma sO incognita, ambas de grau 2n, sendo = o da
proposta, e que admitem, geralmente, uma s raiz comum, que é a parte
real da raiz de moédulo o, se éste for diferente dos moédulos das outras
raizes.

Nio chegamos, portanto, a fazer uso do que foi estabelecido nos §§
anteriores; e o que se d4, no caso geral, em relagiio a éste problema,
verifica-se igualmente, para os qne vado ser considerados em seguida.

Porém, se os coeficientes da equaciio I'(x) =0 forem todos reais, a
(uestio simplifica-se consideravelmente, tornando-se ja possivel a apli-
cacio da matéria dos §§ anteriores, e havera dois métodos diferentes,
conforme se trate duma raiz real ou duma raiz imaginaria.

Se a raiz for imaginaria, como o quadrado do mddulo é igual ao
produto da raiz pela sua conjugada, e a soma das duas, igual ao débro
da parte real comum, o problema a resolver é o da determinacio da
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soma de duas raizes, a partir do seu produto, — caso particular de
outro problema que ja foi estudado com desenvolvimento no § 4.

Tratando-se duma raiz real, o cilculo da parte real ou do coseno do
argumento equivale & determinaciio do sinal, uma vez que se considera
conhecido o moédulo. Entdo o problema reduz-se a éste outro: deter-
minar uma raiz, conhecido o seu quadrado ; implicito noutro, de maior
generalidade, e que consiste em, dada a poténcia de expoente n duma
raiz, determinar essa raiz. Ora sabe-se que, sendo « raiz da equacio
I'(x) =0, existe uma func¢iio inteira p(x), de coeficientes racional-
mente conhecidos, e de grau quando muito igual a n—1, tal que
a=p(«). O problema pode ainda resolver-se de outras maneiras.

2.° Conlecida a parte real, determinar o médulo. O problema s6 tem
interésse quando a raiz for imaginaria. Atendendo as observagdes ante-
riormente feitas, vé-se imediatamente que, no caso de a equaciio ter os
coeficientes reais, se trata de determinar o produto de duas raizes,
conhecida a sua soma.

3.° Determinar o médulo ouw a parte real, conhecido o argumento. S6
interessa, evidentemente, o caso em que a raiz é imaginaria. Entio, se
a equaciio tem todos os coeficientes reais, dado o argumento » duma
raiz x,, e representando por x, a raiz conjugada, ter-se-4 cos2n =

2 2
= %—r—’ Como as fungdes de raizes x, + &, e x, x, pertencem ao
12

v+ @)

2,0,
nalmente nesta ltima, o que resolve o problema.

mesmo grupo que a funcio » sera possivel exprimi-las racio-

NOTAS

A) Na demonstragio do § 1 supomos, inicialmente, que o polinémio
p(X) é de grau m —1, e indicamos como se faz, nessa hipétese, a
determinacio dos coeficientes do polinémio p (X), tomados para incogni-
tas dum sistema de equacdes lineares; mas nada impede, evidente-
mente, que o coeficiente do pressuposto primeiro termo, e, porventura,
de alguns dos seguintes, venha a receber no resultado o valor zero, o
que significa, afinal, que o polinémio nfio era de grau m — 1, como se
tinha suposto, mas de grau inferior a &sse.

B) A demonstracgiio que apresentamos no § 1 pode facilmente adaptar-se
a0 caso em que o grupo das substitui¢cdes que deixam invariante a fun-
cio 9 esteja contido no grupo G de Galois da equaciio F'(x) =0, rela-
tivamente a um dado corpo A que contenha os coeficientes dessa equa-
cdo. Basta, entfio, considerar os valores distintos ¢, = 0,0,,...,0,, da

)]
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funciio 9, para todas as substituicdes de (7, e os correspondentes valo-
res Y=, g, , e, u. da funciio b, para as mesmas substituicdes. Repre-
sentando por p (.X') um polinémio inteiro em X do grau p. — 1, tal que
Go=p(9), para i =1,2,... p, éficil ver que os coeficientes de tal po-
lindmio sdio fungdes racionais de -, ,.r,,...,2,, (ue permanecem inva-
riantes para todas as substituicdes de (¢, o que' nos habilita a afirmar
que tais coeficientes siio exprimiveis racionalmente nos coeficientes da
equacio proposta. Chegamos, déste modo, a um outro resultado
conhecido.

(') Tédas as vezes que, neste trabalho, nos referimos a funcdes
racionais das raizes da equacgio I'(x) =0, é evidente que pressupomos
a existéneia dum corpo qualquer, no qual estejam contidos, juntamente
com os coeficientes daquela equagiio, os coeficientes da funciio consi-
derada. Nestas condicdes, diremos, por comodidade, que uma fungio
das variaveis ndependentes x,,x,,---,x, é racional em relagio a um
dado corpo A, se constitui um elemento do corpo ampliado A(x,,a,,---,);
andlogamente, diremos que tal fun¢io é inteira em relagdo a A, se for um
elemento do dominio de integridade A[x, ,x,,---,x,].

Entdo, se for A um corpo a que pertencam os coeficientes da equacio
F)y=0,e ®(xr,x,,---,x) uma funcio racional (em relagiio a A) das
rafzes . ,2,,---,ax,, sendo r<n, pode considerar-se ® como funcio
exclusiva da variavel x, ,® — R (x,), de coeficientes situados no corpo
ampliado A, = A (r,, @,,.-- ), — 0 que permite afirmar que ® é funcio
racional de 2, em relacio a A, . Déste modo, a fungiio £(x,) poderd, em
virtude da proposi¢io do § 2, ser substituida por uma funcio de x,
inteira em relaciio a A,, e de grau inferior a n. Por outro lado, como
os coeficientes de R (x,) sio funcgdes racionais das raizes x,,x,,--., .,
pode, a cada uma dessas fungdes, aplicar-se o que se disse para a fun-
¢io @, o que leva a substituir os coeficientes de R (x,) por funcoes
inteiras duma das raizes «,,x,,...,x,, de grau inferior a n e de coefi-
cientes expressos racionalmente nas restantes raizes. Continuando a
raciocinar déste modo, chega-se inevitavelmente & conclusio de que é
possivel substituir a funciio ® por uma funcio inteira das varidveis
Xy, >y, .-, 2., de grau inferior a 2 em relacio a cada uma dessas varid-
veis, e de coeficientes situados em A.

Bste resultado constitui uma conhecida generalizacio do teorema
do § 22,

Original recebido na Redacgdo em Novembro de 1940

1Prof. A. de Mira Fernandes, obra ji citada, Tomo I, pag. 14, Teorema I.
2 Serret, «Cours d’Algébre Supérieure», pag. 408-412.
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