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Sobre a equacio da difusio de neutrdes

1. A presente comunicac¢ido tem por fim expor alguns resultados
relativos a equacdo da difus@o de neutrdes, obtidos pelo grupo de mate-
mética aplicada, que trabalha sob a minha orientacao, no Laboratorio
de Fisica e Engenharia Nucleares. Estas investigacGes foram suge-
ridas pelo artigo dos engenheiros nucleares P. LAFORE e J. P, MILLOT,
referido mais adiante na Bibliografia. As férmulas propostas nesse
artigo ndo sdo correctas, mas o processo heuristico usado para as
deduzir — no estilo dos trabalhos da escola de DIRAC — pode em parte
ser aproveitado e corrigido. E entdo possivel chegar a resultados cer-
tos, utilizando o método do calculo simbélico que tenho desenvolvido,
baseado na teoria das distribuicées e outras funcOes generalizadas,
associada & teoria dos operadores em espagos de Hilbert.

Continuam em curso, no referido Laboratoério, investigaces sobre
este assunto, no sentido de generalizar o método utilizado a casos
sucessivamente mais complexos.

Trata-se de um tema de grande actualidade, sobre o qual estdo
a ser publicados numerosos trabalhos e que vem pér em evidéncia um
facto infelizmente muitas vezes esquecido: a fisica continua a ser
a principal fonte de inspiracio da matematica e a matematica continua
a ser cada vez mais necessaria a fisica. E indispensavel que, no mundo
contemporéneo, haja nimero suficiente de matematicos razoavelmente
informados sobre os progressos da fisica, e ntimero suficiente de fisicos
familiarizados com os modernos métodos da matematica, para que
uns e outros possam entender-se miituamente, num dialogo fecundo.

2. Os resultados que vou apresentar referem-se concretamente
a equacdao de Boltzmann unidimensional
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em que a incoégnita, @(x, ), é o fluxo por unidade de dngulo soélido,
no caso em que s6 depende da variavel espacial x e do co-seno p do

angulo com o eixo O , sendo S(x, ) a fonte de neutrdes, ET a seccao
eficaz total, zs a seccdo eficaz de «scattering» (ou difusdo) e

p(p, p’) uma funcdo dada, representativa da densidade de probabili-
dade de que um neutrio, chocande segundo a direcgdo p’, tome depois
a direccdo p. E desprezada a perda de energia em choques elasticos
e todos os outros choques sdo considerados como absorcio.

A solugdo que vou apresentar refere-se ao caso em que p(p, p’) =1
—caso em que os choques podem ser considerados isétropos no sis-
tema do laboratério. Mas o método utilizado pode ser estendido a
outros casos, o que nos propomos fazer ulteriormente, como ja anunciei.

Pondo Zs =a e ZT = b, a mudanca de variavel

b3
I
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permite dar a equacido (1) a forma
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em que

b Y. b
?(W,y) =& (“37) e f(-%';y) ‘?S (x: Y )

sendo I a reunido dos intervalos ] —oo,—b1]1, [b,+ o [.
Por sua vez a equacdo integro-diferencial (2) pode escrever-se
sob a forma
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em que D é o operador de derivacdo em ordem a 2 e A o operador defi-
nido pela férmula

a_y_ {. 9"("”’"7)
2 JI 72

Ora vamos ver que, para toda a funcio f(x, ¥) que verifique deter-
minadas condicOes, bastante gerais, a equacdo operacional (3) admite
uma e uma s6 solucio

(4) Ap(x,y) =yola,y) — dn.

1
D+ A

fs

4

em que o operador 1/(D + A), inverso de D + A, pode ser determi-
nado pelo método do cilculo simbdlico a que ja fiz referéncia e de que
vou recordar os elementos fundamentais, que interessam directamente
ao problema em estudo.

3. Seja E, um espaco de Banach qualquer e consideremos um
polinémio
P(2) = Aozn + ...+ An_lz + An

em que 2 é a variadvel complexa e, para cada k = o, ..., n, A € uma
aplicagéo linear de um subespaco vectorial U, de E  sobre o espago
E . Seja

[

Suponhamos que, para todo o niimero 2 imaginario puro e para
todo o f eE , a equagdo

P(z) u, = fo
admite uma solucio Unica

u, = [P()]1f,eU.
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Fica pois assim definida sobre o eixo imaginario uma funcgio
[P(2)]~! cujos valores séo aplicagbes lineares de E em U. Vamos
supor que estas aplicacGes lineares sdo limitadas (relativamente a
topologia de E ) e que a funcdo [P(2)]—? é indefinidamente dife-
renciavel sobre o eixo imaginario, relativamente & topologia usual
do espago L(E ) das aplicag3es lineares limitadas de E  em E .

Posto isto, designemos por E o espaco das distribuicGes f tempe-
radas sobre R, com valores em Eo, isto é, da forma

f(x) = F®(x) = D"F (x)

em que F® (ou D*F) designa a derivada de ordem n, generalizada,
de uma funcdo F com valores em E, continua e de crescimento
lento sobre R. E claro que, para todo o k, o operador A, pode ser
prolongado (univocamente) como aplicacio linear de um subespago
U;c de E sobre E, segundo a férmula

A f=DrAF),
sendo (A F) (%) = A (F()), para todo xeR ().
Entdo, U, é constituido por todas as distribui¢Ges do espago E

que tomam os valores em U,. Seja ainda U" a intersecgéo dos U'k.
Posto isto, consideremos a equacido

() PMD)u=f

em que f é uma distribuicdo dada arbitrariamente em E e D é o ope-
rador de derivacdo, sendo, evidentemente,

P(D) =AD"+ ..+A D+A

(*) Uma vez que os operadores Ay sio univocamente prolongéveis, ndo hi
inconveniente em representar os respectivos prolongamentos pelos mesmos sim-
bolos.
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Ora, segundo o referido calculo simbdlico, existe uma e uma s6
solugdo da equacdo (5) no espago E (e mais precisamente em U*),
que é dada pela férmula

u=[P(D)]71f = Qsf

em que Q é a transformada inversa de Laplace (bilateral) da funcao
[P(2) ] Entdo Q é a distribuicdo sobre R, de decrescimento rapido,
com valores em L (Eo), dada pelo integral

6 W L N
© Q@ "zwif_m- POV

e Q+f é a convolugao de Q por f

+
Qx—9 f(d¢,

— o

que existe certamente, visto Q ser de decrescimento rapido.

4. Nem sempre é comodo calcular o integral da férmula (6) ou
fazer raciocinios sobre este integral. Quando a funcao [P(2) ] é
holomorfa num conjunto aberto Q que contém o eixo imaginario, é-se
tentado a utilizar o método dos residuos. Desde ji devo notar que a
teoria das ultradistribuicGes, de que me tenho ocupado desde 1957,
permite efectuar uma generalizacdo util do método dos residuos.
Segundo esta generalizacdo, é possivel, conforme os casos, transfor-
mar o integral (6) numa série, num integral ou numa série de integrais
que, muitas vezes, sio mais comodos para o calculo, ou para o estudo
qualitativo da solugdo, ou para ambos os fins.

O caso que nos interessa agora em particular, é aquele em que as
singularidades da funcdo [P(z)]—! formam um conjunto fechado S
de nimeros reais a que nido pertence a origem, sendo aquela funcio
holomorfa no conjunto C\S e de crescimento lento para o eixo real
e para o infinito. Entdo essa funcao é a transformada de Stieltjes de
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uma distribui¢io temperada x sobre R, com valores em L(E ), dada
pela férmula

_lim 1 _ 1
X@ =y St | Pt iy P(x-——-'i/y)]’

sendo a convergéncia tomada no sentido das distribui¢des temperadas
com valores em L(E ).

Ora, neste caso, a referida generalizacio do método dos residuos
permite substituir a férmula (6) pela seguinte, que lhe é equivalente:

o
f et x(t)dt, para x>o0
(g Q) = .
_f et x(t)dt, para x< o
[+

Estas férmulas desde logo apresentam uma vantagem. Facilmente
se reconhece, aplicando-as na hipdtese considerada (sendo xy uma distri-
buicdo vectorial temperada sobre R), que a distribuicao Q(x), no com-
plementar da origem, é na realidade uma fungio que admite deri-
vadas continuas de todas as ordens e, mais do que isso, uma funcdo
analitica. Daqui se deduz facilmente o seguinte:

TeEOREMA. A distribuicdo w = Q+*f serd wma funcdo analitica,
solucdo usual da equacdo (5), em todo o intervalo aberto de R onde f
for nula.

Note-se que, na pratica, o 2.° membro de (5) representa uma fonte,
que geralmente é nula fora de um conjunto limitado. Mas do teorema
anterior pode ainda deduzir-se o seguinte:

COROLARIO. A distribuicdo w = Q+f serd uma funcdo indefini-
damente diferencidvel, solugdo usual da equacdo (5), em todo o inter-
valo aberto de R onde f for indefinidamente diferencidvel.
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5. Tornemos agora & equacdo de Boltzmann na forma integro-
-diferencial (2) ou na forma operacional equivalente

D+A)e=f,

em que A é o operador dado por (4). O espaco E  atras considerado
ir4 ser agora constituido por todas as fungbes numeéricas f  tais que
a fungdo f (y)/y* de y pertence a L*(I). Em E , adoptaremos a estru-
tura hilbertiana dada pela forma hermitica

(.9,
<f,9,> _fIT dy

Entdo E  serd um espago de Hilbert [isomorfo a L#(I)] e por-
tanto, em particular, um espago de Banach.

Por sua vez, P(2) sera agora o polinémio 2+ A e, segundo as con-
sideracOes anteriores, devemos estudar a equacido operacional

(z + A) Py = fo’
dependente do parimetro complexo 2. Mas ser-nos-4 cémodo por
2 = — A\, 0 que nos obrigard depois a substituir A por — D. Somos
assim levados a considerar a equagéo operacional (A—A) ¢ =f,
abreviatura da equacio integral

()
®) W—n ¢, ) — ""n;’ dn = f, (@)
I

com f e E . A resolugdo desta equacdo integral ndo oferece dificul-
dade, visto que o integral do 1.° membro ndo depende de ¥, mas apenas
de A. Designando por %(A) essa fungdo de A, a equacio anterior sera
equivalente a seguinte:

(y— Ny, (y) — % k() = f, ()
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ou seja

f,() ayk())

(9 v, (y) = v—x T 2—n

Bastari pois determinar %(\) de modo que, por substituicio em
(8), se obtenha uma identidade. Vira entdo, feitos os calculos:

1 f,(n)
k()) = 0
@ a gb+x/;n2(n—a)d"’

1——— 1o
22 b— )

o que, substituido em (9), d4 a solucdo da equacédo integral (8), depen-
dente de A.

Ponhamos

A solucdo ¢, = (A —2A)~If , quando existe, serd pois dada por

LW  ygl) fo(n)

v, (¥) = v— + v—x | 7o —n

dn

Como y varia no conjunto I, desde ji se reconhece que nao existe
solucdo quando A € L. Por outro lado demonstra-se que g(A) é uma fun-
¢d@o meromorfa em C\I com dois dnicos polos de ordem 1, que sdo dois
numeros reais simétricos a e —a, tais que 0<a<b, desde que seja

a<b.

Ora esta condicdo é verificada na pratica, visto ser @ a seccio
eficaz de difusdo e b a seccao eficaz total.



CLASSE DE CIENCIAS 271

Suponhamos agora ||f || <1 e seja ¢ um nimero que tal
0 < ¢ < a. Entdo, aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwartz, facil-

mente se reconhece que
1/2
ln— ?t [n—A[2 @

- + o dy 1/2 B \/E
. 17'2 + &2 - <

para todo o A tal que dist(r, I) <e.

Posto isto, ponhamos J = IU{ a,—a } e designamos por J. a
vizinhanca (¢) de J, isto é, o conjunto dos pontos de C, cuja distdncia
a J é menor que «. Entdo do que precede resulta faciimente o seguinte:

(10) ‘ f, ()

2(17—)\)

Para todo o A e C\J, (A —A)—1 é uma aplicagdo linear limitada
do espago E em si mesmo e, para todo o ¢ >0, a fungdo (A —r)~1
de A com valores em L(Eo), é limitada sobre C\J,.

Daqui e de (10) resulta que:

A fungGo (A —A)~%, com valores em L(E)), é holomorfa em
CN\J (portanto numa vizinhanga do eixo imagindrio) e é a transfor-
mada de Stieltjes de uma distribui¢io, com valores em L(E)), nula
fora do conjunto J.

B natural designar esta distribuicao vectorial por J (A —¢). Ter-
-se-i pois, no sentido das distribuicdes:

8 (A—1t) =lim 1 — 1 >
voo+t \A—t—ui A—t+i,

Veremos mais adiante como se pode achar uma expressio anali-
tica de § (A —1¢).

6. Podemos agora aplicar as consideracoes anteriores relativas
ao operador D. O espago U serd neste caso a imagem do espago E
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pelo operador A—L. Por sua vez, E seri o espaco das distribuicées tem-
peradas com valores em E . Entio, cada elemento de E exprime-se
como uma derivada generalizada em ordem a x de uma funcio

f(x,y)

tal que a correspondéncia x — f(x,y) € uma aplicagdo de R em E |
continua e de crescimento lento sobre R. Facilmente se reconhece que
este quadro é bastante amplo para permitir esquematizar todos os
casos que se possam apresentar na pratica.

A equacdo proposta

D+A)e=TFf,
terd portanto, para todo o f € E, uma soluga@o unica dada pela formula

¢ (%,y) = R@x—8) fy dg

—

em que X é a distribuicdo com wvalores em L(E, dada por

tood —x)
R (x) = ¢ ax
.. A—2

ou, o que é equivalente, por

+ o
[_f 6t §(A—t)dt, para x > o
(1) 2 (x) =l °

et §(A—1t)dt, para x < o

—

Segundo o que precede, desde logo se reconhece que:

Nos intervalos abertos @ de R tais que f(x,y) = o para xe Q,
a solugdo obtida, ¢(x,y), € solugdo da equacdo (2) nmo sentido usual
e a correspondéncia x — ¢(x,y) é uma fungdo analitica de x em Q cujos
valores s@o fungdes de y pertencentes a E, .
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7. Vejamos agora como se pode achar uma expressdo analitica
para J (A —1). Recordemos que toda a aplicagdo Ke L(E ) pode ser
representada sob a forma de

K f (y) = f Ty, ) f, ()

em que k(y, 5) é o nucleo-distribuicao, definido em I?, do operador K.
Assim, para todo o A ¢ CXJ, o nicleo do operador (A — )1 é

sy—n) + — LI

12
12 Y—A (Y —Mn*(ng—A)

Pondo A =t + 4w, com t, v € R, e fazendo tender v para o* e para
o—, obtém-se duas distribuices em v, 14, ¢, cuja diferenca, A(y,n,1),
representa analiticamente J (A — ¢) segundo a férmula

(13) S(A—10)f (v) =£A(y,n,t)f,,(n)dn

A expressdo que se obtém deste modo para A(y, n, t) equivale &
decomposicao espectral que é feita heuristicamente, no estilo de Dirac,
pelos ja citados autores. E nos calculos que correspondem a passagem
da equacao (A—)\)tpo =f, a equagio (A +D)p=7F que o método
heuristico usado nesse trabalho deixa de conduzir a resultados satis-
fatérios.

Note-se que, ao introduzir a expressao dada por (13) na férmula
(11), é licito permutar as duas integractes. Ponhamos

—e= quando x >o0,t >0
E(x,t) ={ e* quando 2 <o, t<o
o quando 2zt <{o

Entao, segundo (11):

+
(14) R (x) = f E(x, t) (A —t)dt.
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Pode-se pois comecar por calcular

+ o
D (y,n; ) =f E(x, t)a(y, 4, t)dt,

— 0

e obtém-se em seguida, atendendo a (13) e (14):

2 @10 = [ Q@ 0,0dr parat,eE,

donde, finalmente:

so(-%‘,y) =L ~/I‘ Q (?/, Ny w—f)f(x, n)dndf, para feEy

Assim, tudo se reduz a duas integracOes sucessivas sobre o eixo
real. A distribuicdo

@ (yv"hw_g)

é o micleo do operador (D + A)—L

Num trabalho a publicar pelo referido grupo de matematica apli-
cada do Laboratorio de Fisica e Engenharia Nucleares serd apresen-
tada a expressido analitica deste nticleo, assim como as demonstracoes
e pormenores de calculo que sio omitidos nesta comunicacio.

J. SEBASTIAO E SILVA

(Comunicagdao apresentada & Classe de Ciéncias em sessio de 5 de Maio
de 1966).



BIBLIOGRAFIA

P. LAFORE et J.-P. MILLOT — Etude de Véquation de Boltzmann a une dimen-
sion, la perte d’énergie par choc élastique étant négligée. Industries Atomiques,
n.° 9/10 (1958).

J. SEBASTIAO E SILVA — Sur le calcul symbolique d’opérateurs permutables a
spectre vide ou mon borné. Annali di Matematica Pura ed Applicata (4), vol. 58
(1962), p. 219-275.



	CAPA
	Sobre a equação da difusão de neutrões
	BIBLIOGRAFIA

