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SOBRE A TOPOLOGIA 
DOS ESPAÇOS FUNCIONAIS ANALfTICOS 

POR 

J. SEBASTIÃO E S ILVA 

§ 1.0 - Considerações gerais sobre espaços topológicos e 

espaços vectoriais 

Nes te trabalho, salvo indicação em contrário ,  adopta­
rei a terminologia e as notações que j á  usei na minha 
dissertação de  doutoramento, a qual, em t udo o que segue, 
será aqu i  designada por «1.a dissertação)). Contudo, para 
evi tar ao lei tor maior fadiga, e mesmo para comodidade 
de  exposição, várias noções importantes irão sendo aqui 
recordadas no decurso do trabalho . Es te primeiro pará­
grafo é dedicado sobretudo a noções já conhecidas (em 
geral não recordadas na 1.a dissertação), mas também 
serão j á  aqu i introduzidos novos pontos de  vista. 

1. Espaços topológicos. - O conceito geral de espaço 
topológico (segundo Fréchet) é o dum sis tema (U , 11», 
constituído por um conjunto U qualquer e por u m  ope­
rador 1fJ, que, a cada subconjun to A de U, faça correspon­
der um subconj u nto A de U, chamado fecho de A ,  de 
acordo com as condiçõ es : 
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1. A C <I> (A) , qualquer que seja A c U. 

TI. 1> (O) = O (designando por O o conj unto vazio). 

Diz-se que um ponto (elemento de U )  é aderente a A 
quando pertence a 1> (A) ; o fecho de  A será pois o con­
junto dos pontos aderentes a A. Correntemente, quando 
não há a considerar mais de  um operador de fecho, é 

usada a notação Ã em vez da notação 1> (A) . Todas as 
demais noções topológicas (de  ponto de acumulação, de 
interior, de fronteira, etc.) podem ser introduzidas a par­
tir da noção de fecho, segundo as definições usuais (1), 

Todavia, tal conceito de espaço topológico é demasiado 
geral para que dele se  possam obter resultados interes­
santes, aplicáveis a casos concretos. Um conceito mais 
rico em consequências é j á  o de «espaço (V)>> ou o «espaço 
de vizin hanças » ,  que convém aqui recordar. Suponhamos 
que, a cada elemento p de U ,  está associada uma família 
qualquer de subconjuntos de U, chamados vizinhanças 
de p e sujeitos unicamente à condição de conterem p; 
convencionemos agora dizer que um ponto p e U é ade­
rente a um dado conj unto A c U, quando, em toda a 
vizinhança de  p, exis tir pelo menos um elemento de A ;  
nestas condições , chamando fecho de A ao conjunto  de 
todos os pontos aderentes a A (segundo tal  convenção), 
fica definida em U uma estrutura topológica, com a qual U 
se chamará um espaço (V). Como é notório, os espaços (V) 
podem ser caracterizados unicamente em termos de « fe­
cho» : para que um espaço topológico ( U, 1» seja um 
espaço (V) (is to é, tal que a definição de operador 1> 
possa ser dada, como anteriormente, a partir de um con­
ceito adequado de vizinhança), e necessário e suficiente 
que seja verificada a condição: 

III. A C B implica 1> (A) C 1> (B). 

(1) Ve ja -s e RIBEIRO [I]. 
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Os espaços (V) podem portanto ser definidos directa� 
mente com o sistemas (U, <1» que satisfazem às condições 

I, TI, m. 
Em grande parte dos espaços topológico$ que se apre� 

sentam na prática, é ainda verificada a seguinte condição, 
equivalente à condição 2.a de F. Riesz : 

IV. <I> (A U B) c <I> (A) U <I> (B) , 

a qual se funde com III, na fórmula :  

IIl, IV. <I> (A U B) = <I> (A) U <I> (B) , 

que traduz a distributividade (finita) do operador <I> a 
respei to da reunião. 

Por outro lado, muitos dos espaços topológicos usuais 
verificam esta outra condição : 

V. <I> (<I> (A)) = <I> (A) . 

Cha mando , como é costume, conjuntos fechados aos 
conjuntos que coincidem com o respectivo fecho , esta 
condição pode exprim ir-se dizendo que  o fecho dum con­
junto é sempre um conj unto fechado.  

Exemplo clássico dum espaço (V) que  não verifica a 
condição V é o das funções reais duma variável real, de� 
finidas num mesmo intervalo, com a definição de con­
vergência pontual.  Trata-se, como se viu na 1.a disserta� 
ção, dum espaço (L) ou espaço de convergência. 

Recordemos a definição de espaço (L) :  Um conj unto U 
torna -se u m  espaço (L), quando , a cada uma de certas 
sucessões Pt, h, . _ .  , pn, .. . de elem entos de U (chamadas 
sucessões convergentes), se faz corresponder um e um só 
elemento de p de U, chamado limite da sucessão (p .. ) e 
representável por lim pn, de modo que resultem verifi� 
cadas as condições: 
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L1.  Se P =lim pn e se (p:) é uma subsucessão de 
(Pn) , também p = limp:. 

L2.  Se  pn=p , qualquer que  seja 11" então lim pn=p. 

(Por subsucessão de (Pn) entende-se aqui toda a suces­
são (P"n), tal que  kl < k2 < ... ) . 

Nos espaços (L), a es trutura topológica é introduzida 
a partir do conceito de « limite duma sucessão», mediante 
a definição : 

[1. 1 J  Diz-se que um ponto p é «aderente» a um dado 

conjunto A, quando existe pelo menos uma sucessão de pontos 

de A convergente para p . 

Resulta desta definição que todo o espaço de conver­

gência verifica a condição IV (embora nem sempre veri­

fique a condição V, como sucede no exemplo anterior) . 

Aos espaços (V) que verificam a condição V chamare­
mos espaços (F), segundo A. Monteiro [IJ. Apresentam 
de notável estes espaços o facto de a sua topologia poder 
ser introduzida a partir da família � de todos os conj un­
tos fechados do espaço : o fecho dum conjunto A é o menor 
(isto é, a intersecção) de todos os conjuntos fechados que 
contêm A. Para obter um espaço (F), a família � dos con­
j untos fechados pode ser dada arbitràriamente, obede­
cendo apenas a esta condição : «A intersepção de con­
juntos quaisquer pertencentes a � (em número finito ou 
infini to) é ainda um conj unto de �». Pode também obter-se 
um espaço (F), dando, em vez da família dos conjuntos 
fechados, a família D dos conjuntos abertos (complem en­
tares dos primeiros) a qual deve obedecer à condição : 
«A reunião de conjuntos de D é sempre um conj un to 
de D» ; neste caso, o interior dum conjunto A será o maior 
dos conjuntos abertos contidos em A e o fecho de A o 
conjunto dos pontos não interiores ao complementar de A. 
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2. Comparação e composiçã o d e  lopolog ias .  - Todo o 
operador de fecho introduzido num conjunto fundamen­
tal U define sobre este conjunto uma determinada estru­
tura topológica ou topologia 1", isto é,  um determinado 
sistema de noções topológicas (de « interion, de «fron­
teira », de  «conexão»,  etc.). Dados dois operadores de  fecho 
<Pi, <P2, sobre um mesmo conjunto U, diremos que a topo­
logia 1"1 definida por <Pi precede a topologoia 1"2 definida 
por <P2 e escreveremos 

quando se ti ver 

<P1 (A) C <P2 (A), qualquer q u e  seja A cU. 

Se as duas relações 

forem simultâneamente verificadas, as topologias 1"1,1"2 
serão idênticas : 

o mesmo acontecendo para os  operadores de fecho : <P1=<P2• 
Se 1"1 C 1"2 e 1"1 =1= 1"2, diremos que 1"1 é mais fraca 

que 1"2. 
Suponhamos que (U , <P1), (U ,<P2) são espaços (V) e 

sejam �x , ®x d uas famílias de vizinhanças associadas 
a um ponto genérico x de U, as quais determinem, res­
pectivamente, as topologias 1"1,1"2, Então : 

[2 . 1] Condição necessária e suficiente para que se tenha 
1"1 C 1"2 é que, para cada vizinhança Wo� da família m3x exista 
pelo menos uma vizinhança Vx da família �x tal que 
Vx C Wr• 

É claro q ue esta mesma proposição nos fornece um 
critério para saber se as d uas famílias de vizinhanças são 
topolàgicamente equ1'valentes, isto é, se definem ou não a 
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mesma topologia (1). O facto de  poderem existir dois si s­
temas diferen tes de vizinhanças definidoras da  mesma 
topologia, significa que a noção de vizinhança não é uma 
noção topológica, a não ser em casos particulares : por ex ., 
no caso de a fam ília das vizinhanças associadas a cada 
ponto x ser a mais ampla possível (sendo então consti­
tuída por todos os conjuntos  a que  x é interior). Recor­
demos ainda este facto : Para que um espaço (V) seja um 
espaço (F), é necessário e suficiente que a topologia desse 
espaço possa ser definida a partir dum sistema de vizi­
nhanças constituídas por conjuntos abertos. 

Suponhamos agora que  os sistemas (U , <1>1), (U , <1>2) 
são espaços (F). Condição necessária e suficiente para 
que resulte "I C "2 é que se tenha �I:::> �t, sendo �1 
e �2, respectivamente, as famílias de conj u n tos  fechados 
definidoras de " 1  e de " 2  (2). 

Consideremos a família T de todas as possíveis topo­
logias sobre o conj unto U.  A respeito da relação C 
atrás definida, a família T consti tue um reticulado (3), 
em que existe o extremo superior e o extremo inferior 
de qualquer sub-família .  Mais precisamente, dada uma 
família I 'i ! de topologias sobre U e representada em 
geral por <l>i a operação de fecho que define "i, o extremo 
superior da família I 'i ! é a topologia" definida pelo ope­
rador <I> tal que  

<I> (A) = U <l>i (A) , qualquer que seja A C U; 
i 

e o extremo inferior de  I "i ! é a topologia '* definida 
pelo operador <1>* tal que  

po r 

<1>* (A)= n <l>i(A) , qualquer que  seja A c U  (4). 
i 

(1) Ve ja-se, p .  e x. , ApPERT [I], pág. 8. 
(2) BOUBARKI [I] , MONTEIRO [I]. 
(3) Traduzo aqui dattice» p o r  «reti culado» . Ve ja-se BIRKHOFF [I]. 
(4) Em ge ral ,  dada uma fam ília I Xi! de co njunto s, represe nto 

U Xi a sua reuni ão e po r n Xi a sua inte rsecç ão. 
i , 
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Suponham os porém que todos os  sis temas (U, <IIi) 
considerados são espaços (F) : então o sistem a (U, <11*) 
será também, necessàriamente, u m  espaço (F), mas pode 
o mesmo não acontecer com o sistema (U, <II). Por isso, 
quando não se admitam outros espaços topológicos além dos 
espaços (F), o extremo superior das topologias Ti tem de  
ser definido de m aneira diversa da  anterior (1): Seja em 
em geral �i a família dos conj untos fechados que define 
em U a topologia Ti; então o extrem o  superior da  fam í­
lia I Ti! será neste caso definida como a topologia para a 

qual os conj untos fechados são os  conju ntos comuns a 
todas as famílias �i, isto é, os conjuntos da fam ília n �i. 

i 

3. Conce i tos de «espaço reun ião» e de «espaço i n te r­
secção», - Nas considerações preceden tes, �upunha-se 
que todas as topologias Ti eram definidas num mes mo 
conj unto fundamental U. Todavia, para o estudo que 
terá de ser fei to ul teriormente, há que introduzir aqui  
conceitos mais  gerais. 

[3.1J DEFINIÇÕES. Consideremos u m a  fam ília de espa­
ços topológicos Si= (Ui, <IIi), consti tuídos por conju n tos 
fundamen tais Ui, possi ve1men te distintos, e por corres­
pondentes operad ores de fecho, <IIi, Chamaremos «espaço 
reunião» da família I Si ! ao espaço (U , <II) assim definido : 

U = U Ui ;  <II (A) = U <IIi (A n Ui), para cada A cU; i i 

e «espaço z'ntersecção» da m esma família ao espaço (U*, <11*) 
assim definido : 

U*= n Ui; <11* (A) =  n <IIi(A), para cada A c U*. 
i i 

Por outros termos: 

(1) BOURBAKI [I], MONTEIRO [I]. 
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[3 . 2J  Dizer que x e <P (A) eq uivale a dizer que x é 
aderente a algu m subconjunto de A num pelo menos dos 
espaços Si ' Dizer que x e <P* (A) equivale a dizer que x 
é aderente a A em todos os espaços Si . 

Supondo agora que, em cada um dos espaços Si, a 
operação de fecho <Pi é introduzida mediante um sistema 
de vizinhanças �i(X), podemos assentar no seguinte 
resultado : 

[3.3J TE o RE:vlA. Um sistema admissível de vizinhan­
ças para o espaço reunião (U , <P) é aquele constituído por 
todos os conju1ztos da forma V (x) = U Vi (x) , em que i 
Vi (x) representa um elemento qualquer da família mi (x) , 
sendo a operação U estendída a todas as determinações de i 

i 
tais que x e Ui. 

Demonstração. Sej a e a operação de fecho introduzida 
em U pelo sis tema � (x)= I V (x) !. Trata-se de provar 
que  e = <P .  Consideremos então dados arbi tràriamente 
um elemento p e u m  subconjunto A de U . Suponhamos 
que p e <P (A); quere is to dizer que existe pelo menos um 
espaço Si tal que p e <Pi (A n Ui); mas, como cada vizi­
nhança da fam ília � (p) contém uma  vizinhança Vi (P) da 
família �i (P), segu e-se que também p e 8(A) . Suponhamos 
agora que p e 8(A); quere is to dizer que, em cada vizi­
nhança da família �(p), existe pelo menos um ponto de A ;  
então, s e  fosse p 1; <P (A) , haveria, e m  todo o espaço Si 
que contivesse p, pelo menos uma vizinhança Vi (P) da 
família �i(P) disjunta de A e portanto também o s eria a 
vizinhança U Vi (P) da família � (P), o que é contrário , 
à hipótese (I) ; logo, ter-se- á também p e <P (A) . Em conclu-

(I) Nes ta par te da demonstração intervém o axio ma d e  Zerme lo ,  
mas, n o  caso co ncre to a que o teorema ser á ma is adian te apli cado , o 
re fer ido a xioma pode ser d is pensa do. 
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são : 0 (A) = <II (A), para' todo o A cU, o u  seja e = <II 
q. e. d. 

Anàlogamente se demonstra que : 

[3.4J Um sistema admz·ssível de vizinhanças para o 
espaço intersecção (U*, <11*) ,é aquele constituído por todos 
os conjuntos da form,a V (x) = U * n Vi (x), para todas as 
determinações de i . 

Convém ainda tomar nota do seguinte resultado : 

L 3 . 5J TEOREMA. Se A é um conjunto fechado [aberto J 
no espaço reunião (U ,  1l) , também o conjunto A n Ui sera 
fechado [aberto J no espaço Si , qualquer que seja i . 

Demonstração. Suponhamos que A é fechado no es­
paço S = (U , <II). Se, para algum espaço Si, o conjunto 
A n Ui não fosse  fechado, haveria pelo m enos um po nto p 
de  Ui tal que 

pfi<lli(A n Ui), p 1; A n Ui . 

Mas da primeira relação deduz-se 

(1) P fi <II (A), 

enquanto da segunda resulta 

(2) p1;A 

(pois que, se fosse p fi A ,  como é p fi Ui, viria p fi A n Ui). 
Porém,  (1) e (2) significam que A não é fechado no 

espaço S ,  contràriamente à hipótese inicial. 

Suponhamos agora que A é aberto no espaço S .  Então, 
o conj unto U - A ,  complementar de A em U, será fe­
chado neste espaço, e portanto o conjunto (U - A) n Ui= 
==Ui - A será também fechado em Si , qualquer que sej a  i. 
Logo A n Ui será aberto em Si, qu alq uer que  seja i ,  

q. e. d .  
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Imediatamente se  reconhece que 

[3 . 6J Se em cada um dos espaços Si é verificada a CMt­

dição IV (n .o 1), o mesmo acontece no espaço reunião S. 

Porém ,  como  veremos adiante, a condição V pode ser 
verificada em cada um dos espaços Si sem o ser no es­
paço S . 

Nos espaços topológicos usuais, é muitas vezes veri­
ficada a seguinte propriedade, conhecida por 1.a condz'ção 
de separação (<<Erstes Tren nu ngsaxiom » )  ou condição 4.a 
de F. Riesz : 

CONDIÇÃO TI ' Se A é formado dum só elemento, então 

Ã=A (isto é, A é fechado) . Em termos de «vizinhança» : 
Dados dois pontos quaisquer p ,  q ,  existe sempre, pelo 

menos, uma vizinhança de p que não contém q (e vice-versa) . 

Imediatamente se reconhece qu e  

[3 . 7J Se em cada um dos espaços Si é verificada a con­
dição TI , o mesmo acontece no espaço reunião . 

Porém já  o mesmo se não pode afirmar quanto à 
2.a condição de separação (designada por T2) e q ue se  
enuncia : 

Para cada par de pontos p ,  q, existem, pelo menos, duas 
vizinhanças respectivas V (P), V (q) , que são disjuntas. 

4. Caso dos espaços (L). Espaços (L*) .-]á na 1.a dis­
sertação foi definido um conceito de  «soma de  espaços (L) 
vectoriais» .  (Neste trabalho será usado de preferência o 
termo «reunião» em vez de «soma»). 

Definiremos agora o conceito m ais geral de «reunião 
de espaços (L))), 

Consideremos uma família de espaços (L) 

Si= (Ui , lim(i ») 
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constituídos por conj untos fundamentais Ui e por corres­
pondentes operadores de convergência, lim(i) . Posto isto ,  
representemos por U o conjunto U Ui e adoptemos a i 
seguinte definição : 

[4.1] Diz-se q u e  u ma dada sucessão Pr , h, ' .. pn , . . , 
de  elem entos de  U tem por l imite u m  dado elemento p 
de U ,  e escreveremos p = lim pn , quando existe pelo 
menos um espaço Sp. da  família 1 Si! no qual se  tenha 
p = lim<P·) }n . 

Todavia, para que  o operador !im assim definido sej a 
unívoco e o sistema (U, !im)  resulte  deste modo um 
espaço (L), é necessário (e suficiente) impor aos espa­
ços Si a seguinte condição : Se a sucessão (Pn) é conver­
gente em dois espaços Sp., Sv da família 1 Si!, tem-se neces­
sàriamente lim<P') pn = li m <'I) pn . 

[4.2J Um a vez verificada ésta condição, diremos que 
o sistema S = (U , lim)  é , como espaço (L), a reunião dos 
espaços Si' 

Mas notemos por outro lado q ue, em cada um dos 
conjuntos Ui, pode ser in troduzida uma operação de fe­
cho, 1>i, a partir do operador de convergência lim(i) , con­
forme foi recordado no n.O 1. Então, imediatamente se 
reconhece q u e : 

[4.3l A operação de fecho, IJI ,  do espaço reunião (U, IJI) 
da familia constituída pelos e'>paços (Ui, lJIi) é precisamente 
a mesma que se obtém di1�ectamente em U a partir do ope­
rador lim act'ma considerado. 

Entretanto, há que manter a distinção entre os con­
cei tos de  «reuníão de espaços topológicos» e «reunião de 
espaços (L)>> , em virtude das circuns tâncias que vão ser 
apontadas. 
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o conceito de convergência, tal como o de vizinhança, 
determina uma topologia no conjunto em que é definido, 
mas não quere isso dizer que ele mesmo seja, necessaria­
mente, uma noção topológica, isto é, que possa ser definido 
a partir da noção de fecho (como ja se tinha observado na 
1.a dissertação) . 

Para que  a noção de limite possa ser definida em ter­
mos de  fecho, deve acrescentar-se às condições Ll, L2 
(n .o 1), a seguinte condição (1): 

L3. Se a sucessão (P,,) é tal que toda a subsucessão 
(p:) de (P,,) contém pe lo menos uma sucessão con­
vergente para p ,  então p = lim p". 

Posto isto : 

[4.4J Chama-se espaço (L*) (segundo Kuratowsky) todo 
o espaço (L) que verifica a condição Ls 

Pode então demonstrar-se que :  

[4.5] Para que, num espaço (L *), se tenha p = lim p" , 
é necessario e suficiente que, qualquer que seja a subsuces­
são ( p:) de (Pn), o elemento p resulte aderente ao conjunto 
dos elementos de ( p': )  . 

Esta proposição fornece, manifes tamente, uma defi­
nição de «limi te»  em termos de «fecho» .  E é fácil ver 
ainda que : 

[4.6J Para que, num espaço (L*), se tenha p = lim pn, 
é necessarz'o e suficiente que, a toda a vizinhança V de p , 
corresponda uma ordem v tal que 

pn e V para n > v • 

Tal proposição fornece um cri tério para definir «li mite» 
em termos de «vizinhança» - precisamente o mesmo cri-

(1) KURA TOWSKY [I], pág. 76. 
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tério que se adopta habitualmente nos espaços (D) e, 
mais geralmente ainda, nos espaços CE) . 

In teressa-nos porém salientar que,  reciprocamente: 

[4.7J Todo o espaço (L) em que a noção de limite possa 
ser defz'nida segundo o critério expresso em [4.5J ou segundo 
o critério expresso em [4.6J, é um espaço (L*) . 

E há ainda q ue pôr em relevo o seguin te facto: 

[4 . 8J Se os sistemas (Ui , lim(i ) )  são espaços (L*) , não 
se pode daí concluir sem mais que o mesmo suceda com o 
espaço (L) reunião dos primeiros, segundo a definz'ção atrás 
adoptada. 

Estas observações intervêm de maneira essencial nas 
considerações que irão desenvolver-se mais adiante. 

5. Trans formações con tín uas - Sejam Si = (U1 , ep) , 
S2 = (U2 , ep) dois espaços (V) q uaisquer ( para comodi­
dade representamos pelo m esmo símbolo ep a operação 
de fecho em ambos os espaços) e designe T uma trans­
formação unívoca de domínio A C Si e de contradomí­
nio B C S]. Recorde-se que a noção de  continuidade 
pode ser introduzida pelo menos de dois modos diversos : 

1) No sentido de Cauchy : Diz-se que T é contínua 
num dado ponto p de A, quando, para cada vizinhança W 
de T (P), existe, pelo menos, uma vizinhança V de p tal 
que T (V n A) c W. 

Este m esmo conceito de continuidade pode ser defi­
nido em função de fecho , tal como segue : T é contínna 
em p ,  se, e só se, a todo o subconj unto de  A a que  é 
aderente p ,  corresponde, por meio de T, um subconjunto 
de B a que é aderente T (p) . 

2) No sentido de Reine : Suponhamos que  Sl, SJ são 
espaços (L). Diz-se que T é contínua em p quando, a toda 
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a sucessão de elementos de A convergent e para p corres­
ponde , por meio de T ,  uma su cessão de elementos de B 
convergente  para T (p) . 

Tendo em vista o que  atrás foi dito ,  é fácil ver que : 

[5.1J Se S1' S2 são espaços (L*) , «continuidade no sen­
tido de Cauchy» e «continuidade no sentido de Heine» são 
expressões equivalentes: 

Porém, se S1 , Si são apenas espaços (L) , pode, q uando 
m uito, garantir-se que a continuidade à Hez"ne implica a 
continuidade à Cauchy (I). 

A transformação dir-se-á s imples m ente contínua q uan­
do for contínua em todos os pontos do conj unto A em 
q ue é definida ; se além disso se tiver A = U1 , a condi­
ção de  continuidade à Cauchy assume a form a : 

T (<P (X)) C 1> (T (X) ) , para X C U1 , 

enquanto a condição de  co ntinuidade à Heine as sume a 
forma: 

T (lim xn) = lim (T (xn) ) , 
n 

para Xn € U1 • 
n 

[5.2J CONVENÇ;\O. Para comodidade, em vez de  «contí­
nua no sentido de Cauchy», diremos sim plesmente «con­
tinua», e, em vez de «contínua no sentido de Heil1e», dire­
mos «L-contínua». Esta convenção es tá de acordo com o 
facto de  a continuidade à Heine implicar a continuidade 
à Cauchy. 

(1) Note-se que não intervém aqui o axioma de Zermelo, por­
quanto a operação de fecho se supõe introduzida em S1 e S2 segundo 
a def. [1.1]. No caso clássico dos espaços métricos, o axioma de Zer­
melo é invocado para mostrar que a topologia assim definida coincide 
com a topologia introduzida mediante vizinhanças segundo o critério 
usual. 
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Das definições precedentes deduz-se imediatamente 
o seguinte resultado : 

[5.3J Sejam S ,  S* dois espaços (V), o primeiro dos 
quais definido como reunião de uma família I Si I de espa­
ços ( V). Seja T uma transformação unívoca de dominio 
A C S e de contradomínio A * C S*. Condição necessdria e 
suficiente para que T seja contínua num ponto p de A é que 
seja continua em p a respeito das topologias de todos os 
espaços Si de que S é reunião e tais que p e Si . 

Este resultado subsiste, supondo q u e  se tra ta de  espa­
ços (L) e de L-continu i dade. Por dualidade, obtém -se um 
resul tado análogo supondo q u e  S* é definido com inter­
secção de  espaços. 

6. Concei tos de «espaço produ to». F u nções con tínuas 
de ma is de uma var iável .  -Sejam 

SI = (U I , <II), S2 = (U 2 , <II) , . . . , Sn = (U n , <II) , 
espaços eV) quaisquer. Chamaremos espaço produto de 
SI ,  SJ , . .. , Sn , na  ordem em que estão escri tos, ao es­
paço que usualmente se chama  produto topológico de 
SI, S2 , " 0 , Sn , isto é, ao espaço (U , <II) ,  que  tem por 
conjunto fundamental o produto cartesiano VI x V2 x··· 
• . •  X V" e em q u e  se pode escolher para sistema de 
vizinhanças de  cada pont o a = (aI , aj , '" , an ) a família 
de todos os  conj untos V da  forma V = Vlx V2x··· X Vi." 
sendo VI , . . . , Vn , respectivam ente, vizinhanças de  aI , "  o 

. . . , an em SI , . . . , Sn . 
Todavia, sendo SI, S2, '" , Sn espaços (L) :  

, Sn = (V n , limj , 

é-se levado naturalm ente a definir espaço produto de 
de  SI' S2 , . . o , Sn como o espaço (L) que se obtém sobre 
o conjunto V = UI X V2 X . • .  X Vn considerando o ope-
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rador lim assim definido : Dados um ponto a = (aI , . . .  , an) 
de U e urna sucessão de  pontos Xp=(Xl,p, . . .  , x",p) de  Ur 
tem-se 

lim X p  = x ,  se e só se l im Xi, p = ai, para i = 1 , 2 , ... , n . p p 

Corno é sabido, se  SI, . . .  , Sn são espaços (D), há equi­
valência entre os dois referidos conceitos de espaço pro­
duto : a topologia introduzida em U pelo operador Um 
coincide com a topologia do produto topológico SI x S1 X 
X . . . X Sn , tal corno este foi primeiro definido. Porém, no 
-caso geral, a equivalência não é necessàriamente vertficada. 

Estes conceitos estão directamente relacionados com 
o concei to  de continuidade para funções de  mais de  uma 
variável. Sejam Xl, X2, '" , X" variáveis sobre os  conj un­
tos UI , U2, • • •  , Un , respectivamente. Consideremos uma 
função 'Jl (Xl, X2, . . .  , xn) destas variáveis, definida num 
subconj unto A de UI XU2X . . .  xU" e cujos valores per­
tençam a um espaço ( V) qualquer, S*. Obtém-se um con­
·ceito fraco de continuidade, dizendo que  'fi é contínua 
quando o for a respeito de cada urna das variáveis Xl, " ',xn , 
separadamente. Mas, em geral, exige-se uma condição mais 
forte: Diz-se que 'Jl é função contínua de  Xl, X2 , ... , Xn 
quando representa urna f u nç ã o  contínua d o  ponto 
.x=(Xl, X2, . . . , x,,) no espaço produto S .  Corno se sabe, 
nem sequer no caso das funções de variáveis reais é ve­
rificada equivalência entre es tes dois conceitos de conti­
nuidade. 

As duas definições precedentes podem imediatamente 
ser transpostas para o caso dos espaços (L). Suponhamos, 
para maior simplicidade, que se trata duma função de  
duas variáveis, 'Jl (x  ,y). Então, a condição de  L-continui­
,dade fraca tomará a forma : 

lim rp (xn ,y) = 'Jl (lim Xn , y) lim 'Jl (x ,y,,) ='Jl (x ,  limYn ); 
11 11 n n 
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enquanto a condição de L-continuidade pràPriamente dita 
toma a forma 

lim 0/ (xn , Yn) = Ijl (lim Xn , lim Yn) , 
n ·n n 

,sendo (xn) , (Yn) sucessões con vergentes arbi trárias, tais 
,que (xn, Yn) € A . 

n 

7. Espaços (V) vectoriais. - Consideremos um espaço 
vectorial S ,  real ou  complex o , que seja ao m esmo tempo 
um espaço (V), e representemos por � o corpo dos esca­
lares, real ou complexo (� = R ou  � = K) . 

Então, será definida em S, além da adição e dos mul­
tiplicadores escalares , uma operação de fecho, qJ: 

S=(U, +,ô,., qJ) . 

Para que este conceito seja susceptível de aplicações 
interessantes, convém supor pelo m enos que as duas 
operações vectoriais - adição e multiplicação escalar - são 
contínuas a respeito de qJ. Mas como se trata de  funções 
de duas variáveis 

x + Y, 1;. x, com X ,Y € U, 1; € � , 

a continuidade pode ser en t endida de  duas maneiras , 
como há pouco foi indicado. 

[7.1 J Diremos que S é um espaço ( V) vectorial em sen­
tido restrito, quando x + Y for função contínua do ponto 
{x ,y) em Ux U e 1;. x for {unção contín ua do ponto 
(1;,x) em âxU. 

[7.2J Diremos que S é um espaço (V) vectorial em sen­
tido lato, q uando x + y e �. x forem funções continuas 
em relação a cada uma das variáveis x,y (x € U , Y € U) 
e �, x (�€ �, x eU) , consideradas separadamente. 
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Em qualquer dos casos basta conhecer um sistema m 
de  vizinhanças do vector nulo, para que a topologia fique 
determinada: um sistema admissível de vizinhanças de um 
elemento a qualquer de V sera a família dos conjuntos da 
forma a + V , com Vem. Além disso, tem-se a conhecida 
propriedade :  

[7 .3J Uma transformação linear (ou simPlesmente adt·­
tiva) , entre dois espaços ( V) vectoriais, é contínua em todos 
os pontos, desde que o seja num ponto dado, qualquer. 

Se a operação de  fecho definida em S verifica ainda 

as condições IV, V (n.o 1) e T1 (n.o 3) ,  o sistema S é o que 
se  cos tuma chamar espaço vectorial topológico. Trata-se 
dum conceito bastante fecundo, equivalente ao de espaço 
vectorial pseudo-normado, que tem dado lugar a extensa 
bibliografi a na última década ( veja - se, por exemplo, 
HYERS [IJ). 

N O TA : Até aqui te m os fei to a dis tinção entre o 
espaço S e o seu conjunto fundam ental  V, mas nos casos 
corren tes não há p erigo em confu ndir S com V ,  dizendo 
indiferentemente «o espaço S» ou «o  conjunto 5». Na 
realidade, um espaço é u m  conj unto organizado por meio 
de certas relações. 

8. Espaços (L) vector i a is . - Consideremos agora u m  
espaço vectorial S (real ou complexo), q u e  seja  a o  mesmo 
tempo um espaço (L): 

S=(V , + , � , . , lim) . 

Convirá, para as aplicações, supor que a adição e a 
multiplicação escalar são L-contínuas em S . A L-conti­
nuid ad e pode aqui ser entendida de dois modos diversos, 
co m o foi atrás indicado , mas basta que nos limitemos à 
a epção restrita: 
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[8.1J Diremos que S é um espaço (L) vectorial, quando 
valem as regras: 

lim (xn -+-y,,) =lim Xn + lim y", lim (�n . xn) = l im �n ·lim Xn, 

sendo (Xn) , (Yn) duas sucessões quaisquer convergentes 
de elementos de U e (�,,) uma qualquer s ucessão conver­

gente de elementos de Ll (1) .  
É fácil ver que  todo o espaço (L) vectorial é,  pelo me­

nos, um espaço ( V) vectorial em sentido lato. 
É ainda manifesto que: 

[8. 2J Num espaço (L) vectorial, condição necessaria e 
suficiente para que lim Xn = a é que lim (xn - a) = O . 

[8.3J Uma transformação aditiva entre dois espaços (L) 
vectoriais sera L-contínua em todos os pontos, desde que o 
seja num ponto dado, qualquer. 

Recordemos agora o conceito de «reumao de espa­
ços (L) vectoriais». Consideremos uma família I Si! de 
espaços (L) vectoriais complexos e representemos por S 
a reunião de todos os conjuntos Si' Posto i s to, adoptemos 
as seguintes convenções: 1) soma de dois dados elemen­
tos a , b de S é a soma desses elementos num pelo menos 
dos espaços Si (ao qual a, b pertençam conjuntamente); 
2) produto dum número complexo À por um elemento a de 
Si é o produto de À por a num pelo menos dos espaços Si; 
3) a é limite duma sucessão (an) de elementos de U, se 
existe, pelo menos, um espaço Si, no qual (an) converge 
para a .  

Todavia, para que, com estas definições, o conjunto S 
se torne um espaço (L) vectorial, devemos impor à famí­
lia I Si! condições suplementares, que podem ser, por 
exemPlo, as seguintes: I) dados dois espaços Sj , Sk quais-

(1) O conceito de espaço (L) vectorial tinha sido definido na 
1.a dissertação, mas de maneira pouco precisa. 
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quer, pertencentes à família I Si! , existe pelo menos um 
espaço da mesma família que contém Sj U Sk; II) a soma 
de dois vectores, o produto de um vector por um escalar 
e o limite duma sucessão de vectores, tomados num 
espaço Si, não mudam quando se passa de Si a outro­
espaço da mesma família q ue contenha Si. 

[8.4J Verificadas estas condições,  diremos que S é, 
como espaço (L) vectorial, a reunião dos espaços da famí­
lia I Si! . 

É claro que, em particular, o si stema S é, como es­
paço (L) , a reunião dos espaços (L) da família l Si! , con­
forme as convenções do n.O 4. 

9. Conceito de «espaço cociente».-Seja S um conjunto 
qualquer. Como é sabido, entende-se por «repartição» de S 
qualquer família S' de subconjuntos de S ,  disjuntos dois 
a dois, cuja reunião coincida com S .  Tal família deter­
mina em S uma relação de equivalências, PI (isto é, uma 
relação reflexiva, simétrica e transitiva) , desde que se 
ponha: 

x p y, se e só se x, y pertencem a um mesmo cottjunto 

da família S' . 

Representemos em geral por y. (x) o conjunto x' € S� 

tal que x € x". Ficará assim definida uma transformação 
unívocaY. de S sobre S' , que chamaremos transformação 
natural de S sobre S', tendo-se: 

xpy se e só se x* = y' (onde x·=x.(x), y'=x.(y)). 

Deste modo, podemos dizer que Y. transforma a rela­
ção de equivalência p na relação lógica de identidade 
«=»; intuitivamente, diz-se que, mediante a transfor­
mação Y., dois elementos equivalentes x ,y são identifi­
cados, passando a ser concebidos como representantes dum 
mesmo ente abstracto (elementos duma mesma classe). 
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Recordemos que, reciprocamente, toda a relação de 
equivalência? definida em S determina uma repartição S" 
de S ,  desde que se ponha: 

x. ( x) = conjunto dos elementosy de S tais que ypx. 

Suponhamos agora que S é u m  espaço (V). A maneira 
de in troduzir em S' uma topologia é a priori arbitrária, 
mas é natural que se procure fazê-lo de modo que seia 
verificada a seguinte condição: 

1) x. é uma transformação contínua  de S sobre S' . 

Todavia esta condição não basta para qu e o problema 
fiqu e  determinado. 

Seja R um segundo espaço (V) e T uma transformação 
unívoca de S sobre R .  Suponhamos além disso que se tem 

[9 . 1J xpy implica T( x)=T(y). 

Nestas condições, a transformação T' de S' sobre R 
assim definida: 

T' (x» = T (x) , para x'=x.(x), 
é manifes tamente uma transform ação unívoca, podendo 
dizer-se en tão que T·' é a transformada de T por meio 
de x. e escrever-se 

T*=x.(T) (éctaroque T=T*.x.). 

Pois bem, o nosso problema ficará determinado desde 
que, à condição 1 ), jun temos esta outra: 

2) Se T é contínua, também T* o sera, qualquer que seja 
o segundo espaço R considerado (supondo verificada a CMl­
dição [9.1J). 

A topologia de S' que verifica as cOndições 1), 2) será, 
manifestamente, o extremo inferior de todas as topologias 
que verificam a condição 1) . 
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Mas a solução do problema está ainda dependente do 
significado que se atribue aqui ao termo «topologia»! 

Suponhamos que se pretende obter apenas um espaço ( V) . 
Seja <I> a operação de  fecho em S .  Então, a operação de 
fecho em S que satisfaz a 1 )  e 2), será o operador <1>* assim 
definido: 

[9.2 J <1>" (X) = x (<I> (,c 1 (X»)) , para todo o X C S· , 

representando por X-I (X) o máximo subconjunto X de S 
tal que X = z. (X), isto é, a reunião de todos os  sub­
conjuntos da família S· que  são elementos de X (1). Por 
outros termos 

[ 9 . 3J Dizer que a pertence ao fecho de X e m  S· equivale 
a dizer que existe pelo menos um representante de a em S 
que é aderente ao conjunto de todos os representantes dos 
elementos de X em S . 

Por exemplo, seja S o espaço cartesiano ordinário e S· 
a família de todas as rectas com uma direcção dada. Dizer 
qu e uma recta r da família S· é aderente a u m  conjunto X 
de rectas da mesma família, equivale a dizer que  exis te 
pelo menos um ponto de r aderente a um conjunto de 
pontos das rectas pertencentes a X. 

Observemos ainda que a verificação simultânea das 
condições 1), 2) equivale à proposição: 

[9.4J Toda a transformação contínua T de S sobre R 
que vertfique a condição [9.1J é da forma 

T=T*· x, 

em que T* representa uma transformação contínua de S· 
sobre R, tendo-se T* = x (T) . Reciprocamente, toda a 
transformação T desta forma é uma transformação contí­
nua de S sobre R que respeita a condição [9.1 J . 

(1) Poderíamos escrever então <\>* = X (<1J). 
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É fácil também estabelecer o seguinte teorema : 

[9.5J Seja m (x) um sistema de vizinhança do ponto ge­
nérico x de S. Um sistema admissível de vizinhanças dum 
ponto a qualquer de S* será a famílta de todos os subcon­
Juntos de S* da forma 

x [ U V (x) ] , com V (x) e m (x). 
xea 

Com tal topologia, S' dir-se-á o espaço cociente de S 
segundo a relação de equivalência �. 

Mas suponhamos agora que é exigida a condição de  
todos os espaços considerados serem espaços (F). Neste 
caso, o problema terá de ser resolvido de maneira di­
versa, que  pode não ser equivalente à prim eira. Corno a 
família dos conj untos fechados deverá ser fixada em S* 
de modo que resul tem verificadas as condições 1), 2), 
virá a definição : 

[9. 6J Diz-se qu e um subconj unto X de  S* é fechado 
quando o conjunto [1 (X) (isto é, a reunião de  todos os 
subconjuntos de  S que são elementos de X) é fechado 
em S .  

É ao espaço (F) q ue se obtém com esta definição de 
conjunto fechado, q ue mais frequentemente se aplica a 
designação de «espaço cociente» (ALEXANDROFF und HOPF [IJ, 
BOURBAKI [IJ ) . Todavia, para as aplicações que irão ser 
aqui feitas adoptaremos o primeiro concei to. 

Ê claro que a família dos conjuntos fechados será a 
mesma nos dois casos, porém a operação de fecho pode não 
ser a mesma, porque, no primet"ro caso, nem sempre é veri­
ficada a condição de o fecho de qualquer conjunto ser 
fechado (1). 

( 1) Neste caso, em vez do termo «fecho» seria preferível o de 
«aderência». 
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10. Conceito de produto de espaços (L) sendo estes 
em número in fi nito - Seja M um conj unto qualquer, que, 
para efei tos de analogia, chamaremos «conjunto de índi­
ces», e suponhamos que, a cada elem ento i de  M ,  se faz 
corresponder um determinado conjunto Si' Considere­
mos, por outro lado, uma  correspondência p qualquer, 
segundo a qual, a cada elemen to i de M ,  fique associado 
um elemen to p (i) de Si .  Ao conjunto  de todas as possí­
veis correspondências p deste género chamaremos pro­
duto cartesiano dos conjuntos Si a respeito do conj unto 
de índices M e designaremos tal conj unto pelo sím bolo 

II Si 
is M 

ou simplesmente por II Si . Ao elem ento p (1") de Si chama­
i 

remos coordenada de ordem i de p. Em vez de «P (i)>> pode 

usar-se igualme n te a notação «Pi)} . 

Suponhamos agora que os conj untos Si são espaços (L), 

cujos operadores de  convergência representaremos pelo 

símbolo comum «lim »,  e introduzamos em II Si a segui n te 
i 

definição de li mi te : 

p=limpn == p (i)=limpn (i) , qualquer que  seja i e M. 

Com tal definição, o conj unto II Si torna-se manifesta­
i 

mente um espaço (L) a que chamaremos produto dos espa­

ços (L) da família I Si I, a respei to de M .  

Se os conjuntos Si são espaços (L) vectoriais, podemos, 

além da anterior definição de limite,  in troduzi r em II Si 
i 

os seguintes conceitos de «adição» e de «m ultiplicação_ 

escalar» : 

CP + q) (i)-P (i) + q (i) 
(r;.P) (i) =:.r;.(p (i) )  

cP, q e II Si, 
i 

o: e .:1). 
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Assim, o conjunto TI Si tornar-se-á um espaço (L) vec­
i 

to ria!. Em particular, podem os conjuntos Si coincidir 
todos entre si : 

Si= S , para todo o ieM; 

então, recai-se no conceito de « espaço de  operadores», 
estudado na 1.a dissertação (n.o 27) tendo-se 

fI Si=H(M, S). 
i 

§ 2.0 - Do espaço funcional de Fantappie aos novos espaços 

funcionais analíticos 

11. Def in ição do espaço func i o n al de Fantapp iê. - Já 
na 1.a dissertação fiz uma breve história das i n vestiga­
ções relativas à cons trução de espaços funcionais analí­
ticos. Mas não pus  então em relevo este fac to: numa  
primeira fase, Fantappie (1) limi tava o s eu  estudo à s  fun­
ções analiticas uniformes (em todo o campo natural de 
regularidade), procurando só depois generalizar os seus 
resultados às funções multiformes ,  as quais, porém, da­
vam origem a sérias dificuldades. Mais tard e (2), teve a 
ideia de su bs ti tuir  o concei to de função analí tica em 
sentido restrito (de Weierstrass) pelo conceito de função 
localmente analítica, com o qual se realizou u m  progresso 
importante na sua teoria. Em tudo o que segue, vo u l imi­
tar-me ao caso das fu nções duma só variável , uma vez 
que a extensão às funções de mais de uma variável é 
quase i mediata. 

Por «função localmente analítica» entende-se, como 
foi recordado na 1.a dissertação, u ma fu nção complexa 
fez), de variável complexa z, univocamente  definida e 
analítica (isto é, holomorfa) num determinado domínio 

( 1) F ANTAPPIE [I]. 
(2) FANTAPPIE [II]. 
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aberto D do plano-esfera, m esmo não conexo, considerado 
como seu domínio de existe'ncia (por convenção). O termo 
«função» é pois aqui usado no sentido geral da teoria 
das funções, de  modo que duas funções localmente analí­
ticas f1 , f2 devem ser consideradas distintas, desde que os 
seus domínios de existe'ncia não coincidam, mesmo que se 
tenha f1 (z) = I2 (z) sobre algum domínio contido nos pri­
meiros ( tratar-se-ia então da  mesma função analítica de  
Weierstrass, sendo os domínios conexos) .  

Este facto é salientado por Fantappie (em [II], pág. 534) ,  
nos seguintes termos : «E da osservare che, mentre una 
funzione analítica i n  senso s tretto, coI suo campo natu­
rale di esistenza, ri sul ta sempre perfettamente indivi­
duata dai valori che essa assume  nell' in torno di un punto 
qualunque di  tale campo, per indivz·duare invece una fun­
zz"one analitica localmente bisogna assegnare insieme tanto 
la regione R in cui essa e definita (anche costz"tuita da piit 
parti non connesse), come i valori che essa vi assume (in 
modo, naturalmente, che vi risultz" regolare ovunque) >> . 

O espaço funcional de Fantappie (de ordem 1 )  é pre­
cisamente constituído por todas as funções localmente 
analíticas d e  uma variável, sujei tas à condição de  se  
anularem no ponto impróprio quando es te  pertence ao  
seu  d omínio de exis tência. 

Neste conjunto,  que designaremos por e ,  é introdu­
zida uma topologia m ediante a seguinte definição d e  
«vizinhança» : 

[ 1 1 . 1 ]  Dada uma função fo e e ,  de domínio D ,  e 
fixados um conjunto fechado A C D e um núm ero r; > O ,  
chama-se vizinhança (A , a) de fo , ao conjunto de  todas 
as funções f e e ,  de domínio D* => A ,  tais que 

I fez) -fo (z) I < a , qualquer que seja z e A (1) . 

(1) Em particular, A pode ser o conjunto vazio e então a referida 
condição considera-se verificada para todo o elemento f do espaço. 
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Em seguida, Fantappie mostra q ue co m tal definição 
o conjunto e se  torna um espaço topológico To (no sen­
tido de Alexandroff-Hopf), i s to é, um espaço que verifica 

as condições 1 - V (n .o 1) e ainda o axioma de separação 
de Kolmogoroff, m ais  fraco do que TI : 

To . Dados dois pontos p ,  q ,  Pelo menos para um deles 
existe sempre uma vizinhança que não contém o outro . 

Fantappie introduz ainda a seguinte definição, q u e  
nada tem que ver com a topologia d e  e ,  m a s  que lhe é 
cóm oda para os desenvolvimentos ulteriores : 

[1 1 . 2J  Dada uma fu nção /o e e , de dom ínio D, e fixado 
no conjunto fechado A c D, chama-se vizinhança linear (A) 
de /0 o conjunto de todas as funções / e e cujo domínio D* 
contém A . 

1 2 . Cons iderações re la tivas à topo l og ia  de e. - A  famí­
lia de vizinhanças m (/0) associada ao ponto /0 de e por 
meio da definição [ 1 1 . 2J pode ser su bstituída por u m a  
outra família mais restri ta ,  flli (/0) , mediante a seguinte  

[1 2 . 1 J  DEFINIÇÃO.  Dada /0 e e de  domínio D e fixado 
g >  0 ,  chamaremos vizinhança (g) de /0 à vizinhança (Ag , E) 
de /0 , em que Ag designa o conjunto de todos os  pon tos  
de D cuja distância (esférica) ao complemeniar de  D é � s .  

Visto que se tem flli (/o ) c m (/0) , para demonstrar a 

equivalência topológica entre as  duas famílias , basta pro­
var (n.o 2)  que toda a vizinhança pertencente a m U;I) 
contém . um a vizinhança pertencente a flli (/0) . Sejam pois () 
um número posi tivo e A um subconjun to fechado de  D 
(domínio de /0) .  Designando por o a distância de A ao 
complementar de D (a qual é certamente ::> O ,  por ser D 
aberto e A fechado, contido em D) , representemos por g 
o menor dos núm eros o ,  () . Então, é evidente que A c Af. 

e, como se tem g < () , resultará q u e : 
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se I/(z) -/0 (z) I < e sobre Ag , também I I  (z) -/o (z) I < a 

sobre A ,  -- o que significa, precisamente, que todo o ele­
mento da vizinhança (A� , E) de lo é também um elemento 
da vizinhança (A , er)  de  lo . 

q. e. d. 

Note-se que, na m emOrIa [IJ , Fantappie t inha apre­
sen tado uma definição de vizinhança que  pouco difere da 
definição [1 2. 1] . Só mais tarde ,  por sugestão de O. CA­
TUNDA [IJ, a substi tuiu pelo  conceito de vizinhança (A , er) ,  
a qual vem simplificar grande parte das suas demonstra­
ções. Todavia, a fam ília de vizi nhanças definida por [ 1 2 . 1J, 
sendo mais restrita do que a primeira, torna-se mais 
cómoda  em certos casos. 

Introduzamos agora esta ou tra 

[ 12 . 2 J  DEFINIÇÁO. Diz-se que uma sucessão (ln) d e  
elementos de  e ,  t e m  por limite (ou converge para) um 
dado elemento I de e ,  quando, qualquer que  sej a  a vizi­
nhança V de I, existe uma ordem 11 a partir da qual se 
tem ln € V .  

Desde logo se reconhece que ; 

[1 2 .3J  Se a sucessão (ln) converge para I, também con­
verge para todo o e lemento 1* do qual I seja um pro longa­
mento, isto é, para todo o elemento 1* cujo domínio D* esteja 
contido no domínio D de I e tal que 

1* (z) =I(z) sobre D* . 
Com efei to, se I é um prolongamento de 1*, todo o 

elemento de  � que existir na vizinhança (e) de I, exis tirá 
também na vizinhança (E) de 1* (embora a recíproca não 
seja verdadeira, visto ser verificada a propriedade To). 

Para indicar que I é um prolongamento de f*, escre-
'vereinos 

f r  1* ou 1* -< I· 
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Para indicar que fn converge para f ,  escreveremos, 
tendo em atenção o teorema [1 2 . 3J : 

f -<. lim fn .  

Visto que,  por virtude de  [ 1 2 .3J, a u nicidade do limite 
não é verificada, o conj unto @) não é um espaço (L) a 
respeito do operador Lim considerado, conquanto as pro­
priedades LI,  L2 (n.o 1 ) sejam verificadas. 

É fácil estabelecer agora este outro resul tado : 

[ 1 2 . 4J Para que, no espaço topológico @) (com a defini­
ção de vizinhança [ 1 1 . 1 J  ou [1 2 . 1 J ) ,  um dado ponto f seJa 
aderente a um dado conJunto X ,  é necessario e sufiez"ente 
que exista Pelo menos uma sucessão de pontos de X conver­
gente para f . 

A demonstração pode fazer-se exactamente como no 
caso dos espaços métricos, u tilizando a definição [ 1 2 .1] 
de vizinhança e recorrendo ao axioma de  Zermelo. 

13. O conceito de linha  ana l ítica. - No espaço carte­
siano ordinário, R3 , o conceito de linha contínua (de Jor­
dan) é, intui tivamente, o de trajectória dum ponto móvel 

com t variável num dado intervalo (a , b) . É claro que a va­
riável t pode ser considerada como variável real qualquer 
(parâmetro), independente da ideia de  tempo, bastando 
que  seja P um ponto variável, função contínua de t. Por 

outras palavras : F (t) deve ser uma transformação contínua 
de domínio (a , b) e de contradomínio contido em R3 . Mas 
a função F (t) será apenas uma representação paramétrica 
da linha em questão (trajectória de p) , dizendo-se que 
duas funções Fi , F2 deste t ipo representam a mesma 
linha quando existe pelo menos uma transform ação bi-
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contínua O (do intervalo em q ue é defi n ida FI sobre o 
intervalo em que é definida F2) tal que 

A definição de linha con tín ua de Jordan pode en tão 
ser formulada como o faz Fréchet em [IJ , pág.  149 .  

Posto isto,  consideremos, no espaço fu ncional e ,  um 
ponto vari ável P ,  função dum parâmetro complexo À ,  
num domínio D do pla no esfera. Quere isto dizer que, a 
cada À e D ,  corresponderá um determinado elemento P 
de e :  

podendo então dizer-se, intuitivamente, que F (À) é a 

posição do ponto P corresponden te ao valor À do parâ­
metro. A noção de linha contínua pode generalizar- se 
ao caso presente, im pondo a D a condição de ser u m  
domínio conexo, e a F a condição de ser uma transfor­
mação contínua de D sobre e :  F ( À )  será então uma 
representação paramétrica duma linha contínua de  e .  

Mas não esqueçamos que, para u m  valor determinado 
de À ,  F (À) é um determinado elemen to de e e, como t al , 

u m a  função d a  variável complexa z ,  função que podemos 
represen tar  por f (z , À) ou por f), (z) , escrevendo indife­
rentemente 

fÀ (z) ou f (z , À) ou [F (À)] (z) • 

Ainda se costu ma dizer, neste caso, que fÀ (z) é uma 
função de z dependente do parâmetro À .  Mas é preciso n ã o  
perder de vista que os  valores da função F (À) não são 
números, mas sim funções, elementos de e ;  não se trata 
pois duma  função no sentido clássico, mas sim duma 
função no sentido da Análise geral. Todo o risco de con­
fusão será evitado se chamarmos a F (À) , como é cos tume,  
fun ção pontua l ou  ponto-função.  
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Ora Fantappie introduz, logo no início da sua teoria 
dos funcionais analí ticos, uma  noção que  intervém de 
maneira crucial em todo o desenvolvimento da teoria : 
a noção de «linha analí tica» . Sej a ainda F (À) uma função 
pontual, definida num domínio aberto D de !:2 (mesmo 
não conexo) e de contradomínio em e (1) . Como vimos,  
F (À) pode exprimir-se como função de  duas variáveis 
z ,  I. , pondo : 

f(z , À) = [F (À)J (z) , para todo o À € D e todo o z perten­
cente ao domínio de existe'ncia, D (À) ,  da função de z ,  f (z , À) . 

Representemos por C (À) o conjunto complementar de 
D (À) em Q :  C (I ) = Q - D (À) . 

[13 . 1 J . DEFINIÇÁO (2). Diz-se que F (À) representa para­
metricamente uma lz'nlta analítica de e ,  quando são veri­
ficadas as seguintes condições : 

1 )  f(À , z) é função analítica ( localmente) das duas 
variáveis À , z ; 

2) o conjunto fechado C (À) é função contínua de À em D. 

Quanto à condição 1 ) ,  é necessário ter em conta as 
convenções de Fantappie relativas a pontos impróprios 
para funções de mais duma variável, convenções recor­
dadas na 1 .a dissertação. 

A condição 2) pressupõe, na família dos subconj untos 
fechados de Q ,  uma estru tura topológica que pode ser 
introduzida mediante a seguinte definição de desvio : 

[ 1 3 . 2J Chama-se desvio de dois conjuntos A ,  B ao 
ao extremo superior das dis tâncias (esféricas) : 

dist  (x , B) , com x € A ,  e d is t  (y , A) , com y € B . 

(1) Continuo a representar aqui por O o plano-esfera, como na 
1,a dissertação. 

(2) FANTAPPIE [ II ] ,  pág. 640. 
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Então, o conj unto C (À) dir-se-á função contínua de  À 
em 1.0 , se, a cada E >  O se  puder associar um a >  O ,  tal 
que o desvio entre C U)  e C (Ào) seja < E para 1 1. - 1.0 1  < a .  

A condição 2) parece ter sido introduzida com o objec­
tivo de conseguir que a função F (À) resulte contínua. Mas é 
fácil ver que o mesmo objectivo podia ser alcançado com 
uma condição mais fraca. Observe-se, entretan to, que 
não basta uma expressão analítica para definir a função 
pontual F (À ) : é necessdrio acrescentar-lhe uma lei pela qual, 
a cada valor À de D ,  fique associado um domínio aberto 
D (À) de n (de modo que a condição 2) resulte verificada) . 

Consideremos o exem plo ci tado por Fantappie em [IJ, 
pág. 20 : 

1. - 1  
f(z , À) = sen z +  z - À 

. 

Se tomarmos 1. =1= 1 , corresponder-lhe-á uma função 
de z ,  analítica no sentido de Weierstrass, que tem como 
únicos pontos singulares J, e co . Porém ,  ao valor À = 1 , 
corresponderá a função f (z ,  1) == sen z ,  que admite como 
único ponto singular, co . Portanto, se adoptarmos como 
D (i.) o domínio natural de exis tência da função d e z ,  
f(z , À) , i s to é, se pusermos 

C (À) = 1 co , À f ,  para 1. =1=  1 
C ().) = 1 co f , para À = 1 

com C (À)  = n - D (À )  , 

imediatamente se reconhece que  C (À) é função contínua 
de À ,  para 1. ,*  1 ,  mas discontínua no ponto 1. = 1 . A fun­
ção sen z correspondente a 1. =  1 , chamava Fantappie 
função excepcional da linha analítica considerada. Mas, 
com o conceito de função localmente analítica, as funções 
excepcionais são eliminadas. Assim, no caso precedente, 
para que se  trate duma linha analítica segundo o novo 
ponto de vista, será necessário, por exemplo, tomar 
C (1) = 1 co , 1 f ,  mantendo C (À) = 1 co ,  I, f ,  para I, =1= 1 .  
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Um caso mais complexo será aquele em que  a expres­

são analí tica f(z , À) fornece funções analí ticas de z pluri­
form es no seu inteiro domínio de regularidade : será 
então necessário fixar, para cada valor de À ,  de acordo 
com a condição 2) , um ramo monódromo da correspon­
dente função de z ,  sobre um conveniente domínio D (À) . 

Haverá portanto, na escolha dos dom ínios D O,) , uma 
larga arbitrariedade, que  é origem de não  peq uenas difi­
culdades e complicações no desenvolvimento da teoria. 
Era a este facto que, em parte, eu me  referia na 1 .a dis­
sertação, quando falava das « inúteis considerações sobre 
os domínios de definição das funções localmente analíticas, 

que tanto embaraçam a exposição de FantaPPie» ; e a que  
tam bém me referia na minha memória [ I J , quando afir­
mava : « le quali considerazioni ingombramo inutilmente la 
teoria, celandone la vera essenza e l'intrinseca bellezza» . 

Note-se que a definição [1 3 .1J deve ser completada da  
seguinte maneira : 

Dadas duas funções Fi (À) , F2 (À) do tipo indicado,  defi­
nidas em domínios D I , Di de .Q ,  respectivam ente, diz-se 
que Fl , F2 são representações paramétricas da mesma 
linha analítz"ca, se, e só se, existe pelo menos u m a  trans­
formação biunívoca e analítica e de D1 sobre D2 ' tal que 

Todavia, para comodidade de  linguagem, podemos 
chamar «linha analítica» a toda a função pontual F O,) 
nas condições indicadas. 

1 4. D e f i nição de funciona l  ana l ít ico. - Seja fi um con­
j un to de pontos  do espaço � e e um funcional definido (1) 
em fi ,  isto é, um operador que, a cada função f € fi ,  faça 

( 1)  FANTAPPIE [ I I ] ,  pág. 652-654. 
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corresponder um e u m  só n ú mero complexo 

o (f) , também representável por 0$ [fez) ] 

(transformação unívoca de  Vi sobre K) . 

[ 1 4 . 1 J  Segundo Fantappie,  diz-se que o funcional 0 
é analítico (localmente) , quando verifica as seguintes con­
dições : 

1 .a - O conjunto Vi onde o funcional se considera defi­
nido é um domínio aberto do espaço funcional @3 .  

2 .a - Se fo e Vi I a todo o pro longamento f1 de fo (que 
pertence necessàriamente a Vi), o operador 0 faz correspon­
der o mesmo n úm ero ; isto é, em símbolos : 

h >- fo - 0 (h) = 0 (/0) . 
3 .a - Sobre toda a linha analítica L contida em Vi , o 

valor de 0 (f) reduz-se a uma função analítica do parâmetro 
de que depende o ponto genérico da Unha L . Por outros ter­
mos : se F (À) representa uma linha analítica contida em Vi , 
então 0 (F O,) ) sera uma /unçâo analítica de À . 

Para justificar a presença da condição 2 .a, Fantappie 
invoca este facto : dada uma função yo e e ,  q ualquer 
prolongamento yl de yo pertence a todas as vizinhanças 
(A I 0') de yo I e é portanto natural considerar yl como 
extremamente (infinitamente) vizinho de  yo . Ora, observa 
ele : «negli ordinari spazi a un numero finito di dimenzioni, 
0l:ni punto P 1 che fosse interno a tutti glz' intorni di un 
punto Po dovrebbe necessariamente coincidere con questo» 
(axioma de separação TI) . Conclue então : «viene quindi 
spontaneo di  pensare che un funzionale F ,  definito per 
la funzione yo , debba pur esser definito e assumere lo 
stesso valore per ogni prolungamento yl di  yo • .  Depois 
acrescenta : «Alta stessa conclusione si arriva pure se si 
vuole che iI valore del funzionale F [yJ debba diPendere solo 
dai valori che la /unzione assume nel suo campo di defini­
zione, e non dalla forma di questo campo.» 
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Mas então porque não considera Fantappie os pontos 

yo , y1 coincidentes ? Porque utiliza o conceito de função 
localmente analítica ? 

já sabemos que tal conceito foi introduzido para evi tar 
os inconvenientes da polidromia e a existência de  funções 
excepcionais das linhas analíticas . Mas, sendo assim, a 
j us tifi cação anterior não parece satisfatória, pois que 
poderia igualmente aplicar-se a destruir  as bases da  
teoria. 

Na verdade, Fantappie foi guiado por uma intuição 
que não chega a externar completamente. A condição 2 .a 
tende a um fim semelhante àquele com que foi introdu­
zida a condição 2 .a) na definição de  linha analítica : permitir 
q ue todo o fu n ciona l  ana l ítico seja con tín u o. A continui­
dade de tais funcionais não fica desde logo demontrada 
(a demonstração não foi sequer conseguida por Fantappie), 
mas o que pode já demonstrar-se é que : 

[1 4.2J Todo o funcional contínuo e verifica a condi­
ção 2.a de [ 14. 1] . 

Com efeito, suponhamos que se  tem /o -< J;. ,  com 
e (fo) ::::/= e (f1) , e sej a  o um núm ero positivo inferior a 
I e (/o) - e Ui) I .  Então, e m  toda a vizinhança d e  /o 
existirá o elemento J;. ,  cuj o transform ado, e (fi) ' não 
pertence à vizinhança (o) de e (fo) , o que significa, pre­
cisamente, que  e não é contínuo. 

Também se pode reconhecer que : 

[1 4 .3J Se um funcional e , definido em todo o espaço e ,  
verifica a condição 2.a  de [ 14. 1 J , e reduz-se necessàriamente 
a uma constan te .  

Basta observar que, sendo Di , D2 ' dois domínios des­
conexos entre si e dadas duas funções J;. ,  fi e e ,  de  
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dom ínios D1 , D2 respectivdm ente, a função f de domínio 
D1 U D2 assim definida 

{ Ir  Ce) para z e D1 
f ez) = fi (z) para z e D2 ' 

é ainda um elemento de  e ,  prolongamento de  f1 e de f2 , 
tendo-se portanto 

e (f) = e (f1) = e (fi) . 

1 5. Reg iões fu nc iona is  lineares. - Para que a teoria 
dos funcionais analít icos possa desenvolver-se de ma­
neira profícua, há que fazer intervir ainda o conceito de 
«soma de duas funções » .  Fantappie não chega a definir 
t al conceito, considerando-o como dado naturalmente. 
Tudo se  passa como se  a definição por ele adoptada seja  
esta : 

[ 1 5 . 1 J  Soma de duas funções. - Dadas duas funções 
f1 f2 e e ,  cujos domínios D1 , D2 se intersectem,  chama-se 
soma de f1 com f2 à função f de domínio Di n D2 ' tal que 

f (z) = Ir (z) + f2 (z) , qualquer que sej a z e D1 n D2 , 

escrevendo-se então f = Ir + fi .  Se os domínios Di , D2 
são disj untos,  dir-se-á que  não existe a soma de Ir com fi .  

Anàlogamente se  define  «produto de  duas funções» .  
Por outro lado : 

[ 15 . 2 J  Produto duma função por um número .  - Dada 
uma função f e e ,  de domínio D ,  chama-se produto de  f 
por um número complexo a qualquer , a função g com o 
mesmo domínio D ,  assim definida : 

g (z) = a · f(z) , para todo o z eD ,  

escrevendo- se  g = af. 
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Ora Fantappie (1) introduz as seguintes definições : 

[1 5.3J Campo linear. - Diz- se que u m  subconj u nto ID 
do espaço e; é um campo linear, quando verifica as con­
dições : 

1 )  Se /1 , /2 E ID ,  também f1 + f2 E ID .  
2)  Se f E ID ,  também o:f E ID ,  qualquer que seja 

o: E K . 

[1 5 . 4J Reg ião funcional linear. - Um subconjunto de e; 
diz-se uma região funcional linear, quando é ao mesmo 
tempo um conj u nto aberto e um campo linear (Fantappie 
usa o termo «região»  como sinónimo de  «conjunto aberto») .  

Em seguida demonstra o seguinte teorema in teres­
sante : 

[ 1 5.5J A toda a região funcional linear !fi do espaço e; 
corresponde um subconfunto fechado C de n ,  não vazio e 

distinto de n ,  tal que !fi é precisamente a família de todas 
as funções f E e; cufos domínios de existência contêm C . 

A proposição recíproca é evidente.  Então, sendo C um 
conj unto nas condições enunciadas, Fantappie passa a 
representar por (C) a família das funções localmente ana­
líticas f(z) cujos domínios contêm C e que se  anulam 
para z = 00 se 00 E C ;  chamando a C o confnnto carac­
terístico da região linear (C) . 

Todavia, uma região linear (C) não é, como se depreende 
das afirmações de Fantappie, um espaço vectorial relativo 
ao corpo comP lexo. Para o reconhecer, basta observar o 
seguinte facto : dadas duas funções fI , f2 ,  tais que o 
domínio de f2 contenha pontos estranhos ao domínio 
de fI , não haverá nenhuma função g tal que fi + g = fi . 

(1) FANTAPPIE [ II ] ,  pág. 645-647. 
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Em particular : não existe com (C) nenhum elemento � 
tal que I + � = I, qualquer que seja I € (C) . Exis tem s im 
infinitas funções � ,  de domínio Do  arbitraria, tais que  

� (z) = O ,  para z € Do ; 

mas, evidentemente, se adicionarmos � a uma função I 
cujo domínio D tenha pontos fora de Do , obtém-se uma 
função j* de dominio D n Do distinta de  I (ter-se-á ape­
nas 1* -< I) · 

Convém ainda regis tar este outro facto, consequência 
i mediata da definição [ 1 1 . 2J : 

[ 1 5. 6J Qualquer que seja I € (C) , a vizinhança linear (C) 
de I é precisamente a região (C) . 

Recordemos por último a definição de funcional linear 
analítico segundo Fantappie. Já sabemos que um funcio­
nal e definido num subconj unto ID qualquer de  e ,  se diz 
ad i tivo quando, para fi ,  12 € ID ,  11 + 12 € ID ,  resulta 
sempre : 

[1 5 . 7J 

e que se diz homogéneo, quando, para I € ID ,  eX € K , 
eX I € ID , resulta 

[ 1 5 . 8J e (eX/) = (l. e (I) .  

o funcional e dir-se-á l i near (segundo a terminologia 
mais em uso), quando for s imultâneamente adi tivo e 
homogéneo. 

Pois bem, Fantappie prova que  todo o fu ncional ana­
lítico e que sej a  aditivo é necessàriamente homogéneo, 
assentando desde logo na definição : 

[1 5 . 9J Dado u m  funcional analítico e ,  definido numa 
região linear iR = (A) , diz-se que e é l inear, quando é 
aditivo. 
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Porque considera Fantappie u ma região linear e não 
u m  outro subconjunto de  e ,  como domínio dos funcio­
nais analí ticos lineares ? Em primeiro lugar, considera 
uma região, atendendo à condição 2.a de [ 1 4. 1J .  Se depois 
supõe a região ffi linear. é isso uma conseq u ência inevi­
tável de [1 5 .5J  e do seguinte teorema : 

[ 15 . 10J Se e é um funcional aditivo definido numa 
vizinhança (A , eJ) de fo , en tão e sera univocamente pro­
longáve l, como funcional aditivo, a toda a vizinhança li­
near (A) de f. 

1 6. Espaço coc iente duma região linear (C) ; os n ovos 
espaços func iona is ana l íticos. - No n.O 1 4  vi mos como 
Fan tappie foi levado, por considerações intui tivas, a 
introduzir a condição 2 .a na sua definição de funcionais 
analíticos. No espaço cartesiano ordinário, é verificada a 
condição Tl de separação (e mesmo ou tras mais fortes) : 
se um ponto p pertence a todas as vizinhanças de um ponto q ,  
necessàriamente p coincide com q .  No espaço funcional e 
de Fantappie não é verificada a condição TI (apenas a 
condição To) : dadas duas funções f, g e  e ,  pode acontecer 
que f pertença a todas as vizinhanças de g ,  sem coincidir 
com g ;  f então sera. necessàriamente, um prolongamento de g .  

A primeira ideia que surge é esta : Porque não iden­
tificar então dois tais  elementos f , g ?  Para quê esta dis­
tinção artificiosa, baseada numa atribuição convencional 
de domínios de existência ? Ora, há q u e  ter em atenção 
es te facto : 

Se fossemos efectuar a referida identtficação em todo o 
espaço e ,  isto é, se lassemos considerar como coincidentes 
dois pontos I, g de e sempre que I lasse um prolongamento 
de g - então todos os elementos de e deveriam ser conside­
rados idé'nticos e e reduzir-se-ia a um ú nico pon to. 

Para o reconhecer, basta recordar a demonstração de 
[ 14.3J e atender à propriedade transitiva da identidade. 
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Mas ainda poderia pôr-se esta outra obj ecção : O facto 
apontado resulta de se terem admitido, como dom ínios 
de  existência de funções pertencentes a e ,  dom ínios não 
conexos. Porque não introduzir a restrição de todos os 
domínios serem conexos ? 

Em primeiro lugar, deve notar-se que  se  trata duma 
restrição que vem limitar, de  maneira substancial, as apli­
cações da teoria . Além disso, há que atender a este ou tro 
facto : 

Se, dadas duas funções f, g e e ,  com domínios de exis­
te'ncia conexos, fossemos considerar f ide'ntica a g sempre 
que f fosse um prolongamento de g - então deveríamos con­
siderar como ide'nticas duas quaisquer funções localmente 
analíticas que 1'epresentassem a m esma  fu n ção analítica no 
sentido de Weierstrass. 

Ora j á  sabemos que o concei to weierstrassiano de 
função analítica foi abandonado, em virtude das  com pli­
cações a que davam origem os factos de polidrom ia. 

Mas resta uma  ou tra sol uçã o. 
O f ulcro de toda a teoria de Fan tappie é o conceito 

de  funcional linear analítico. Com o  todo o funcional linear 
analí tico é, segundo [1 5. 9 J ,  definido numa região funcional 
linear (C) , a teort'a dos funcionais analíticos passa a desen­
volver-se essencialmente à volta do conceito de região linear, 
e só numa parte mínima da teoria - a questão do prolonga­
mento analítico - se sairá deste conceito (I) .  Mais ainda : a 
topologia do espaço funcional e deixa de intervir no desen­
volvimento da teoria, tomando assim o aspecto de qualquer 
coisa de adventício e perfeitamente inútil ; em seu lugar, o 
conceito de linha analítica (em cuja definição, como se vz'u, 
não interve'm minimamente a topologia de e) , passa a de­
sempenhar o papel fundamental. 

Ora, es tando assim as coisas, porque não efectuar a 
referida identificação em cada região linear (C) ? Esta fo i 

(1) Tenciono tratar deste assunto num próximo trabalho. 



Sobre a topolog-ia dos espaços funcionais analíticos 6 3  

a pergunta que se apresentou afinal ao meu espíri to e o 
ponto de partida de toda a minha reelaboração da teoria. 

[16 . 1 J  Consideremos uma região linear (C) . Duas jun­
Ções fi ,  j"2 € (C) dz'r-se-ão eq uiva len tes a respeito de C ,  
escrevendo-se 

jl =: j2 ,  

se, e só se, existir pelo menos uma junção g € (C) , da qual 
fI e 12 sejam prolongamentos, isto é, tal que 

g -<' h · 

Que  a relação « =: )}  é efectivamente reflexiva, simétrica 
e transitiva, não oferece dúvida. Tal relação determina 
portanto uma repartição no conj unto (C) : a cada uma  
das classes de equivalência assim definidas chamo eu 
função ana l ít ica l i gada ao con j u nto C ;  além disso, repre­
sento por % [C] o conjunto de todas essas classes,  isto é, 
a repartição considerada. Sendo 1 um elemento qualquer 
de (C) , convencionemos designar por x (j) o elemento 
de % [C] de que 1 é um representante ; ter-se-á : 

x (j) = x (g ) . 

Elementos de % [C] serão designados por letras gregas 
SO ,  � ,  X ,  . • . • O elem ento de ( C) que  representa rp sobre 
um dado domínio D (domínio de holomor jia de rp) será 
designado por SOD ; portanto 

escrevendo-se 

SO (z) = 'fD (z) , para z e D .  

Posto isto,  podemos introduzir em % [C] uma topologia 
segundo o processo geral estipulado no n.o 9 (definições 
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[9 .2J e [9 .3 J ) .  F ica ass im d e fin ido o espaço cocien te � [C] 
da região func iona l  (C) segundo  a re lação « == » .  

Seja agora S u m  espaço (V) qualq uer que verifique a 
condição T1 de separação, e designe T uma transformação 
contínua da região (C) sobre S . Em virtude do teorema 
[ 1 4 . 2  J generalizado, T verifica a condição 2 .a de [ 1 4. 1  J e 
t er-se-á portanto : 

(Com efei to ,  se f1 == f� , exis tirá g € (C) tal que g -< fl , 
g -< f2  e virá pois T (f1) = T (g) = T (h) , q . e. d .) . 

A proposição geral [9 .4J habili ta-nos por conseguinte 
a afirmar : 

[1 6 . 2 J  TEOREMA. Toda a transformação contínua T 
de (C) sobre S é da forma 

T = T* · x , 

em que x designa a transformação natural de (C) sobre 
� [C] e T* uma transformação contínua de � [C] sobre (C) ,  
tendo-se T' = x. ( T ) . Reciprocamente, toda a transforma­
ção T desta forma é contínua. 

Assim, o estudo das transformações contínuas de domí­
nio (C) reduz-se inteiramente ao estudo das transformações 
contínuas de domínio � [C] . Mais ainda : 

[1 6 . 3 J TEOREMA . Seia X uma vizinhança (A , cr) dum 
dado elemento f do espaço funcional e .  Toda a transfor­
mação contínua T de X sobre S se pode escrever sob a 
forma T = T" x. ,  em que x designa a transformação natural 
de (A) sobre � [A J e T* uma transformação contínua de 
domínio x. (X) C � [A] e contradomínio em S . 

Demonstraremos oportunamente que o espaço topo­
lógico � [C] assim definido não é um espaço (F) . Ocorre 
então perguntar : 
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Porquê definir o espaço cociente � [C] segundo o cri­

tério [ 9 . 3J e não segundo o critério [ 9 .6J, que conduziria 
seguramente a um espaço (F) ? Prbcurarem os responder 
mais adiante a esta qu estão. 

1 7. O con j un to � [C] como espaço (L). - Para como­
didade de  linguagem , recordemos as seguintes definições 
já adoptadas na 1 .a disser tação : 

[1 7 . 1 J Dado um subconjunto A de  Q ,  chamamos vizi­
nhança de A todo o domínio D a que  A sej a  interior 
(limitado se A é limitado) e tal que  nenhuma sua com po­
nente seja desconexa de A .  

[ 1 7 . 2 J  Dado um elemento rp de � [C] ,  chamamos domí­
nio de holomorfia de rp toda a vizinhança D de C q u e  
seja domínio de existência de algum representante de  rp 
em (C) ou que  esteja contida num tal domínio . 

[ 1 7 . 3J Dizemos que uma sucessão (o/n) de elementos 
de � [CJ tem por l im i te um dado elemento rp de  � [C] 
e escrevemos 

rp =  Lim rpn , 

se exist e  pelo menos um comum domínio de holomorfia D 
das funções 'ft , 'f2 , . . .  e rp ,  tal que, a todo o e > O ,  se 
possa associar uma ordem v ,  de modo que resulte 

I rpn (z) - 'f (z) I < i: sobre D ,  para n > v .  

o termo «vizinhança», tal como é usado em [17 . 1 J, 
tem um inconveniente : conform e  o sentido da topologia 
geral, vizinhança dum conjunto deveri.a ser uma fam ília 
de conjuntos e não um conjunto . Mas uma vez acaute­
lado o leitor sobre o uso de tal expressão, creio que  não 
haverá possibilidade de equívoco. 
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o domínio D a q ue se refere a definição [ 1 7 .3J pode 
ser indiferentemente aberto ou fechado, já  que todo o 
dom ínio de homorfia de 'f ,  aberto ,  contém pelo menos 
um domínio de holomorfia de cp , fechado, e vice-versa. 

Observemos agora que a topologia de � [C] pode ser 
introduzida directamente, isto é, sem pressupor a topologia 
do espaço funcional e; de Fantappie. É isto uma conse­
qu ência do seguinte 

[ 1 7 . 4] TEOREMA. Dado um subc01�junto I de � [C] , con­
dição necessária e suficiente para que um e lemento cp de 
� [C] seja aderente a I ,  a respeito da topologia introduzida 
em � [C] no n.O precedente, é que exista pelo menos uma 
sucessão de elementos de I que tenha por limite cp ,  segundo 
a definição [1 7 .3J .  

a) A condição é necessária. Suponhamos qu e  cp é ade­
rente a I a respeito da topologia indicada. Quere isto 
dizer (deI. [ 9 . 3J ) que exi ste pelo m enos um representante f 
de cp em (C) , aderente ao conjun to X dos representantes 
dos el ementos de I .  Mas então, por força de [ 1 2 .4J, exis­
tirá um a sucessão (fn) de elem entos de X convergente 
para f.  Designe D o domínio (aberto) de  f e seja D' u m a  
vizinhança fechada de  C contida e m  D . Para todo o E> O , 
exis tirá pois uma  ordem v a partir da qual as funções ln 
estão todas na vizinhança (D* , €) de f, tendo-se portanto 

I fn (z) - f (z) I < " sobre 0" , para n >  v .  

Mas isto significa preci samente que as funções fn re­
presen tam uma sucessão de elementos de � [C] con ver­
gente para cp .  

b) A condição é suficiente. Suponhamos que existe 
uma sucessão (cpn) de elementos de  I tal  que cp = Lim cpn . 
Exis tirá então, pelo m enos, u m  comum domínio de holo-
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morfia D das funções 0/1 , 'f2 , " ' , � , tal q ue, a cada E >  O ,  
corresponde uma  ordem \I ,  d e  modo q u e  resulte 

I 0/" (z) - 'f (z) ! < E , sobre D ,  para n >  li .  

Suponhamos que  D é aberto e representemos : por fn 

o elem ento de (C) que representa iJln sobre D (n = 1 , 2 , " ' ) ;  

por f o elemento d e  (C) q u e  representa iJl sobre D .  É óbvio 
que a sucessão (fn) converge para em f(C) . Logo f é 
aderente ao conj unto dos representantes de ! em (C) e 
portanto iJl aderente ao conj unto ! ,  

q . e. d .  

Est e  resultado permite-nos pois afirmar que : 

[1 7 . 5  J A topologia introduzida em � [CJ pelo operador 
Lim coincide com a topologia de � [CJ como espaço cociente 
de região funcional (C) . 

É claro que  o operador Lim definido em � (C] é j á  
unívoco, a o  contrário d o  q u e  sucedia c o m  o operador d e  
convergência definido em (C) . Além disso, as condições 
L1 , L2 (n. o 1 ) continuam a ser verificadas . Tem-se pois 
que : 

[ 1 7 .6J A respeito do operador Lim introduzido pela 
Def. [ 1 7 .3J , o conjunto � [C] é um espaço (L) . 

1 8. O con j un to í5 [CJ como espaço (L) vector i a l .  O novo 
conce i to de l i n ha ana l ít ica. - No conjunto � [CJ podem 
ainda ser introduzidas definições de «soma de  duas fun­
ções» e de  «produto duma fu nção por um número com­
plexo»,  como se fez na 1 .a dissertação. Tais operações 
podem considerar-se como as transformadas, por meio de x. ,  
das correspondentes operações definidas e m  (C) . Mas obser­
va-se esta diferença fundamental : a respeito de tais ope-



68 J. Sebastião e Silva 

rações, o conjunto {5 [C] é ja um espaço vectorial relativo 
ao corpo comPlexo, ao contrario do que sucede com a região 
linear (C) . 

Viu-se ainda na 1.a dissertação que : 

[ 1 8 . 1 J A respeito dos conceitos de adição, multiPlicação 
escalar e convergência, tais como foram definidos, o conjunto 
{5 L C] é um espaço (L) vectorial - ao qual chamamos, preci­
samente, o espaço fu nc iona l  ana l íti co {5 [C] . 

Tendo atenção na maneira como  foram definidos tais 
conceitos, observa-se também q u e, entre os representantes 
dos elementos de {5 [C] em (C) , podem ser excluídos, como 
inessenciais, todos aqueles cujos domínios de existência não 
sejam vizinhanças de C ,  segundo a def. [ 1 7 . 1J. Pode mesmo, 
para cada elemento 'f de {5 [C] eleger-se um representante 
privilegiado em (C) : por exemplo, aquele representante 
cujo domínio de existência é o conjunto dos pontos interiores 
a todos os círculos de convergência das séries que represen­
tam rp em torno de cada ponto de C .  Assim nos aproxima­
m os do concei to de espaço funcional de  Pincherle, a que 
me refiro log'o de  entrada na minha 1 .a dissertação. 

* 
* 

Já observámos q u e  na definição de linha analí tica, tal 
como foi dada por Fantappi e, não in tervém minimamente 
a topologia do espaço funcional e .  (Fantappie poderia 
ter definido um tal concei to u tilizando a definição de 
limite que  apresento em [1 2 . 2J , mas isso m esmo daria 
lugar a complicações, relativamente à escolha dos domí­
nios de exis tência). Pelo contrário, no espaço funcional 
{5 [Cj , pode ser introduzido de maneira muito simples 
um concei to de linha analí tica a partir da topologia ali 
definida : 
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[ 1 8 .2 J  Linha analítica. - Dizemos que uma  fu nção 

f (À) da variável complexa À ,  de contradomínio contido 
em � [C] , representa parametricamente uma linha analítica 
de � [C] , quando f (À) é analí tica localm ente (isto é, holo­
morfa) num dom ínio do plano esfera . E d izemos que duas 
tais funções fi , f2 ,  definidas em domínios DI , D2 ' res­
pectivamente, representam a mesma linha analítica de  
íS [C] , q uando existe uma  transform ação 8 ,  biu nívoca e 
analí tica, de  DI sobre D2 ' tal q u e  fi (À) = f2 (8 ().) ) . 

Quanto ao conceito de  « analiticidade» aqui  mencio­
nado, ele deriva im ediatam ente (como se viu na 1 .a disser­
tação) dos conceitos de «adição » ,  « m ul tiplicação escalar» 
e «limite»  definidos em íS [C] . Desaparecem agora to tal­
mente as preocupações relativas a domíníos de existc'ncia . 
E não haverá nisso inconveniente ? Não porque, em pri­
meiro lugar : 

[1 8 .3J Toda a linha analítica F (À) de e; contida em (C) 
dd lugar a uma linha analítica f (À) de íS [C] , desde que se 
ponha : 

f (À) = x (F (À) ) , sobre o domínio D de F (À) • 

Reciprocamente, para toda a linha analítica f (À) de íS [C] 
pode construir-se uma linha analítica F U,) de (C) tal que : 
f (À) = x (F O,) ) ,  sobre um domínio fechado D' fixado arbi­
tràriamente no interior do domínio de f P,) • 

Esta proposição é uma consequ ência i mediata do que 
foi estabelecido nos n .OS 5, 6 da minha memória [ I J  e no 
n.o 38 da m inha 1 .a dissertação. 

Além disso, recordemos a definição seguinte : 

[ 18 . 4J Transformação analítica. - Seja  S um espaço (L) 
vectorial qualquer. Dizemos que uma  transformação T de  
domínio x C � [C] e de con tradomínio contido em S é 
ana l ít i ca, qu ando transforma linhas analíticas de íS [C] (con­
tidas em x )  em lz'nhas ana líticas de S . 
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Finalmente : 

[ 1 8 .51  TEOREMA. Seja X uma vizinhança (A , 0") dum 
elemento f do espaço funcional e .  Seja por outro lado S 
um espaço (L) vectorial qualquer. Toda a transformação 
analítica T de X sobre S é da forma 

T = T* J(.  

em qne x. designa a transformação natural de (C) sobre 
� [CJ e T* uma transformação analítica do conjunto x. (X) 
sobre o espaço S ,  tendo-se (1) 

T* = x. (T) . 

Reciprocamente, toda a transformação T daquela forma 
é uma transformação analítica de X sobre S .  Existe assim 
uma corresponde"ncia biunívoca T -<- ->  T' entre as transfor­
mações analíticas de X sobre S e as transformações analí­
ticas de )C (X) sobre S .  

Esta proposição resulta imediatamente de [1 8.3J .  

Conc lusões. Como acabamos. de  ver, o espaço � [CJ 
resume tudo o que  há de  essencial na região fu ncional 
linear (C) de  Fantappie. Na verdade, houve apenas u m a  
m udança de  linguagem, com o objectivo de  tornar mais 
cómodos os raciocínios, o q u e, de res to, concorda intei­
ramente com o que eu digo na introdução da m inha m e­
mória [ I J : 

«Mi e sembrato, tut tavia, che il nuovo concetto potesse 
ancore essere modificato (e non sostanzialmente), in modo 
da rendere piú. agevole la trat tazione di detta teoria e ,  
quindi ,  piú. facile i1 suo ulteriore sviluppo » .  

Mas é bem sabido quanto u m a  simples mudança de  
linguagem pode  ser fecu nda em m atemática. Já  mais de  

(1) Veremos adiante que o conjunto x. eX) é aberto desde que X 
o seja. 
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uma vez pus em relevo o facto de, em toda a teoria 
de Fantappie� os operadores efectivamente estudados, 
com o domínio no espaço funcional e - os funcionais ana­
líticos - serem unicamente operadores de con tradomínio 
numérico , isto é, operadores que, a funções, fazem corres­
ponder números. Só ao tratar das linhas analí ticas são ali 
consideradas funções (de variável complexa) que tomam 
os valores em e e, assim mesmo, vejam-se  as complica­
ções, os raciocínios emaranhados e dificilmente con trolá­
veis a que dá origem esse conceito.  E não é portanto de 
surpreender este facto : 

Não há, em toda a teoria de FantaPPie, um estudo de 
operadores contínuos ou de operadores analíticos, com o 

domínio e o contradomínio contidos em e .  
Ora são esses - os operadores que  transformam fun­

ções em funções - os que verdadeiramente interessam, 
porque nessa categoria se encontram o operador de deriva­
ção e todos os que Fantappie utiliza nas aPlicações do seu 
cálculo operacz'onal. 

O expediente dos «funcionais mistos» é, como j á  mos­
trei nos trabalhos anteriores, apenas u m  modo de ladear 
o problema, sem o resolver. 

Com a nova orientação, foi-me possível mos trar sem 
dificuldad e q u e  a expressão geral das transformações 
lineares con tín uas (ou analí t icas , v is to q ue há equiva­
lência entre os dois conceitos)  dum espaço � LC] sobre 
um espaço � [C] , é a seguinte : 

Ts CSV (Z)] = _
l
_. j 6 (z , À) SV (À) d À , para z e D" , 

2 r; t 1 

sendo SV um elemento variável de � [C] , r a fronteira de­
vidamente orien tada dum domínio de holo ll1orfia de SV 
(escolhido com larga arbi trariedade),  e (z )) uma função 
de z ,  À , holomorfa num dom ínio  de i1� que  contenha 
C x (i1 - C) e, finalmente, D" u m a  vizinhança de C , 
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dependente de r ; mas o variar de D' com r não influe 
no resultado, que é sempre um determinado elemento � de 
� [C"J :  o transformado de 'f por meio de T .  

Com a orientação de  Fantappie, não vejo como seria 
possível chegar a um resultado equivalente a este, de tal 
modo se me afigura rebarbativa e artificiosa uma escolha 
dos dom ínios de holomorfia, de  modo a serem verificadas 
as condições de  l inearidade e de  analiticidade (ou conti­
nuidade), escolha que, de resto, seria absolutamente estra­
nha ao espírito da qu estão . 

Mais geralmente ainda, foi-me possível fazer assim o 
estudo dos operadores analíticos, mesmo não lineares, com 
o domínz·o num espaço � l C] e o contradomínio num espaço 
� [C"] . 

Em todo esse es tudo a topologia introduzida intervém 
de maneira essencial. Pelo contrário, na teoria de  Fan­
tappie tal não sucede, como foi obj ectivamente reconhe­
cido por ele m esmo na sua m emória [ II ] (pág. 6 20, cha­
m ada : 

«Devo qui ricordare che in  una memoria di Minetti 
( . . . . . ) si criticavano i miei lavori , non per erro ri con­
creti in  essi riscontrati ,  ma per cio che in  essi non era 
ancora stato fat to (in particolare per la mancanza di una 
topologia dello spazio funzionale) e per la poca conve­
nienza e opportunità,  secondo tale Autore, delle defini­
zioni fondamentali da me adottate. Poiche io non ho mai 
preteso di aver fatto tu tto quanto ci sarebbe da fare, 
mentre ritengo che la convenienza e fecondità di un  
nuovo indirizzo di ricerca non possa essere stabili ta aI 
suo inizio, m a  solo dagli sviluppi successivi e dai colle­
gamenti,  spesso impreveduti  anche per l 'autore, con al tre 
teorie, non risposi allore a tali critiche, nonostante qual­
che asprezza di linguaggio ; ad ogni modo quanto precede 
chiari sce anche le ragioni per cui credetti opportuno non 
mettermi con le mie ricerche sulla stessa s trada d i  tanti 
altri Au tori, aggiungendo allora u n  nuovo spazio funzio-
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nale ai moltissimi  già esistenti ,  e battere invece una 
strada deI tut to nuova e quindi, naturalmen te, anche 
meno familiare e comoda dI quella abituale» .  

Ponderem-se estas palavras : 
« . . •  ritengo che la convenienza e fecondità di un nuovo 

indirizzo di ricerca non possa essere stabilita ai suo inizio, 
ma solo dagli sviluppi successivi e dai collegamenti, spesso 

impreveduti anche per tautore, con altre teoria . . .  » 

Ora, como se  viu na 1 .a dissertação, o novo ponto de 
vista que adoptei permitiu-me efectivamente estabelecer 
fecundas conexões (<< collegamenti ») ,  com a teoria das 
funções analíticas em aneis normados insti tuída por 
Lorch, e com a � teoria das funções analíticas em espaços 
de Banach, desenvolvida por A. E. Taylor, Hille, Zom, etc. 
- construções abstractas, de largu íssimo alcance, a que 
a teoria de  Fantappie vem subordinar - se como caso 
concreto . 

Resta um porm enor de linguagem a discutir : eu chamo 
«função analítica ligada a um conjunto» ao que  na reali­
dade não passa dum a  classe de funções holomorfas. Pri­
meiro que  tudo, há que  t er e m  conta este facto : algum 
nome era preciso dar a essas entidades, elementos dos 
novos espaços . Alem disso, o conceito de « função analí­
tica ligada a um conj unto» assemelha-se  in tuitivamente 
ao de função analítica de Weierstrass, como eu observo 
na minha memória [ I J : « Si vede d'unque come iI concetto 
di «funzionea nalitica lega ta ad un insieme» sia per cosi dire 
intermedio fra quello di funzione analitica di Weiirstrass» 
e « quello di funzione localmente analitica» ,  tendendo a riu­
nire i vantaggi dell'ul'lO e dell'altro senza conservarne grin­
conveni enti» . 

Finalmente, convem recordar este preceden te : Na 
teoria dos espaços funcionais hilbertianos, uma  vez defi­
nida «distância entre duas funções f, g» como o integral 
lebesguiano de (f  -g)2 sobre o domínio de  existência 
comum observa-se que a distância pode ser nula, tendo-se 
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contudo f(x) =l=g (x) sobre u m  conj unto de medida L nula 
(por exemplo, sobre o conjunto dos números racionais), 
o que induz desde logo a identificar duas funções que 
coincidam «presque partout» ,  isto é,  que difiram quando 
muito sobre um conjunto de  m edida nula. Assim ,  cada 
« função » ,  elemento do espaço funcional , será então na 
realidade  uma classe de  funções no  sentido ordinário. 

De resto, como se observou atrás, poderia fixar-se  
para cada função analítica ligado a um conjunto um 
domínio de  holomorfia privilegiado, recaindo assim no  
concei to corrente de função. Porque não  o fazer então ? 
Mas por u ma si mples razão de comodidade ! Pela mesma 
razão que nos leva, por exemplo ,  a u tilizar diferentes 
representações para u m  mesmo núm ero fraccionário, em­
bora, para cada um deles ,  se  possa adoptar uma repre­
sentação privilegiada :  a fracção irredu tível, a dízima, a 
fracção contínu a , etc. 

Haveria ainda u m  ponto a considerar : a ques tão do 
prolongam ento analítico de  operadores funcionais. Mas 
este  assunto ficará para um próxim o  t rabalho. 

§ 3 .° - Topologi a  dos novos espaços funcionais ana l íticos 

1 9. O espaço Õ L  CJ com o reun i ão  de  espaços de Banach.  
S istema de  viz i nhanças em Õ [CJ .  - Já na U dissertação 
mostrei como todo o espaço funcional analítico Õ [CJ se 
pode exprim ir como reunião ( 1 )  de espaços de  Banach : 
Seja D um qualquer dom ínio fechado do plano-esfera ; 
representemos por [O]  a fa mília de todas as funções holo­
morfas w )  interior de D e continuas no domínio D (anu ­
lando-se no  ponto im próprio, se e s t e  pertence a D) ; cha­
mando norma duma função 9 e [DJ ao valor máximo de 

(1) Na 1.a disserta ção emprego o termo «soma» em vez de «reu­
nião». 



Sobre a topologia dos espaços funcionais analíticos 75 

I 'ti (z) I para z e D ,  tem-se que [DJ é um espaço de Banach 
com plexo . Pois bem : o espaço 15 [C] pode ser considerado 

como a reunião de todos os espaços de Banach [DJ tais que D 
é uma vizinhança de C .  

Introduzamos ainda a seguinte 

[1 9 . 1 J  CONVENÇÃO. Em tudo o que se segue, Dn des(gnará 
o conjunto de pontos de Q cuja distáncia a C é < l/n 
' (n = 1 , 2 , . . . ) . 

Posto isto,  ter-se-á mais precisam ente : 

[1 9 .2 J  O espaço funcional analitico 15 [C] pode ser con­
siderado como o espaço reunião de todos os espaços de Ba­
nach [DnJ , para n = 1 , 2 ,  . . . . 

o termo «reunião» pode aqui ser entendido de duas 
m aneiras : reunião de espaços (L) (deI. [4 . 2] )  ou reunz'ão 
de espaços topológicos (deI. [3 . 1  J ) . Ambas as acepções são 
líci tas e até equivalentes, com o resulta do que será esta­
belecido no n .O seguinte .  Adoptando a segund a acepção, 
a proposição [ 1 9 . 2J pode enunciar-se deste outro modo : 

[ 1 9 . 3J Seja 3 um subconjunto qualquer de 15 [C] . Para 
que um dado elemento 'P de 15 �C] seja adennte a 3 ,  é neces­
sário e suficiente que exista pelo menos uma vizínhança Dv 
de C ,  tal que, para todo o < > O ,  se encontre pelo menos um 
elemento � de 3 satisfazendo à condição : 

I qz) - q; (z) ! < E sobre Dv . 

Sob esta forma a proposição [ 1 9 . 2J torna-se  evidente. 
Observe-se agora que o novo modo de  conceber o 

espaço 15 [CJ nos permite fàcilmente, m ediante o cri tério 
geral [3.1 J, assinalar um sis tema admissível de  vizinhança 
para cada elemento de  15 [C] : 

[ 1 9 .4J Definição de vizinhança. - Dado um ponto rp de 
15 [CJ e fixada u m a  sucessão < 1 , <2 , • • • , En • • •  de números 
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posi tivos, representemos por Vn a totalidade dos ele­
mentos � de 6 [C] tais que  

I � (z) - 'f (z) r < ' n  sobre Dn , 

Nestas condições, cham aremos vizinhança ('1 , '2 , . . . ) de :p 
à reunião de  todos os conj untos Vn assim obtidos, para 
n = l ,  2 ,  . . . . 

É fácil ver, tendo em atenção [3 . 1 J ,  que esta noção de  
vizinhança in troduz em 6 [CJ a topologia j á  ali definida. 
Por o utro lado , recordando o cri tério geral de equivalên­
cia entre fa mílias de vizinhanças, tem-se o resultado : 

[ 19 . 5 J  Impondo à sucessão ( sn) , a que se refere a defi­
nição [9 .4  J ,  as condições suplementares 

1)  <1 > 02 > . . . > Sn > • • . 2) lim En = O ,  

obtém-se uma família de vizinhanças de rp equivalente à 
primeira. 

Visto que  a segunda família é uma parte da prim eira ,  
basta provar que toda a vizinhança pertencente  à pri­
meira contém pelo menos uma  v izinhança pertencente à 
segunda . Ora is to  é evidente, se no tarmos que, para toda 
a sucessão (En) , existe pelo menos uma sucessão « �) ,  que  
verifica as  condições 1 ) ,  2 )  e tal que < �  < 'n , para 
n = 1 , 2 , . .  0 .  

Para com odidade de exposição, convém ainda intro­
duzir a seguinte 

[ 1 9 . 6J CONVENÇÃO. Em tudo o que segue, dado um ele­
mento :p de 6 [CJ ,  designaremos por I rp 1m O valor positivo 
assim · definido 

{ = max I 'f (z) I ,  se Dm é domínio de holomorfia de cp ,  
I 'f 1m "eDm 

= + 00 ,  se Dm não é domínio de holomorfia de rp ,  

(m = 1 , 2 , " ' ) '  
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20. Ca rácter topo lóg ico do operador Lim.  - É agora 
altura de abordar um problema que  tinha ficado por 
resolver na 1 .a dissertação : 

É a noção de « limite» que definimos em � [C] uma noção 
toPo!ógz·ca, isto é, exprimível em termos de «fecho» ? 

A qu estão resolve-se pela afirmativa : 

[20. 1  J TEOREMA . Todo o espaço funcional analítico � [C] 
é um espaço (L*) . 

Em virtude do  que foi dito no n.o 4, esta proposição 
é equivalente à seguinte : 

[20.2J Condição necessdria e suficiente para que se tenha 

Lim rpn = O ( 'fn E � [CJ ; n = 1 , 2 , . .  , ) 
é que, a toda a vizinhança V de O ,  se possa associar uma 
ordem v ,  tal que 

cpn E V , para n > 11 • 

Demonstração. - Que a condição é necessária, é evi­
dente,  recordando as definições [ 1 7 . 3J e [1 9 . 4J .  

Mostremos agora que a condição é suficiente. Supo­
nhamos que ta! condição é verificada a respeito da sucessão 
(rpn) . Começarei então por mostrar que  existe pelo menos 
uma vizinhança Dm sobre a qua! o conjunto I 'fn ! é limi­
tado. Para o provar, suponhamos que tal não sucede e 
designemos por O" um número positivo qualquer : en tão, 
existirá p elo menos um termo 'fi! da s ucessão ('fn) tal que 

I CPi! 1 1 > (J (veja-se CONVENÇÃO [ 1 9 . 6] ) ; 

por sua vez, existirá um termo rpi2 de ('fn) ,  t al que 

I 'fi2 I z  > (J i"l > i1 , 

e assim sucessivamente. Podemos deste modo extrair da 
sucessão ('fn) uma sucessão ('fim) tal que : 

[20 .3J ii < i2 < . . .  < im < . . .  
m = 1 , 2 , · · · . 

I 'fim 1m > (J , para 
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Seja agora �1 u m  número positivo inferior a r7 ; seja 
por sua vez e2 um número posi tivo inferior a (]' e a I �i! 1 2 ; 
'3 um número posi tivo inferior a r:i ,  I 'Pi! 1 3 , I l"?i2 1 3 ; e assim 
sucessi vamen te . Teremos des te modo uma sucessão (Em) 
que verifica as conrlições 

[20 .4 J Em < min (r:i ,  I 'Pi! 1m , I 'Pi2 1m , ' "  , I 'Pim-l 1m) , para 
m = 1 , 2 ,  . . . . 

Mas recordemos que, em virtude duma co nhecida pro­
priedade das funções analí ticas, se tem 

I � h � I � 1 2 ::::: . . .  � I � 1m ::::: " ' , para todo o � e l5 [CJ ;  

portanto, da seg unda parte de  [20 .3 J  resultará 

donde 
para m ::;  p , 

I �ip 1m > em para m < p . 

Por outro lado, d e  [20.4 J d eduz-se 

para m >  p .  
Então será : 

I 'P'j, 1m > em , quaisquer que sejam m ,  p = 1 , 2 , . . .  , 

donde  se conclue q ue nenhum dos termos da sucessão 
('Pip) pertence à vizinhança (E 1  , e2 , . . .  ) de O .  Mas isto é 
incompatí vel com a hipótese de , em cada vizinhança 
de  O ,  existirem todos os termos de ('Pn) , a partir de certa 
ordem. 

O absurdo proveio de  supor que o conj unto I 'Pn I não 
é limitado em nenhum dos domínios Dm . 

Seja então Dv o primeiro dos domínios Dm sobre os 
q uais o conj unto I !f,. ( é limi tado . Vou provar que  se tem 

[20. 5J lim cp" (z) = O ,  uniformemente sobre DV+ l , n 
e assim o teorema ficará demonstrado. Suponhamos que 
tal não sucede. Quere is to dizer que é possível determinar 
um z > O de  modo que se tenha 
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[ 20. 6J l C?n lv + 1 > E , 

para infinitos valores distintos  k1 , k:J , . . .  , kp , • . .  do  
índice n .  Agora de duas  uma : ou  há pelo menos um 
termo da su cessão (CPkp) qu e  se repete infin itas vezes, ou 
isso não sucede.  No primeiro caso,  é óbvio que se pode 
extrair de (j'kp) uma subsucessão ( cp; )  uniformemente con­
vergen te em DV + I (com cp� = cp; = . . .  ) . No segundo caso, 
o conj unto I 'fl,p : tem infinitos elementos distintos e, como 
é limitado no dominio Dv , será possível, em vir tude dum 
conhecido teorema  (1), extrair d ele uma sucessão formada 
de  elementos distin tos, uniformemente convergen te no 
interior de Dv e porta11to em Dv+  1 • 

Seja pois (�m) uma subsucessão de (SOkp) uniformemente 
convergente em DV +I . Como tal sucessão é formada de  
infini tos termos de  (rpn) , em  cada vizinhança de O haverá 
pelo menos um elemento do conj unto I �m ! , o que signi­
fica que O é aderente a este conJu nto e que portanto se 
pode extrair dele uma  sucessão convergente para O ,  
i sto é, uniformemente convergente para O sobre algum dos 
domínios Dn . Logo, será necessàriamente : 

lim �m (z) = O ,  uniform emente sobre DV+ 1 , m 
o que porém é incompatível com o facto de  ('fm) ser u m a  
subsucessão de  ('fkp) e esta verificar a condição [20. 6 J . 

O absurdo proveio de supor que a condição [20.5J não 
é verificada . Assim o teorema fica completamente de­
monstrado. 

Es te teorema habi l i ta- nos imediatamente a afirmar que : 

[20. 7J Sobre o espaço funcional analítico � [C] , todo o 
operador contínuo no sentido de Cauchy é tamb ém contínuo 
na sentido de Reine (hd portanto equivale"núa entre os con­
ceitos, à base do axioma de Zermelo) . 

( I )  Veja-se por exemplo  MONTEL [ 1 1  ou VALIRON [I] , pág. 436. 
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Ter-se-á pois, atendendo a [5 . 2J, o seguinte resultado : 

[20. 7 J  Seja S um espaço (V) qualquer e desz>Jne T uma 
transformação de domínio 1 C � [C] e de contradomínio 
� C S .  A transformação T será L-contínua num ponto cp 
de 1 ,  se, e só se, para cada vizinhança V de T ('f) e para 
cada vizinhança D de C ,  se puder determinar um corres­
pondente número 2] > O ,  de modo que seja verificada a con­
dição : 

� E 1 ,  I qz) - 'f (z) I < a sobre D - T (�) E V . 

2 1 .  Outras parti cu l a r idades da topo log ia  de  � [C] . -
Visto que � [C] é um espaço (L) , imediatamente se  pode 
afirmar : 

[21 . 1 J  A condição IV (n . o  1) e a condição T1 são verifi­
cadas em � [C] . 

Quanto à condição V (n.o 1 )  o resultado é negativo : 

[ 2 1 . 2J TEOREMA. Sendo C limitado, o espaço � [C] não 

verzfica a condição V .  

Demonstração. Recordemos que, em termos de VIZI­
nhança (1), a condição V se traduz do seguinte modo : 

[ 2 1 . 3J « Qualquer que seja o ponto x, pode fixar-se, 
para cada vizinhança V x de x , uma  vizinhança V; do 
mesmo ponto, tal  que ,  todo o ponto y E V; , possue pelo 
menos uma  vizinhança Vy C V>: . »  

Seja  então Vo uma vizinhança de O em � [C] , definida 
por uma dada sucessão (En) , tal que 

[ 21 .4J E1 > E2 > . . , ; lim En = O , 

e Vô uma segunda vizinhança de O ,  qualquer, definida 

(1) ApPERT [ I ] ,  § VI. 
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por u ma sucessão ( E; ) .  Consideremos u ma função � e 15 [C] , 
assim definida : 

[ 2 1 . 5J � (z) _ c , com O < c < min ( El , Er' ) .  
Ter- se-á então 

O < I � 1 1 < min « 1 , En , e portanto � e V� , � e Vo • 

Seja agora VI; , u m a  vizinhança qualquer de  � , definida 
por u m a  sucessão (E�) e designe E,  o primeiro term o da 
sucessão (En) tal que  

[2 1 . 6J 

(será, evidentem ente, v >  1 ,  em virtude de  [2 1 . 5J ) .  
Consideremos, por outro lado, uma função 1) assim 

definida : 

[ 2 1 .  7J 
1 

1) (z) == c  + E -- ,  com cc e D'- I - D" $ - CC 

( isto é, com cc pertencente ao domínio D'- 1 mas não a D, ) , 
sendo E um coeficiente posi tivo a determinar. Tem-se pois 

[ 2 1 . 8J 1) (a)= oo .  

Designemos por r uma circunferência de  centro cc ,  

contida em D'- 1  -- D, e ponhamos 

M = max l -1
- 1 ' sobre r .  

z - cc  

En tão é claro q ue  será, 

1 _1
_ 1 < M ,  para z e D" Z - a 

e portanto,  atendendo a [2 1 . 7J ,  

c - E M < I 1) (z) I < c + i: M , para z e D, . 
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Assim, ter- se-á 

[ 'I) - � [ v  < < ,  isto é, [ 'I) (z) - c [ < E� , sobre Dv , 

desde que  sej a 

i s to é, 

e então poderemos afirmar q u e  

"I) E Vç . 
Mas por outro lado, em virtude de  [2 1 . 6 J , ter-se-á 

para n 2:: v , 
desde que  seja 

c - ,v c - E M > E'I ' isto é, E < --- , 
M 

e então, atendendo a [ 2 1 . 8J e a [ 2 1 . 4J ,  

'I) I/; Vo • 
Por conseguinte, basta tomar 

( < C - Ev ) 
E < min -- , --- , 

\ M  M 

para que  resulte sim ultâneamente 

"I) E Vç , 'I) I/; Vo • 

Em resumo : qualquer que seja a vizinhança Vã de O ,  
existe sempre um ponto � de VZ , que não tem nenhuma vizi­
nhança contida em Vo • Mas isto significa, precisamen te, 
que a condição [2 1 . 3J, e portanto a condição V ,  não é 
veri ficada . q . e. d. 

Restava examinar o caso de  C ser i l imitado, mas é o 
primeiro caso o que oferece mais interesse. 

Ocorre entretanto averiguar q uais sej am os conj un tos 
fechados ou os conjuntos abertos em � [CJ . Não m e  foi 
possível resolver o problema de maneira completa . A 
seguinte proposição oferece uma soluÇão parcial : 
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[ 2 1 .9 J  TEOREMA. Condição suficiente pam que um dado 
conjunto I seja aberto em � [C] é que, para todo o elemento 
SO € I ,  exista pelo menús um número , < 0 ,  tal que o conjunto 
de todas as funções � de � [C] que verzjicam a condição 

I qz) - so (z) I < E , sobre C ,  

esteja contido em I . 

Demonstração. Basta observar que, para um tal ele­
mento 'P ,  é sem pre possível determinar uma vizinhança 
(S i ' ' 2  , . . . ) contida em I - fazendo por exemplo : 

El === E� = . . . . . .  = e • 

Será a condição enunciada também necessária ? Ou 
haverá conju ntos abertos de  outros tipos ? Eis uma per­
gunta a que  não me foi possível responder. Observa-se 
no entanto que  a família completa dos conjuntos abertos 
em � [C] define sobre este conjunto uma topologia que satis­
faz à condz·ção V - aquela mesma topologia que c;e obtém 
definindo o espaço � [C] como espaço - cociente da região 
linear (C) , segundo o critério [9 . 6J. 

A dificuldade em caracterizar esta fam ília, median te 
uma definição sim ples, justifica em parte o facto de  se 
ter preferi do o cri tério [9 .3J .  

Ao teorema [ 21 .9J ,  in teressa associar este outro : 

[2 1 . 1 0J TEOREMA. Seja I um subconjunto aberto de 
� [C] . Qualquer que seja a vizinhança Dn de C ,  o conjunto 
I n [DnJ resulta aberto no espaço [DnJ (mas não no espaço 
� [C ) .  

Trata-se, como é fácil ver, duma consequência ime­
diata das proposições [3 .5J  e [ 1 9 . 2J. 

Este resultado tem particular interesse em relação ao 
que foi dito no n.o 4 7  da t oa  dissertação. 

O teorema [2 1 . 2J habili ta-nos im ediatamente a afir­
mar que : 
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[2 1 . 1 1  J O espaço funcional analítt"co 8 �C] não é metri­
zável (sendo C limitado) . 

Recordemos que é por um processo i n teiramente aná­
logo que se demonstra a proposição correspondente para 
o espaço m das funções reais, definidas num m esmo inter­
valo, com a definição de convergência pon tua!. 

Mas podemos ir um pouco mais longe. Já na La dis­
sertação observei que, na minha nota [IIJ , t inha afirmado 
serem os espaços funcionais analíticos espaços (E) , mas 
que  uma análise posterior me tinha levado a descobrir 
um erro nos raciocínios em que assentava essa minha 
afirmação. Comecemos pelo seguinte 

[2 1 . 1 2J TEOREY1A. No espaço 15' [C] não é possível insti­
tuir para cada ponto um sistema admissível de vz'zinhanças 
com a potencia do numerável (supondo C limitado). 

Demonstração. Suponhamos que existe um sistema 
admissível 1 Vn I de  vizinhanças do ponto O , constituído 
por uma infinidade num erável de  conju ntos. Então, em 
virtude  da  e q uivalência entre o sis tema de  vizinhanças 
1 Vn I e o sis tema definido por [ 1 9 . 5J ,  poderemos, para 
cada valor de n, fixar uma vizinhança Wn de O ,  deHnida 
por uma sucessão decrescente ó? , E� , ' "  e tal q u e  

Wn c V" .  

Por ou tro lado, como toda a vizinhança da família 
1 Wn I contém uma vizinhança da família 1 Vn I , segue-se  
que as  d uas fam ílias são equivalentes .  

Sej a agora v o primeiro valor de n tal que  n >  1 , Dn =F n 
e designe V' uma vizinhança de  O definida por uma  
sucessãó (E�) que  verifique as seguintes condições : 

I • (c1 2 V - I ) En < mIn -" , E" , " • , En , para n = 1 , 2 , . . .  
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Con sideremos por ou tro lado uma sucessão (�n) de  
elementos de  lS' [C] assim definida : 

r,'n (z) =:. c + --Z - CXn ' 

sendo 

com para 

em que  M designa o m áxi mo de (z - O:nr 1 sobre uma cir­
cunferência r de  centro CXn , contida em Dn - l  - Dn . Então 
ter-se-á 

e ainda 
,/  < I I' I < .n para n >_ " , °n 1.,,, n _II , ' 

�n (cxn) = co para n � v , 

donde se  conclue que  é simultâneam ente 

�n E Wn , �n � V' , para n ::::- v . 

Quere isto dizer que  a vizinhança V' de  O não contém 
nenhuma das vizinhanças W" , W" + 1 , • •  " e, como por 
outro lado também não contém nenhuma das vizinhan­
ças Wl , " ' , W" - l , segue-se que a familia ! Wn ! não 
const i tue  um sistema ad missível de  vizinhança de  O ,  ao 
contrário do  q u e  tínhamos deduzido da hipótese inicial. 

Daq u i  resulta imediatam ente que  

[2 1 . 1 3J O espaço lS' [C] não é um espaço CE) (sendo C 
limitado) . 

(Porque, s e  o fosse, seria possível insti tuir para cada 
ponto u m  sistema admissível de  vizinhanças com a po­
tência do n u merável). 

Assim se conseguiu dar uma resposta a cada u m a  das 
questões postas no n.o 1 9  da La dissertação. 

22. A L-conti n u idade da ad i çã o. - E, para term in ar, 
examinemos o comportamento da adição a respeito da 
topologia do espaço 6 [C] . 
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Já vimos que se trata d u m  espaço (L) vectorial e que 
portanto se tem : 

Lim (']ln + �11) = Lim �>l + Lim �n , 
sendo (�n) ,  ('f,,) sucessões convergentes arbitrárias de  
elementos de 6 [C] . 

Vejamos agora se  tal operação é contínua no sentido 
de Cauchy a respeito dos dois  argum entos tom ados con­
j untamente .  Como se trata dum espaço (L) vectorial bas­
taria provar que essa operação é contínua no ponto (O , O) , 
isto é, que  se veri fica a condição seguinte : 

Para toda a vizinhança V de O existe pelo menos uma 
vizínhança W de O tal que 

W + W c V 

(designando por W + W o co nj unto de  todas as funções 
que se  obtém somando dois q u aisquer elementos de W) · 

Mas esta condição i m plica a condição V ( tratar-se- ia  
então dum <<grupo topológico» a respei to da adição) . Com 
efeito ,  dada uma vizinhança V de  O e determinada uma  
vizinhança W de O tal que  W + W C V ,  é claro q ue, 
para todo o 'Jl e W ,  a vizinhança ']l + W de 'Jl estaria 
contida em V ,  pois que  a condição W + W C V equi­
vale a esta ou tra : 

'Jl e W  ---+- cp + W c V ;  

e anàlogamente para q ualquer elemento de  6 [C] distin to  
de  O . 

Mas nós j á  vimos que no espaço 6 [CJ não é verificada 

a condição V .  Logo : 

[ 2 2 . 1 ]  No espaço 6 [C] a adição não é contínua no sen­
tido de Cauchy a respeito dos dois ar,gumentos, tomados 
conjuntamente (supondo C limitado) . 



N O TAS F IN A IS 

I - Só depois d e  impressa a primeira folha deste tra­
balho, me apercebi de  q u e  a proposição recíproca do 
teorema  [ 3 . 5 J  é também verdadeira, sendo a sua  demons­
tração quase imediata. Podemos pois  substituir o enun­
ciado [3 . 5J ,  por este outro, maís completo : 

Condição necessaria e suficiente para que, no espaço 
reunião (U , <1» , um conjunto A seja fechado [aberto J, é que 
o conjunto A n Ui seja fechado [abertoJ no espaço Si , qual­
quer que seja i .  

II - Ao reco rdar, no n . O  1 1 , a defi n ição do espaço fun­
cional e; ,  faltou dizer que são admi tidas como elemen tos 
de e; apenas funções localmen te analí t icas cujos domínios 
não coincidam com n ,  devendo portanto ser excluída a 
função id ênticam ente nula sobre n ,  visto ser essa a 
única função localmente analítica q u e, anulando-se no 
ponto 00 ,  tem por dom ínio de defin ição todo o p lano­
-esfera eFANTAPPIE [ II ] ,  pág. 6 3 6) .  

III - Na 2.a parte do teorema [1 8 . 3J ,  d eve im por-se à 
função pon tu al f ( À )  a restrição de,  no ponto 00 ,  t er como 

valor um elemento de  � [C] que se reduza a u ma cons­
tante numérica (supondo que o domínio de  f (À)  contém o 

ponto 00 )  . 

IV - Quando u m  dado elemento de  � [C] corresponder 
a uma função anal í tica uniform e em todo o seu natural 
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domínio d e  regularidade, podemos, para brevidade de 
linguagem,  identificar esse elemento de % [C] com a refe­
rida função, tal como se fez, por exemplo, a propósito da 
função 'll considerada em [21 .7 J : 

g 
'll (z) == C + -- , 

Z - IX 

:t: claro que, neste caso, os  domínios de holomorfia 
de  "f) serão as vizinhanças d e  C que  não contêm IX .  
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R É S U M É  

Le but  ess ent iel de  ce travail est d 'approfondir l'é tude 
de la topologie des espaces fonctionnels  analytiques déjà  
co mmencée dans nos  travaux précédents [ 1 J , [ II], [ III], et  
de comparer notre point de vue ave c celu i de  M. Fan­
tappie .  La lecture de ces travaux n'est  pas indispen­
sable pour comprendre ce que nous exposons ici .  

Dans le § 1 no u s  nous occupons de quelques no tions 
d'analyse général qui interviennent par la sui te. Surtout,  
les no tions d'espace réunion et d'espace quotient jouent ici 
u n  rôle fondam ental. 

Étant  donnée  u ne famille 1 Si ! d 'espaces topologiques, 
nous  appelons espace réu n ion  de cette famille l 'espace S ,  
dont l 'ensemble fondamental est la réunion des ensem­
bles fondam entaux de tous les espaces donnés e t  dont 
l'opération de ferm eture est  définie d 'apres la regIe sui ­
vante : u n  point  p est adhérent à u n  ensemble A dans S ,  
si p est adhérent  à u n  sous-ensemble de A dan s u n, au 

moins,  d es espaces Si (la condition A = Ã n'étant pas 
exigée) .  Si l 'on suppose donné u n  systeme de voi sinages 
dans chacun des espaces Si , on peut en déduire un sys­
teme admissible de voisinages dans l 'espace réunion, 
d'apres le théorem e  [ 3 . 3J .  En outre, on a le résultat sui­
vant : «Pour qu'un ensemble A soit fermé [ouvert] dans S , 
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iI faut  et il suffit que rensemble A n Si soit fermé [ouvertJ 
dans respace Si quel que soit i» ( [3 .5 J  et NOTAS FINr\ l S ,  I )  ( 1). 

Quant au concept d'espa ce q u ol ienl, nous avons dü nous 
éloigner de  la définition usuelle. Soit S un espace (V) , 
dans leq u el on  suppose définie une relation d 'équiva­
lence, p ,  et  soi t S' la parti tion déterminée dans S par p .  
Désignons par )(. la  transformation naturelle de S sur S' , 
c' est-à-dire, la transformation q u i  fait correspondre à 
chaque élément x de S l'ensemble x' € S' auquel x appar­
tient. Nous introduisons dans S' une topologie, de façon 
à rendre vraie la proposit ion sui vante : 

[9 . 4J Si ton désigne par R un espace (V) quelconque, et 
par T une transformation continue de S sur R vérifiant la 
condition 

x py ---'>" T (x) = T (y) , 

la transformation T* de S' sur R telle que 

T* (x") = T (x) , SI x' = )(. (x) , 

sera aussi continue [nous posons T" = )(. (T) J .  RéciProque­
ment, si T' est une transformation continue de S' sur R , 
alors T* · )(.  sera aussi une transformation continue de S 
sur R qui vérijie la condition sus-indiquée. 

Or, pour que cette prúposit ion soit vraie, iI faut  e t  iI 
suffit q u e  l'opération de ferme ture soi t définie dans S* 
d'apres la regle suivante : 

[ 9 . 3 J  Un élément a de S' est  adhéren t à un  ensemble 
X C S' , s ' il existe au  moins  un représentant de a dans S 
qui  soit  adhérent à l 'ensemble  de  tous les représentants 
d es élém ents de X dans S . 

(1) Pour abréger, nous représentons ici par Si l'ensemble fonda­
mentale de l 'espace Si ' tandis que dans le § 1 nous posons Si = (Ui ' 4>i), 
Ui t:tant l'ensemble fondamental et <I'; l 'opérateur de fermeture de 
l'espace Si . 
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Nous  di sons alors que l 'ensemble S* , m u ni de cette 

topologie, est l' espace quotient de S par la rélation p .  
Cependant, ce n 'est  pas là le cri tere généralement 

adop té. La plupart des auteurs (ALEXANDROFF et  HOPF, 
BOURBAKI , e tc .) im posen t à tous les espaces considérés la 

condi tion A = Ã et  alors on définit  d irectement dans S *  
la not ion d 'ensemble fermé : «Dn sous-ensem ble X de S '  
est fermé, s i  1'ensemble de  tous les éléments des éléments 
de X est fermé dans S» ; la fermeture d 'un ensem ble A C S 
étan t définie  comm e  le plus pet i t  ensemble ferm é conte­
nant  A .  Or, cette opération de fermeture peut ne  pas 
coincider ave c celle définie d'apres [ 9 . 3J, quoique  la fa­
m ille des ensem bles fermés soi t la même dans ces deux 
topologies . 

* 
*= * 

Dans le § 2 nous mon trons com ment on passe natu­
rellement de  l 'espace fonctionnel de Fantappie aux espaces 
fonctionnels analyti q  ues tels que nous les avons définis 
dans nous travaux précédents. (Dans ces travaux, nous 
n'avons pas exposé en détail le passage dont  iI est ques­
tion ici , ce qui aurait pu suggérer que  nos hypotheses 
sont indép endantes de celles de M. Fantappie et que,  
par suite, on ne peut pas vraiment  parler d 'une simpli­
fication de sa théorie). 

Suivant la terminologie de  M. Fantappie, une fon cti on 
loca l emen t  ana lyt i q ue  est une fonction complexe, w = fez) , 
de l a  variable complexe z , u nivoquement définie e t  ana­
lytique dans un ensemble ouvert, D ,  du plan-sphere, .Q ,  
cet ensemble D étant considéré comme le domaine de 
définitioll de f (même si D est non connexe ou si f est 
prolongeable analytiquement  au delà de  D) . Nous dési­
gnons par e l 'ensemble constitué par : 1 )  toutes les fonc­
tions locale m ent  analytiques dont  les domaines ne con­
ti ennent pas le point 00 ;  2) tou tes les fonctions localement 
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analytiq ues dont les domaines eontiennent 00 et q ui s 'an­
n u lent en ee point (la fonetion identiquement nulle dans 
tout le  plan-sphere étant exclue) .  L'espace fo nct ion n el de  
Fantappie (d 'ordre 1 )  e s t  précisément l' ensem b le  e avee 
la définition s uivante  de  voisinage : 

[ 1 1 . 1 ]  Soi t  fo u n  élément q ueleonque de  8 .  Désignant 
par A un ensemble fermé eontenu dans le domaine de  fo 
et par (j un  nombre positif queleonque, on appelle vo is i ­
nage (A , (j) di fo l '  ensem ble de  tou tes les fonetions f e 8 , 
dont les d omaines eontiennen t A et tels que : 

I f (z) - fo (z) 1 < (j ,  q u el que soi t z e A .  

Mais il Y une autre no tion q ui j oue  un rôle fonda­
m ental dans la théorie de M. Fan tappie : e 'est  la no t iol1 
de l i gne  ana lyti q ue .  Consid érons une  fonetion f(z , I,) , de  
deux variables eomplexes À ,  z , laqu elle, pou r ehaq ue 
valeu r de  À ,  devienne un élément déterminé de  e ,  et 
désignons par D (À) le  domaine d e  eette fonetion de  z 
dépendant de / .  On dit  que f (z , J.) représente u n e  ligne 
analytique de 8 ,  si les eondit ions suivantes sont véri­
fiées : 

1 )  f ez , )) est une fonet ion holomorphe des variables 
z ,  À dans un domaine ouvert de  l'espaee projectif à deLlx  
dimensions eom plexes. 

2) Si l'on pose C ().) = Q - D (À) , l 'ense mble C (À) es t 
une fonetion continue de  À (dans le sens précisé au n.o 1 3 ) . 

On voit aussi tôt  qu ' il ne  suffi t pas, en général ,  de 
donner une expression analytique pour définir  une telle 
fonetion fez , À) :  ii fau t  y adjoindre une loi d 'apres laq uelle 
on associe  à ehaque vale ur de À un domaine D eÀ) , de  façon 
que la eondition 2) soit  vérifiée. Or, cette loi sera en géné­
ral tout à fait artificielle et  deviendra tres peu commode 
pour les raisonnements. 

La notion de  ligne analytique  est le noyau de  la 
notion de fo nct ione l l e  a na ly ti q ue . Soit e une fon ctionnelle 
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définie dans u n  ensemble m e  2) ,  c 'est- à- dire , une trans­

form ation univoque  de  m S U l'  l 'ensembl e des nombres 

com plexes. On di t  que 0 este une /onctionnelle analytique, 

si 0 vérifie  les condi tions sui  van tes  : 

1 ° - ffi est u m  domaine ouvert de 2) .  
2° - Si /0 e m et  /1 es t u n  prolongement de /o (nous 

écrivons alors /0 -<'/1) ,  on a 0 (/0) = 0 (/1) '  
3°  -- Si /(z , À) réprésente une  ligne analytique de  2) ,  

alors 0s [/(z , À) ] s era une  /onction analytique de À .  

M. Fan tappie jus tifie la condi t ion 2° par des considé­

rations  in tu i tives .  Mais il fau t  remarqu er le  bi t  su ivant : 

[ 1 4 . 2 J  Pour que la /onctionnelle 0 soit continue, ii /aut 
que 0 vérzfie la condition 2° .  

Ce résuItat subsiste, pIus géné ralem en t, s i  l 'on suppose 
que l' espace contenant le contredom aine d e  0 est u n  
espace (V) quelconque vérzfiant la condition Ti . ( Dans l' es­
pace 2) cette  condi tion . n'est pas vérifiée , puisque,  si  
/0 -<'/1 ,  tout voisinage de  /0 contien t /1 ) '  

Quoiq u e  l ' espace e; soi t présenté au commencement 
de la théorie des fonct ionnelles analytiques, l 'ess entiel 
de cette théorie  est  développé au tou r du concept de rég io n 
fonct ion  l i n éa i re : Soit C un sous-ensemble de  i2 , fermé, 
non vide et dist inct  de  n ;  la famille de toutes les fonc­
tions appartenant à 2) ,  dont les domaines contiennent C ,  
est la région /onctionnelle linéaire déterminée par C ;  on 
la désigne par  (C) . On peu t maintenant  définir les  no­
tions  de somme de d eux éléments de (C) et  de produit 
d'un élément  de  (C) par un nombre com plexe ; on peut 
aussi  parler d e  /onctiomzelles linéaires définies dans CC) . 
Mais i1 ne  faut  pas oublier que  la rég'ion (C) n>est pas un 
espace vectoriel. 

La condition 2° imposée par M. Fantappie à ses fonc­
tionelles analy t iques  [ 0  (/0) = 0 (j;) , si /0 -</1 ]  nous fait 
nous demander s'il ne  serait pas pius co m mode d ' identi-
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fier /0 avec /1 , quand /0 -</t . Mais on se trouve arrêté 
des l'abord par le fai t  suivan t : 

Si dans l'espace S on voulait identi/ier chaque élément / 
avec ses prolongements, on devrait identzjier tous les élements 
de el .  (Une fonctionnelle continue définie dans tout  l'espace el 
se réduit nécessairement à une constante) . 

D'ailleurs, si l 'on se bornai t à identifier fo avec /i 
dans le cas ou /t est un prolongement analytique de fo ,  
on trouverait tous les inconvénients des fonctions pluri­
formes, que M. Fantappie a voulu éviter. 

Toutefois, nous ne devons pas ou blier qu e, dans pres­
que  toute la théorie de  M. Fantappie, i l  n 'est ques tion 
que de régions  linéaires (1). 01', dans une région ünéaire (C) , 
on peut déjà identzjier partout chaque éUment avec ses pro­
longements ,' cela n'a plus d'inconvénients, mais seulement 
des avantages. C'est ce que nous avons fait dans nos tra­
vaux précédents [ I J ,  [ II J ,  [ III ] : 

No us  disons que  deux éléments fI ,  fi de (C) sont 
équivalents et nous écrivons  

/1 =- f� , 
lorsqu'il existe une troisieme fonction g e (C) dont /1 , fI. 
soient des prolongements : 

g -</t , g -</� .  

La relation « =- »  détermine une partit ion dans (C) : 
les éléments de  cette partition sont appelés fonct ions ana­
Iyti q ues altachées à C ;  l 'ensemble de ces éléments est  
représenté par � [C] . II  s'agi t  maintenant d'introd uire 
dans � [C] une topologie, de  façon à retenir tout  ce qui 
est essentiel dans la région (C) . Or, nous avons déjà tout 
préparé à cet effet dans nos considérations sur l'espace 

(1) Exception faite de l'étude du prolongement analytique des 
fonctionnelles ; nous comptons y revenir dans un prochain travail. 
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quot ient. Nous avons adopté le critere [9 . 3J, plutôt  que le 
critere [ 9 . 6J, parce que ce/ui-ci ne donnait pas prise à nos 
raisonnements. D'autre part, la topologie que l 'on définit  
de  cette maniêre peu t être in  trod ui  te  dans 15 [C]  d'une 

façon tout  à fait indéPendante, comme nous l'avons fait 
dans nos travaux précédents, en partant  de  la défini tion 
suivante de convergence : 

On di t  qu'une succession (�n) d'éléments de  15 [C] co n ­
verge vers un  élément � de 15 [C] , s' i l  existe au moins un  
ensemble ouvert contenant C,  sur lequel la succession 
0/1  (z) , �2 (z) , . .  , converge uniformément vers � (z) . 

L'ensemble 15 [C] , ave c la topologie que  nous venons 
d'y introduire et  avec des notions naturelles d 'adition et  
de multipUcation scalaire, es t ce que nous avons nommé 
l 'espace fonct ion nel  ana lyti que 15 [C] - un espace (L) vec­
toriel. 

La proposit ion général [9 .4J appliquée dans ce cas 
nous permet de  ramener immédiatement l'étude des opé­
rateurs continus sur (C) à l 'étude des opérateurs continus 
sur % [C] , puisqu e  la condition 

fI = f2 - e (fI) = e (h) 
est nécessairement  vérifiée (pourvu que l'espace conte­
nant  le contredomaine de e vérifie la condition TI ) .  

En o u tre, la notion de ligne analytique peut ê tre, elle 
�ussi, traduite dans l 'espace 15 [C] : les lignes analyt iqu es 
de � [C] seront  les transformées d es lignes analytiques 
de (C)  par la transformation naturelle x. de  (C) sur  15 [C] ; 
c'est-à-dire, si f (z , ), ) représente une ligne analytique 
de (C) , alors x.s [f (z , I) J  représente auss i  une ligne ana­
lytique de 15 [C] , et réciproquement .  Mais cette no tion 
peut être définie directement dans t'espace fonctionnel analy­
tique 15 [C] , à partir des notions primitives de cet espace 
(adition, opérateurs scalaires et opérateur Lim) ,  comm e  
nous l'avons fait précédemment : une fonction f O,) d e  la 
variable complexe À et dont les valeurs soient éléments 
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de 5' [C] représente une l i gne  ana l yt ique de  5' [C] , lo rsq u e 
f (À) est une fonction analytique de À dans un domaine 
de  .Q .  Jl n'est donc plus question des domaines de défini­
tion, D (À) , de la fonctiol1 f(z , À) de z ,  dont le choix devient 
si artzjiciel et embarrassant dal1s la théorie de M. F antaPPie. 

Nous pouvons dire rnaint enant qu'une transforma­
tion T est ana lyt i que, lorsq ue  T transform e les lignes 
analytiques en lignes analytiques : voilà ce qui remplace 
la notion de  fonctionelle analyt ique de M. Fantappie ; 
en effet : 

[ 18 . 5J Soit X un voisinage (A , a) d'un élément f de ® .  
Si ron désigne par S un espaçe (L) vectoriel quelc011que et 
par T une transformation analytique de X sur S [ vérzjial1t 
la condition : fi -< fi � T (fi )  = T (h) J la transforma­
tion T* = x (T) , ou x représente la transformation natu­
relle de (A) sur 5' [AJ , est aussi analytique. RéciProquement, 
si la transformation T* de x (X) sur S est analytique, la 
transformation T = T* . x de X sur S est aussi analytíque. 

L'espace � [C ]  con tien t donc tou t  ce qu' i l  y a d 'essen­
t iel dans la région linéaire (C) . On obt ient  de  cette 
m aniere un instrument  plus souple pour l 'Analyse fonc­
tionelle dans le champ des fonctions a nalyt i qu es . Ce con­
cept nous a permis déjà d'établil' la connexion de cette branche 
de rAnalyse fonctionnelle avec la tMorie générale des fonc­
tions analytiques dans des espaces de Banach (développ ée 
par MM. A. Taylor, E. Hille, M . Zom,  etc. ) et  dans des 
algebres de Banach (E. Lorch, etc . )  - ce qu i  au paravant 
ne semblai t point  viable . 

En part icu lier, on peut  faire maintenant  l' é tude sys­
thé ma tique des opérateurs qu i  transform ent  des  fonc tions 
en fonctions ( tels que l'opérateur d e  d érivation e t  ces 
opérateurs que M. Fan tappie u tilise dans son calcul  
symboliq u e). Dans la théorie  de M. Fan tappie,  ces opé­
ra teurs se présentent  déguisés sous la form e de  fonction­
nelles mixtes, ce q ui toume la di f f iculté sans la résoudre , 
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et n e permet pas de baser ouvertement le calcul opéra­

toire sur la formule de Cauchy généralisée (M. Fantappie 
l 'a fait pour les matrices finies ; M. N. Dunford, pour les 

t ransformations linéaires continues d'un espace de Ba­
nach sur lui-même). Or, dans n os travaux précédents, 
nous a vons  établi l '  expression générale des transforma­
tions linéaires continues (ou analy tiques) d 'un  espace 
� [C] sur un espace � [C ' J , expression qui est  le noyau 
de la théorie des transfonnations analyt iques en tre ces 
espaces.  Au contraire, une étude des transformations ana­
lytiques dont le domaine et  le contredomaine soient contenus 
dans :S ,  d'apres le point de vue de M. FantaPPie, ne se11'lble 
pas facile : sa no tio1Z de ligne analytique nous en donne 
une idée. 

* 
* * 

Le § 3 est  consacré plus particulierement à l'étude de 
la structure topologique  des espaces fonctionnels analy­
tiques, tels que nous les avons définis . Nous avions déja 
mon tré q ue l 'espace � [C] peut être considéré comm e  la 
réunion d ' une  famille d'espaces de Banach. On peut alors 
fixeI' pour chaque élément de 15 [C] un systeme admissible 
de voisil1ages. 

Mais nous  avions laissé plusieurs questions sans ré­
ponse. Par exem ple : 

Despace � [C] est- il �t n espace (L*) '? 
Mai ntenant ,  nous avons trouvé que la réponse est 

affirmative, c 'est-à-dire, nous croyons  avoir démontré le 
théorem e  su ivan t : 

[20 .2 J  Pour que, dans l'espace � [C] , une sucession ('f") 
de points converge vers un point rp ,  iI faut et ii suffit que, 
pour chaque voisinage V de :p ,  ii existe Ul1 ordre v tel que : 

n >  v ----',>- rp" e V .  
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Pour dém ontrer cette proposition, nous  avons u tilisé 
le théoreme de MonteI sur les familles de fonctions holo­
morphes bornées dans leu r ensemble dans un domaine. 

Nous avions aussi posé ces questions : 

Despace � [C] est-il un espace de Banach ? un espace (D) ? 
un espace (E) ? 

Au n.o 2 1  nous démontrons que l'espace topologique 

� [C] ne vérifie pas la condi t ion A = Ã ( 1 '  ensem ble C 
étant borné). Il s 'ensuit que  cet espace n'est pas métrisa­
ble. Plus encore : 1l nJest pas possible de fixer pour chaque 
élément de � [C] un systeme admissible de voz"sinages avec 
la puissance du numérab le - d'ou il résulte que l'espace 
� [C] n'est pas même un espace (E) . (Dans notre Note [ IIJ , 
nous étions arri vé à la conclusion contraire, mais par la 
suite nous avons trouvé une erreur dans nos raisonne­
ments ). 

Mais ii ne faut  pas oublier que nous avons défini l'es­
pace topologique � [C] comme espace quotient dans la 
région fonctionnelle (C) , d'apres le cri tere [9 .3 ] . Si, au 
contraire, nous avions adop té le cri tere [9 . 6J ,  la topologie 
définie dans � [C] satisferait surem ent la condi tion indi­
quée plus haut.  Mais nous ne l 'avons  pas fait, com me 
nous l'avons déj à  dit, parce que la  famille d es ensembles 
fermés dans � [C] n'a pas donné prise à nos rai sonne­
ments .  Toutefois,  iI nJest pas exclu quJon réussisse à défi­
nir de façon convenable, dans rensemble � [C] , une topologie 
qui le rende un espace pseudo -normab le ou même un espace 
de Banach (avec les opérations vectorielles déjà dé finies) . 
La question reste donc ouverte dans cette direction. 

Enfin,  nous avons considéré la ques t ion suivante : 

Est-ce que la somme u + v dé finie dans 8' [C] est une 
fonction continue (au sens de C auchy) de ses deux argu­
ments u ,  v ?  

La réponse est encore négative, le condit ion A = Ã 
n'é tant pas vérifiée. Mais nous savons déj à que, dans 
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� [C] ,  le som me V + v est fonction con tinue de  v ,  v au 

sens de Heine : i i  s ' ag i t  d ' u n  espace (L) vecto r ie l . 
Ces résultats n '  affectent nullemen t les développe­

ments que  nous avons faits dans nos travaux précédents . 
On voi t seulement  que  l'Analyse fonctionnelle, dans  ce 
domaine,  garde un  caractere spécifiq ue, qui ne  perm et 
pas de la ramener immédiatement aux cadres préé tablis 
de l 'Analyse gén érale. 



E R R A T A  

Pág. Li n h a  O n d e  está Deveria estar 

23 1 5  u m  subconjunto A um subconj unto <I> (A) 
27 1 4  1'2 ::) 1'1 1'2 C 1'1 

29  2 7  n <l>i (A) n [<I>i (A) n U*] 
i 

9 6  3 S e; 
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