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O A. apresentou uma síntese dos diversos tipos de 
cálculo simbólico que tem considerado em trabalhos 
anteriores, em relação com a teoria das distribuições. 
A ideia desta síntese foi·lhe sugerida recentemente, 
por uma comunicação do matemático belga Lucien 
Waelbroeck sobre um novo conceito de espectro, no 
Colóquio sobre Análise Funcional, efectuado em Lou­
vain, em Maio de 1960. O cálculo simbólico geral 
agora estabelecido inclui, como casos particulares; 
todas as modalidades até hoje conhecidas e utilizadas, 
desde o cálculo simbólico dos electrotécnicos até ao 
cálculo dos operadores auto-adjuntos da mecânica 
quântica, e encontra aplicação em vários tipos de 
problemas mistos, relativos a equações diferenciais 
parciais da física e da engenharia. Os resultados 
anunciados serão expostos em trabalhos a publicar 
em revistas estrangeiras da especialidade. No Centro 
de Estudos Matemáticos de Lisboa prosseguem in­
vestigações sobre o mesmo tema. 

1. Seja A uma álgebra complexa, munida de 
elemento unidade, e ,  e de uma topologia localmente 
convexa, a respeito da qual o produto seja separa­
damente contínuo. Para comodidade, designaremos 
por 1 o elemento unidade de A e poremos À 1 =À, 
para todo o escalar À. 

Segundo L. Waelbroeck [8], chamaremos con­
junto espectral dum elemento a de A todo o conjunto 
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S de números complexos, que verifique as duas con­
dições seguintes : 

a) O elemento a - J.. é invertível para todo o 

I. € S. 
b) A função (a - /.)-1 de),, com valores em A, é 

limitada sobre o complementar, C- S, do con­
junto S. 

Desde logo se reconhece que a classe de todos 
os conjuntos espectrais de a é um filtro (cf. [8]). 
Chamar·lhe-emos o filtro espectral de a. 

2. Uma base de filtro {Fk} , constituída por sub­
conjuntos Fk do plano C, com k = 1, 2, . • .  , será 
chamada regular, quando verifkar as seguintes con­
dições: 

Rl. Qualquer que seja k, C- Fk é um aberto 
não vazio de C. 

R2. Para todo o k existe um ok >O, tal que a 
distância de C- Fk a Ft+t é maior que ok. 

R3. Quaisquer que sejam k = 1, 2, • . . e p >O, 
a fronteira de Fk, no círculo I z I< e, é formada por 
um número finito de linhas contínuas rectificáveis. 

R4. Sendo c um ponto qualquer de C - Fk e 
Fk* à imagem de Fk pela transformação z_,. 1/ (s-e), 
o comprimento da fronteira de Fk*, intersectada com 
o círculo I z I < p, tende para um limite finito quando 
p _,.O, qualquer que seja Fk. 

De R2 resulta manifestamente que o interior de 
Fk contém Fk+t, para todo o k. 

Um filtro F diz-se regularizável, quando admite 
uma base {Fk� regular. 

3. Seja F um filtro regularizável de subconjuntos 
de C e seja {Fk� uma base de F. Para todo o k de-
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signamos por ._.W(Fk) o espaço das funções comple­
xas <p, definidas e contínuas sobre Fk, holomorfas no 

inte t ior de Fk e tais que 

I <p (z) I < M l.s I k sobre Fk, 

sendo M uma constante dependente de tp. O espaço 
._.W(Fk) é uma álgebra complexa, relativamente às 
noções naturais de soma e de produto de duas fun· 
ções. Por outro lado, sendo c um ponto arbitrário de 
C-Ft, cons ideramos o espaço ._.W(Fk) munido da 
topologia &; definida pela norma 

Prova-se que o espaço ._.W(Fk), munido desta 
norma, é um espaço de Banach; e que a topologia 
&; não muda, quando se substitui c por um outro 
ponto de C- F1. Além disso, se identificarmos cada 
função <p s % (Fk) com a sua restrição ao conjunto 
Fk+1, é evidente que ._S);t'(Fk) c ._.W(Fk+t), para todo 
o k. Poremos então, por definição: 

00 

%(F) = U ._S);t'(Fk) 
k=l 

No conjunto %(F) definem-se, de modo natu­
ral, noções de soma e de produto, que o tornam uma 
álgebra complexa, munida de elemento un idade. Por 
sua vez, está indicado introduzir em ,.W(F) a topo­
logia do limite indutivo dos espaços normados 

._.W(Fk), isto é, a menos fina topologia localmente 
convexa que, para cada k, induz em ,J:Jf'(Fk) uma to­
pol ogia menos fina que &;. Ora demonstra-se que: 
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Qualquer que seja k, todo o conjunto 
@c._W'(Fk), limitado o respeito de g;;, é relatiw 
vamente compacto a respeito de g;;+1• 

Daqui resulta, por definição, que: 

O espaço vectorial topológico ..w'(F) é um es­
paço do tipo (S2) (ou um espaço (LN*), como dize­
mos em [1] ). 

Além disso é imediato que o produto rp • �. em 
..w'(f), é continuo. Também não oferece dificuldade 
verificar que; 

O elemento z de ..w'(F) (isto é, a função 
rp (z) z ) tem por filtro espectral precisamente F. 

4. Seja ainda A uma álgebra topológica que ve­
rifique as condições indicadas no n. o 1 .  Suponhamos 
além disso que A é separada e semi�completa e seja 
por outro lado F um filtro de subconjuntos de C que 
admita uma base � Fk � regular. Ne stas condições: 

TEOREMA. Existe ama correspondência biuní­
voca H � ...... a entre os homomorfismos contínuos H 
da álgebra ._W'(F) em A, que transformam a uni­
dade de ._W'(F) na unidade de A, e os elementos a 
de A cujo filtro espectral é mais fino que F (isto é, 
tais que todo o Fk é conjunto espectral de a). Essa 
correspondência é dada pelas duas fórmulas recí­
procas 

a= H (z) 
{ H(rp)=(a-À�)Pf p(/,) (a-))-1d), 

2 -r; l F (À - À0)P 
k 

para toda rp e ._W'(F), 

sendo Ào um ponto arbitrário de C- F1 e k, p intei. 
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ros tais que (jl e .J4;f(Fk) e (jl ().)(À- ))-P seja limitada 
sobre Fk; a fronteira Fk de Fk considera-se orientada 
de modo a deixar à direita os pontos de Fk. 

Este teorema justifica que se ponha 

(jl (a)= H ((jl), para toda (jl e .J4;f(F). 

(desde que o filtro espectral de a seja mais fino que 
F). Fica assim estabelecido um cálculo simbólico que 
compreende, como casos particulares, todos os tipos 
de cálculo simbólico considerados nos nossos traba­
lhos anteriores (para uma só variável). 

O caso mais interessante é aquele em que os Fk 
são ilimitados. Então, na fórmula anterior, intervem 
um integral impróprio, que se pode definir correcta ­
mente, no caso mais geral das bases {Fk� regulares. 

5. Importa ainda observar os seguintes factos : 
a) Pode determinar-se, mais geralmente, a ex· 

pressão de todas aplicações lineares contínuas de 
.>lí"(F) num espaço localmente convexo qualquer E, 
separado e semi-completo. No caso em que os con­
juntos C- Fk são ilimitados, as «indicatrizes> de 
tais aplicações são as funções com valores em E, ho­
lomorfas e com «decrescimento quase-rápido» em 
cada um desses conjuntos. 

b} Considerando n bases regulares Fk, ... , F� 
e designando por F o filtro gerado pelos produtos 
cartesianos 

F� X F� x ... X F�, k = 1, 2, ... ' 

pode definir-se a álgebra .J4;f(F) de funções 

(jl (z1, • • •  , Zn), anàlogamente ao que fizemos para o 
caso de uma variável. O teorema anterior estende· 
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·se então trivialmente ao caso de n variáveis, o que 
nos permite definir funções de «operadores» 

q' (at, • • •  , an), com q' E %(F) e a1, • • •  , an E A, 

no caso em que a1, • . .  , an são permutáveis entre si 
dois a dois e o filtro espectral de as é mais fino que 
o filtro de base f FU, para s = 1, . . .  , n. 

Mais geralmente ainda, pode estender-se o teo· 
rema anterior ao caso de funções q' com valores num 
espaço localmente convexo E, supondo que se define 
uma aplicação bilinear (a, u) __.. a u de A>< E num 
outro espaço EA, hipocontínua relativamente às par­
tes compactas. 

O cálculo simbólico assim estabelecido aplica­
-se a casos muito gerais de problemas mistos rela­

tivos a equações em derivadas parciais. 
c) Mediante «fórmulas de tipo exponencial» 

como as que considerámos em [3), [4) e [6], o ante­
rior cálculo simbólico, de «forma cartesiana», pode 
estender-se ao caso de espaços %(F), em que o fil­
tro F não admite nenhuma base constituída só por 
produtos cartesianos e sub-conjuntos de C. Essa ex­

tensão do cálculo simbólico, em que intervêm ultra­

-distribuições, é aplicável a casos muito gerais de 
problemas de Cauchy, problemas nos limites e pro· 

blemas mistos. 

d) Os resultados que anunciamos nesta comuni· 
cação serão expostos numa série de trabalhos, o pri­
meiro dos quais deve aparecer na revista «Annali di 
Matematica», e já foram em parte anunciados no Con· 
gresso Luso-Espanhol para o Progresso das Ciências 
realizado em Sevilha, de 23 a 26 de Novembro de 
1960. 
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