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l. Introduzione. - Il presente lavoro trae origine da prece­

denti ricerche che abbiamo eseguito, da una parte, su1la teoria dei 

funzionali analitici, e dall'altra, sulla teoria de1le distribuzioni. 

Queste ultime ricerche sono oggetto del lavoro [17] (*), non ancora 

pubblicato, nel quale ci proponiamo di dare una sistemazione di retta, 

assiomatica, della teoria delle distribuzioni.  

La similitudine fra quelle due teorie è, in vari sensi , profonda. 

In ambedue interviene, come strumento essenziale, la teoria degli 

spazi vettorial i topologici localmente convessi. Tuttavia, in un caso 

come nell'altro, si tratta di  categorie di spazi, certo più ampie di 

quella degli spazi di BANACH, ma con special i e ben definite ca­

ratteristiche comuni che scaturiscono da due teoremi centrali dell'a­

nalisi classica: il teorema d i  ASCOLI sulle famiglie di funzioni equi­

continue e il teorema di MoNTEL sulle famigl ie normali di funzioni 

analitiche (conseguenza del primo). 
Nell'un caso come nell'altro, la teoria di BANACH si è mostrata 

insufficiente per rendere conto e trarre profitto da un fatto che sug­
gerisce, in modo così saliente, la naturale estensione, ai cam pi fun­

zionali, del teorema di BOLZANO-WEtERS'l'RASS sulla compattezza 

delle parti limitate e chiuse degli spazi euclidei: uno spazio normato, 

in  cui ogni insieme Jimitato e chiuso è compatto, ha necessaria­

mente dimensione finita. Occorreva, dunque, un allargamento degli 

schemi astratti dell'analisi funzionale. La m i s ura giusta, nè troppo 

esigua nè troppo ampia, ci è offerta appunto dagli spazi localmente 

convessi, con opportune ipotesi restrittive. 

(*) I numeri tra. parentesi qua.dre si riferiscono alla Bibliografia. che si trova 

alla. fine del presente lavoro. 
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In molti casi, uno spazio localmente convesso si traduce in un 

sistema d'infiniti spazi normati, i quali Mi raccordano tra di loro in 

modo tale che, in fin dei conti, certi problemi, cl1e per i singoli 

spazi normati appaiono difficili e ritorti, si risolvono poi con sem­

plicità ed eleganza per l'intero giuoco di spazi. Per esempio, il 

problema della determinazione dello spazio duale è assai più facile 

per uno spazio funzionale analitico et (F) che per gli spazi di BA­

NACH di cui il primo si può considerare composto; anzi, per questi 

il problema non è ancora risolto, per quanto sappiamo. 

Tre operazioni fondamentali permettono di eostl'llire, partendo 

da spazi normati, spazi localmente convessi viu via più complicati: 

sono esse le operazioni tli passaggio al limite proiettivo, al limite 

induttivo e allo spazio duale - le quali pt·esentano aualogie pro­

fonde (ma non complete) con le opemzioui log iche di congiunzione, 

disgiunzione e negazione, oppure con quelle corrispondenti di in­

tersezione, riunione e passaggio al complemeulare, relative agli i n ­
siemi. Ora, lo studio dei limiti pro iettivi, dei l imiti indutti vi e dei 

loro mutui rapporti riesce particohmneute sempl ice e proficuo quando 

si tratta di certe succession i  d i  spazi normnti,  le cui parti limitate 

divengono relativamente compatte in altri spazi della stessa famiglilt. 

Questo è il fatto essenziale che sfrut.tiluno nel presente lavoro e 

che avevamo già segnalato in [16], pp. 43-44, dove si trovano ab­
bozzate le dimostrazion i  di alcuni dei risultati qui esposti. 

Alla fine (n. 5) ritorniamo a<l nn problemll che da parecchio 

tempo ci ha preoccupato: Fino a che p u n to ed in quale modo la to­

pologia di uno spazio può essere determinata dalla conoscenza dei 
limiti delle successioni, seuz1t bisogno di ricorret·e al procedimento 

più generale dei filtl'i 7 Per gli spazi funzionali analitici, il KoTHE 
aveva già mostrato in [12] che la nozione d'insieme chiuso può es­

sere definita in termini d i  limiti di successioni. Abbiamo ora otte­

nuto nuove risposte, che ci sembrano interessanti. 
Ci lusinghiamo d i  potere, con tali risultati, contt·ibuire al ch ia­

rimento e alla sem plificazione di nna parte importante delht teoria 

de1le distribuzioni, e così Jllll'e del nuovo indil·izzo di t·icerche aperto 

da KOTHE, StLVA DIAS e G&oTHENDl.EOK, nello studio degli spazi 

funzionali analitici (1), 

(1) Il presente lavoro ha certamente rapporti stretti con le profonde e difficili 

ricerche di GROTIIENDH:CK in [8] e [9]; ma non abbhtmo ancora avuto la possi­

bilità di esaminare tla vicino tali r:t}lportL Comunque il nostro scopo è stato 

qnello di stabilire, in iuClllo breve, alcnui criteri semplici e comodi, per gli spazi 

che abbiamo trovato nelle applicazioni. 
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Al Prof. KoTHE dobbiamo qui esprimet·e la nostra viva grati­
tlHline, pet· i preziosi insegnamenti che da Lui abbiamo ricevuti, 
sulla teoria degli spazi localmente convessi, e per la rivisione cri­
ticn, che gentilmente ha voluto fare, del manoscritto di questo lavoro. 

2. Preliminari. - Iu ciò che riguarda le nozioni fondamentali, 
terminologia e not1tzioni qui impiegate, rinvhtmo alle opere [2] e [3] 
della scuola BouttBAKl e alle memorie [4], (5] e [7]; vedi anche [6]. 
Intanto dobbiamo q n i precisare alcune nozioni, che in tali opere 
vengono presentate in modo alquanto diverso, nomiuatamente le 
nozioni di limi te proiettivo e di limite indotti v o di spazi localmente 
convessi. Conviene pure avvertire che, in tutti gli spazi vettoriali 
qui considerati, il corpo degli scalal'i è indifferentemente quello dei 
numeri reali o q nello dei numeri complessi. 

a) Litniti proiettivi. Sia A un insieme jiltmnte a destra; vuoi 
dire questo che si è definita, per certe co}lpie di elementi Cl: , {J di 
A, una relazione Cl: :::;;;; fJ soddisfacente le condizioni : I. Se Cl: :::;;;; fJ e 
fJ :::;;;; r , allot·a Cl: :::;;;; r ; II. Se Cl: :::;;;; fJ e fJ :::;;;; Cl: , H i ha C�: = fJ e reci pro­
camt.>nte; III. Quali che siano Cl:, fJ e A , esiste sempre un r e A 
tale che Cl::::;;;; r , fJ:::;;;; r· Supponiamo ora cl1e si sia associato ad 
ogni Cl: e A , uno spazio localmente convesso S,. e, ad ogni coppia 
(Cl:, /3) tale llhe Cl: :::;;;; fJ, un applicazione lineare continua g,.p di E p in 
E,. in modo che riesca. Uar = g,.p YfJn quando Cl:< fJ::::;;;:; r ; si dice al­
lora. che gli spazi S,. formano uno spettro pt·oiettivo, pet· rappot·to 
alle applicazioni g,.p. 

In tale ipotesi, denotiamo con s• il prodotto topologico II S,. a E A 
di tutti gli s .. ' e con s l' insieme di q negli elementi x = (x a) di s• 
che so<Misfanno la condizione 

x,. = YafJ (x p) se Cl::::;;;; fJ; 

allora, tenuto conto della linearità e della continuità dei g,.p è facile 
ve<lere che S è un sotto-spazio lineare chiuso di s•. Allo spazio 
vettoriale s, munito della topologia che vi è indotta da quella di 
s•, si dà il nome di limite proiettivo degli Sa per rapporto alle ap­
plicazioni Ua.fJ• 

Indicheremo con Ya. l'applicazione (lineare continua) di S in Sa 
che fa corrispondere ad ogni elemento x= (xa) di S la coordinata 
di ordine Cl: di x , cioè pol"l'emo Xa. = Ua. (x) ; e diremo che Ua è la 
pt·oiezione Cl: di S. Si avrà naturalmente Ya = YafJ gp 1 per Cl: :::;;;; fJ. 
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GU intontì dello zm·o in S s:�ranno allo m le immagini ree i proche 
-l 
Ua (Va) degl i in tomi Va dello zero nei di versi spazi Sa (b11sterà 

prendere, naturalmente, nn sistema fondamentale d'iutorni eli O in 

ogni Sa)• 
l'il faci le vedere che, con ta le tozwlogia., S è ancora uno spazio 

localmente conve.�.ço e che, se tutti gli spa.zi Sa sono ,çeparttti, auche 
i l loro limite pt·oicttivo è sepa.mto. 

,.... 
Esempi. l 0 Designiamo con C la sfera di RIEMANN, cioè il 

piano della variabile complessa reso compatto con l'aggiunzione del 
,.... ,...... 

punto oo , e s ia  D un aperto di C, non vuoto e distinto da C. Con-

sideriamo l'insieme et delle part i a.perte A eli D tali cl1e A c D; 

rispetto al la relazione A1 c A 2 , l' insie.me e è manifestamente fil­

trante a destra. Denotiamo ora c�n fi3 (A\ per ogni A E e' lo spazio 
delle funzioni f(z) continue in A, oloforme in A e tali chef(oo) = o, 
se oo E A - con la topologia defi nita dalla norma PA (f)= su p [f(z)[. 

z E A 
Se, pe1· A 1 c A 2 , indichiamo con l! A, A, l'operatore che, acl ogni fun­
zione f E fi3 (A 2) fa corl'ispon clere la restrizione (li f a A1 , si vede 

subito che gli spazi di BANACH fi3 (A) formano uno spettro proiet­

tivo per rHpporto ai l!A, A,· Om il limite proiettivo dei fi3(A) rispetto 

a tal i  applicazioni è isomorfo allo spa zio c5 (D) delle funzioni f(z) 
definite e o l om orfe in ]) (e tHli che f(oo) =o, se oo E D), con la 

topologia dell a convergenza uniforme sulle parti ch iuse d i  D. 
2° Sia Q nn i n tervall o compatto della retta R e designiamo 

con S" (Q) lo spazio delle funzioni f (x) contin u amente deriva­

bili in Q fino nl l'ordiue n, cou la topologia  definita dalla norma 

Il![["= snp ([!(x} [ , .. - , [f<nl (x)[). Considerando i numel'i naturali n or-
ree Q 

d i nati dalla relazione natumle m < n e rappresentando con I m, n l'ap­

plicazi one canonica (2) di &"(Q) in &m (Q), per m< n, il l imite proiet­

tivo degli &" (Q) per rapporto agli Im,n è isomorfo allo spazio 

S ( (J) delle funzioni indefinitamente derivabili in Q con la topologia 

usuale. 

(Questi due esempi, come pure quelli che daremo in seguito, s i  

estemlono seuz'altro al  caso delle fuuzioui di più variabili; ma per 

brevità ci limitiamo qui al caso delle funzion i di una sola variabi le). 

(2) Dati due insiemi A, B tali che A C B, si chiama applicazione canonica <li 

A in B l'o1)cratore che, ad ogni elemento x 11i A, fa corrispondere lo stesso ele· 

mento x in B. 
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b) Limiti induttivi - Sia ancom A nn insieme filtrante a 
destra. Supponiamo che si abbia associato ad ogni ex E A uno spazio 

loealmente convesso S,_. tì, ad ogni eoppia (ex, {J) tale che ex -:::;;.p, nn'ap­

plieazione lineare continua Ufiu di Sa in Sp, in modo che riesca 

Uro. = UrP Upo., per ex-;:::;;. {3 :c::;; r; si ()ice allora che gli spazi Sa formano 

uno spettro intluttitJo pet· rapporto alle applicazioni Upa. Denotiamo 

in tale ipotesi, con S* l'insieme di tutte le coppie (x, ex) (o sem­

plicemente X a , sct"i vendo ex come indice) che si ottengono associando 

ad ogni ex E A un elemento x= Xa di So.. In s* possiamo intro•lnlTe 

una relazione di eqnivalenzn nel modo seguente: 

Se •lice che due elementi Xa e xp di S* sono equivalenti e si 
scrive Xa C\J Xp' qmuulo esiste almeno un r E  A e un Xy E s* tali che 

Xy = Ura (xa), Xy = UrP (xp) [cx < r ' fJ-;:::;;, rl-
Sia S l'insieme quoziente di S* per questa relazione di equi­

valenza e sia Ua , pet· ogni ex E A , l'applicazione ca non i ca d i Sa i n 

S, cioè, l'appl i cazione Xa - x ehe trasforma ogni elemento Xa di 

Sa nella classe di equivalenza "X E S  di cni Xa è nn rappresentante; 

Ua si chiama l'iniezione di Sa in S. 

Nell'insieme S si può adesso definire una (e soltanto una) strut­

tura di spazio vettoriale, per mpporto alla quale i Ua siano appli· 

cazioni lineari. Infatti, siano x, y, elementi di S e Xo., Ya, rispet­

tivamente, rappresentanti di x, y corl"ispowlen ti ad uno stesso 

elemento cx di A, allora, perchè Ua sia continua, si debbono definire 

l'addizione e la moltiplicazione scalare in modo che sia 

dove il è uno scalare complesso; e si può verificare che, con tali 
definizioni, S risulta uno spazio vettoriale. 

D'altra parte, fm le topologie di spazio localmente convesso su 

S che rendono continue le applimtzioni Ya esiste necessariamente 
uua, T, più fina di tutte le altt·e. Allo spazio S, munito della topo­

logia T, si dà  il nome di limite induttivo degli l:3o. per mpporto alle 

ttppliMzioni Upa.· Un siste m a fondamentale d' intomi dello zero per 

la topologia t" è l' i usi em e delle parti asso l n tamen te con V('SStl e as· 
-l 

sot·benti (3) V di S tali che, per ogni ex E A , Ua ( V) è un intorno 

dello zero in Sa • 

(3) Un insieme H C S si tlice a.�sol�ttamente cont·esso, se per ogni coppia. x, y 
di elementi tli H, si h:\ a.ntmra a. x + p y E H per l a. l + 1 p l s;; l. L'insieme H si 

dice assorbc11te, se, per ogni llllll to x lli S, esiste uno scalare .t tale che x E .t H. 
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Si os.çervi intanto clte la topo logia t' può non essere separata, 
anche se tutti gli spazi Sa sono !leparati. 

....... 
Esempi. l 0 Sia F una parte chiusa e non vuota di C , distinta 

,.,..... .,.... 
da C. L'insieme c6 degli aperti H di C tali che F c H è filtrante 
a destra rispetto alla relazione H1 :::> H2• Denotiamo ancora con 
9.3 (ii) lo spazio di BANACH delle funzioni l(z) continue in H, olo­
morfe in H e tali che l(oo) = O se oo E H - con In norma 
Pu (f) = snp ll(z)j. Rispetto agli operatori di restrizione eH. H, 

z E H 
(H1 :::> H2), gli spazi &3 (H) formnno allora uno spettro induttivo. Il 
limite induttivo dei &3 (H) per rapporto ai eH.H, è lo spazio el (F) 
delle funzioni localmente analitiche (4) su F, con la topologia che vi 
hanno iutrodotto il KOTHE in (12] e il SILVA DIAS in [18]. Si badi 
ehe, identificando ogni funzione l(z) con i suoi prolungamenti ana­
litici, possiamo scrivere &3 {ii1} c &3 (H2), quando H1 :::> H2; l'opera­
tore eH,Ho diventa allora l'applicazione canonica (2) del primo spazio 
nel secondo. 

2°. Sia Q un intervallo compatto di R e, per ogni numero na­
turale n, designiamo con @n (Q) 1' insieme delle distribuzioni T, de­
finite all'interno di Q,  che sono derivate n-esime di funzioni j(x) 
continue su Q; @0 (Q} sarà, naturalmente, l'insieme delle funzioni 
continue su Q. Supponendo C0 (Q) munito della topologia usuale, 
introduciamo in @n (Q) la più fine topologia che rende continmL l'ap­
plicazione l- D" l di @0 (Q) su @n (Q). In tale modo @n (Q) diventa 
uno spazio di BANACH; inoltre, per m� n, si ha @m (Q) c @n (Q) 
e l'applicazione canonica del primo spazio nel secondo è continua. 
Ebbene, il limite induttivo dei @n (Q) per rapporto alle applicazioni 
canoniche è lo spazio @"' (Q) delle distribuzioni su Q, con la topo­
logia forte di SCHW AR'l'Z. E possiamo aggiungere che il limite J)roiet­
ti v o degli spazi @w (Q) per rapporto agli operato l'i di restrizione 
fJQ, Q, è isomorfo allo spazio delle distribuzioni sulla retta (v. [15] 
e [17]). 

c) Limiti induttivi canonici e limiti induttivi stretti. - Nei 
limiti induttivi, il caso più frequente nella pratica - e cbe ab­
biamo già trovato negli esempi precedenti - è quello in cui si tratta 

(') Secondo nn suggerimento del KoTHE, chiamiamo ora .funzioni localmente 
mwlìtiche 811 F le classi d'equivalenza che, nei nostri l:wori preenth•nti, a.hhiamo 
ehi:unat.o .funzioni analitiche legate all'inBiemc 1". D'altronde, nsìamn ora la nnta:r.imw 
1::::1 (F) invece Ili .Y [C]. 
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di una famiglia ! Sa l a e A di spazi tali che Ea c E p, per ex< fJ, es­
sendo il limite induttivo 8 degli Sa riferito alle applicazi on i cano­

n iche (2) Ipa. A 11om l ' i nsieme S può identificarsi alla riunione degli 
Sa. Ad ogni appl icazi one canonimt Ipa è imposta la  sola condi zione 
di essere conti nua (essa è gi:\ sicuramente l i neare), i l  che vuoi d ire 
che, per ex� fJ, la topologia d i  Ep deve i nd urre in Ea una topo­

logia meno fine di q uelht di fila. D'altra parte, la topol ogia del limite 
induttivo S sarà la più flue del le topol ogie su S che, in ogni spazio 
Sa, i nducono una topol ogia meno fine d i  quella di Sa. Dit·emo, in 

questa ipotesi, clte S è il limite induttivo canonico degli Sa. 
In particolare può anche uvvenit·e che, peL' ex <  fJ , ht topolog ia 

«l i Sp ind uca in Sa la stessa topologia di questo spazio. Se d ice 

allora che S è il limite induttivo stretto degl i Sa. Un esemp io molto 

sem plice di li m ite induttivo stretto è quello della successione df'gli 

spazi euclidei Rt c R2 c . . .  c R" c . . .  , dove ogni punto x d i  Rn 
vien identificato al punto di R"' le cui n prime coord inate sono 

quelle di x, essendo le rimanenti tutte nulle. Un altro esempio è lo 
spazio ql(R) del le funzioni f(x) indefinitamente del'ivab il i sulla retta, 

a sostegno (5) compatto ; q> (R) è il limite ind n ttivo (stretto) degl i 
spazi 0 ( Q) del le  funzioni indefinitamente dea·ivabi l i a sostegno con­

tenuto iu un intervallo compatto fisso, Q; si sa che il  duale di 
q> (lt) è Io spaz io del le distribuzioni di SoHwA R'l'Z sulla retta. 

Si osservi ancora che, rappresen tando con q>m (Q), per ogni in­

tero m, lo spazio del le  funzioni con tinuamen te deri vabili fino al l'or­
«l ine m, a sostegno contenuto in Q, con la topologia indottavi da 

quella di &"• ( Q), Io spazio q}(Q) è il l im ite proiettivo dei q>m ( Q) per 

r�tpporto alle appl icazion i canoniche. 

d) Spettl·i eq!tivcrlenti. - Sia A un insieme filtrante a destra e 

sia A' un insieme co-finale in A ,  cioè un sotto-insieme A' d i A nel 

quale esiste, per ogni ex E A, un elemento ex ' tale che ex< ex '. Vale 

allora la seguente proposizione, che non dimostreremo : 

PROPOSlZIONE 1. .Dato uno spettro proiettivo di spazi J:J,. (cnn 
ex E A) per rapporto a certe applicazioni Uap 1 il limite proietti110 degli 
spazi S,., rispetto alle applicazioni Ua• P', quando gli indici rJ.', {J' BOllO 
presi solo i" A', è isomolfo al litt�ite proiettivo di tutti gli Sa , ri­
spetto ai Ua p . 

(5) Sostegno di una funzione f (x) ( « snpport de f (x)» in francese) è l'ade­
renza dell'insieme dei punti x per cui f(x) =F O; vedi [15], pp. 17-2l. 
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Si ha, naturalmente, una proposizione analoga per i l im iti in­
duttivi. In generale, dati due insiemi filtranti a destra, Ai, A2 , e 
due spettri proietti vi l Sa1 Ua1 p1j (oon oc11 {31 E A i), l s ... , Ua • .o. l (con 
IX2, {32 E A2), questi si dicono equivalenti, q naudo Ai e 112 sono co­

finali  in uno stesso insieme A filtrante a destra e gli spettd consi­
derati possono prolungarsi in uno stesso spettro proiettivo l Sa, Ua p l 
relativo all'insieme A di indici. (Analogamente si definiscono spettri 
i nduttivi equivnlenti). Secondo la  prop. l i l imiti proiettivi di dne 
spettri proiettivi equivalenti sono i somor:fi. (Conclusione analoga 
per gli spettri indnttivi equivalenti). 

Esempi l o. Abbiamo visto nel primo esempio in a) come lo 
spazio cf:J (D) sia i somorfo al limite proiettivo degl i  spazi &3 (A) per 
rapporto agli operatori di restrizione. Ma è facile vedere che si può 
assegnare una successione (An) di aperti tali che: A,. c An+t , per 
ogni n ,  e Ui" An= D; ora l'insieme degli A,. è manifestamente cofi· 
naie nell' insieme di tutti gli aperti A tali che A c n; quindi c/5 (D) 

sarà isomorfo al l imite proiettivo dei &3 (A.,) rispetto agli Ol)eratori 
di restrizione. Rileviamo che si può adesso prendere, come nuovo 
insieme d'indici , l' insieme N dei numeri naturali n. 

2°. Analogamente si riconosce che lo spazio el (F), indicato nel 
primo esempio in b), può considerarsi come liini te induttivo di una 
successione di spazi di BANAOH &3(ii,), essendo gli H,. intorni aperti 
di F tali che: H .. ::> Hn+t, per ogni n , e nr' Rn =F. 

e) Alcune pt·oprietà genet•ali dei limiti proiettivi e dei limiti 
induttivi. Si hanno dapprima i seguenti criteri di continuità.: 

PROPOSIZIONE 2. Sia E uno spazio topologico qualunque (nel 
senso di BoURBAKI) e sia S il limite proiettivo di una jamiglit' di 
spazi localmente convessi Sa. pet• rapporto a certe applicazioni Ua,B• 
Affinchè un'applicazione 9 di ]j] in S sia contittua, è necessario e 
sufficiente che, per ogni indice 01, Ua 9 sia un'applicazione continua 
di E in Sa• 

PROPOSIZIONE 3. Sia s• uno spazio localmente convesso e sia S 
il limite induttivo di una firmiglia di spazi localmente convessi Sa per 
rapporto a delle applicazioni gp a.• Affinckè un'applicazione Zi n e a t·e 9 
di S in s• sia continua è necessario e sufficiente che, per ogni in­
dice 01 ' 9 Ua sia Ult1applicazione continua di Ba. in s•. 

PROPOSIZIONE 4. Sia S il limite proiettivo di una fatniglia di 
spazi localmente convessi Ba , pet· rapporto a delle applicazioni Uap , 
con Sa. = Ua (S), pet• og11i 01 , e sia s• uno spazio nonnato. Affincltè 
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tm'applicazione l i n e at·e 9 di S in S"' sitt continua, è necessario e 
sufficientll che esistnno almeno un indice ex e tm'aJ'plicttZione lineare 
continua 9a di Sa in S"' tnli che 9 = 9a ga . 

Per la d imostmzione del le prop. 2 e 3 vedi [3] , p. 19 e 59-63. 
Quanto alla  prop. 4, basta osseL·vare che, se e è un'applicazione 
lineare cont inua di S in S"', allora, per ogni sfera B di centro O 
i n  S"', esistono nn ind ice ex e un intorno Va di O in Sa tali che 

-1 -1 -1 
9 [ga ( Va)] c B ,  il che i mpl ica 9 [ga (O)] = O dato che Ua (O) è nn 

-1 
sotto-spazio  l ineare d i  S ;  qu indi ,  se pon iamo 9a (xa) = 9 [ga (xa)], per 
ogni Xa E Sa, 9 .. sarà un'applicazi one l ineare continua di Sa in S"' e 
si avrà 9 = 9a Ua• 

Ricordiamo ora che si chiam a  duale di uno spazio localmente 
convesso S, e si designa con S', lo spazio vettol'iale dei funzionali 

lineari continui  su  S; munito della topologia forte, cioè, della topo­

logia della convergenza uniforme sul le parti l imitate di S, lo spazio 
S' è detto il duale fm·te di  S. Il val01·e u (x) che i l  funz ionale u 
prende nel punto x di S può anche indicarsi col simbolo < u, x >· 
Dati due spazi local mente convessi S1 , S2 e un'applicazione li­

neare con ti nua 9 di  S1 in  S2 , si chiama tmspostct di 9 l'ap­
plicazione (l ineare fortemente continua) O' di S� in Sl_ , tale che 
< O' (u), x>= < u, 9 (x)> per ogni x E S1 • I prelledenti criteri 
di continuità permettono di stabilire i seguenti risultati (per la d i­
mostrazione, v. NO'l'E FINALI, II): 

PROPOSIZIONE 5. Il duale del litnite induttivo di una fa'miglia 
di spazi sa ' per rapporto a delle applicazioni 9a{J' è algebricamente 
isomorfo al limite proiettivo dei duali s� per rapporto alle applica­
zioni tt·asposte gpa • 

PROPOSIZIONE 6. Il duale del limite proiettivlJ S diuna famiglia 
di spazi Sa per rappot·to a delle applica.zioni gpa è algebricamente 
isomot:fo al limite iuduttivo dei duali s� per rappot·to alle applica­
zioni tmsposte g�p ''el callo in cui Ua (S) sia denso in S,., per 
ogni indice ex. 

3. Spazi (M•) e spazi (L N"'). - Vogliamo ora considerare due 

cnsi particolarmente interessanti che si presentano nello studio dei 
limiti proiettivi e dei limiti induttivi. 

DEFINIZIONE l. Chiameremo spazio (M•) ogni spazio localmente 
convesso espl'imibile come limite proiettivo di una successione di 
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spazi normati 8, , n = 1 , 2 , ... , per rapporto a del le applicazioni 

g111,n tali ehe !/u,n+t t.rasfomli Ia sfem di Sa+1 in una parte relati­
vamente compatta di 8,., qualunque s ia n (6). 

(Basta, uatnmlmen te, che tale cond izione s ia  vel'ifi.cuta per una 

particola.rc sfem di 8,.+1, giacchè le altre sfere si otteugouo da 
questa per mezw d i  omotetie e traslazioni, (·.he sono opemzioui con­

tinue In S,.; tlel res to, la stessa condizione r isulterà poi verificata 
per ogni parte limi ta ta el i S,.+1, n = l, 2, . . . Ricot·diamo che si  

espri m e  tale proprietà dicendo ehe le applicazioni considerate sono 
totalmente contimte o reltttivamente compatfe}. 

JiJsempi l 0• Lo spazio  c!3 ( J)) conRiderato nel numero precedente 
è uno spazio (M*). Infatti , come abbiamo vi!;to in d), esso è iso­

morfo al limite proietti vo di una SIWC(•ssione di spazi di BANAOH, 
S (:.i..), per rapporto agli operatori di restrizione l!m,n, ed è facile 

vedere, tenendo conto del teorema di MoN'l'EL, che, per ogn i  n, (!n,n+l 
trasforma l a  sfera di .!/3 (A,+1) in un parte relativamen te com patta 

di il3 (A',.). 
2° Pure lo spazio 0 (Q) considemto nel numero precedente, c), 

è uno spazio (1U*). Pet· r iconoscere questo fatto ba sta tenere conto 
del teorema d i  AsooLJ, sulle fam igl ie  eqnicouti nue d i  fnn zi ou i .  

DEFINIZIONE 2.- Diremo che una  successione, (S,.), d i  spazi llor­

mati è t·egolm·e, quando sono verifica te le segueu ti co11diz ion i: l) per 
ogni n si ha S,. c 8,.+1 e la topol ngia di Sn+l iuduce in Su una to­

pologia  meno fine di quel la  d i  S,. ; II) ht sfem di Sn è relativa­
meute compatta in S,.+1• qualunque sia n. 

Dlt�FINJZIONl� 3. - Chiameremo .�pazio (L N"') ogni spazio local ­
mente convesso espri mibile  come l im i te induttivo canonico di una 

s n ccessi one regolare di spazi nol'lnati .  
ERe111pi l 0 •  Abb i amo visto a l  u .  2,  d), che lo spazio et (F) può 

considerarsi come i l  l imi te ind utt ivo cauonico di mm successione 
di spazi di BANACFI, J/3 (ii,.). Ora., tenendo conto del teorema d i  
l\1 ONl'gL, si vede su hito eh e q nesta successione è regolare. Si os-

"' 
servi che il duale forte di et (F) è isomorfo a c6 (C-F') (vedi (lO], 
[12) o [lS]J. 

(6) Essendo S nno sp:tl'-io normato, a un punto tli S e (} nn numero (> O), 

ehi amiamo Nfem di ('eltlro (t r mggio (} l'insieme !lei punti x di S tali che 

li X- a Il< lJ. L'interno di tale insieme verrà chiamato sfera aperta di centro a e 
•·aggio lJ. 
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2°. Lo spazio élro (Q) del le  distribuzion i  su un iutet·vallo com­
patto Q d i  lt è il l imi te indntuvo canon ico degl i spazi d i  BANAOH 
él,. (Q). Adoperando i l  teorema di ASOOLI1 si d imostra che questa 

successione è regolare. Si osservi ancora che i l  duale forte di élro (Q) 
è isomorfo allo spazio 5D (Q). 

(Per al tl'i esempi v. [l7] e [19]). 
Stabiliremo ora alcune proposiz ioni  relative agl i spazi (M•) e 

agli spazi (L N*). 

PROPOSIZIONB 7. - Ogni spazio (M*) è uno spazio (.1!). 

S ia  infatti S i l  l i m i te proietti vo di una successione di spazi 
uormati S,., per rapporto a delle applicazioni l i neari con ti n ue Um,n, 
tal i che, per ogni n= 1 ' 2' . . . ' le parti l imi tate di s .. +l siano tra­

sformate da Un,n+l iu  par ti relati vamen te compatte di S,. ; e indi­
ch iamo con g,. la  proiezione d i  S in Sn. Se, per ogni x E S, rap­

presentiamo con p,. (x) la n orma d i  g,. (x) in S,., è ev idente cl1e le  

fnuzioni p,. formano una fam igl ia  numembile di sem i-norme che de­

fiuisce la topologia d i  S. Questo spazio è dunqu e  metrizzabill'. 
Sia ora H una parte l i m itata di S, cioè uu insieme H c S 

tale che la proiezione g,. (H) riesca l i mitata i n  S,. , q ualunqile s ia 
n =  l , 2 ,  . . . .  Siccome g,. (H} = Un,n+t g,.+t (H), ue segue, per l'  i ­
potesi ,  che g,. (H) è una parte relati vamente com patta d i  s . .  , qua­

lunque s ia n; q n i n di l' insieme H è relativamente com patto in S, 
poichè, com e  è f.1cile verificare, ogni nltmliltro su H converge in 8. 

D'al tronde si sa che i termini di una successione d i  CAUCHY 

formano mi i ns ieme l i m i tato; dunque, ogni successione d i  CAUCHY 

è convergen te i n  S, il che vuol dire che S è uno spazi o  completo, 
qu indi uno spazio (F). Siccome, inol tre, ogn i  parte li m i tata di S è 
relativamente compatta (i n S) si concl ude che 8 è uuo spazio (.11). 

JJI•�MMA. - Ogni successione regolm·e di spazi normali è l'q�tivalente 

(come spdtro induttivo per rapporto alle applicazioni canoniche) ttd 
una succesRione di spnzi di BANAIJH tali che ltt s,.l'M'II· (chiusa) di cia­

.�cwto di essi 1·iesce compatta 1'ispetto ctlltt topologia dello spuzio 

.mccessiro.  
Sia i nfatti S i l  l imite i nduttivo- canonico d i  una snccessioue 

regolare d i  spazi norma t i  S1 cS2 c . . . Rappresen tiamo con B,. l a  

sfera di centro O e t'aggio l i n  8,., con B,. la sua aderenza nello 

spazio 811+1 e con �. la riunione degl i insiemi k Bn , k = t, � , ... 

Osservando che B11 è una parte assolutamente convessa di S11, è 
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facile rendersi conto che S,. è un sotto-spazio d i  Sn+t. Se inol tre 

poniamo 

q,. (x) = i nf t l; � x E B., l , per ogni  x E S,., 

q .. (x) sarà una normtt definita in  S,l e H,. sarà ht sfera <·ltinsa 
q,. (x)< l, dato che B,. è nn compatto d i  Su+t. Q uindi, per rap­

porto alla topologia introdotta dalla norma q .. , s.. è uno spazio 

n ormato, l a  cui  s fem chiusa ri esce compatta nello  spazio Su+t . 
Finalmente, è facile vedere che i nuovi spazi S.. sono completi e 

che la s uccessione (S,) è equivalente al la  s uccessione (S,.) i niz iale. 

TEORE::.\IA l. Sia S il limite induttivo canonico di una sttccessioue 
1·egoltu-e di SJiazi nonn a ti S1 , S2 , • • • Oo ndizione necessa1·ia e suf­
fieielltt• pe1·clt è  un insieme H si(t chiuso in S è che l'intersezione 
H n S11 1·isulti chi usa pe1· mppm·to alla topologia di Sn , qualunque sia 
1t=l, 2, . .. 

Per riconoscere che la condizione è necessaria basta osservare 
che, per defin izione di limi te i nduttivo, la topologia di l'i i n duce in 
ogni S,. una topologi a  meno fine della topologia naturale d i  S,.. 
Dimostriamo ora che la condizione è sufficiente ; secondo il lemma, 
possiamo restr ingerei al caso in cui la sfera di ogni S,. è proprio 

compatta in S,+1 • Sia R una parte non vuota d i  S la. cui i nter­

sezione con ogni S,. risulti chi usa in S,., e s ia  x0 un punto arbi­
tl·ario di S non appartenente a H ;  dobbiamo d unque mostrare che 

esiste un intorno V (x0) di x0 che non interseca H. Indicando con 

p un ordine tale che x0 E Sv e H n Sv =F 0 , basterà mostrare che è 

possibile costruire una successione di insiem i  assolutamente convessi 
Uv, Up+I, . . soddisfacenti le condizioni : l) x0 + Un è un intorno 
d i  x0 in S,. disgiunto da H e compatto in S,.+1, per ogni n> p; 
2) Uk c U,., per 11 < k �n. Infatti, costruita una tale successione, 

l' insieme x0 + u; u., sarà manifestamen te un intorno di x0 che 

non interseca H. 
Ora, l'insieme Up può essere una sfera qualunque di centro O 

in Sp tale che l ' ins ieme x0 + Uv riesca disgi unto lla H; supponiamo 

già costruiti insiemi assol utamente convessi Uv , Up+t , • • •  , fino 

all'ordine "'>p , soddisfacenti le condizioni sopraddette. Poichè 

l ' insieme x0 + U,. è compatto i n  8,.+1 , mentre H n S,.+1 è cb i uso in 
S,.+1 , la d istanza (l•+• fra questi d ue insiemi, misurata nello spaz io  
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metrico s.+I, deve essere > O , a�tl'imeu ti x0 +/ u. (� Il non 

sat·ebbero disgiuuti. Happresentiamo con Vv+I la sfera chiusa di 
centro o e l'aggio "·+d'J in s,+I e poniamo Uv+t uguale all'involucro 

assolutamente convesso di u. e v.+1; si avt·à da nna parte 

u. c Uv+ l c u. + v.+I sicchè Xo + U,+l IlO n interseca H; d'altra 

parte, essendo u. e v.+1 compatti in 8,+2, lo stesso avvenà per 

l'involucro assolutameute cou ves�Jo d i <pwsti ins iemi, cioè per Uv+ t· 
Le condizioni 1), 2) :;ono <1nnqne vt>rilitmte per 11-:::::;: n< v+ l, e 

così il teorema è dimostratn. 

COROLLARIO 1. �_'\in 8 U limite indutlivo Ctttwnico di ltiW. S1lCI'es­

.�ione 1·egolm·e di .�pa.,·i normati 81 , 82, • • •  e .�in fiJ uno .�pazio topo­
lotJico q1talunq-ue. l't'rcht' 1Ut az1plicazio1w Cf' di S in E .�ia. continua. è 
neces.�ado e su:tficiente eh c ln restrizion c d i rp a /:311 risulti continwt 

per 1'11.pporto t'ila topologia di 8,., qualunqw� sia. n= l , 2, . . .  

Sia infatti rp uu'applieazione di S in E sod1lisfhcente questa 

condizione e sia O nna parte chiul>la arbitntl'ia di E. Poichè la. re­
strizione di 'P a S,. è continua in questo spazio, l'intersezioue 
-l 
rp (O) n S,. è chiusa in 8,. qualnnqne sia n, quindi l'insieme 
-l 
qì (O) è chiuso in S; ne risulta clw 'P è continua. (Che la condizione 

è necessaria, è evidente). 

CoROLLARIO 2. - Ogni spazio (L N*) è sepa.rato. 

Dire che uno spazio localmente convesso è sepamt.o eqnivale 

a dire cl1e ogni sno puuto costi.tuisce 1111 insieme chiuso. Om questo 

è manifestamente vero, applicando il teorema. 

Tlt�OREli'IA 2. 8ùt S il limite induttivo ca.nonico di ttlttt sw•ce.�xio11e 
regolare d·i spazi norma.ti S1 , 82, • • •  Pn·cllè nn insieme 11 sin limi­

tato in S, è necessario e sttj}iciente che esi.�ta. un intero n tale elle 

H sia c01tlenuto in 8,. e limitato rispt'tlo alla topologia di questo 
spazio. 

La condizione è manifestamente sufficiente: se H è limitato in 

uno spazio Su , ogni intorno U di O in S11 assorbe H e lo stesso 
quindi avverrà per ogni intorno V di O in S, giaccllè Y n 8, deve 

essere UJl intomo di O in S,.. Supponiamo om reciproeamente che 

H sia limitato per rapporto alla topologia di 8 e dimostriHIIIO t�lle 1/ 
deve essere limitato in uno almeno degli spazi S,. ,.\ q ue�to seopo 
denotiamo in genere eon li xli" la norma di un elemento ;r in 8n; 
dato che 8,.+1 induce in 8,. 1111a topologia meno fine di quella 1li 
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S.,, si possono sempre scegliere le norme in modo che llxlln 2 llxii,.H, 
n= l , �,. . . In quest1� it�tesi, poniamo: 

0,1 = sfet·a aperta di centl'O O e raggio n in S,.. 

Ora, l'insieme H è contenuto in uno almeno dei O,.. Infatti, se 

coHì non fosse, si pott·ebùe eMtra.rre da H una successione di punti 

;1'1 , x2 , • • •  tale che x,.� C,. e, ragionando come nella dimostrazione 

del teorema 1, si potrebbe stabilire l'esistenza di 1111 intorno U di 

O in S, tHle che _.!:__ x., � U, per n= 1, 2, • • .  Allora, qualunque fosse 
n 

lo scalare J., si avrebbe x.,� À. U, per n>J., il che contmddi!Je l' ipo­

tesi che H sia limit.a.to in S. Dunque, essendo contenuto in uno dei 

C,., l'insieme H è limitHto nel rispettivo spazio S.,. 

CoROLLARIO l. Sia S il limite induttivo canonico di una S1tcces­
,çioue rrgolare di .�llaZi 110n11ati 81 , S2 , e sia (x,.) ttntr success·ioue 
di punti di S. l'ere/tè si abbitt lim x,.= O ht S, è nece�s11rio e suffi­
ciente che esista un intero p , tale che x,. E Sp per ogni tt e si abbia 

lim x,.= O 1'i.�petto alla topologia di Sp. 
La condizione è manifl�stamente sufficiente. Supponiamo, reci­

procameute, che sia lim x,. = O in S. Essendo (x .. ) una succes­

sione di OA.UOHY in N, l'insieme degli x,. è IimitHto in S, cioè, 

t•siste nn intero " tale che quell'insieme sia limitato in S� -quindi 

relativamente compatto in S�+I· .Allora la successione (x,.) ha un 

valore di aderenza in S�+1 , il quale uon può essere che O, cioè 

Jim Xn = 0 in 8,+1 . 

CoROLLARIO 2. Uuo spazio (D N"') di dimensione it�finita uon è 

mai mett·izzabile. 
Sia infatti S il limite in«lnttivo canonico di una successioue 

regolare di spazi Hot·mat,i 81, S2,... e supponiamo che k'{ sia 

metrizzabile. EsiHte allora i11 S un sistema fondamenl;a.le d'in­

tol'lli dell'origine costituito da una infinità Humemhile d'insiemi, 

V1 ::> V2 ::> .. . ::> V,::> . . . Ora, uno almeno dei V,. è limitato in S; 

altrimenti esisterebbe, per ogni n, un x,. E V n tale che x,.� (), 
(dove a .. ha lo. stesso significato che uella dimostrazione del teot·ema.) 

e si avrebbe così mu� suceessione (x,.) convergente allo zero e non 

limitata in k'/, il che è impossibile. Si!� dunque V11 tlll intot·no appar­

tenente �� quel sist�ma e limitato in S; allom esiste 1111 intero , 

tale che VP sia limitato in 8�, quindi relativumente compatto in 8,+1• 
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Siccome V11 è anel1 e un i n torno di O i n  S�H , ne s�gue che S ,.H , 
h1L d i mensi one fini ta e qu indi S,.H = 8,.+2 = . . . :::::::: S, dato che V p 
deve generare lo spazio  S .  

CoROLLARIO 3. - In uno spazio (L N"') ogni insietne limitato 
è ,·e lttf.ivtunmte compa.tto. 

Infatti , se S è i l l i m i te i u d nttivo canonico di una successione 

regolare d i  s pazi normati 81 , 82, • • •  , ogni parte l i m i tata H <li 8 

è l i m i t.ata i n  uuo al meno degl i spaz i 8,. , q u i nd i  relati vamente com­

patta nel lo  s pa:r. i o  successi vo. Siccome hL topologi a di ·s è separata 

e ind twe iu ogni spaz io S,. una topologi lt meno fi ne di qùel ht d i  
8, , ne segue che un tale insieme H è relat i vamen te compatto i n 8. 

Possiamo ora st.abi l i t·e l ' i mpodante propos i zione seguente : 

TEOREMA 3. Ogni spazio (L N"') è ,-iflessivo. 
Per la d i mostt·azione bast1t 1tllp l i care i noti  cri teri generali 

(vedi }lrop. 3 in [7] e teorema 4 in [4]). Sia 8 u no spazio ( LN "'). 

Essendo separato ed eS llri m i bi le come l i m i te iud u t ti vo di spazi nor­
mati, 8 è uno spaz i o << ton nelé >> ([4], p. 6). D 'al tra pal'te, secondo 
i l  corollario prt'ced en te, ogn i  parte l i m i tata di 8 è rel ati vnmente 
com patta. Questi due fatti bastano }ler potere a ffennare cl1e 8 è 

riflessi vo. 
La dimostrazi one si potrebbe fu t·e anche d i t·ettamen te, con g.Ji 

elementi cl1e vetTanno i ntrodotti nel u u m et·o seguen te. 

4. Rapporti tra spazi ( ,11 •) e spazi (L N"'). - Per studi are i 
l'apporti tra q n este due categorie  di s pazi , attrave 1·so il passaggi o 

al d uale, partiremo dal seguente 

Lli1MMA. S iano S 1  , S2 due spazi nonn11 ti e sia e un'applicazione 
li�teare totalmente conti11ua (1) di 81 in 82 • A l lom la trasposttt e' di  
e è un'applicazione tlltalm ente cont inua di  s; in 81 (per  mppm·to alle 
topologie .fm·t·i) mentre la bitmsposttt e" di e detenllina un'applictt­
ziolle (totalmente) contimttt del bùluale forte 8� di sl in s2. 

D i m ost.raz ione. U. ieord iumo che la tt·as posta di e è l'appl ica­

zione liueare e' d i  82 i n  S� soddisfacente la condizione 

< e' (v), x >  = < v  , e (x) > , per ogn i v E H2 e ogni x E 81 • 

(') Cioè, che trasformi la sfera di 8�_ in una 1mrte relati··amente compatta di 81• 
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La prima parte del la proposi zione è un noto teorema di SOHAU­
DER. Per la di mostrazi one vedi per esempio [1 ] ,  pp. 100-101 (th . 4) 

(la dimostrazione è fatta ivi per gli spazi not·mati completi , ma si 
estende senz'al tro al caso degli spazi normati arbitrari). 

Per stabilire la seconda parte della pro posi zione, dobbiamo ri­
correre al teorema di MAOK E Y-ARENS [14]. Lo spazio S2 .è isomorfo 
al duale dello spazio S2 se questo vien mun i to della topologia. -rk 
della con vergenza uni forme sulle parti convesse e debol mente com­
patte di S2 • Ma, se B1 è una s fera di  centro O in S1 , e (B1) è, 
per l'ipotesi,  una pal'te convessa e fortemente (qu i ndi debol mente) 
relativamente compatta di s2 . Ne risulta elle e' è Ult1applicazio"e 
continua di S?, [tk] i 1t Si [-r1] , dove t1 rappresenta lt' topologia forte. 
Infatti tll'endiamo l' intorno B� di O in .&J. [tt] . Se rappresen tiam o  
con V il  polare di e ( B1), V sarà un' i n torno di  O i n  S2 [tk] e 
si avrà 

sup l <  V , e ( B1) > l =  sup l< e' ( V ), B1 > l :::;;: l 

il che vuoi dire che e' ( V) c B� . 
Q n hidi, la bitrnsposta e" determi na un 'appl icazione l i neare con­

tinua del biduale fot·te s; di s, nel l o  spazio s2 m un i to del lu topo­
logia Tkz della con vet·genza uniforme sulle parti l i m i tate di S2 [-rk]· 
M a, essendo la topologia -rk m eno fine di -r1 (v. th. 3 e prop. 9 
i n  [7], le parti di S� li m i tate per rapporto a -r1 sono ancora l i m i tate 
per rapporto a Tk e, pertun to, Tkt è pi ù fine della topologi a  1:11 indotti' 
in S2 dul biduale forte di  S2 • Q u i ndi e" determ ina un'applicazione 
lineare continua llel biduale forte di  81 in S2• 

N01'E - I. Con viene ri cordare che si ha, a meno di u n  i so­
mol'fìsmo algebrico : 

S1 c Si_, S2 c S; .  

Inol Lre, la topologia forte (cioè biforte) di s; induce i n  SI la topo­
logia naturale di questo spazio, e altrettanto per sq, S2 • 

Il. Se 81 c S2 , essendo e l'applicazione canoni ca di 31 in 82 , 
la. trasposta e' è l'operatore che, ad ogni fnnzionale lineare continuo 
v su S2 (v E S2) , fa corrispondere la restri zione u del funzional e v a 
a 81 (u E Sl). In particolare, se l'i"sieme 81 è denso i �t S2 , rl è un'ap­

plicazione biunivoca di 82 in Sf , dato che, per un elemento u di 
s;_ , non può esistere più di un elemento v di S2 che sia prolun­
gamento di u , cioè tale che tt = e' (v) (può anche non esisterne al­
cuuo, giaccltè la topologia di  S2 i nd uce in 81 una topol ogia meuo 
fine di qneHa di 81). 
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Piu genera l mente, se e_ è un'applieazione lineare eontinua di  S1 
i1t 82 tale e/te e (81) sia denso in S2 , l1t t·msposttt r/ è ?tn'app lictt­
zione biu11 ivoca di S2 in SJ. . Per convincersi di questo fa tto, basta 
osser vare che e' fa corrispondere ad ogni elemen to v di s; un 
elemento d i  S� determ i nato dalla restriz ione di v a e (S1), po ichè 
< e' (V)1 X > = <  'V 1 e (X) > per ogni 

TIWREMA 4. Il duale forte di uno spazio (L N *) e uno spazio (M *). 
D i mostrazione. S ia S il l i m i te indutti vo canonico di una succes­

sione regolare di spazi normati 81 , S2 , .  . . Ind icando con I,_.,, (m < n) 
l 'appl icaz ione canonica d i  Sm in S., , la trasposta I;11 ,n è l 'operatore 
che, ad ogn i  elemento v d i  S� , fa corrispondere la restr iz ione u di 
v a S�, (v.  nota precedente ). D 'altronde, i l  duale S' d i  S è algebri ­

camen te i somorfo nl l i m i te proi et tivo degl i s:. , per mpporto agl i 
I:,.,n ( v. prop. 5). Ma q u esto isomorfismo è anche topologico, per 
rapporto alle  topologie forti d i  S' e di ogni S� . Infatt i , per i l  teo­
rema 21 ogni parte l imitata B di S è l im i tata in uno degl i S,. e 

vi ceversa ; qu i nd i , un sistema fondamentale d ' intorn i del l'ori gine in 
S', per la topologia fm·te, è quello cost i tu ito dagli ins iem i de l la 

-l 
forma I� (B�), dove B., designa una parte l im i tata di S,. , e B� i l  
polare d i  B., in s:. , n = l , 2 , . . .  ; ma, per ogni n , gl i insiemi 
B� formano appunto un s istema fondamentale di  in torni di O i n  

-l 
s:. forte ; sicchè le immagi ni  reciproche 1:, (B�), per n =  1 ,  21 • • •  , 
formano un sistema fondamentale di intorni di O del l i mite pro iet­

tivo degli s:. per rapporto agl i I�,n , Finalmente, i l  lemm a ci con­
sente di affermare cl1e questo l imite proiett ivo è uno spazio ( M *). 

TEOREMA 5. Il duale forte di uno spazio (lll *) è ttno spazio (L N*). 
Dimostrazione. Sia S il l i m ite proietti vo di una successione 

(S .. ) di spazi normati per l'apporto a delle appl icazion i l ineari con­
tinue g.,, ,., (m ::::;;;: n) tali che g.,, .. H trasform i la sfera di SnH in una 
parte relati vamen te compatta d i  s .. . Pon iamo per ogn i n: 

........ 
s .. = aderenza di g,. (S) in  S.,, con la topologia i ndotta vi da quella d i 811 • 

........ 
Allora g .. (S) è denso in 8,. , qualunque sia n , e 8 è ancora i l  

........ ........ 
li m ite proiettivo degli Sn , per rallporto al le aplll icazioni g.,, ,,. , re-

...-.. "" 
strizioni di ogni gm,n a S,. . Possiamo qu indi supporre già Sn = Sn 
per ogni n. D unque, secondo la prop . 6, il duale S' di S è al -
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gebricamente i somorfo al l i m i te ind utti vo degl i s;, per rapporto 

ng1i operatori u� . ... ; i nol tre, per ogn i  n e ogn i  m :::;;;: n, u� . ... è u n'ap­
pl icazione l ineare biunivoca (7) di s;,. in S� (ved i nota II al lem m a), 
siccbè possiamo ident i ficare S;,. COli nn sotto-spazio l ineare di  8� . 
È Ol'n faci le vedere, appl icando i J Jemmn,  che gli Spazi S;. , COli la  
topologia forte, costitui scono una successione regolm·e di spazi 

normati ; denotiamo con S i l  l i m i te i uduttivo canon ico d i  questi spaz i .  

Secondo I n  d imost razione preceden te, i l  1l un le  forte d i  S è i l  l im i te 

proiettivo degl i S" forti, per ra pporto al le appl icazioni g� . ... . Ma 
siccome ogn i u::..n determina  un'appl i cazione l ineare con ti nua d i  s; 
i n  S.,, (secondo il lem ma) e d'al tra pa rte si ha S,. c s: , per ogn i  n, 

si conclude (v. prop. l) cl1e i l  d u ale forte di S è i somorfo a S. Ora 8 
è uno spazio riflessi vo ( v. teorema 3), qu i ndi i l  duale forte ct i  S è 

i somorfo a s, che è, per costmzione, uno spazio (L  N"'). 
Possiamo aggiungere : 

PROPOSIZIONE 7. Og11 i spazio (L N"') è completo. 
Bast.a apJll i cat·e la p1·op. 7 di [7], osservando che uno spaz io 

(L N) è i l  duale f01·te d i  uno spaz io  (F). Si pott·ebbe anch e  appl i­
care direttamente i l  cri terio generale d i  K01'HE [ 1 1 ] .  

5. Spazi (L) e spazi (L0). - I fondatori della topologia gene­
rale banno in iz ialmente i ntrodotto concetti cl1e  poi , con lo sv ih11•Po 
della teoria ,  sono caduti n n  po' in d i snso. Uno di q uesti è il con­
cetto di spazio {L), i n trodotto dal FRÉCHE1'. Il KURA'l'OWSKI [13] 
aveva già osservn to che tale concetto è troppo generale e l 'aveva 

sostitui to con quel lo d i  spa zio (L"'). 
Un i nsieme S prende i l  nome di spazio (L"') quando, a ciascuna 

<li certe snccessioni (:.rn), n= l ,  2 , . . .  , (dette successioni convet·geu ti) 
si fa corrispondere u no, ed uno solo, elemento :110 di  S - che si  

ch iama i l  limite di  (:11n) e s i  denota con li m Xn - in  modo che r i ­
sultino veri ficate le  seguenti condiz ioni : L l) se Xn = c , qualunque 

sia n ,  allora l i  m x,. = c ; L 2) se Ii m x,. = :110 ,  ogni sottosuccessi one 

<li (x,.) ba per limite x0 ; L 3) se ogni  sotto-successione di (x,.) con­
tiene al meno una successione convergente, allora (x,.) è convergente. 

(') Poichi!l g., (8) è denso in s,. per ogni n, dev'essere anche 9m.n (8") denso 
in Sm per ogni coppia m ,  n. 
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Poi ,  essendo S u no spazio (L•), si  soleva i n trodurre i n  S una to­
pologia med iante questlt defin iz ione : « Si dice che 1111 punto p di  

S è aderente ad u n  i nsieme A c S ,  e si scrive p E A ,  quando 
esiste almeno una successione (an) di  punti di  A tale che p =  l im a" >> . 
La condizione L 3) (che è appunto quel la introdotta dal KuRA'l'OWSJn) 
permette al lora d i  definire i n  ogni caso i l  concetto di l im i te i n  ter­

mini topo logici ,  nel modo consueto : « Si ba li m 1l1u = x0 , quando, 

ad ogni intorno V di x0 , corrispo]l(le  un ord ine v , tale che 1l1n E V 
per n >  v >> ,  Ma i n  genernle quel la defin izione di punto aderente 

non garantisce la condi zione A = A ,  che di sol ito si richiede. 
Possiamo al lora prendere un'altra strada e definire di rettamente 
<< insieme chi uso >> ,  in vece di « punto aderente >> : 

« Si dice che nn insieme H di punti d i  S è chiuso, se contiene 

il l imite di ogni successione convergente di pun ti di H ». 
L'aderenza (o chi1tsura) di un i nsieme A si definirà adesso come 

il minimo insieme chiuso A contenente A .  
Ebbene, chiameremo spazio (L) ogni spazio  topologico S la cui 

struttura t.opologica può essere defin i ta, secondo la definizione pre­
cedente, a partire da un concetto di l imite soddisfacente le cond i ­

z ioni L 1), L 2), L 3). In uno spazio (L) i l  concetto di  limite in iz iale 

può anche venir definito in termin i  di intorno nel modo consueto. 
Inoltre, è facile vedere c la e : 

Se S è uno spazio (L) e E uno spazio topologico qualunque, 
condizione necesstwia e su:tficiente perchè un'applicazione 9 di S in 
E sia continua è che riesca I im 9 (xn) = 9 (l i m Xn), per ogni succes-

sione con vergente (1l1n) in S. 
n n 

Reciprocamente, uno spazio topologico S per il quale sia vera 
questa proposizione (con E a 1 ·bitrario) è uno spazio (L). 

Gli spazi metrizzabili sono esempi trivial i  di spazi ( L), nei qual i 

la definizione di « pu n to aderente » in termini  d i  « l i mi te >> può 

essere data nel modo classico. Il teorema l ci conduce subito al la 

PROPOSIZIONE 8.  Ogni spazio (L N•) è uno spazio ( L). 

Ma si presentano, ancl1e nel l e  applicazioni ,  molti casi di spazi 

topologici che non sono spazi (L) ;  allora il concetto di l imite di 
una successione non basta per defin i re la struttura topologica e 

bisogna adoperare i l  concetto d i  l i m ite d i  un .filtro, più generale 
tlel pri mo. •ruttavia, i fi l tr i  sono meno intuiti v i  e meuo maneggia­
bi l i  delle successioni - il che fa desiderare di poter estendere l'uso 
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del le  succession i un po' o l tre i l  e:-11n po d egl i spaz i ( L),  sotto con d i ­
z io n i  speci al i .  U n a  sift�ttta estens ione  p uò a v e re i m portan za pm t ica 

ane h e  pet· la teol" ia  del le  d i s tt· i buz i ou i .  Per raggi u n g·e ,.e tal e  sco po, 
s i a m o  pet·ven u t.i a l  coneetto d i  << Spaz io  (Le) » : 

D EF I N I Z ION:W 4. Sia A!;J u no s paz io  loca lmeute eonvesso sepa­

rato. Si d i ee ehe S è u no spazio (Le), q mmdo ri sult i  aperto i n  S 
ogn i  i nsieme eon vesso li che non con tenga i l  l i m i te d i  nessuna 

successione convet·gente (xn) d i  punti del suo com plementare. 

Natural m ente, la topologia di uuo spazio ( Le) è determ inata dal la 

conoscenza dei l i m i ti d el le successioni convergenti in tale spazio, 

poichè gl i i ns iemi convessi a perti contenen ti l'origine costituiscono nn 
sistema fondamentale d' intorni d i  O per tale topologia. Si  lm inol tre : 

P ttoPOS lZIONE 9. Sia S uno spazio ([;,) e Ria S* uno spazio local­
mente conves.,o q nalunque. Ajjincltè un'applicazione l i n e a t· e 9 di S in 
8 *  sut continna, è necessa1'io e sufficiente che .�i abbia l im 9 (xn) = 

= 9 ( l im  Xn), per ogni successione (xn ) converge n te in S. n 
n 

Ln necessi tà del l a  Mndiz ione è i m med ia ta. Per v·edere che 1 :L 
f•ontl i z i o n e  è sufficiente, basta osservare che, se essa è ver i fi cata, u n  

i u s i e n 1 1� A convesso e aperto in  sr. non p n ò  con tenere i l  l i m i te di  
u1 1a  success ione eon vergen te di  p u n ti del  complementare e che pet· 

-l 
tan to 9 ( A )  è convesso e aperto i n  A .  

l\Ia si  ha pure la reci proca : 

PROPOSIZION E 1 0 .  Sia S uno spazio localme nte convesso tale che, 

dato un a ltro spazio localmente co nvesso S*, un'app licazione l i n e a t· e 9 
di S in S* sia continua non a11pena si (fbbia l i m9(xn)=9( 1 im Xn) per ogni 

" n 
.�uccessione (xn) convergente in S. A l lorn S è tt no  spazio (L0). 

Per la d i mostrazione, b1tst.a prendere come secondo spazio, S*, 

l ' i ns ieme dei punti di S m unito della topologia l"*, per la quale u n  

s i s tema fonda mentale d' i n torni di  O è formato d a  quegl i i ns i e m i  

convessi con tenenti O ,  che n o n  contengono i l  l i m i te d i  nessu na suc­

cessione di p u n ti del com p lementare. È faci l e  vedere che la noz ione 

di convergenza è la  stessa in  S e S* e che, pertan to, in v irtù del­

l'ipotesi , l ' 1tpplicazione identica I d i  S su S* è conti nua (e q u i ndi 

bico n t i n ua). 

Si può anche <l i t·e clte S è uno spazio (f;,) quando la topologitt 
di S è l <t più fine tm le topologie di spazio localmente con vesso su 

S che danno la stess<t nozione di limite per le successioni. 
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Pos!!iamo ora stabi lire le due proposizioni seguenti : 

TEOREMA 6. Ogni limite indutti vo canonico di spazi (Le) è ancora 
uno spazio (L). 

Sia infatti S i l  l im ite indntti vo canonico di una fami glia ! Sa l  di  
spazi ( L  N*). Allora, se H è una parte convessa d i  S che non contiene 

il li m i te di  nessuna successione di punti del suo complementare, lo 
stesso avverrà per H n Sa , per rapporto al la topologia <l i Sa ; quindi 

H n Sa è aperto nello spazio Sa ' q ualunque sia IX ' i l  che i mpl ica, 
secondo una proprietà nota, che H è aperto i n  S. 

TEOREMA 7.  Sia S il l imite p1·oiettivo di una successione (S.,) di 

spazi (Le), per mppot·to a delle applicazion i g.,,,, (m < n). Supponiamo 

h · · t · · (n) (n) (n) c e, per ognt tn e1·o n e per ognt successtone �V1 , x2 , • • •  , �V p , • • •  con-
vergente allo zm·o in S,. , esisttt uua successione (xp) convergente ttllo 

zet·o in S, tale che xt'1 = g,. (xp), qualunque sia p. Allora, a11clie S 
è uno spazio ( Lo). 

Dimostrazione. Sia S"' 1111  secondo spazio localmente con vesso 
separato. La topologia  -c* di S pnò essere defln i t1t da una famigl ia  

l PA l A € L di sem i-norme ; rappreseutiamo con v�. , per ogn i  A. ,  i l  sotto­
spazio  degl i x E S* tal i che 71;, (x) = O , con S'[ lo spazio uonnato 
S*/ V1. e con f!JA l'appl icazione canon ica di  S"' i n  S! ; a l lora, cond i ­

z ione uecessari :t e sufficien te perchè un'applicaz ione l i neare O d i  S 
i n  S"' sia continua è che f{JA O sia un'appl icazione con tinua di S in  
sr, per ogni À ( v. [3], pp.  19-20). 

Ciò posto, sia O un'appl icazione l ineare di S in S"' tale che 

l i  m O (x.,) = O (l i m  x,.), per ogn i  Ruccessione (x,.) con vergente in S. 
tt ,. 

Se ri usciamo a di mostrare che O è conti nua i l  teorema è d imostrato 

(v.  prop. 9).  Consideriamo un i ndice A. qualunque e sia B1. una sfera 

di  cent t·o O i n  S! ; poniamo lh = cp;, O. Esiste al lora un intero , 
-1 

(dipendeu te da  A.) tale che lh (g., (O)) c BA . Infatti , se così non fosse, 
esistet·ebbe una successione (x,.) di punti di S tale che g,. (xn) = O ,  

con OA (xn) � BA ;  nm si a vrebbe al lora l i  m :Vn = O in  S, quindi 
tt 

l i m  O (�Vn) = O  i n  S"' e J i m  o�. (x,.) = O in S! ,  il che contraddice i l  
n n 

-1 
fatto che s ia OA (xn) � B;, per ogni n. Siccome OA (g, (O) è un sotto-
spazio l i neare di  S!, mentre B1. è una sfe1·a, si ha per forza 

-1 -1 
0;, (g, (0)) = 0 ; quind i ,  se poniamo OA, (x) = OA [g, (x)) per ogni IV E 8, , 
si concl tt tle, tenu to con to tlel l ' illotesi ,  elle o�., è un'appl icazione con-
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tinua di  s� in S't e elle pertanto 9 è Ull applicaz ione continua di 
s in s•, giacchè f{!J. 9 = OA = OJ.v 9v ' per ogni l. 

Q uesto r isultato si  ap[) l iea i n  pal'ticolare allo spazio 9)' (Un) delle 

d i s tribuzion i  di SCHWAR'l'Z s u  lt" , il qu:tle è i somorfo al l imite 
proietti vo di un i nfi n i tà numerabi le d i  spaz i (Le), sodd htfacenti la 
condiz ione espressa i n  questo teorema e qui nd i uno spazio (Le)• 

N O'I'I� F INALI. I. L'essenziale dei nostri risultati contenuti nei 

§§ 3 e 4 di ( 1 6] si  estende seuz'al t.ro al caso in cu i  gl i spazi con­
s illerati siano degl i spazi (L N'"). Intendiamo svi luppm·e opportuna­
mente questo punto di  v ista. 

II. La <li mostrazione della pro p. 5 si può condul'l'e i n q nesto 
modo : S ia  S i l  l i m i te induttivo degl i �� .. per mpporto ai 9/1 " . 
Si riconosce che gli spazi S� formano u no spettro pt·oiettivo per 
rapporto ai 9�/1 , osservando che si ha 9�/1 9Pr = (9rfl 9p,.)' = g�7 
per oc � {J < r. Sia u un elemento arbi trario di S' ; se poniamo 

< Ua ' x,. > = < u ' 9" (Xa) >, pet• ogni !lla E Sa e ogni oc E A ' Ua 
Sar:t, in v i rtù del la }H'Op. 3, U l l  elemento d i  S� ; inoltt·e, per OC � {J, 
si avrà 9a (xa) = 9{1 (xp) e 

< 9:{1 (up) , Xa > = < Up , 9{1a (xa) > = < Up , Xp > = 

= < U ,  9{1 (xp) > = < Ua , Xa > 

e qui ndi g�fl (up) = Ua ; siccome, d'al tra parte, si ha  Ua = g� (u), es­
semlo 9: un'applicaz ione l i neare di S' in S� , possiamo identi ficare u 
con l'elemento (ua) del l imite proietti vo degli s� per rapporto ai 9�{1 · 

Sia reciprocamen te u = (tta) un elemento arbitrario d i  questo 

l i l imite proiettivo. È faci le  vedere che si definisce un funzionale 
neare continuo su S , ponendo < u , 9a (xa) > = < Ua , Xa > ,  per 
ogni Xa E f/ e ogni oc E .A. 

Quanto alla prop. 6 si può di mostrarla in  modo analogo, 
tenendo conto della pt·op. 4. 
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