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SUI FONDAMENTI DELLA TEORIA DEI FUNZIONALI ANALITICI*

pr J. SEBASTIAO E SILVA
Listona

In vari lavori precedenti (v. [25], [26] e [27]) abbiamo proposto
una nuova sistemazione della teoria dei funzionali analitici, con lo
scopo dominante di subordinarla agli schemi astratti della moderna
Analisi funzionale. Abbiamo pensato che, in questo modo, sarebbe stato
possibile non solo semplificare notevolmente la trattazione di detta
teoria, ma soprattutto renderla pit maneggiabile e, quindi, piu facil-
mente sviluppabile.

K ovvio che una siffatta impostazione non potrebbe in nessun modo
svalutare l’opera, ormai consacrata, del Prof. L. FaNTapri, quale
creatore della teoria stessa e, anzi, i fatti sono venuti a dimostrare che
il nuovo punto di vista ha contribuito a mettere in luce i pregi della
teoria —la sua bellezza e la sua vera portata. Parecchi matematici, la
cui opera si € svolta in un piano piu astratto, hanno qui trovato ora
uno splendido campo applicativo, ricco di suggerimenti, di problemi
interessanti ed di connessioni feconde con altre teorie di grande inte-
resse e attualith, come, per esempio, la teoria delle distribuzioni di
SCHWARTZ (v. [23]).

Ma contemporaneamente si & palesata una volta ancora, in modo
eloquente, l'efficacia, il potere semplificatore e la fecondita delle idee
e dei metodi dell’Analisi generale. In questo caso, & alla teoria degli
spazi vettoriali topologici, pit geuerale di quella degli spazi di Baxach,
che bisogna chiedere Vaiuto.

Intanto, bisogna sottolineare che il nostro scopo iniziale non era
stato interamente raggiunto nei lavori [25], [26], [27]. Prima di tutto,
abbiamo puntato sul concetto di «regione funzionale lineare» di IFaN-
TAPPIE, avendo osservato come il nucleo della teoria — cioé lo studio
locale dei funzionali — si possa sviluppare completamente partendo da
quel concetto, senza presupporre l'intero spazio funzionale di F ANTAPPIE.

* Ricevuto il 3 settembre 1952.
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Abbiamo allora introdotto il nostro concetto di «spazio funzionale
analitico», che conviene qui richiamare. Rappresentando con il piano-
-sfera della variabile complessa e con C un sotto-insieme chiuso di Q,
non vuoto e distinto da Q, la regione lineare (C) di FaNrarrit & la
famiglia delle funzioni localmente analitiche, il cui dominio contiene C
(e che si annullano nel punto «, se questo appartiene a C), Se poi
conveniamo di chiamare equivalents rispetto a C due date funzioni
fi,f2€(C), quando esista un’altra funzione f3;€(C) della quale fi, 15
siano prolungamenti, risulta definita in (C) una partizione in classi di
equivalenza; ed & I'insieme di queste classi, munito di naturali nozioni
di «<sommay, di «prodotto per scalari» e di «limite», che abbiamo chiamato
lo spazio funzionale analitico determinato dall’insieme C, per il quale
abbiamo adottata la notazione F[C].

In [27] abbiamo studiato la topologia che viene determinata nel-
I'insieme % [C] quando si definisce «aderenza di un insieme di punti» nel
modo consueto: «Dati un punto p e un insieme X, si dice che p

appartiene all’aderenza di % (in simboli, pei), quando esista per lo
meno una successione (p,) di elementi di X, convergente a p».

Ma questa definizione presenta subito un inconveniente: non si ha
«X=%, qualunque sia ¥eF[C]» e percid la somma Z;+% non riesce
una funzione continua della coppia (%, %) rispetto alla topologia consi-
derata. Vi sarebbe allora un’altra via da prendere: se conveniamo di dire
che un insieme & chiuso, quando lo sia rispetto all’operazione di limite,
e se definiamo ’aderenza di ¥ come il minimo insieme chiuso conte-

nente %, la condizione «X¥=%» & senz’altro verificata.

Ma non abbiamo potuto, per circostanze varie, proseguire le nostre
ricerche in questo indirizzo. Dobbiamo qui esprimere la nostra viva
gratitudine al Prof. G. Koérue per gli stimoli e le indicazioni biblio-
grafiche che ci ha amichevolmente concessi, dopo aver letto i nostri
lavori. Egli stesso & pol riuscito a superare, nel modo pil elegante, le
difficolta che abbiamo trovate, adoperando lo strumento piu adatto a
questo fine—la teoria degli spazi vettoriali topologici localmente convesst
— o sfruttando idee contenute in notevoli lavori suoi e di DIEUDONNE-
-SCHWARTZ. Si & compiuto allora un progresso decisivo per raggiungere
lo scopo cui abbiamo prima accennato: quello cioé¢ d’inquadrare la
teoria dei funzionali analitici nella moderna Analisi funzionale. I1 K6THE,
applicando il suo metodo generale dei limiti induttivi di spazi localmente
convessi (estensione di quello corrispondente di DIEUDONNE e
SCHWARTZ), introduce nell’insieme [C] una topologia , che lo rende
uno spazio vettoriale topologico localmente convesso. Dalla sua analisi
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risulta poi che 7 ¢ precisamente la topologia determinata in F[C] dalla
famiglia degli insiemi che sono chiusi rispetto all’operatore di limite ivi
introdotto. E quindi possiamo affermare, con base in quello che abbiamo
stabilito in [27], che [l'tnsieme F[C], con la topologia t, & lo spazio
quoziente della regione funzionale lineare (C) (con la topologia di Fan-
tappie) per la relazione d’equivalenza definita in (C) — ’espressione
«spazio quoziente» essendo qui adoperata nel senso usuale. Ma bisogna
definitivamente rinunciare alla possibilita di una metrica. (Di tutto
questo ci occuperemo pit minutamente nel § 1).

Il fatto centrale stabilito dal KoTHE in (21] & questo: che il duale
forte dello spazio F[C] & isomorfo alla famiglia delle funzioni local-
mente analitiche di dominio Q — C, munita della topologia della con-
vergenza uniforme sulle parti chiuse di Q—C, e che viceversa, il duale
forte di questo spazio & isomorfo a §[C]. K tuttavia da rilevare che
una parte importante dei risultati presentati in [21] sono stati ottenuti
contemporaneamente e in modo indipendente da C. SiLva Dias in [8]
e da A. GROTHENDIECK ('). In particolare, la topologia 7 & stata intro-
dotta, pure in modo indipendente, da L. vax Hove in [14].

I1 lavoro [8] del SiLva Dias si svolge secondo un punto di vista
un po’ diverso da quello di K6THE in [22], con larga applicazione
della teoria degli spazi vettoriali topologici; esso appare come natu-
rale continuazione di ricerche dell’ autore e anche di L.. NACHBIN,
che nel 1946, movendo da considerazioni diverse dalle nostre, o
pervenuto anche lui al concetto di spazio funzionale analitico, quale
insieme di classi di funzioni equivalenti, dotato di nozione di limite
(vedi [19] e NOTE rINALI, I).

E non bisogna mai dimenticare che il germe di questo nuovo indi-
rizzo di ricerche si trova nelle Note [4] e [D] di CaccrorpoLl, piu volte
citate nei nostri lavori precedenti.

Tuttavia, la nuova sistemazione della teoria dei funzionali analitici
non si pud considerare ancora totale, in quanto riguarda solamente lo
studio degli operatori funzionali definiti in sotto-insiemi di regioni
lineari. Ora, bisogna pure ammettere l’esistenza di funzionali analitici
definiti in regioni dello spazio & di FANTAPPIE che non siano contenute
in regiont lineart.

Nel § 2, dedicato specialmente allo studio del prolungamento
analitico dei funzionali, cerchiamo di mostrare che la considerazione

(1) Non abbiamo ancora letto il lavoro di GroTaENDIECK Su questo argomento.
Sappiamo soltanto che esso verra pubblicato in «J. f. reine u. angew. Math.»
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dell’intero spazio & non & affatto necessaria per questo studio e che,
anzi, la topologia di FaNrapri si rivela poco maneggiabile anche in
questo punto(!); difatti, il principio dell’unicita del prolungamento
analitico a regioni connesse non & pilt vero, quando il concetto di
connessione vien definito in & nel modo corrente; ci vogliono certe
restrizioni per rendere qui valido quel principio. Invece, la teoria del
prolungamento analitico pud essere svolta senza grandi ostacoli con-
siderando, in luogo dello spazio &, la molteplicita degli spazi F[C]
(con C variabile); i risultati cosi ottenuti sono, in certo senso, piu
generali e piu suggestivi di quelli conseguiti col metodo precedente.
Il fatto centrale in questa analisi & il teorema (10.2), nel quale si
congiungono due ordini diversi di considerazioni, che rimanevano indi-
stinti nella trattazione di FaNravpIE, e ciod:

1° Lo studio del prolungamento di funzionali lineari continui, da
uno spazio F[C] ad un altro spazio F[C*] D F[C] — tipico problema
di Analisi funzionale lineare che, in questo caso, si riconduce intera-
mente allo studio del prolungamento analitico di funzioni olomorfe
di variabile complessa (le funzioni indicatrici di detti funzionali).

2.° Lo studio del prolungamento di funzionali analitici fra regioni
di uno stesso spazio F[C] — ciod la questione del prolungamento ana-
litico vera e propria, inquadrabile nella teoria generale delle funzioni
analitiche in spazi vettoriali localmente convessi e non riducibile allo
studio di funzioni olomorfe di variabile complessa.

Si deve intanto sottolineare che i due indirizzi di ricerca comin-
ciano qui a divergere in modo sostanziale, sicché i risultati ottenuti
in ciascuno di essi non sempre riescono esprimibili in termini dell’altro.

Nel § 3 riprendiamo la questione della continuitd delle operazioni
analitiche nel senso di Faxrapriii. Ci voleva un chiarimento completo
di questo punto, che avevamo appena sfiorato in [2D] e che percid ha
lasciato luogo a qualche dubbio. In particolare, siamo riusciti a estendere
il nostro risultato iniziale al caso in cut il controdominio dell operazione
funzionale & contenuto in uno spazio F[C]. La teoria della dualitd
negli spazi (¥) e (£¥), bello e poderoso strumento sviluppato da Dikvu-
DONNE © SCHWARTZ, ci offre adesso Ja possibilitd di spingere pii lon-
tano lo studio generale delle operazioni analitiche in questo campo.

(1) Rileviamo intanto che la topologia definita in F[C] ¢ dedotta da quella
di Fantapeii: secondo il metodo generale inerente al concetto di spazio quoziente.
Cosi, se vi & un progresso (come crediamo), questo si deve piu che altro all’identifi-
cazione eseguita nella regione lineare (C).
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Infine, nel § 4 si fanno i primi assaggi di uno studio sistema-
tico degli operatori lineari negli spazi funzionali analitici, per quanto
riguarda specialmente l'inversione di detti operatori. L’analisi spet-
trale in questo campo si annunzia assai pit complessa dell’analisi
corrispondente per le algebre di Banach.

Come applicazione, si riprende il calcolo simbolico di Fantappie nel
caso degli operatori definiti in uno spazio funzionale analitico ; questo
tipo di calcolo operazionale viene formulato in (19.2) in un modo che
ci sembra del tutto semplice ed espressivo(!). La formula integrale
ivi ciportata—simile a quella di Cauchy—acquista ora significato anche
rispetto alla topologia della convergenza uniforme degli operatori sulle
parts limitate dello spazto funzionale (precisamente come nel caso degli
spazi di Banach)(?). Certo, questa formula & sostanzialmente la stessa che
ricorre nela trattazione di Faxrtapri (v. [16] e [17]); ma 1i appare
sotto forma implicita, perché non si era fatta ancora una messa a
punto delle questioni topologiche e, in particolare, dei fatti di conver-
genza (3). Solo nel caso delle matrici finite essa prendeva la forma espli-
cita, che poi & stata estesa da N. DuNrorp e da A. E. TayrLor al
caso degli operatori definiti in spazi di Banach (v. [11], [31] e [18],
p. 116-124).

§ 1. LA QUESTIONE TOPOLOGICA

In questo paragrafo si tratta soltanto di fare una precisazione delle
nostre considerazioni svolte in [27], tenendo conto dei progressi
compiuti in [8] e [22]. Dobbiamo per questo passare di nuovo in rivista
alcuni concetti generali di Topologia. Vengono omesse le dimostrazioni,
tutte elementari. Il lettore che stia al corrente delle indagini eseguite
nel nuovo indirizzo pud passare rapidamente su questo paragrafo.

1. Topologie associate ad un operatore di convergenza. Per
comodita di esposizione, chiamaremo qui spazio topologico in senso largo
ogni sistema [U,®], costituito da un insieme U e da un operatore @,
che faccia corrispondere ad ogni insieme A < U un insieme ®(A)CU,

(1) Per funzioni di una sola variabile. [.’estensione al caso delle funzioni di
piu variabili non presenta difficolta concettuali (v. [25] e [206]).

(® Rileviamo intanto che, contrariamente a cio che avviene per gli spazi di
Banach, quando si tratta di successioni di operatori, la convergenza puntualeimplica
la convergenza uniforme sulle parti limitate di § [C]!

(3) Si deve per altro rilevare che la nuova giustificazione del caleolo simbolico
impiega sostanzialmente gli stessi ragionamenti del Fanrarrii, anche se notevol-
mente semplificati.
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chiamato l'aderenza di A, in modo che siano verificate le condizioni:

DAC®(A); IDP(AUB)c @ (A) U ®(B); (1))@ (0)=0. Se inoltre
riesce verificata la condizione

V)2 (B(A)c ®(4),

diremo che [U, ®] & uno spazio topologico in senso normale o uno spazio
de Kuratowskr.

Sia [U, ®] uno spazio topologico in senso largo. Si dice che un
sotto-insieme X di U & chiuso in questo spazio, se riesce ®(X)=X.
Dato un insieme ACU, consideriamo allora la totalita degli insiemi
chiusi in [U,®], che contengono A; lintersezione di questi insiemi
¢ ancora un insieme chiuso — il minimo insieme chiuso contenente A —
che potremo chiamare la chiusura di A; se lo rappresentiamo con
Y (A), resta cosi definito, nella famiglia dei sotto-insiemi di U, un
operatore ¥, ed & facile vedere che il sistema [U,¥] risulta uno
spazio topologico in senso normale. Dunque, per un tale spazio potremo
usare il termine «chiusura» come sinonimo di «aderenzan.

Ricordiamo d’altronde che un insieme U prende il nome di spazio
(L¥), quando a ciascuna di certe successioni py,ps, - ,pn, -+ di ele-
menti di U (dette successioni convergent?) si fa corrispondere uno, e
soltanto uno, elemento p di U — che si rappresenta con lim p, —

n

in modo che risultino verificate le condizioni: L,) se p=lim p, e £k <
n
<lks<--+, si ha pure p=lmp,; L;) se p,=p, qualunque
sia n, allora limp,=p; Lj) senogni sotto-successione di (p,) con-
tiene una succes:ione convergente a p, allora p=Ilimp, .
n

Sia [U,lim] uno spazio (L"). In genere, si introduce in U una
struttura topologica partendo dall’operatore lim, mediante la defni-
zione :

(1.1) Dati peU e ACU, si dice che p & aderente ad A [scri-
viamo allora pe®(A)], quando esiste almeno una successione (pn)
di elementi di A tale che p = limp,.

Si ottiene cosi un sistema [U,®], che & uno spazio topologico

in senso largo, ma che pud non essere uno spazio topologico in senso
pormale.

Ma possiamo invece partire dalle definizioni:

(1.2) Si dice che un insieme XU & chiuso (rispetto all’opera-
tore lém), quando X contiene il limite di ogni successione convergente
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di elementi di X. Dato un insieme ACU, chiameremo aderenza di
A, e rappresenteremo con ¥ (A), lintersezione di tutti gli insiemi
chiusi contenenti A .

Allora, il sistema [U,¥] ¢ gid uno spazio topologico in senso
normale, ed & facile vedere che, se poniamo per induzione trasfinita
su o

@(4) = 0(4), 0(4) = | 0 (@:(4),
A<2
si avra sempre ¥ = ®“ dove v, designa il primo ordinale che non &
di seconda classe. D’altra parte, ricordiamo che, quando si adotta
la definizione (1.1), il concetto di «limite» pud esprimersi mediante il
concetto di «aderenza» (derivato dal primo) secondo la definizione :

(1.3) Dire che p =limp, equivale a dire che, per ogni sotto-
-successione (g,) di (p.), l'elemento p riesce aderente all’ insieme {g,}.

Oppure, in termini di «intorno» :

(1.4) Dire che p =lim p, equivale a dire che, ad ogni intorno
V di p, corrisponde un :;rdine v tale che peV per n>v.

Ebbene, si riconosce senza difficolta che :

(1.5) Anche quando st adottano le definizioni (1.2), il concetto dr
«limite» in uno spazio (L*) pud esprimersi in funzione del concetto di
«aderenza» secondo la definizione (1.3) o secondo la definizione (1.4).

Abbiamo cosl due maniere diverse d’introdurre una topologia par-
tendo da un dato concetto di limite di successioni. In generale:

(1.5) Chiameremo topologia associata ad un dato operatore di limite
ogni topologia dalla quale possa dedursi quest’operatore secondo la
definizione (1.3) o, il che & equivalente, secondo la definizione (1.4).

Dunque, la topologia definita in U secondo (1.1) e quella definita
secondo (1.2) sono tutt’e due topologie associate all’operatore lim ; anzi,
la prima & la piu fina topologia in senso largo, e la seconda la piu
fina topologia in senso normale, fra tutte quelle associate a detto
operatore.

K immediato che:

(1.6) Non pud esistere piiv di una topologia di spazio metrico asso-
ciata ad un dato operatore di limite e, se ce n’¢ una, si pud sempre
introdurla mediante la definizione (1.1).
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Questo risultato si estende al caso delle topologie che possono
essere introdotte mediante famiglie numerabili di intorni (cio®, per le
quali riesce verificato il cosiddetto primo assioma della numerabiliic).

Ricordiamo ancora che, per gli spazi (L.*), la nozione di conti-
nuith pud essere definita in due modi diversi: nel semnso di Ileine (con-
tinuity rispetto alla nozione di limite) e nel senso di Cauchy (continuitd
rispetto alla nozione di aderenza). Siano S,=[U,, lim] e S,=[Us,, lim]
due spazi (L") e sia T una trasformazione definita in un insieme
aperto A di S, e di controdominio B in S,; allora, tanto nel caso

della definizione (1.1) quanto nel caso della definizione (1.2) possiamo
dire che:

(1.7) Se T & continua sull’insieme A nel senso di Ileine, lo sard
anche nel senso di Cauchy, e viceversa.

2. Tre concetti di «spazio riunione». Consideriamo una famiglia
di spazi topologici in senso largo, S;=[U;,®;], con (e, essendo I
un qualunque insieme d’indici, e poniamo U = | U;. Vogliamo intro-
ied
durre in U un operatore ® di aderenza, in modo che il sistema
S=[U, @] riesca uno spazio topologico in senso largo (lo spazio riunione
degli S;) per il quale sia vera la proposizione :

(2.1) Se S* & uno spazio topologico in senso largo e T wuna appli-
cazione(*) d¢ S in S*, condizione necessaria e sufficiente perche T sia
continua ¢ che la restrizione di T ad ogni insieme U; sia continua ri-
spetto a ®;(te ).

1o facile vedere come questo problema sia sempre possibile e deter-
minato. Lia soluzione & data dalla formula:

(2.2) P(A)=UP:(ANU,), per ogni Ac U;

€

cio¢, dire che pe®(A) equivale a dire che p & aderente ad un sotto-
-insieme di A in uno almeno degli spazi S;. Allora, non solo la pro-
posizione (2.1) & vera, ma possiamo anche estenderla al caso in cui T
¢ un operatore definito in un sotto-insieme X di U e continuo in sin-
golo punto di X.

Da questa definizione risulta che:

(1) Adottiamo qui le convenzioni della scuola Boursaki, usando I'espressione
«applicazione T di S in S*» quando il trasformato di S per mezzo di T non
coincide necessariamente con S*, e I’espressione «applicazione T di S su S5*» nel
caso opposto, cioé quando si ha T (8) = §*,
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(2.3) Dire che un insieme X & chiuso [aperto]in S equivale a dire
che X N U; ¢ chiuso [aperto] in S, qualunque sia 7€ 7.

Quindi, se introduciamo la condizione che tutt gli spazi topologict
considerati lo siano in senso normale, il problema ¢ ancora possibile
e determinato, ma la soluzione non & piu data, in generale, dalla for-
mula (2.2), bensi dal concetto d’insieme chiuso definito secondo (2.3).
Allora, la proposizione (2.1) pud anche estendersi al caso in cui T' &
un operatore definito e continuo in un sotto-insieme aperto di U sup-
ponendo ora sostituita in (2.1) l'espressione «senso largo» con l'altra
«senso normale».

Supponiamo finalmente che tanto ¢ sistema S;, quanto il sistema
S* siano spazi vettoriali topologict, localmente convesst, (*) e che la famiglia
IS:licg soddisfi le condizioni: 1) dati due spazi S;,S; esiste almeno
uno spazio S, contenente S;U S;(¢,j,k€d); 2) la somma di due
vettori e il prodotto di un vettore per uno scalare non cambiano,
quando si passa da un S; ad un S;DS;. Allora, se si vuole che
anche S risulti uno spazio vettoriale topologico localmente convesso, la
cuz struttura algebrica sia comparible con quella degli S;, il problema in
causa non ¢ sempre possibile; ma, quando possibile, & sempre determinato,
essendo la soluzione fornita dal metodo degli involucri assolutamente
convesst di KOTHE .

Tuttavia, il problema sara sempre possibile (e la soluzione la
stessa) se, in luogo di ( 2.1), vogliamo che sia verificata la condizione:

(2.4) Se S” ¢ uno spazio vetloriale localmente convesso e T un’appli-
cazione lineare di S in S*, condizione necessaria e sufficiente perche T
sia continua ¢ che la restrizione di T ad ogni insieme U; sia continua
rispetto a ®;(ie ).

A proposito di questi concetti viene ancora in mente un’altra
questione: ‘Sia 2 uan sotto-insieme di 9, soddisfacente la condizione:
per ogni 7€ J vi & almeno un ped” tale che U;C U, . Si domanda:
In quali condizioni possiamo affermare che lo spazio riunione degli
Sy (¢ € ) coincide con quello degli spazi S;(¢e ), ossia S ? KEbbene:

(2.5) Condizione sufficiente perché lo spazio riunione degli Sy (uedk)
coincida con S, & che riesca ®;(A)C ®;(A) ogni qual volta si abbia
U, cU;, quali che siano AcU,;,<,je9.

(1) Chamiamo qui spazio localmente convesso ogni spazio vettoriale topologico
(separato o no, reale o complesso) per il quale esista un sistema fondamentale d’in-
torni dell’ origine costituito da insiemi convessi (v. [10], p. 62).
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Se, in particolare, si verifica la condizione: « ®;(A) = A N @;(A)
quando U; C U;», il terzo concetto di «spazio riunione» coincide con
quello di «limite induttivo» di DIEUDONNE-SCHWARTZ.

Esempio: Sia S uno spazio vettoriale qualunque, senza topologia
determinata, e siano S; (VeJ) i sotto-spazi vettoriali di S con finite di-
mensioni, muniti della topologia euclidea. Allora, lo spazio riunione
degli S:, adottando la seconda definizione, & lo spazio S munito
della topologia determinata dalla famiglia dei cosiddetti insiem: finita-
mente apertt in S, ciod, degli insiemi che intersecano ogni S; secondo
insiemi aperti in S; .

Nota —1II concetto per cosi dire duale di quello di «spazio riunione»
¢ quello di «spazio intersezione». Riprendiamo la famiglia |{S;|;es nella
prima ipotesi e cerchiamo di introdurre in U = N U; un operatore

i€y
®  di aderenza, in modo che il sistema S ,=(U,,® ) riesca uno spazio
topologico in senso largo, per il quale sia vera la proposizione:

Se S' & uno spazio topologico in senso largo e T un’applicazione
di S' in S, , condizione necessaria e sufficiente perché T sia continua
rispetto a S, & che lo sia rispetto a ciascuno degli spaz: S;(ie9).

Il problema & sempre possibile e determinato, ma la soluzione
non & il concetto definito in [27], p 9, perché allora la condizione
Y(A UB)=Y(A) U ¥ (B) potrebbe non essere verificata. Il pil inte-
ressante in questo & che, se vogliamo che tutti gli spazi considerati
siano topologici in senso normale, o anche spazi vettoriali localmente
convessi, la soluzione ¢ sempre la stessa. Cosi, avremo un concetto
unico di «spazio intersezione» contro i tre di ¢spazio riunione».

3. Due concetti di spazio quoziente. Consideriamo uno spazio
topologico in senso largo, S=[U,®], e supponiamo definita in U
una relazione ¢ d’equivalenza; si sa che ¢ determina una partizione
di U in classi d’equivalenza, ciod una famiglia, U, di sotto-insiemi di
U, senza elementi comuni a due a due e la cui riunione ¢ U. Rap-
presentiamo con x l'applicazione canonica di U su U, ciod poniamo:

o ==x(x), se e soltanto se xex, con xreU.

Proponiamoci ora di introdurre in U un operatore ® in guisa che
il sistema S—=[U, ®] riesca uno spazio topologico in senso largo (lo
spazio quoziente di S per p) soddisfacente la condizione :

(3.1) Siano S* uno spazio topologico in senso largo e T un’appli-
cazione di S in S*, tale che si abbia T (x) =T (y) sempre che xpy.
Allora, condizione necessaria e sufficiente perché T sia continua & che lo
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sia Uapplicazione T di S in S cost definita: T(x) =T(x), quando
x = %(X) .

Il problema & sempre possibile e determinato, la soluzione essendo
data dalla definizione:

(3.2) Si dice che a & aderente a X in S, quando esiste almeno

un rappresentante di @ in S che sia aderente all'insieme dei rappre-
sentanti degli elementi di X in S,
Dalla definizione risulta che:

(3.3) Dszre che un insieme X @ chiuso [aperto] in S equivale a dire
che Uinsieme dei rappresentanti degli elementi di X ¢ chiuso [aperto]
i S.

Quindi, se introduciamo il requisito supplementare che tutti gli
spazi considerati siano spazi topologici in senso normale, il problema &
ancora possibile e determinato, essendo la soluzione fornita dal con-

cetto di «insieme chiuso» definito secondo (3.3). E si avrd cosi la defi-
nizione usuale di «spazio quozientenr.

4. Applicazioni allo spazio funzionale F[C]. Consideriamo una
regione lineare (C) dello spazio & di FantappriE. Abbiamo richia-
mato nell’Introduzione come, nell’insieme (C), sia stata da noi defi-
nita una relazione di equivalenza. Per indicare che due funzione f;,
f» € (C) sono equivalenti rispetto a C, scriveremo fi=f,, lasciando
sottinteso l'insieme C. Nell’insieme F[C], delle classi d'equivalenza,
possiamo poi introdurre una topologia di spazio quoziente, partendo
dalla topologia di Faxrtaprit ristretta a (C). Se adottiamo il criterio
(3.2), otteniamo una topologia, 7, rispetto alla quale non & verifi-
cata la condizione ¥=% (v.[27], p. 60-62)(!). Se adottiamo invece il
criterio corrispondente a (3.3), otteniamo una topologia, !, per la quale
¢ gia verificata detta condizione. Ma, sia nel primo caso che nel secondo,

la topologia puld essere dedotta da un concetto di convergenza cosi
definito :

(4.1) Si dice che una successione (£.) di elementi di F{C] con-
verge ad un elemento { di F[C], e si scrive {=Lim¢%,, quando esiste

n
almeno una successione di rappresentanti degli %, in (C), di dominio
comune, uniformemente convergenti ad un rappresentante di ¢ in (C).

(1) L’abbiamo dimostrato per il caso in cui C ¢ limitato, ma si estende subito
all’altro caso. Vedi pure Nore FiNari, I
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Partendo da questo concetto e adottando la definizione (1.1), si
ritorna alla topologia ©®; adottando invece la definizione (1.2), si ri-

cade nella topologia (V). Comunque, dato che la condizione ¥=% non
¢ verificata rispetto alla topologia (%, possiamo subito concludere,
applicando (1.6), che

(4.2) Non esiste topologia di spazio metrico assoctata all’operatore
di convergenza definito secondo (4.1).

Cosy, il fatto che F[C], con tale definizione di convergenza, non
sia uno spazio metrizzabile, & una conseguenza immediata di quanto
abbiamo stabilito in [27].

Ma lo spazio $[C] pud essere pure concepito come riunione di
spazi di Banach: Sia A un intorno aperto del piano-sfera e denotiamo
con A lo spazio costituito da quegli elementi di F[C] rappresentabili
da funzioni olomorfe (¢mitate in A, e metrizzato con la definizione di

norma | o|[=sup|o(z)|. Si dimostra che [A] & uno spazio di Banach
ZE€A

ed & facile vedere come F[C] sia proprio lo spazio riunione di tutti gli
spazi [A] cosi definiti, (*) qualunque sia il punto di vista ammesso: se
adottiamo il criterio (2.2), si ottiene la topologia t(¥; adottando in-
vece il criterio corrispondente a (2.3), si ritorna alla topologia ().

Ma possiamo anche definire lo spazio riunione secondo il criterio
di K6THE cui abbiamo accennato al n. 2: si avra cosi una nuova topo-
logia, ©®, in F[C]. Peraltro, il KéTHE dimostra in [22] che, se un
insteme X di elementi dv F[C] & chiuso rispetto all’operatore Lim defi-
nilo secondo (4.1), sard chiuso anche rispetto alla topologia ). Siccome,
d’altra parte, la topologia () & piu fina della topologia <, possiamo
concludere che ©M=<t® . In particolare, si ha il fatto che abbiamo
messo in rilievo nell’Introduzione :

(4.3) Lo spazio quoziente (mel senso usuale) della regione lineare (C)
per la relazione «=» ¢ uno spazio vettoriale topologico localmente con-
vesso (separato), cio? lo spazio funzionale F[C] muntto della topologia
D=1 |

Da questo momento in poi, quando parleremo dello spazio funzio-
nale F[C], quale spazio vettoriale topologico, si dovrd intendere che
la topologia i adottata ¢ (V).

(f) Preferiamo questa rappresentazione dello spazio §F[C] adottata dal Silva
Dias in [8], a quella che avevamo usata in [26] e [27].
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Nora — Lo spazio delle funzioni olomorfe nell’insieme aperto
D=Q—C, con la topologia della convergenza uniforme sugli insiemi
aperti A tali AcCD, non & altro che lo spazio intersezione degli spazi
di Banach [A], oppure degli spazi §[A] muniti della topologia ® o
(1, Si ¢ dimostrato in [8] e [22] che detto spazio & isomorfo al duale
forte di F[C]: lo rappresenteremo con & [D]. Possiamo anche affer-
mare che lo spazio §[C] & lo spazio riunione degli spazi G[A], essendo
A un intorno aperto di C.

§ 2. PROLUNGAMENTO ANALITICO DEGLI OPERATORI FUNZIONALI

Per giungere ad una visione chiara nel confronto che abbiamo
intrapreso fra il nuovo punto di vista e quello precedente, nella tecria
dei funzionali analitici, non possiamo fare a meno di richiamare,
anche in questo paragrafo, qualche nozione di Analisi generale; lo
facciamo nei nn. H, 6 e in parte del n. 8. (I §§ 3, 4 sono indipendenti
da questo).

5. Il concetto di connessione in generale (*). Sia S uno spazio topo-
logico in senso normale. Ricordiamo le definizioni :

(5.1) Due insiemi X,Y in S si dicono collegati quando esiste
un punto dell’'uno che & aderente all’ altro. Un insieme H in S si dice
connesso, quando, comunque si decomponga H in due insiemi non
vuoti X,Y(H=XUY), questi risultino sempre collegati.

Chiameremo catena finita di insiemi ogni successione finita di
insiemi dei quali ogni due consecutivi siano collegati, Si possono allora
stabilire le proposizioni:

(5.2) Se tutti gli insiemi di una catena finita sono connessi, anche
la loro riunione ¢ un insieme connesso.

(5.3) Perché un insieme H sia connesso, ¢ necessario e sufficiente
che, per ogni coppia di punti p,q di H, esista almeno un insieme M
connesso, contenuto in H e contenente p, q.

Chiameremo base di insiemi aperti in S una qualsiasi famiglia B
di insiemi aperti in S tale che ogni insieme aperto in S si possa otte-
nere come riunione d’insiemi appartenenti a 9.

() Su questo punto, v. per esempio [1], [3] e [28].
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(5.4) Sia B una base d’insiemi aperti di S. Condizione necessaria
e sufficiente perché un insieme aperto A in S sia connesso ¢ che, dats
comunque due puntt p,q di A, riesca sempre possibile passare da
p a q mediante una catena finita d’'insiemi connessi appartenenti a B
e contenuts in A.

(Si osservi che due insiemi aperti sono connessi se, e soltanto
se, hanno almeno un punto comune).

Ricordiamo d’altra parte il concetto di «linea continua» : Ogni fun-
zione p=f(t), con 0 Lt L1, peS, continua nell’ intervallo [0,1],
si dice rappresentazione parametrica di una linea continua di S; due
tali funzioni f{(¢), g(w) vengono considerate rappresentazioni della
stessa linea continua, qualora si abbia f(¢)=g(y(¢)), essendo y un’ap-
plicazione bicontinua dell’intervallo [0,1] su 86 stesso. Poiché i punti

di una linea continua formano sempre un insieme connesso, si ha
subito da (5.3):

(5.5) Sta H un insieme di punti di S. Se esiste un punto a de
H che possa essere congiunto con qualsiase altro punto x di H mediante
una linea continua, fx(t) [fx(0)=a, f;(1)=x], allora H ¢ connesso.

Rileviamo subito che la reciproca di questa proposizione non &
vera, nemmeno negli spazi euclidei. Perd, se premettiamo !'ipotesi che
I'insieme H sia aperto, la reciproca della proposizione (5.5) & gih vera
in detti spazi.

6. ls connessione negli spazi localmente convessi. Sia ora S uno
spazio vettoriale topologico localmente convesso (reale o complesso).
{.’esempio pit semplice di una linea continua in S & quello di segmento
rettilineo : dati due punti a,bd di S, il segmento rettilineo di estremi
a,b & linsieme dei punti a + t(b—a), con ¢t variabile su [0,1].
Ricordiamo che un insieme H di S si dice convesso quando contiene
ogni segmento rettilineo di estremi in H. L’insieme II si dice asso-
lutamente convesso quando, dati comunque a,beH, st ha ancora
ra+pbeH, dacché |2+ |p|L1.

Tenendo conto di (5.5), si vede subito che in S ognt insieme con-
VeS80 ¢ Connesso.

Dato che, per ipotesi, lo spazio S & localmente convesso, vi sara
in S un sistema fondamentale, P, d’intorni dell’origine, costituito da
insiemi aperti e (assolutamente) convessi, quindi connessi; e lo stesso
per ogni punto a di S, che avra la famiglia a 4+ B per sistema fon-
damentale d’intorni. Chiameremo allora semplicemente intornz, nello
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spazio S, gli insiemi appartenenti a tutti questi sistemi a + 8 quando
a percorre S; gli intorni costituiscono in S una base d’'insiemi
aperti di questo spazio, tutti quanti connessi, Dunque, da (5.4) si ha
subito :

(6.1) Condizione mnecessaria e sufficiente perche in S wun,insieme
aperto A sia comnesso ¢ che, datt comunque due puntip ,p di A, riesca
sempre possibile passare da p a q mediante una catena finita d’intorni
contenuti in A,

Dicesi poligonale in S ogni linea continua di S costituita da un
numero finito di segmenti rettilinei.

Da (6.1) e dal fatto che gli intorni sono insiemi convessi, si de-
sume che:

(6.2) Condizione mecessaria e sufficiente perché in S un insieme
aperto A sia connesso ¢ che, fissati comunque due punti p,q in A,
esista sempre in A una poligonale congiungente i punti p,q.

Si trova cosi che, negli spazi vettoriali topologici localmente con-
vessi, la reciproca della proposizione (5.5) & valida, sotto I'ipotesi che
I'insieme A sia aperto.

7. la connessione nello spazio & di Fantappie. 11 FaNrtarrii
definisce il concetto di connessione nel suo spazio &, in modo diverso
da quello abitnale, e solo per gli insiemi aperti: Un insieme H aperto
in & e detto allora connesso, quando due punti di H possano sempre
congiungersi mediante una linea continua di &, costituita da un
numero finito di archi di linea analitica ().

Questo concetto di «insieme aperto connesso» & probabilmente piu
ristretto di quello abituale.

Cerchiamo intanto di vedere come si presenta nello spazio &
1l concetto usuale di connessione.

(7.1) Date due funzioni fi,f;: €&, i cui domini D;, D, abbiano
elementi comuni, chiameremo pseudosegmento di estrem? fi,f;, 'insieme
costituito dai punti fi,f; e dai punti f tali che f=jf+t(f;—f}),
con 0L tL1, ove f],f, rappresentano, rispettivamente, le restri-
zioni di fi,f al domirio D*=D,ND..

Tenendo conto di (5.2), si riconosce che:

(7.2) Ogni pseudosegmento di & &un insieme connesso.

(1) Vedi [13], n. 13, p. 23-24.
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Basta osservare che, nella definizione precedente, i punti f=f +
+¢(f,—f,), con 0Lt L1, costituiscono una linea continua di S,

mentre f] & aderente a |f,| e f, & aderente a | f:].
Cid premesso, si dimostra senza difficolta che:

(7.3) Nello spazio & ogni wntorno & insieme connesso ().

Da questo e da (5.3) si desume subito che la proposizione (6.1)
sussiste per lo spazio &.

8. Il prolungamento analilico negli spazi localmente convessi.
Siano R, S due spazi localmente convessi e separati. Consideriamo
una funzione F (x), definita in un insieme aperto D di R e avente i
valori in S. Ricordiamo che la funzione F (x) si dice analitica
secondo Gateaux (G-analitica) nell’ insieme D, quando, dati comunque
aeD,heR, il valore di F(a+th), essendo ¢ una variabile com-
plessa, risulta una funzione analitica di ¢ in un intorno del punto
t=0 (dipendente da @ e da k). I valido allora il principio del pro-
lungamento analitico, che possiamo formulare in questo modo :

(8.1) Siano ¥, (x),Fa(x) funzioni aventi ¢ valori in S e analitiche
in un insieme D, aperto e connesso in R. Se queste funzioni coinci-
dono in un wntorno Vo dtv un punto xo qualsiast di D, essendo VoD,
st ha pure F,(x) = Fy(x) per ogni xeD.

Conviene dare qui una dimostrazione di questo teorema, suppo-
nendolo gia dimostrato per il caso in cui S & la retta complessa, K (*).
Osserviamo dapprima che, in conseguenza dell’ipotesi, il punto 2z, pud
essere congiunto ad ogni punto @ di D mediante una catena finita,
Vo, Vy,---,V,, d’intorni contenuti in D, che possiamo sempre sup-
porre convessi e aperti. Ragioniamo per induzione: per ipotesi le
funzioni Fy(x), F2(x) coincidono su V,; vogliamo dimostrare che, se
coincidono su V;, coincideranno pure su Vi, (/=0,1,.-- n—1).
Difatti, gli insiemi V;, V;,1, avranno almeno un punto comune,
x;, il quale pud essere congiunto ad ogni altro punto x di Vi, me-
diante un segmento rettilineo: ® = 2; + ¢t (x —x,), t¢'0,15. Ora, se
poniamo f1(f) = Fi[@i + 1 (x — 2], fo () = Felar; 4 1 (& — @), si avrd
che fi(¢), f:(f) sono funzioni della variabile complessa , coi valori

(1) Il termine «intorno» ¢ qui adoperato con lo stesso significato che gli viene
attribuito nella trattazione di ['axTappik.
(3) Vedi ~ore FINALI, II.
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in S e analitiche in ogni punto ¢ di [0,1]. Dunque, se F(x)=
= F, (x) per ogni x€V;, visara di certo(!) un intorno del punto ¢=0,
nella retta complessa, sul quale riesca fi(t) =f:(f). Si avrd quindi
fi(t) =f2(t) per ogni te[Q,1], onde F,(x)=Fa(x). Siccome x &
un puato arbitrario di V;,,, il teorema resta dimostrato.

Consideriamo ora in R due insieme aperti D,D* con DcD®,
essendo D connesso, e sia I (x) una funzione di dominio D coi va-
lori in S e G-analitica in D. Da (8.1) risulta che non pud esistere
pitt di wuna funzione F*(x) di dominio D, i G-analitica, la cui re-
strizione @ D sia la F(x). Orbene, se una siffatta funzione I’ (x)
esiste, questa si dira il prolungamento analitico della IV (x) a D.

L’operazione inversa del prolungamento &, naturalmente, la restri-
zione, ed ¢ immediato che, se I (x) & una funzione G-analitica in D, la
restrizione di F(x) a qualsivoglia sotto-insieme aperto D di D &
ancora una funzione G-analitica in D, .

Cio detto, & naturale introdurre questa definizione:

(8.2) Siano D, D* insiemi aperti e connessi in R, e consideriamo
due funzioni F (x), " (x) di domini D, D" rispettivamente, e di con-
trodomini contenuti in S, G-analitiche nei rispettivi domini. Diremo
che la I'(x) & una continuazione analitica della I'(x), quando si
possa passare dalla F(x) alla I'*(x) mediante un numero finito di
prolungamenti analitici e restrizioni, eseguiti alternativamente lungo
una catena d’insiemi aperti connessi.

Naturalmente, ciascuno di questi insiemi dopo il primo sard con-
tenuto nel precedente, oppure lo conterra. E la continuazione analitica
dipendera in genere dalla catena che si sceglie, ma sara ben determi-
nata per ogni catena scelta.

La definizione (8 2) pud estendersi al caso in cui gli insiemi
D, D" sono aperti, ma non necessariainente connessi. Consideriamo in
primo luogo ¢l caso in cul si ha D < D*, in modo che ogni componente
di D* contenga almeno una componente di D ; allora, data una fun-
zione I (z) di dominio D ed ivi G-analitica, se esiste una funzione
F*(x) di dominio D ed ivi G-analitica, questa sard unica e si chiamera
il prolungamento analitico della T (x) a D*. Cid premesso, si pud
estendere agevolmente la definizione (8.2) al caso ora considerato.

(!) Interviene qui il tatto che, cssendo R uno spazio wettoriale topologico com-
plesso, esistera, per ogni intorno V dell'origine e ogni AeR, almeno un § <0
tale che si abbia ¢theV per ] <.
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9. |l prolungamento analitico nello spazio & di Fanteppie. 11 con-
cetto di analiticitd nel senso Gateaux pud essere tradotto, in modo
naturale, quando il primo spazio considerato & lo spazio & di IFantap-
pié e il secondo & una spazio vettoriale complesso, localmente con-
vesso, S:

(9.1) Una funzione @ (%) (operatore funzionale) definita in una
regione () © dello spazio & e avente i valori in S, si dird G-anali-
tica in ©, quando siano verificate le condizioni:

1.2 Date f,yeD, se f & prolungamento di g, si ha ®(f)=
=%(g).

2.2 Comunque si prendano fe D, he&, purché f,% abbiano lo
stesso dominio di esistenza, il valore di ®(f + th), essendo { una va-
riabile complessa, & una funzione analitica di ¢ in un intorno del punto
t=0.

Si riconosce subito che, se la @ (%) & analitica in D nel senso di
I’antappié, lo sara pure nel senso di Géteaux. Ma si domanda:

La proposizione (8.1) ¢ vera nel caso presente, cioé, sostituendo R
con &°?

Ebbene, la risposta & negativa. Un contro-esempio molto semplice
& questo: Sia C un cerchio e I' la circonferenza di C. La regione
lineare (I') & un insieme connesso in & (nel senso usuale) e si ha
d’altronde (C)c (I'). Consideriamo ora un funzionale lineare analitico,
T, definito in (C). I facile vedere che vi sono infiniti funzionali lineari,
analitici nel senso di Fantappie, definiti in (I'), i quali coincidono con
T su (C).

Viene ancora fatto di domandare se la (8.1) diventa vera, quando
si sostituisce il concetto usuale di connessione con quello di I"axTarrir
e il concetto di funzione analitica nel senso di (ziiteaux con quello di
funzione analitica nel senso di lantappie. Ebbene, pare che la que-
stione non sia ancora completamente chiarita, altrimenti non si potrebbe
spiegare perché il Carara abbia stabilito in 6] la proposizione del n. 2,
la quale sembra una rettifica al risultato introdotto dal FaxTarprit in
[13], n. 16, p. 29. Ed & pure da rilevare quanto le indagini svolte in
questo indirizzo si presentino complicate.

10. Il prolungamento analitico tra spazi FiCl con C variabile.
Abbiamo gia rilevato che, per ogni insieme C nelle condizioni precisate,
lo spazio F[C], con la topologia 1) indicata al n. 4, & uno spazio

(1) Chiamiamo qui sregione», con Faxtarpii, ogni insieme aperto non vuoto.
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vettoriale topologico, separato, localmente convesso; possiamo quindi
applicarvi quanto si & detto ai nn. 6, 8, e cosi la questione del pro-
lungamento analitico entro un dato spazio [C] & automaticamente
compresa nelo studio che vi abbiamo fatto; e si deve pure osservare
come, in (uesto caso, i risultati ottenuti siano piu forti di quelli rag-
giunti col metodo di Fantappié, per quanto riguarda le regioni lineari
dello spazio &.

In questo numero denoteremo con S uno spazio di Banach com-
plesso o un secondo spazio funzionale analitico. Per comuodita, in cid
che segue, chiameremo spaz: (%) gli spazi di Banach (complessi).

Osserviamo ora che, se COC*, si ha F[C]c F[C]. Ma un
insieme 9 aperto in F[C] pud non essere aperto in F[C"]. Vale
perd la proposizione:

(10.1) Supponiamo che C c C* in modo che ogni componente di
Q — C" contenga almeno una componente di Q —C. Allora, data
un’applicazione lineare continua, ©, dv F[C] in S, condizione neces-
saria e sufficiente perché la © sia prolungabile in un’applicazione li-
neare continua, &, di F[C*] in S, & che la funzione indicatrice di ©,

. 1
0([):03()_2) 1eQ—C,

sta prolungabile in una funzione localmente analitica 6°(3), di dominio
Q — C*; in tale tpotest, la trasformazione ©° & univocamente determi-
nata dalla 0(2), funzione indicatrice di © .

Questo risultato & una conseguenza di quanto si & stabilito in [26]
nn. 20, 21, 24 e 37. In particolare, si osservi come [‘unicita del pro-
lungamento delle trasformazion: lineart continue, nelle condiziont indicate,
sta una consequenza dell’ unicite del prolungamento analitico delle fun-
ziont di variabile complessa (coi valori in S). D’altronde, la proposi-
zione (10.1) mostra che, quando & verificata l'ipotesi relativa agli
insiemi C,C*, l'insieme F[C] & denso nello spazio F[C*] (per il
teorema di Hanx-Baxach). ()

Un caso particolare in cui si verifica l'ipotesi della (10.1) & quello
in cui si ha C>C*, essendo C* semplicemente connesso.

La proposizione (10.1) si pud enunciare in modo pit generals,

(1) Questi rapporti fra il prolungamento i trasiormazioni linearie il prolun-
gamento analitico di funzioni di variabile complessa sono stati gia messi in rilievo
dal Kérue in [23]. Non bisogna dimenticare che, dal punto di vista topologico, § [C]
non ¢ un sotto-spazio di F[C*] (se C£C*).
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considerando al posto di © una funzione multilineare continua, eot
valori in S,

(")(Aml,..-)c?n), COn'?l,...:%eg[Cji;

la rispettiva funzione indicatrice sara

o(zl,...,>‘,,)=(_-):<_.;_1_,..., 1 > (i, ey e — C).

Pure in questo caso l'unicita del prolungamento di ©, quale
operatore multilineare continuo, nelle condizioni predette, & una di-
retta conseguenza dell’unicita del prolungamento analitico della fun-
zione indicatrice.

Possiamo ora stabilire il seguente risultato fondamentale :

(10.2) Trorema. Supponiamo che COC* ¢n modo che ogni com-
ponente di Q—C* contenga almeno una componente di Q—C. Siano
d’altronde D un insieme aperto in F[C] ¢ D un insieme aperto e
connesso in F[C*], essendo DCD*. Allora, se F(v) ¢ una funzione
di dominio D edivalori in S, analitica nel senso di I'antappie in D,
non pud esistere pii di una funzione F*(v) di dominio D" e di valor:
in S, che sia analitica nel senso di Fantappie in D" e tale che F*(¢)=

=1"(p) su D.

Dimostrazione. Ricordiamo dapprima che, essendo la 1'(v) anali-
tica in D nel senso di Ifantappie, si ha per ogni o, D lo sviluppo
in serie

(o]

F(g) =T (5) + 2 5" F (3039 — 205759 — %),
n=1
valido in un intorno B(g,) di v, essendo "I (g5 7, -, %) (0 =
=1,2,...) funzioni di valori in S, lineari e continue in ciascuno
degli n argomenti 7,.-.,7,, variabili su F[C]. Ora, se la 1'(9) &
prolungabile in una funzione F*(z), di dominio D%, analitica nel senso
di Fantappié in ¥, si avra pure, per ogni v,€ D,

F*(9) = F*(9,) + D 3°F* (5559 — 29,52 — 2)

n=1

in un intorno V*(g0) del punto v, nello spazio F[C*], essendo ma-
nifestamente

O"F* (903 %y ooy M) = "F (09501, +-5m) (m=1,2...),

per i, -, M. € F[C]. Quindi, tenuto conto della proposizione (10.1),
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si riconosce subito che le funzioni ¢*F* (9541, -+, ) di N1y, Mo
restano univocamente determinate dalla funzione F (9) per ogni ¢,e D
Cosi, quali che siano 9,6 D, 1eF[C*], ed essendo ¢ una variabile
complessa, si avra uno sviluppo in serie
F*(oo +t) =po+ipi+ -+ pat -,

valido per |t¢| minore di un certo e(v,,%) >0 e i cui coefficienti
PosP1--- sono univocamente determinati dalla I (p) per ogni coppia
(v0,7) considerata. Allora, ragionando come nella dimostrazione di
(8.1), si arriva senza difficolta alla tesi del teorema.

Ricordiamo ancora che, per ogni elemento 9, di ©, le funzioni
™ (995 %uy---, %), lineari continue in ,---,7,, hanno per in-
dicatrici le funztoni di ¢;,.--,¢, cosi definite:

- n
,ﬁz('{’O;tl;"':fN):#—'—FT:[’PO(Z)'*"Z - :| ’
0i1, 08, . i1 li—z
per (ti,---,t)e(Q—C) .
Allora, ¢ facile vedere che la (10.2) pud completarsi, aggiungendovi:
Perché una siffatta funzione I°* () esista, ¢ necessario che, per oyni
96D, le funzioni f,(py,ti, - ,t,) siano prolungabdli analiticamente
all’nsieme (L — C*).
Quando la I'* (o) esiste, nelle condizioni indicate, diremo che essa
¢ il prolungamento analitico della F(3) al dominio D* di F[C*].
Sia ancora I (v) una funzione di valoriin S, analitica nel senso
di Fantappié in un insieme D aperto in F[C], e consideriamo un
altro spazio F[C,]C F[C]. Dato un insieme D, aperto in F[C,],
e contenuto in D, & facile vedere come la restrizione de I'(z) a
D, sia ancora analitica nel senso di Fantappie.
In tali condizioni, la restrizione & l'operazione inversa del prolun-
gamento analitico. Possiamo quindi introdurre naturalmente questa
definizione :

L —

‘-1""":5!1_—"0

(10.3) Consideriamo due spazi funzionali analitici FC1, FiCcH,
quali si vogliano, e due insiemi, D, D*, aperti e connessi rispettiva-
mente in F[C] e F[C*]. Date due funzioni ¥ (p), F* (o) di valori in
S', definite e analitiche rispettivamente in © e D*, diremo che la
F*(9) & una continuazione analitica della T'(3), quando si possa
passare dalla F(y) alla F*(o) mediante un numero finito di prolun-
gamenti analitici e restrizioni, eseguiti alternativamente nelle condizioni
su precisate. (Si seguira dunque una successione di spazi funzionali
analitici, ciascuno dei quali, dopo il primo, conterrd o sard contenuto
nel precedente).
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Si ha cosi un concetto di continuazione analitica che sembra pia
potente di quello di I'axTapPiE — nella misura in cui i due indirizzi
siano paragonabili.

Consideriamo ora in particolare il caso in cui le funzioni I (9),
F*(v), designate nella definizione (10.3), sono operatori linears continut.

Allora, possiamo supporre D =F[C], D*=F(C*] ed & facile
vedere che:

(10.4) Condizione necessaria e sufficiente perché, in tale ipotesi, la
F*(9) sia una continuazione analitica della I (p) ¢ che la funzione in-
dicatrice della F* () sia pure una continuazione analitica della funzione
indicatrice della F (v).

Questo risultato si estende senz’altro al caso degli operatori poli-
nomiali continui e si ha cosi una proposizione corrispondente a quella
stabilita dal Carara in [6], n. 3, ma in certo senso piu generale.

Esempi: a) Denotiamo con R, il segmento rettilineo di Q con-
giungente i punti 0, e formante 'angolo « col semi-asse positivo
(0 £ « < 2 7). Rappresentiamo inoltre con #,(z) il ramo della funzione
log(—2), di dominio Q@—R,, che prende sul semi-asse negativo va-
lori reali. Allora, 2,(2) e la funzione indicatrice di un funzionale lineare
continuo, A,, definito in F[R,]. Fissato z=+0, si pud ottenere
una continuazione analitica di A, a ¥ [Rz] in infiniti modi diversi;
uno di questi modi consistera nell’adoperare l'insieme Az dei punti di
Q generato da R, quando « cresce da O ad z, e considerare, in
primo luogo, la restrizione A, di A, a F[Az], e, in seguito, il
prolungamento analitico di Agja F[Rz].

b) Rappresentiamo con I' la circonferenza di centro nell’origine
e di raggio 1. Rappresentiaino inoltre con 0(z) la funzione localmente
analitica di dominio © — I' che coincide con Vz— 1 all’interno di T
e con z7! all’esterno di I'. Allora, 9(2) ¢ la funzione indicatrice di
un funzionale lineare continuo, ©, definito in F[I']. Se rappresen-
tiamo con £ una curva semplice, chiusa, non passante per oo, & facile
vedere che esiste una continuazione analitica (e solo una) del funzio-
nale ® a F{L], se, e soltanto se, il punto O non rimane all’esterno
di £ e il punto 1 non rimane all’interno di £.

§ 3. CONTINUITA DELLE OPERAZIONI_ANALITICHE
NEL SENSO DI FANTAPPIE

11. Il concetto generale di analiticitd nel senso di Fantappie.
Abbiamo visto in [26] come il concetto di funzionale analitico di Fan-
tappié si possa estendere naturalmente al caso delle funzioni di dominio
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e di controdominio contenuti in spazi di Banach complessi. Conviene
qui ricordare la definizione che abbiamo data in [26]:

(11.1) Siano R,S spazi (%) e I"(x) una funzione col valori in
S, definita (univocamente) in un insieme D aperto in R . Si dice che la
I (x) ¢ analitica nel senso di Fantappie in D (o semplicemente anal/-
tica in D), se, per ogni funzione g¢(t) della variabile complessa ¢,
avente i valori in D e analitica in un dominio A di &, anche F(g(7)
risulta una funzione analitica in A, coi valori in S.

(Pit intuitivamente, si pud dire che la I' & analitica nell senso
di Fantappié in D, quando ogni linea analitica di R contenuta in D
e trasformata da F in una linea analitica di S).

X immediato che, se la I (2) e analitica in D nel senso di IYan-
tappié, lo sara pure nel senso di (iiteaux. Ma la reciproca non & vera,
come si riconosce subito nel caso semplice degli operatori lineari.

Si vede inoltre che la definizione (11.1) si adatta immediatamente
al caso degli spazi vettoriali topologici con scalari complessi; in par-
ticolare al caso degli spazi funzionali analitici, §[Cj.

12. Conlinuitad delle operazioni analitiche di dominio e di contro-
dominio contenuli in spazi di Banach(*). Siano R,S spazi (#). Si ha
dapprima la proposizione :

(12.1) Condizione necessaria e sufficiente perché un’applicazione
lineare © di R in S sia continua, é che © sia analit/ca nel senso di
Fantappie (im R).

Si vede subito che la condizione & aecessaria. Per dimostrare Ja
sufficienza, adotteremo un’idea contenuta nella Nota [D] di Cacciorrory
e modificata pil tardi dal TercHNULLER (?).

Sia © un’applicazione lineare di R in S, analitica nel senso di
Fantappié, e supponiamo che © non sia continua, che ciog esista una

successione @y, a2, -+ ,&,, - di elementi di R, convergente ad un
elemento « di R, alla quale corrisponda una successione O (),
O(xs), -+, (x,), - che non converga a O(a) in S. Allora, esi-

steranno un numero :>0 e una sotto-successione (mi) della (x,),
tall che:
(1) 19X —-0(a)| >« , qualunque sia n=1,2,...;

(1) Sulle possibili estensioni dei risultati contenuti in questo numero, vedi
NOTE FINALI, III € IV.

() L’idea di CaccrorroLt e nata, a sua volta, da un ragionamento di Faxrareiis
v. [13], n. 25, pag. 39).
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ma la (z7) & una successione di Cauchy (dato che si ha ancora lim x*=a)

e quindi, per ogni numero naturale p, vi sard un altro numero naturale
k, tale che

m

@) et —atll< — , per m,nNk,.
p.

Poniamo allora «, = &}, - , Xy =&, ,+-+ © consideriamo la serie di
potenze della variabile complessa ¢:

@y 4 (@ @) + o A O (T — @) +

Per la (2) questa serie ha raggio di convergenza infinito e defi-
nisce pertanto una funzione intera, f(t), di valori in R, Siccome la ®
¢ analitica nel senso di Fantappié (per ipotesi), anche O( f(#)) sara
una funzione analitica ¢ntera di ¢ (coi valori in S), il che vuol dire
che esiste una successione (u,) di elementi di S tali che O(f (7)) =

0 . Y . \
=Zl tall,, per t==oo. Ma, tenuto conto della linearita di ©®, verra
successivamente :

O( (1)) =)+ 10 2 t-i(a+ —

n=1

—O@)+tO(T—2) + O X 2 (my — @) = -

’n=2

,

. . . . 1] . m
per ogni t==oco . Danque, possiamo identificare la serie 21 {,u, con
la serie(!)

O@) +tO@— 1)+ -+ + O (@ar1— @a) + -
Ora’ f(]') = -w-l + (El—w—l)_f_ tee +(E)1+1_;D_n)+ LA =1im5,,,= a;
quindi ©(a) =0 (£(1)) = O() + X [0 @ur1) — O ()] e cosi
n=1
lim O (i) = (a),
risultato incompatibile con la (1), poiché (z,) & una sotto-successione

di (x)). La trasformazione © & dunque continua, q. e, d.
Cid premesso, possiamo stabilire la proposizione pid generale :

(1) 1 principio delle identita si estende senz’altro alle serie di coefficienti si-
tuati in uno spazio di Banach complesso.
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(12.2) Sia ¥ (x) una funzione di valori in S, definita in un in-
sieme D aperto in R. Se la F(x) ¢ analitica nel senso di Fantappie
in D, la F(x) ¢ continua in D.

Supponiamo che la F () sia analiticain D (nel senso di Fantappié).
Ponendo

Fn(ayk)=£l':—F(a+th)ilzo, per aeD, heS, n=0,1,2,...,

\ .

dove * & una variabile complessa, possiamo scrivere
Fla +th)=F(a)+ t¥(a,h)+ - + mFa(a, )+ -,
per |t| minore di un certo p(a, k) >0. Considerando a fisso in D,

poniamo ora

O0)=Fi(u,h);

si sa che ® & un’applicazione lineare di R in S. D’altronde, mettendo
al posto di 2 una qualsiasi funzione f(2) della variabile complessa 2,
di valori in S e analitica in un dominio A di Q, si riconosce che
Fla-+tf(2)] & una funzione analitica (*) della coppia (f,4) in un dominio
di Q2 contenente | 0| >< A; e siccome F[a, f(})]= —d%—F [a+tf()«)]1t:0
ne segue che Iy («, %) & analitica rispetto ad ~. Dunque, la trasfor-
mazione ® & non solo lineare, ma pure analitica e quindi continua,
per il teorema (12.1) Ora, secondo un teorema di Zorn, stabilito in [33],
quando la prima variazione F,(a,”), della I'(x) in a, & continua
rispetto ad %~ qualunque sia aeD, la F(x) & continua in D. E cosi
il teorema risulta dimostrato.

13. Caso delle operazioni analitiche il cui dominio & contenuto
in uno spazio F[C]. Consideriamo ora uno spazio funzionale anali-
tico, F'C], e uno spazio di Banach, S. Si ha ancora la proposizione:

(13.1) Siu F () una funzione definitu in un insieme D aperto in
F1C] e avente 7 valori in S. Se la I (p) & analitica in © nel senso di
Fantappee, allora la T (9) e continua in D .

Dimostrazione. Abbiamo visto al n. 4 come F[C], munito della
topologia 7", sia lo spazio riunione degli spazi [A], dove A rap-
presenta un qualsiasi intorno aperto di C. Ora, essendo D per ipo-

(1) Per il teorema di Hartogs, generalizzato da Zorn alle funzioni di pitt va-
riabili complesse, di controdominio contenuto in uno spazio di Banach complesso.
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tosi un insieme aperto in F[C], anche I'insieme D N [A] sara aperto
nello spazio [A], qualunque sia A.

Supponiamo che F (7) sia analitica in © nel senso di I"antappie.

Allora, anche la restrizione di F (v) ad ogni insieme DN[A]é ana-
litica in questo insieme, dato che ogni funzione f(¢) della variabile
complessa, avente i valoriin © N [A] e analitica rispetto alla topo-
logia di [A], rappresenta una funzione di 7, coi valori in D, analitica
rispetto alla topologia di F[C]. Dunque, per il teorema (12.2), la
restrizione di F (p) all'insieme D N [A] & continua in questo insieme
rispetto alla topologia di [A], qualunque sia A, e quindi la F(p) &
continua(!) in D rispetto alla topologia di F[C], q.e.d.

Vien fatto di domandare se questo teorema rimane vero, quando
al posto di S si consideri un secondo spazio funzionale analitico
F[C]. Questa domanda 1’abbiamo fatta gia in [26], p. 109, ma sol-
tanto ora siamo in grado di darne una risposta.

14. Caso delle operazioni analitiche di controdominio contenuto
in uno spazio F[C]. Dobbiamo qui premettere qualche nozione della
teoria degli spazi vettoriali topologici.

In uno spazio vettoriale topologico un insieme H si dice //mitato,
quando, per ogui intorno V dell’origine, esiste un numero 2 >0 tale
che HCV,

Si chiamano spazi (%) o spaz! di Fréchet (secondo DIEUDONNE-
-Scuwartz) quegli spazi localmente convessi che riescono metrizzabili
e completi. Uno spazio (#) si dice poi spazio (3) o di Montel, quando
ogni sua parte limitata e chiusa & pure compatta (rispetto alla topologia
naturale dello spazio) ().

Per esempio, essendo D un aperto di &, con D=+<0 e D=£Q,
lo spazio G{D] delle funzioni olomorfe in I (e che si annullano nel
punto «, se «eD), con la topologia della convergenza uniforme
sulle parti chiuse di D, é uno spazio (?%), dato che gli insiemi rela-
tivamente compatti (*) in G[D] non sono altro che le famiglie normali
di funzioni, secondo MONTEL.

Si chiama duale di uno spazio localmente convesso, S, l'insieme

(1) Vedi nn. 3 e 4.
(?) Ogni spazio (#B) ¢ uno spazio (&). Ma solo quando ha un numero finito
di dimensioni, uno spazio () & uno spazio (9%) (v. Banacu [2], p. 81).
(3) Sut concetti di «insieme compatto» e di «insieme relativamente compatto»,
v. [3], p. 59-61. La metrica in @ [D] puo essere definita in modo simile a quello
adottato da Fricer nel caso particolare dello spazio delle funzioni intere.
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S'= A.(S,K) dei funzionali lineari continui su S (di controdominio
nel corpo complesso K). Si dicono topologia debole e topologia forte
in S', rispettivamente, la topologia della convergenza semplice in S
e la topologia della convergenza uniforme sulle parti limitate di S. Il
duale debole [risp. forte] di S & U'insieme ' munito della topologia
debole [risp. forte].

Si & dimostrato in [7] e [22] che il duale forte di F[C] ¢ isomorfo
(in senso algebrico e topologico) allo spazio &[D], con D =Q—C,
e che, viceversa, il duale forte di §[D] & isomorfo allo spazio F[C].

Dunque, identificando spazi isomorfi, possiamo affermare che:

(14.1) Lo spazio F[C] con la topologia <) ¢ i duale forte di

uno spazio (2N).
D’altronde, in [10], p. 80, si dimostra che:

(14.2) Se S & uno spazio (°1t) o il duale di uno spazio (), ogni
successione debolmente convergente tn S ¢ pure fortemente convergente
(allo stesso limite),

Possiamo ora stabilire la seguente proposizione (*):

(14.3) Teorema. Sie R uno spazio (&) o unro spazio funzio-
nale analitico e sia S wuno spazio funzionale analitico. Ogni funzione
F (z) di valori in S, analitica nel senso di Fantappi¢ in un aperto D
di R, ¢ continua in D.

Dimostrazione. Se [ (2) & analitica in 1D, allora, qualunque
sial’elemento L. di S' (funzionale lineare continuo su S), anche L [F(x)]
sard una funzione di @, analitica nel senso di Fantappié in D . Dato
che il controdominio della L[F («)] & contenuto in K, ne segue per
la (12.2) o per la (13.1) che la funzione L[F(x)] di = & continna in

D . Cos, qualunque sia la successione convergente (x,) estratta da 1)
e tale che limxz,e D, si avrd

n

limL [F (2,)] = L[Flima,], per ogni L.eS',

a quindi, per le (14.1) e (14.2), si avra, rispetto alla topologia naturale
di S:
lim F (x,) = F (lim &),

il che dimostra il teorema.

(1) Sulle possibilita di estensione di questo teorema, v. NOTTE FINALI, 111 € 1V,
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Nora. Nello spazio & di Fantappié¢ si ha ancora il risultato:

Ogni funzionale F () (di valori numeriei) analitico in una regione RN dello
spazio &, ¢ continuo in R .

Questa proposizione & una conseguenza della (13.1); ma possiamo darne una
dimostrazione pil diretta basandoci sul teorema (12.2) .

Supponiamo che il funzionale F (?) sia analitico in 9%t e prendiamo un punto %,
qualsiasi di 9R; vogliamo dimostrare che F ({) & continuo in ;. Denotiamo allora
con D il dominio della funzione %,. Essendo 9t aperto in &, esiste almeno in
intorno B di % contenuto in N : supponiamo che B sia l'intorno (C,s) di %,
definito da un insieme chiuso C contenuto in D e da un numero ¢ > 0. Rappre-

sentando ora con A un quasiasi insieme aperto tale che Cc A, Ac D), si rico-
nosce subito che l'insieme W =B N [A] ¢ aperto nello spazio di Banach [A]. Sia
poi 1'(¢) una funzione della variabile complessa ¢, coi vaiori in W, analitica in
un dominio A di &, rispetto alla topologia di [ A]; per ogni #e A, il valore di
U(¢) sara dunque una determinata funzione y (z,?) di z appartenente a [A], ed ¢
facile vedere come la funzione y(z,¢) delle due variabili z,¢ (con zeA,ted)
rappresenti una linea analitica di & contenuta in B . Allora, se denotiamo con
F (¢) la restrizione di F ({) a B, ne risulta che ¥ () ¢ un funzionale analitico,
e percio continuo, nell'insieme W, rispetto alla topologia di [A] (teorema (12.2).
Dunque, se vappresentiamo con % la restrizione di % ad A, verrad F (%) =F (2)
e quindi possiamo dire che, ad ogni & >0, corrisponde un >0, tale che

le —%ll <e in [A] implica |F (¢) ~ F (%) ] <3.

Ora, in tali condizioni & manifesto che, se { appartienc all’intorno (A ,¢) di
%o, si avra necessariamente | F ({)—F (Z)] <3 . E cosi resta dimostrato il teorcma.

15. Concelti di analilicitd equivalenti a quello di Fantappié. Si
conoscono parecchi modi di caratterizzare le funzioni I-analitiche
(cio¢ analitiche nel senso di FRECHET), quando si tratta di funzioni di
dominio e di controdominio contenut: n uno spazio di Banach com-
plesso (v. [18], [34] e [3D]). In primo luogo, vogliamo richiamare
questo risultato di HiLLe : La classe delle funzioni I'-analitiche in un
insteme aperto D coincide con la classe delle funzion! G -analitiche
localmente limitate tn D . Da qui viene subito che:

Le funzioni - analitiche nell’ aperto D non sono altro che le fun-
ziont G-analitiche e continue in D .

Con la (12.2) abbiamo dato una nuova caratterizzazione delle
funzioni F-analitiche. Difatti, ogni funzione analitica nel senso d¢
Fantappie ¢ anche analitica nel senso di I'réchet; reciprocamente, &
facile vedere che ogni funzione analitica nel senso di Fréchet ¢ anche
analitica nel senso di IFantappie. Questo nel caso in cui le funzioni
hanno dominio e controdominio contenuti in spazi (),

In [26] abbiamo indicato un modo di estendere il concetto di
analiticita nel senso di Fréchet al caso in cui le funzioni hanno il
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dominio contenuto in uno spazio F[C] e il controdominio contenuto
in uno spazio di Banach o in un altro spazio F[C*].

I3 facile vedere che, anche in questo caso i concetti di analiticitd
nel senso di Fréchet e nel senso di Fantappié riescono equivalenti.

Perd, quando si tratta di funzioni di dominio e di controdominio
contenuti in spazi funzionali analitici, 'anzidetto di Hille non sussiste
— a meno che si dia all’espressione «localmente limitata» un signifi-
cato diverso da quello usuale.

Si ha invece la proposizione :

(15.1) Teorema. (') Sia R uno spazio (:8) o uno spazio funzionale
analitico e sia S uno spazic funzionale analitico. Ogni funzione T (x)
di valori in S, che sta (i-analitica e continua in un aperto D di R,
¢ analitica nel senso di Fantappie in D .

Questo risultato & da ravvicinare al teorema (14.3). Per la dimo-
strazione, basta tener conto della (14.3), del risultato corrispondente
a (15.1) per gli spazi (#) e di quanto si & detto ai nn. 2 e 4. (%)

16. Funzioni conlinue di controdominio in uno spazio funzio-
nale F[C]. Vogliamo ora far vedere come lo studio delle funzioni
continue di controdominio contenuto in uno spazio funzionale analitico
si riduce in genere allo studio di apposite funzioni continue di dominio
e di controdominio contenuti in spazi (#). A questo scopo giovano
particolarmente le seguenti proposizioni dimostrate in [10], p. 77 (la
seconda & corollario della prima):

(16.1) Se S ¢ il duale forte di uno spazio (%), esiste una suc-
cessione (C,) di partt limitate di S, tali che ogni parte limitata di S
¢ contenuta in uno almeno dei C, .

(16.2) Se S ¢ il duale debole di uno spazio (¥), ogni filtro € su
S, che ammette una base numerabile ed ¢ un filtro di Cauchy (*), risulta
limitato in S (cior uno almeno degli insiemi appartenenti ad € e
limitato).

Si badi inoltre che ([10], teorema 3, p. 76):

(1) Sulle possibilita di estendere questo teorema v, NOTE FINALL, 111 € V.

(3) A. E. Tavror chiama «funzieni analitiche» precisamente le funzioni G-ana-
litiche continue (v. [29] e [30)).

(3) Sui concetti di «filtro», «base di filtro» e «filtro di Cauchy», vedi [3],
p. 20-41 e 97-107.



30 J. SEBASTIAO E SILVA

Nel duale di uno spazio (F) ogni insieme debolmente limitato ¢
anche fortemente limitato. (La reciproca & immediata).
Da (16.2) si ricava subito la proposizione:

(16.3) Siano R uno spazio topologico soddisfacente il primo assioma
della numerabilita () e S i duale forte di uno spazio (¥). Allora,
ogni funzione T (x) di controdominio in S, definita e conlinua in un
aperto D di R, & localmente limitata in D (cio¢ limitata in un ntorno

d¢ ogni punto di D).

Ora lo spazio §F[C] &, appunto, il duale forte di unc spazio (¥).
Ricordiamo inoltre che lo spazio §F[C] pud esprimersi come riunione
di un’infinith numerabile (*) di spazi di Banach [A,], essendo gli A, in-
torni aperti di C, tali che A, DA, (n=1,2,-..), N5 A, =C.
Diremo allora che gli spazi [A,] costituiscono una successione defini-

trice dello spazio F[C]. D’altronde, il KoTHE ha dimostrato in [22]
che:

(16.4) Nello spazio F[C] un insieme ¥ & limitato, se, e soltanto
se, esiste almeno un intorno aperto A di C tale che U'insime X riesca
limitato in [A], cioe, tale che vi sia un numero K > 0 soddisfacente la
condizione: |9 (2)| LK, per ogni ze A e ognt 9eX%.

Cosi, nello spazio F[C], gli insiemi C, cui si riferisce la (16.1)
possono essere scelti nel modo seguente :

C, = sfera di centro 0 e raggio n in [A,].

Dunque, tenendo conto del teorema di MoNTEL sulle famiglie limi-
tate di funzioni analitiche, & facile dedurre da (16.3) quest’altro risultato:

(16.5) TeoreEMA. Sia R uno spazio topologico soddisfacente 1l
primo assioma della numerabilite e sia T (x) una funzione di contro-
dominio in F[C], definita e continua in un aperto D di R. Per ogni
punto a di D, esisteranno un intorno V di a e un intorno aperto A
di C tali che la F(x) sia un’applicazione continua di V in [A].

Tenendo conto ora di quanto si & detto ai nn. 2 e 4, verra:

(16.6) CoroLrLario. Consideriamo due spazi funzionali analitict
3LCI, FLC* e sia F (v) una funzione di controdominio in 1'[C*], de-

(1) Ciot tale che per ogni punto di R esista un sistema fondamentale d’in-
torni con la potenza_Jdel numerabile.

(%) Vedi [26], p. 84, oppure [27], p. 55. Confrontare con (2.5).
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finita e continua in un insieme D aperto in F[C]. Per ogni intorno
aperto A di C e ogni funzione oe[A] N D, esisteranno un intorno
B di oin [A] e un intorno aperto A* di C*, tali che la F(p) sia
un’applicazione continua di B in [A*].

Pud essere utile anche la seguente proposizione, che estende il
teorema 11 stabilito in [2], p. 19, sul quale si & appoggiato lo Zory
in [35]:

(16.7) Siano R uno spazio metrico e S il duale forte di uno
spazio (¥). Se, data una famiglia |T.| o di applicazioni continue di
R in S, esiste un insieme G CR di¢ II* categoria, tale che, per
ogni aeQ, Uinsieme |T;i(a}|, .o sta limitato in 8, allora esisteré una
sfera £ di R tale che Uinsieme \ 'Ti(E) sia limitato in S.

i€dJ

Dimostrazione. Tenendo conto del modo con cui sono stati defi-
niti in [10], p. 77, gli insiemi C, menzionati nella (16.1), & facile
vedere che, per ogni successione (u,) estratta da C, e convergente in
S, si ha pure limu,eC,, qualunque sia n=1,2,.... Pertanto,
gli insiemi (, dei punti 2 di R, tali che F.(x)eC, per ogni ieJ,
saranno chiusi e, siccome riesce G C U, G, , esistera un indice v tale
che Gy & di II* categoria; essendo chiuso e di II* categoria, (1,
contiene almeno una sfera E, che risponde alla questione.

17. Serie di F-potenze. Riguardo alle operazioni analitiche,
¢’ ancora un altro ordine di questioni: quelle cioé che consistono
nel cercare condizioni perché uno sviluppo in serie rappresenti nna
funzione analitica.

Ricordiamo che si suole chiamare (') F-potenza di grado n ogni
funzione polinomiale omogenea di grado n, che sia nello stesso tempo
continua, Si chiama poi serie d¢ I'-potenze in = ogni espressione del
tipo

%
2 Pu(x)

n=0

dove P, (x) rappresenta una I'-potenza di grado n [& ovvio che P (x)
st riduce ad una costante].

Se le funzioni considerate hanno il dominio contenuto in uno
spazio FiC] e il controdominio contenuto in uno spazio S di tipo

(1) Vedi [18], p. 76.



32 J. SEBASTIAO E SILVA

conveniente, le I-potenza P,(x), per n>1, hanno la forma inte-
grale di FaxTaprpIE.

A7) Pa) =[ o[ faluyo 0200 2B Ak e,
 per zeF[C],

in cui f,(},---, %) rappresenta un’arbitraria funzione di valori in
S, simmetrica e olomorfa in (2 —C)*, mentre I, denota la frontiera
debitamente orientata di un conveniente dominio di olomorfia della
x (3) (indipendente da D).

Supponiamo che S sia un secondo spazio funzionale analitico,
F[C*]. Adoperando la (14.2) e la (16.3) oppure sfruttando la (16.7) e

ragionando come in [3D], si arriva alla conclusione :

(17.2) Teorema. Condizione necessaria perché la serie 2: P, (x)
converga in un intorno dello zero di F[C] ¢ che, per ogni intorno
aperto A di C, esista un intorno aperto A* di C* tale che:

1) ¢ valori delle f,(h,---, %) per My, 2 6Q—A n=1,2, ...,
appartengano tuttt a [A*].

2) la serie Z: P.(x) sia convergente in un intorno dello zero di
[A], rispetto alla topologia di [A*].

Non sono perd riuscito ad accertare se tale condizione ¢ anche
sufficiente, in rapporto alla topologia che abbiamo adottata in F[C],
(in rapporto alla topologia 7 la condizione & sufficiente).

Possiamo tuttavia estendere al caso presente l’altro risultato
classico : ()

. . . . R .

(17.3) Se Uinsieme di convergenza della serie Zo P,(x) ha punt!

internt, allora la soma della serie ¢ una funzione I-analitica della x
all’interno di detto tnsieme.

§ 4. NUOVI CONTRIBUTI ALLO STUDIO DEGLI OPERATORI LINEARI

18. Convergenza puntuale e convergenza uniforme sulle parti
limitate di F[C]. Consideriamo due spazi F C], F[C*] e sia 0(z, )
una funzione complessa, olomerfa in un insieme aperto A di Q* con-
tenente ("= (Q — C) e nulla negli eventuali punti impropri di A.
Allora, per ogni 2€8 — C, la funzione 0(z,2) di z sara un ele-

(1) Vedi (18], p. 87.
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mento di (C*); quindi, se rappresentiamo con » l’applicazione cano-
nica di (C*) su F[C'] e se poniamo

00) =2.0(z,7), perireQ—C,

0(a) sara la funzione indicatrice di un’applicazione lineare continua,
O, di F[C] in F[C*]. Reciprocamente, abbiamo visto in [26] che la
funzione indicatrice di una siffatta applicazione si pud sempre ottenere
in questo modo. Inoltre, la trasformata di ogni funzione ¢e F(C],
per mezzo di ©®, ¢ la funzione ¢ tale che

b(2)= lfe(Z,R)fp(k)d)\, per zeA”,
.

R )

essendo I' la frontiera, debitamente orientata, di un conveniente do-
minio A di olomorfia della » ¢ A” un intorno di C* associato ad A,
Se invece poniamo

v()):—l— u(2)9(z,21)dz, perieQd—C,
) ¢

essendo I'" la frontiera, debitamente orientata, di un conveniente intorno
A* di C* (variabile quando varia 1) resta cosi definita un’applicazione
u—» v del duale di F[C*] nel duale di F[C]. Questa applicazione
non & altro che la trasposta di ©; la rappresenteremo con ©'.
(Si avra naturalmente 0" = 0).

~

Conveniamo denotare con F[C, C*] la famiglia delle applicazioni
lineari continue di F[C] in §[C*]. Nell'insieme F[C,C*] possiamo
introdurre varie topologie, secondo i metodi generali usati nella teoria
degli spazi localmente convessi; tra esse ci limiteremo a considerare
la topologia della convergenza semplice in F[C] e la topologia della
convergenza uniforme sulle parti limitate di F[C], che rappresen-
teremo rispettivamente con ~, e T,.

Siano ©,(n = 1,2, --.) elementi di §[C,C"] e 6,(}) le rispettive
tunzioni indicatrici; allora:

(18.1) Condizione necessaria e sufficiente perché la successione (©,)

sta convergente rispetto a 7, ¢ che, ad ognt intorno aperto A di C,

corrisponda un intorno aperto A* di C*, in modo che la successione dv

funzioni 9;(0),9,(2),--- sia uniformemente convergente sull’ insieme

Q — A rispetto alla topologia di [A’]. Verificata questa condizione,

possiamo affermare che Uindicatrice dell’ operatore Lim O, ¢ la funzione
n

Lim 6, (2) .
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Per la dimostrazione, basta tenere conto delle relazioni che inter-
cedono fra ogni operatore O, e la sua indicatrice 6,, badando,
d’altra parte, al risultato di KoTHE (16.4).

Poniamo ora D=Q —C, D* = Q — C* e rappresentiamo con
&[D*,D] la famiglia delle applicazioni lineari continue di G[D*] in
G[D]. Denotiamo ancora con 7, e 7, in G[D*,D], rispettivamente
la topologia della convergenza puntuale e la topologia della convergenza
uniforme sulle parti limitate di &[D*]. Da (14.2) si ha subito:

(18.2) Condizione necessaria e sufficiente perché la successione
(©.) sia puntualmente convergente su F[C] é che la successione (0,)
delle trasposte sia puntualmente convergente su &[D*]; e in tale ipotes:
possiamo scrivere

(Lim ©,)' = Lim 0, (rispetto a 7).

Adesso, tenendo conto della (14.1) e applicando il teorema 2
dimostrato in [10], p. 73-74 (il quale si estende(') senz’altro agli
spazi che si esprimono come riunione di una infinita numerabile di
spazi (&), con la topologia degli involucri assolutamente convessi di
KoTHE), si arriva a questa notevole conclusione :

(18.3) Se la successione (0,) ¢ puntualmente convergente su F[C],
essa ¢ pure uniformemente convergente sulle parte limitate di F[C],
mentre la successione (©,) e uniformemente convergente sulle parte
limitate di G[D*].

Dalle proposizioni (18.1) e (18.3) possiamo ora desumere, tenendo
conto di cid che avviene per gli spazi di Banach:

(18.4) TEOREMA. Siano A,, As,... intorni aperti di C e A},
As,-.« intorni aperti i C*, _tali che A C A, K:H.-l cC Al ,
(r=1,2,---),NgA.=C, Ng AL = C". Allora, dato, un numero
0>0, ed essendo % una variabile complessa, la serie 2: 2,0, () in
F[C*] sara convergente per |L| <o, qualunque sia o¢eF[C], se, e
soltanto se, riescono verificate le due condiziont:

1) ad ogni numero naturale p corrisponde un numero naturale k,
in modo che st ha 6, (3)e[As,], per 2¢Q — A ,p,n=1,2,...;

2) ponendo M, ,=max ||[6,()] n [A.], s ha —2- N

AEQ-Ap
1

N sup lim M, .
P n

(1) Ringraziamo qui il Prof. KéruE che c¢i ha chiamato 1'attenzione su questo
punto.



SUI FONDAMENTI DELLA TEORIA DEI FUNZIONALI ANLAITICI 35

(18.4) CoroLLaRIO. Il raggeo di convergenza ¢ della serie 2: £ 0,

rispetto alla topologia <, (e quindi rispetto alla topologia =) & dato
dalla formula

o = inf(lim /M, ,)".
P n

Interessa pure registrare la seguente proposizione, che si pud
stabilire con l'aiuto del teorema di HarToGs piu volte citato:

(18.5) TeorEMa. Sia F (%) una funzione definita in un dominio

A di Q e di controdominio in F[C,C*]. Condizione necessaria e suffi-
ciente perché la I (Y) sia analitica in A (rispettoa =, o a =) ¢ che
Uindicatrice

1

)‘-_w

£(0,%) = [F(9)]: , con 2eQ—C,%eA,

risulti una funzione analitica della coppia (1 ,%) nell’insieme (Q—C)><A
oppure (il che & equivalente) sia rappresentabile da una funzione complessa,
f(z,3,%), analitica in un aperto di Q3 contenente C*><(Q—C)x<A.

~

19. Cennisull'analisi spettrale. Lia famiglia §[C,C] delle appli-
cazioni lineari continue di %[C] in sé stesso — che rappresenteremo
anche con la notazione A,F[C] — é un anello vettoriale (cioé un’al-
gebra) rispetto alle nozioni usuali di somma e di prodotto di operatori.
Ma rileviamo subito che I'analisi spettrale in codesto anello si presenta
assai piu difficile di quanto lo sia per le algebre di Banach. Per
esempio, si sa che nelle algebre di Banach, lo spettro di ogni elemento
¢ limitato; ora, basta considerare il caso dell’operatore © di deriva-
zione o, pil generalmente, il caso degli operatori del tipo 2':) 2; D¢,
con 2,6, F[C], per vedere che lo stesso non accade nell’annello
AeF[C] (lo spettro di tali operatori & tutto il piano).

Un esempio molto istruttivo ci ¢ fornito dagli operatori designati dal PincuerLE
col nome di operazioni normali e studiati dal Fanrtaeriiz in [13], p. 95-99, sotto con-
dizioni piu generali. Un elemento T di A,F[C] (con C limitato) si dice un opera-

tore normale, quando trasforma ogni funzione 2" (n =0,1,---) in una funzione del

tipo k,z", essendo 1, un numero complesso dipendente soltanto da T e da n;
cio¢, in simboli:

() T,(#) = kz  (n=0,1,--)
Per fissare le idee, supponiamo ora C=30,. E evidente che un siffatto
operatore T trasformera ogni funzione o (2) = 2: a,z", appartenente a F[C]

(cioe, 0 <1i—nl V—IZL,_! < o), nella funzione
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T, (9 (2)] = Z k,a,z" (per fz |~ > 11m la, k| )

n=0
e quindi 'indicatrice di T sara l'appresentata dalla funzione

k, 2" z
G(Z,l)= —=—2 ln-H“——‘_Y( >’

A
n=0

per 1550, |z|<|r|(limy%, )"

essendo naturalmente § (f) = Zn k, ¢, lim VIk,| <oo.
0 n

Reciprocamente ogni funzione del tipo — ¢ (z[\)j», con <€ F[C], rappresenta
un operatore normale Te A\, F[C].

E poi immediato che:

In A.§[C] gli operatori normali formano un sotto-anello vettoriale, commutativo.

Inoltre: L’operatore normale T, definito dalle condizioni (a), ¢ reversibile,

se, e soltanto se, risultano verificate le due condizione: 1) k, =0, per n=0,1,
1
2) lkm|k,| " < oo. Quindi, gli operatori T soddisfacenti queste condizioni for-
n

nano un gruppo moltiplicativo in A, F[C].
In particolare, qualunque sia il numero complesso i, anche 'operatore »—T
sara normale, avendosi
=T ("=r—Fk)z, n=0,1,...;
dunque:

I valori di per ¢ quali esiste (\— T)~™' sono quelli che soddisfano le due condi-
1

zioni: 1) A5k, per n=0,1,...; 2) h—ml )‘_k"‘_—n—< 0o .
n
Osserviamo che i numeri ky,k»--- sono gli autovalor: di T, cio¢ 1 valori

di % peri quali l'equazione To=21iyp ammette almeno una soluzione ¢©=~0.
1

D’altronde, gli eventuali valori di x che rendono lim /A —k,| “ = oo mnon

n
possono essere che punti limiti dell’insieme degli autovalori, poiché, se inf |\ — £, |>0,
it
1
verra lim|r—k,| » 1. Cosi:
P

Lo spettro di T contiene U'insieme degli autovalori ed ¢ contenuto nell’aderenza
di questo insieme.

Consideriamo ora in particolare il caso in cui %, = k", essendo X un numero
#+0: Se |k]<J1, lo spettro si riduce all'insieme }k,| degli autovalori, il quale
non & chiuso. Se {£|> 1, lo spettro ¢ ancora l'insieme }%,! che non & limitato
(né chiuso in Q). Se |k| =1, lo spettro ¢ finito o infinito, secondo che il numero
o = (log k)/ix & razionale o irrazionale; in particolare, se » & algebrico, possiamo
affermare che lo spettro si riduce ancora all’insieme degli autovalori, il quale pero
¢ denso nella circonferenza di centro 0 e raggio 1.

Dunque, al contrario di quanto avviene per le algebre di Banach,
pud darst che lo spettro di un elemento di A.F[C] non sia chiuso o
non sta lvmitato.

Si osservi intanto che, nel caso particolare degli operatori normali
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T, linverso (A — T)~! & sempre una funzione olomorfa di A all’Znterno
dell’insieme risolvente.

Sarebbe questo un fatto generale?

Ecco una questione che lasciamo aperta. Abbiamo potuto soltanto
stabilire il seguente criterio, che perd non sappiamo se & generale:

(19.1) Sia © un elemento di A.F[C] e siano Ay, A,, ... tntorni
apertt di C tali che Kn_,_l cA,(n=1,2,...), Q:Kn = C. Perché
la funzione (A\—O) di ) sia definita e analitica in un intorno di un
punto )y oo dell’insieme rizolvente di ©, basta che siano verificate
le due condizioni: 1) i trasformato di [A,] per mezzo di (X—O)' &
contenuto in [A,], qualunque sia n=1,2,...; 2) ponendo M, =
=max||(d —O)'o|| in [A,] riesce supM, < oo.

[felf=1

(Per 3, = o si ha una condizione analoga, sostituendo (A,—©)!
con 0).

Osserviamo da ultimo che le considerazioni svolte in questo
numero e nel precedente sono intimamente collegate allo studio del
calcolo simbolico di Fantappié. Ricordando cid che, su tale punto,
abbiamo detto in [2D] o in [26], possiamo ora formulare in questo
modo le nostre conclusioni ivi riportate:

(19.2) TEorEMA. Consideriamo due spazi F[C], F[C*], essendo
C limitato, e sia © un elemento di N\.F[C*]. Perché, ad ogni ¢ F[C],
st possa associare un operatore ¢(®) in modo che la corrispondenza
o — 9 (0) sia un omomorfismo continuo dell’anello F[C] nell’anello
AeF(C], che trasformi la funzione o(z)=1 nell’operatore I e la
funzione ¢(z)=2z nell’operatore © , & necessario e sufficiente che la
funzione (3—©)! di ) sia definita e analitica in Q—C. Verificata
questa condizione, si avrd necessariamente

1 ¢(})
0) = da,
7 ) Qﬂij;)«—(-)

essendo T' frontiera, orientata in senso positivo, di un conveniente do-
minio di olomorfia di o ed essendo la topologia adottata in A.F[C],
indiferentemente <5 o 7.

20. Sulla caratterizzazione degli operatori lineari biconlinui. In
[26], p. 95, abbiamo posto il problema della caratterizzazione delle
applicazioni lineari bicontinue di uno spazio F[C] su sé stesso, me-
diante condizioni imposte alle rispettive indicatrici. Possiamo ora dire
qualche cosa in pil su questo punto.
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Sia © un elemento di §[C,C*]. £ facile vedere che, se © &
un’applicazione biunivoca di F[C] su F[C'], allora ©® & anche bi-
continua (basta considerare la trasposta, ©', e ricordare il teorema 5
dimostrato in [2], p. 41). Sia ora 6(z,}) una funzione complessa,
definita in un insieme aperto di Q® contenente C* < (Q—C), tale che
la funzione 6(2)=x,0(z,%), per 1eQ —C, sia lindicatrice di ©.
Allora, perché © sia un’applicazione biunivoca di F[C] su F[C*],
sono condizioni necessarie :

I,) che la relazionef@(z,l)?().)dl=0 (in un intorno di C*)

I

-1
implichi =0, qualunque sia 9 € F[C] (cioé che si abbia 0(0)={01{)s
1) che la relazione f £(2)0(z,0)dz =0, per 16Q—C, impli-
1\*

chi f=0, qualunque sia fe §[Q—C] (cioé la condizione corrispon-
dente a I, per la trasposta di 0);
I;) che la funzione §(3), di controdominio in $§[C], non sia ana-
liticamente prolungabile ad un dominio contenente propriamente Q—C.
(Nelle I, e I, denotiamo con I' e I'* le frontiere di convenienti
intorni di C e di C*, rispettivamentse).

La condizione I, traduce U'univalenza dell’applicazione O, mentre
la I,, secondo il teorema di Hahn-Banach, significa che il trasformato
di F[C] per mezzo di © & un insieme denso in F[C*].

Possiamo inoltre mostrare che dette condizioni sono indipendenti.
Siano per esempio C e C* il cerchio di centro O e raggio 1; allora,
l'operatore © di derivazione verifica I, e I3 ma non I,; I'opera-

tore ¥ d’integrazione (cosi definito : J¢ = f zq; (z)dz) verifica I, e
0

Is ma non I,; firalmente, 'operatore normale T, tale che T.[%(z)]=
=0o(kz), con|k|<1, verifica I, e I, ma non I5.

Ma la questione formulata in [29] & precisamente questa:

1l prodotto logico delle condizioni I,,1,, Is & 0o no una condizione
sufficiente perché la © risulti un’applicazione biunivoca di F[C] su
§[0")?

Non siamo ancora in grado di rispondere completamente a tale
questione; possiamo soltanto aggiungere qualche contributo allo studio
del problema.

Supponiamo C = {0} e consideriamo 1'operatore normale T la cui
indicatrice & e7A/d. Si vede facilmente che T verifica I, ,1;,I; e non
& tuttavia un’applicazione di F[C] su F[C]; possiamo dire tutt’al pin
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che T ammette una trasformazione inversa (univoca) definita in una
varieta lineare £ densa in F[C]; d’altronde, si pud riconoscere che
T-! & la trasformazione di Laplace (v. [26], p. 101), cioé:

@)= [ ¢ e0d, per pet.
0

Quindz, nel caso particolare in cui Uinsieme C si riduce ad un
punto, le condizion? I, ,1:,I3 non bastano perché © sia un’applicazione
biunivoca di F[C] su F[C*].

Possiamo intanto aggiungervi quest’altra condizione :
I5) Sia « un punto di C. Per ogni sucessione (k,) di nwmeri
n
complessi tale che limV|k,|=co, la serie di potenze della variabile

complessa t e di coefficienti in F[C*]:

~ do 1 . 1
t° k, —0 — e = oo
n§o d}-"[)‘ <"‘+ l>]1=° (s 7 )
oppure
o« de .
,Eot knd—fue@)\wo (s6 a=co)

ha raggio di convergenza nullo.

Per vedere che tale condizione & difatti necessaria basta osservare
che la funzione di A di coefficienti in F[C]:

1 & (z—apy
R OR = N

opurre

1 - At
= — 2 (se x = c0),

verifica detta condizione, la quale d’altronde ¢ logicamente costruita
i termint della struttura algebrico-topologica dello spazio funzionale
F(C], cioé in termini di «somma», «operatori scalari» e «limiter. (Si
applica qui il nostro metodo logicomatematico concernente gli automor-
fismi di un sistema arbitrario).

Ma & facile vedere che :

Nel caso in cui Uinsieme C ha pit di un punto, la condizione I} &
tmplicita nela condizione Is. Rimangono perd da risolvere i seguenti
quesiti :

1) Esistono funzioni 6(3) di controdominio in F[C], che siano
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analitiche in tutto il piano-sfera, , senza ridursi ad una costante ?
(Bisogna badare che non si tratta di funzioni numeriche).

2) 1l prodotto logico delle condizioni I;, I,, Is (nel caso in cui
C ha pia di un punto) o delle condizione I, I, Is, I} (nel caso in
cai C ha un solo punto) & una condizione sufficiente perché © sia
un’applicazione biunivoca di F[C] su F[C*]?

Osserviamo da ultimo che questo studio & collegato all’analisi
spettrale, Infatti, lo spettro di un elemento U di A.F[C] conterra:

a) i valori di » per cui lindicatrice di » — U non verifica I,
(autocalor: di U);

b) i valori di » per cui Vindicatrice di 2—U non verifica I,
(autovalori di U');

c¢) i valori di 4 per cui l'indicatrice di A—U non verifica I3 0 Is .

Vi sono altri punti nello spettro di U? Ecco la questione che
lasciamo aperta.

NOTE FINALI

I. Il Prof. NacHBIN ci ha comunicato una dimostrazione sempli-
cissima del fatto che lo spazio F[C] non & metrizzabile (Egli aveva
gia segnalato questo fatto in [24]). Presenteremo qui I'idea del NacusIN
leggermente modificata, per dimostrare che, rispetto alla topologia (9,
non & verificata in §[C] la condizione X=X. Supponiamo «¢C e
prendiamo una successione («,) di punti di Q—C tali che «,~ =,
lim o, € C; allora, se poniamo ¢,,(2)=[m(z—a,)]'+n"l, per z=<a,,
m,n=1,2,..., restera cosi definita una doppia sucessione (9,,) di
elementi di F[C]; d’altronde si ha (Limom)(z)=1/n(n =1,2...),

lim1/n =0, quindi lorigine appartiene all’aderenza dell’aderenza
dell’insieme |v,,{, rispetto a ©@® — ma non esiste nessuna successione
di elementi di questo insieme convergente allo zero, dato che, per
infiniti valori distinti di =, le funzioni ¢,, non hanno un comune
dominio di olomorfia .

Se e (C, basta prendere «¢ C e osservare che la corrispon-
denza o(z) » o(«+27")27' & un isomorfismo di F[C] su F[C'],
rappresentando con C* I'immagine di C per mezzo della trasformazione
1/(z—a).

Il SiLva Dras é arrivato piu lontano in [7], dimostrando che
non esiste nessuna topologia di spazio di Fréchet su F[C], rispetto
alla quale i funzionali lineari continut siano ¢ funzionali linear: anali-
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tict di Fantappre. E cosi la questione della possibilitd 0 meno d’introdurre
in F[C] una metrica in modo utile rimane definitivamente chiusa.

In [24] il NacHBIN stabilisce un interessante criterio generale per
decidere se lo spazio (L) riunione (v. [26] e [27]) di una data fami-
glia numerabile di spazi (L") ¢ o no uno spazio (L*); e, applicando
codesto criterio, mostra che lo spazio F[C], con la definizione (4.1)
di limite, & uno spazio (L"). Questo ultimo risultato, che abbiamo
ritrovato in [27] senza conoscere il lavoro di NacHBIN, & ormai
superato dai risultati di KéTHE, SiLva Dias e GROTHENDIECK.

Il. Sia S uno spazio localmente convesso separato (con scalari
complessi) e si abbia una funzione f(4), di controdominio in S, defi-
nita e analitica in un dominio A di Q. Vogliamo dimostrare che, se
la £(}) & nulla tn una successione (ay) di punti di A che abbia un
punto di accumulazione in A, essa & nulla dappertutto tn A, — suppo-
nendo il teorema gia dimostrato per il caso numerico (risultato classico).

Basta all’'uopo impiegare il teorema di Hahn-Banach. Supponiamo
verificata l'ipotesi; allora, essendo u' un elemento del duale S' di S,
u'[f(})] sara una funzione numerica di 2, analitica in A e nulla nei
punti @, di A; si avra quindi «'[f()]=0 su A per ogni u'eS',
il che implica f(})=0 su A.

1l principio dell’ unicita del prolungamento analitico ¢ dunque
vero per le funzioni della variabile complessa di controdominio in S .

lll. Nelle considerazioni del § 3 abbiamo badato soprattutto al
caso delle funzioni di dominio e di controdominio contenuti in spazi
funzionali analitici. Tuttavia possiamo pensare ad una formulazione
assai pill generale dei risultati esposti. Cosi:

Il teorema (12.2) pud essere esteso al caso in cul S e un qualsi-
voglia spazio localmente convesso separato (complesso).

Difatti, si sa che la topologia 7 di uno spazio localmente convesso
pud sempre introdursi mediante una famiglia |p:{,.5 di semi-norme.

(Si chiama seméi-norma in S ogni funzione reale non negativa, p(x),
definita in S e soddisfacente le condizioni: p(x+y) L p(x) +p(v),
phx)y=|A|p(x), per x,yeS,1eK). Inoltre, la famiglia |p;| pud
sempre essere scelta in modo che, dati comunque ¢,jed, esista ke d
tale che: p;(x) £ pi(x), pi(x) L pe(x) per ogni xeS; allora, se
poniamo V; 5= insieme degli x tali che p;(x) £, con ted,d >0,
la famiglia |V, 5| cosi definita sara un sistema fondamentale d’intorni
dell'origine per la topologia v. Dunque, se rappresentiamo con r; la



42 J. SEBASTIAO E SILVA

topologia corrispondente alla norma p; e con S; I'insieme S munito
della topologia =, lo spazio S (con la topologia 7) sard lo spazio
intersezione di tutti gli S;, per 7ed (v. NoTa del n. 2). D’altronde,
rappresentando con V; la varietd lineare degli elementi x di S tali
che p;(x) =0, e con S? lo spazio quoziente S;/V;, si ha che S} &
uno spazio normato — il quale pud essere prolungato in uno spazio di
Banach, che rappresentersmo con S;. Denotiamo con x; ’applicazione

canonica di S su Sf (applicazione lineare continua di S in S;).
Rappresentando ora con R un altro spazio localmente convesso
separato (complesso) e considerando una funzione F(x) definita in un
dominio D di R e di controdominio in S, & facile vedere che:

a) La F (x) é continua in D (rispetto a ©), se, e soltanto se, le
Sfunzione % [F (x)] di x sono tutte continue in D, rispetto alla topo.
logia di S; (per i€3).

b) Se la F (x) ¢ analitica nel senso di Fantappie in D (rispetio
a t), anche la funzione z;[F (x)] di x é analitica nel senso di Fan-
tappie tn D (rispetto alla topologia di S, ) qualunque sia ied.

Da questi due fatti risalta subito l’estensione cui abbiamo accennato
sopra.

Ma vi & de piu:

1l teorema (12.2) pud venire esteso al caso in cur R & uno spazio
di Fréchet.

Infatti, si sa che la topologia v di uno spazio (¥) pud essere
introdotta mediante una successione crescente (p,) di semi-norme [ciog,
Pr(®) £ Pas1(®) per ogni xeR, n=1,2,...]. Dunque, la dimo-
strazione del lemma (12.1) sussisterd con leggere modifiche : bastera
osservare che, essendo () una successione di Cauchy, esistera, per
ogni numero natarale v, un altro numero naturale A, tale che

pn(:ci‘n—a':)<—17 y per m,nxky;
Vi

cosl, ponendo E,l=m7§u, per n=1,2,..., la serie 51+2: A (a—an—En)
avra sicuramente raggio di convergenza infinito, e tutto il resto della
dimostrazione potrd svolgersi nello stesso stile. Quanto alla dimostra-
zione di (12.2), bisognera rifare una parte dei ragionamenti dello
ZoRN in [34] e [3D].

IV. Per raggiungere una perfetta unita, rimarrebbe ancora da
vedere come allargare le ipotesi sullo spazio R, in modo da racchiu-
dere come caso particolare il teorema (13.1), in cui al posto di R si consi-
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dera uno spazio §[C], che non & uno spazio (¥). Rileviamo che, nella di-
mostrazione di (13.1), interviene in modo essenziale il risultato di KoTHE
che ci ha permesso d’identificare le topologie () e *® (n. 4). K facile
vedere che il teorema (13.1) si estende senz'altro al caso in cui R si
esprime come riunione di spazi (¥), adottando il secondo dei concetti
definiti al n. 2. Soltanto si deve domandare :

In qual! casi lo spazio riunione (mel senso considerato) di una
famiglia di spazi () é uno spazio localmente convesso?

Oppure :

Quali condiziont debbono verificarsi perché il duale forte di uno
spazio (¥) sia esprimibile, nel senso considerato, come riunione d/
spazi (F)?

Ora ¢ da osservare che ogni spazio funzionale analitico F[C]
possiede la seguente proprietd, che forse costituisce una loro caratte-
rizzazione astratta :

) E uno spazio localmente convesso che si pud esprimere come involucro
(nel senso di Kothe) di una successione crescente, (S,), di spazi di Ba-
nach tali che: 1) la topologia indotta su S, dalla topologia 7,41 dt
Sa ¢ meno fina della topologia <, di S,; 2) ogni sfera (chiusa) di S,
é compalta rispetto a 7,41 .

Si potrebbe forse dimostrare, sfruttando una parte dei ragiona-
menti svolti in [10], che ogni spazio localmente convesso S, in cui sia
verificata la proprietd «) & rappresentabile come spazio-riunione di
spazi de Banach (secoudo la definizione (2.3)). Si avrebbe cosi un
modo piu diretto di stabilire i risultati contenuti in [22]. Ecco uno
schema di dimostrazione:

In ogni spazio S, la norma p, pud essere scelta in modo che
Pn(®) X poyar(x), per xeS,. Poniamo:

C.=sfera chiusa di centro Q e raggio » in S,,

e rappresentiamo con 1, la topologia indotta su C, da 7,1 (topologia di

S.+1) - Allora, si pud vedere che la topologia indotta su C, da =4, &

identica a 7, e, ragionando nello stile(?) della dim. della prop. 2 in [10],

(1) Si cercherebbe di stabilire che, per ogni intorno V di 0 in [C,,7',], esiste
almeno un intorno U di O in [S,r] taleche UNC,cV. Supponiamo V aperto
e sia U, un intorno chiuso di Q in [C,,',] contenuto in V; allora U; e C,—V
sono compatti in [C,,,,<',;;] e hanno Il percio una distanza § >0; vi sard dunque
un intorno W, di Q in [C,,,,7,,] tale che, rappresentando con U, l'involucro
assolutamente convesso di U,UW,, si ha Uyn (C,—V)=0. Quindi U, e
C,—V avranno distanza non nulla in {U,,,,',,4], ecc. Lariunione U degli U, cosi
ottenuti risponde alla questione.
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si potrebbe stabilire che, fra tutte le topologie di spazio localmente con-
vesso su S che inducono su ogni C, una topologia meno fina di <},
esiste una, 7, meno fina delle altre, che induce su ogni C, la topolo-
gia 7,; d’altronde, v sarebbe anche l'involucro delle topologie =,
secondo KOTHE . Poi, un ragionamento analogo a quello fatto per la
prop. 4 (in [10]) ci mostrerebbe che ogni parte limitata di S (rispetto a
t) & contenuta in uno dei C, e che, pertanto, il duale forte di S &
uno spazio (¥). Il th. 2 e quindi il th. 3 sarebbero estensibili allo
spazio S (munido della topologia t); e lo stesso si potrebbe poi dire
per il th. 4 e la prop. 10. Dunque, lo spazio S (con la topologia )
sarebbe riflessivo e il suo duale forte sarebbe uno spazio (7). Final-
mente, applicando il th. D si avrebbe che 7 & la piu fina ¢opologia
(in senso normale) su S, che induce su ogni S, una topologia meno
fina di 7,.

Ma non rischiamo di uscire dal campo congetturale, perché non
abbiamo fatto in tempo a controllare tutti i ragionamenti.

V. Si presenta pure la possibilita di estendere alcuni dei risultati
fondamentali stabiliti in [26]. Per esempio, abbiamo 1i dedotta 1’espres-
sione generale delle applicazioni lineari continue di F[C] in uno spazio
di Banach, S, e abbiamo poi precisato (n. 27) le condizioni in cui &
possibile l’estensione di quel risultato ad altre categorie di spazi S
(ne abbiamo fatte alcune di tali estensioni). Ora, quelle condizioni sono
tutte verificate nel caso in cui S & un qualsivoglia spazio localmente
convesso (sul corpo complesso), che sia non solo separato, ma anche com-
pleto rispetto alle successioni. Difatti, impiegando le notazioni =, S;,
Si, #;,9 come nella nota |lll, & facile vedere che, essendo S com-
pleto rispetto alle successioni :

¢) Condizione necessaria e sufficiente perché in S una successione

(Xa) sia convergente & che, per ogni i€ J, la successione (%;(X,)) sia

convergente in S}, avendosi in questa ipotesi lim x; (x,) = »;(limx,).
n n

Inoltre, dal fatto che S sia separato, risulta che:

d) Dati x,yeS, st ha x=y, se (e soltanto se) z;(x) = z;(y) per
ognt ie€d.

Si riconosce adesso che pure i teoremi (10.2) e (15.1) possono
estendersi al caso in cui S & un qualsiasi spazio localmente convesso
separato e completo rispetto alle successiont. In particolare si vede che,
in tale ipotesi, diventa vera la reciproca della prop. b) della nota |ll.

Iafine, il teorema (19.2) si pud estendere considerando al posto di
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F[C’] un qualsiasi spazio S localmente convesso separato e completo
rispetto alle successioni— e in tale modo si raggiunge quell unita
dottrinale cui avevamo aspirato nei nostri lavori precedenti.

VI. Le considerazioni svolte nel presente lavoro riguardano sol-
tanto gli spazi funzionali F[C]l constituiti da funzioni o(z) di una
variabile complessa. L’estensione al caso delle funzioni di piu variabili
complesse non presenta difficolta concettuali, quando l'insieme caratte-
ristico C & della forma C=C;><Cy;><---x<C,, essendo C,,---,C,
sotto-insiemi chiusi di Q, distinti da O e da Q. Se invece C & un
sotto-insieme chiuso di Q™ (distinto da O e da Q™) che non si esprime
come prodotto cartesiano di sotto-insiemi di Q, vi & una difficolta in
cui si sono imbattuti il Prof. FanTarpiE e i suoi discepoli, risultante
dal fatto che la formula integrale di CaucHy non si applica piu tale e
quale. Tuttavia riteniamo che tutti i risultati esposti possono estendersi
anche a questo caso, sotto riserva di una modificazione del tipo
dell’espressione generale dei funzionali lineari continui. Questo fara
l'oggetto di un prossimo lavoro, che intendiamo scrivere al riguardo.
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