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Matematica. - Suz· funzz"onalz' che sono funzz"onz" dz" funzz"onalz' 

lz"nearz" dez· loro argomenti". Nota di JosÉ SEBASTIAO E SrLVA, 

presentata C*) dal Corrisp. L. FANTAPPIÈ. 

Si riprende in questa Nota un interessante problema, studiato dal profes­
sore Fantappiè in [3] <•>, pp. 198-207, relativamente al suo spazio di funzioni 
localmente analitiche. Il problema viene ora impostato e risolto in piena 
generalità, cioè per qualsivoglia spazio vettoriale complesso, anche senza 
topologia. 

La struttura dei funzionali analitici che sono funzioni di funzionali li­
neari è precisata dal teorema 1, di verso da quello espresso dal Fan ta ppiè 
con le equazioni (47) e (54) in [3], n. 93. È tuttavia da rilevare che, in parte, 
la dimostrazione del teorema 1 è basata su idee simili a quelle che hanno 
condotto il Fantappiè ai suddetti risultati. 

Al n. 3 consideriamo poi il problema analogo per il caso degli operatori 
a codominio contenuto in uno spazio funzionale analitico. I risultati non 
sono conseguenze immediate di quelli precedenti; anzi, si presentano fatti 
nuovi che costringono a considerare funzioni meromorfe, dove prima si ave­
vano soltanto funzioni olomorfe. 

1. Per comodità del lettore, richiameremo alcune delle nozioni neces­
sarie all'intelligenza di ciò che segue; per i dettagli, v. [1], [2], [4] e [6]. 

(*) Nella seduta dell'8 giugno 1956. 
(1) I numeri tra parentesi quadre si riferiscono alla Bibliografia che si trova alla fine 

di questa Nota. 
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Sia S uno spazio vettoriale qualunque sul corpo complesso C. Si dice 
che un insieme DC S è fin#amente aperto, se, comunque si prendano x e D, 
h1 , • • ·, hn ES (in numero finito arbitrario), le n-uple (J .. 1 , • • ·, Àn) di numeri 
complessi, per le quali riesce x + "'E7J..; h; ED, formano un insieme aperto 
nello spazio cartesiano cn (cfr. [4], def. 4, 3, 1). 

Supponiamo verificata questa condizione rispetto a D e sia E uno spa­
zio vettoriale topologico, localmente convesso <2 >, sul corpo C. 

Una funzione f (x), definita in D e a codominio in E, si dice analitica 
in D nel senso di Gateaux generalizzato (o, semplicemente, G-analitica in D) 
se, per ogni x e D e ogni h ES, la funzione F (x + J..h), della variabile com­
plessa À, riesce analitica in un intorno di O. Si dimostra allora che, per 
ogni x e D, esiste un'applicazione lineare Lx di S in E, tale che 

L eh) _ 1. f (z + M)-f (z) 
X - lm -- À I 

1-+o 
qualunque sia h. 

Chiameremo derivata di f (x) z"n x quest'applicazione lineare e la denoteremo 
con f' (x). Scriveremo dunque f' (x) h =Lx (h), per ogni h ES. _Rappresen­
tando con A (S, E) l'insieme di tutte le applicazioni lineari di S in E, con 
la topologia della convergenza puntuale in S, si avrà quindi 

f' (x) E A (S , E) , per ogm xe D. 

Si dimostra poi che anche la funzione f' (x) di x è G-analitica in D; la 
sua derivaca, /" (x), è per ogni x, un'applicazione lineare di S in A (S, E) e 
può quindi considerarsi come applicazione bilineare di S2 in E. Scriveremo 
f"(x) · (h, k) con 16 stesso significato di (/"(x) h) k; in particolare, per h = k, 
scriveremo /"(x)·h[2 l come abbreviazione di /"(x)·(h, h). E così di seguito. 
È facile allora vedere che, per ogni h tale che l'insieme dei punti x + J..h, 
con j À j < I, sia contenuto in D, vale lo sviluppo 

f (X+ h) =f (x) + f' (x) h + · · · + :, J<n) (x)·h + · ·., 

dove JCn) (x), derz·vata n-esima di f (x), si può considerare, per ogni x E D, 
un'applicazione multi-lineare di Sn in E data dalla formula 

La funzione J<n> (x) (h1, · · ·, hn) di h1 , • • ·, hn è manifestamente simmetrica. 
Per h 1 = · · · = hn = h, l'indichiamo abbreviatamente con f(n) (x) h[nJ. 

Nei due casi considerati nel seguito lo spazio E sarà: 1° la retta complessa, C; 
2° uno spazio funzionale analitico, ~r (C). Nel primo caso, le funzioni nume-

(2) Si chiama spazio vettoriale topologico ogni spazio vettoriale E, reale o complesso, 
nel quale sia definita una struttura topologica che renda continue le operazioni di addizione 
e di moltiplicazione scalare. Si dice poi che E è localmente convesso, se la topologia di E può 
essere definita a mezzò di un sistema d'intorni dell'origine costituito da insiemi convessi. 

RENDICONTI 1956, Voi. XXI, fase. 3-4. 12 
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riche di codominio in E saranno dette, per brevità, funzionalz". Nel secondo 
caso, verranno usati i termini «applicazione» e «funzione», col significato 
generale. 

2. Designi ancora Suno spazio vettoriale qualunque sul corpo complesso. 
Vale allora il 

TEOREMA. I. - Sia F ( u) un funz1:onale definito e G-analif'ico in un z'n­
sz'eme finitamente aperto, De s, e s·iano LI (u)' L .. (u) ' ... ' Ln (u) J n funzz'onali 
lineari definiti z'n S, linearmente indipendenti. Perché z'l funzionale F (u) sia 
del tipo. 

F (u) = f (LI (u) , L2 (u) , · · ·, Ln (u)), per ognz' u E D '· 

essendo f (zI , z2 , • • ·, zn) una funzz"one complessa delle n varz"abz'li complesse 
z1 , z2 , • • ·, Zn, è necessarz·o e sufficz'ente che la derz·vata di· F (u) sz·a, per ogni· 
u ED, una combinazione lineare dz' LI , · · ·, Ln, doè del tzpo 

F' (u) = cp 1 (u) LI + cp 2 (u) L,,, + · · · + Cf>n (u) Ln, 

essendo cpI (u), <p 2 (u), · · ·, ({)n (u) funzz'onali de.fini# in D. Allora la f (zI , 
Z2' ... 'Zn) sarà olomorfa nell'aperto A di cn costz'tuito daz' punti' z =(LI (u) J ••• 

· · ·, L,, (u)), con u €D. 
Dimostrazione. - a) Supponiamo che esista una funzione f (zI, z2 , • • ·, zn) 

definita in A tale che 

F ( u) == f (LI ( u) , L 2 ( u) , · · · , Ln ( u)) . 

Cominceremo col mostrare che questa funzione è necessariamente olomorfa 
in D. Sia z0 = (z~, z~, · · ·, z~) un punto arbitrario di ~' con z~ =Li (u0 ) 

(i= I , · · ·, n) e u0 E D. Siccome, per ipotesi, i funzionali LI , · · ·, Ln sono 
linearmente indipendenti, possiamo scegliere, per ogni indice i, un elemento 
e; di S tale che (3) 

per i =I= k. 

Dunque L; (u0 + Àei) = z~ + À , Lk (u0 + Àei) = z~ per i=/= k e ogni scalare À. 

Allora, dato che il funzionale F (u) è G-analitico, la funzione di À 

<I>; ("A)= F (u0 + Àe;) = f (z~ ,· · ·, z~-r, z~ + À, z~+I ,· · ·, z~) 

dev'essere analitica in un intorno dj O. Ma questo significa che la f (z1 , • • ·, z11 ) 

è analitica per rapporto a ciascuna delle sue variabili, il che, secondo un noto 
teorema di Hartogs, permette di affermare che la f (z1 , • • ·, z,,) è analitica 
nel complesso delle sue variabili (in D). 

Ciò posto, è facile vedere, applicando direttamente la definizione di 
cleri va ta, che 

' d 'af èf 
F (u) = du f (L1 (u), · · ·, L,, (u)) = 'azI LI+···+ '2z,. Ln, 

(3) Vedi per esempio [1], pp. 51-56. 
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onde, ponendo qi; (u) = f~i (L1 \u), · · ·, Ln (u)), per i= I , 2, · .. , n: 

F' \U) = qi, (u) L 1 + qi 2 (u) L 2 + · · · + (fln (u) Ln. 

b) Supponiamo, reciprocamente, che la derivata F' (u) sia di questo 
tipo. Allora, si avrà, per ogni u ED e ogni coppia (h, k) di elementi di S, 

F" (u) (h, k) = (qi~ (u) h) (L1 k) + · · · + (qi~ (u) h) (Ln k), 

dove, per ogni determinazione di u, h, k, il termine (qi;· (u) h) (Li k), designa 
il prodotto, nel senso ordinario, del numero qii (u) h per il numero Li k. Ma, 
siccome l'operatore bilineare F" (u) dev'essere simmetrico, si avrà 

n n 

~ (qii (u) h) (L; k) = ~ (qij (u) k) (Li h) 
Ì=I i=I 

e, data l'indipendenza lineare degli Li, si può determinare, per ogm i, un 
k; ES tale che L; (k,-) = I , Li (ki) = o per z· =I= j. Quindi 

n 

qii (u) h = ~ (qij (u) k;) (Li h), per z· = I , 2 , · · · , n, 
i=I 

onde, ponendo qi,i (u) = qij (u) ki: 

<p;· (u) = <?ix (u) Lx + · · · + (flin (u) Ln, z°= I ,2,· · ·,n; 

cioè: le derz'vate prz'me dei" coefficz"entz' (fli ( u) dovranno essere, anch'esse, combi­
nazz'onz" lineari degli Li (i cui coefficienti dipenderanno, naturalmente, da u). 
E si avrà quindi .. 

F" (u) (h, k) = ~ qi;i (u) L; (h) Li (k). 
i,i=I 

Ragionando così, via via, si riesce a stabilire, per la derivata p-esima di 
F ( u), l'espressione generale segu.en te 

.. 
F(p) (u) (h1 , • • ·, h,,) = ~ qi ..... (u) L; (h1 ) • • ·Li (hp). 

. . '1' • ... l p '1•" • •' •p=I t' 

Quindi, per ogni u0 E D, verrà, ponendo ci,,···,ip = CfliI'···,•p (u)/n! , c0 = F(u0 ): 

.. .. 
=e+""" c·L·(h) +· · ·+ """ e· · L· lh)· ··L· (h) +· · · o ~ ' ' . ~. '1 •" .• 'p '1 \ 'p . ' 

t=I . t 1 , • • •, t.p=I 

per ogni h appartenente ad un intorno finitamente aperto, ~ (u0), di u0 • Si 
ha così, in un intorno W (z0 ) di ogni punto zO di A, un elemento di funzione 
analitica, .. .. 

e -+-"""c·z·+···+ """ e· ·z· ···z· +··· -o ~ • • . ~- '1•'" "P '1 'p ' 
J=I 11 ,••·,Zp=I 
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ed è facile vedere che, dati due tali intorni W(z1), W (z2 ), con punti (interni) 
comuni, i corrispondenti elementi coincidono su W (z1 ) n W (z2). Per conse­
guenza, gli elementi considerati definiscono una funzione f (z1 , • • • , zn), olo­
morfa in A, tale che 

F ( u) = F (L1 ( u) , · · · , Ln ( u)) , per ogni ue D. 

Nota. - Da questo teorema si deduce, in modo quasi immediato, la 
seguente estensione di un risultato del Fantappiè (loc. cit:): Condz"zz"one neces­
saria e sufficiente perché un funzionale G-analz"tz"co F (u) ammetta un teorema 
dz" addizz"one della forma 

F ( u + V) = <I> (F ( u) ' F (V)) ' 

essendo <I> (x, y) una funzione complessa delle variabz"li complesse x, y, è che 
F(u) sia del tipo F(u) =f(L(u)), essendo L un funzionale !z"neare e f(z) 
una funzione complessa dz" z. 

Basta osservare che, da (1), si deduce 

F' (u) = <I>~ (F (u), F (o))· F' (o). 

3. Sarebbe ora naturale studiare il caso, più generale, delle applicazioni 
dello spazio vettoriale S in un'algebra topologica A. Ci limiteremo però al 
caso in cui A è l'anello m (C) delle funzioni rp (z) localmente analitiche sopra un 
insieme chiuso C, non vuoto, della sfera di Riemann, O (con C=/=0, cp (oo) =o, 
se 00 E C), considerando m (C) munito della topologia introdotta vi dal Kothe, 
dal Silva Dias e ·dal Grothendieck (cfr. [5]). (In particolare, S può essere un 
altro spazio funzionale analitico). 

Sia F un'applicazione di un insieme DCS in ~( (C). Per ogni uE D, il 
valore di F (u) sarà una determinata funzione cp E 2( (C). Indicheremo con 
F (u)z il valore di questa funzione in un generico punto z, sicché possiamo 
scrivere cp (z) = F (u)z. Quindi, F (u)z sarà una funzione numerica di u e di z, 
che potremmo anche denotare con F (u; z) (funzionale misto, nella termi­
nologia del prof. Fantappiè). Ma bisogna distinguere questa funzione dal­
l'applicazione u-+ F (u; z), che abbiamo designato con F. 

Sia ora L un'applicazione lineare di S in ~ (C). Diremo che un punto c 
di C è uno zero interno di L di ordine m (essendo m un numero naturale), 
se, qualunque sia u € S, la funzione cp (z) = L (u)a ammette il punto c come 
zero di ordine m. Per esempio, nel caso in cui S coincide con ~( (C), l'ope-

z 

ratore L definito dalla formula L (u)z = J (z -t)m- 1 u (t) dt ha uno zero di 

& 

ordine m in c, mentre l'operatore (z-c)-m L è privo di zeri interni <4>. 
Date n applicazioni lineari L 1 , • • ·, Ln di S in ~I (C), diremo che esse 

sono linearmente indipendenti per un dato punto cdi C, se c non è zero interno 

(4) Naturalmente, denotiamo con (z-c)-mL l'applicazione u-+(c-z)-mL(u). 



]OSÉ SEBASTIAO E SILVA, Sui funzionali che sono funzioni, ecc. I 77 

di nessuna combinazione lineare di LI , · · ·, Ln, a coefficienti costanti non 
simultaneamente nulli. 

TEOREMA 2. - Sz"a F(u) unafunzz"one a valori z"n ~ (C), de.finz"ta e G-ana­
lz'tz"ca in un z"nsz'eme D es, e siano LI' ... ' Ln, applicazz'onz' linearz' di s z'n ~r (C), 
linearmente indipendenti per ognz' .Punto dz' C. Perché la F (u) sz'a del tz'po 

F (u)z = J (z, LI (u)z ,· · ·, Ln (u)z), 

essendo f (z , ~I , • • • , ~n) una funzione complessa delle variabz'li complesse 
z , ~I , • • • , ~n , analz'tica rispetto a z, è necessario e sufficiente che la derivata 
di F (u) sz'a, z'n ogni punto u dz' D, una combinazione lz'neare dz' LI,···, Ln 
sull'anello 2l(C), cioè del tipo 

n 

F' (u) =,I Cfli (u) Li, 
i=I 

essendo cpI (u), · · ·, Cfln (u) funzz'oni de.finz'te in D e a valori z'n 21 (C). Allora la 
f (z, ~1 , • • ·, ~n) sarà analz'tz'ca nell'insz'eme A dei punti (z, LI (u), · · ·, Ln (u)), 
per i quali z e e e u E D. 

La prima parte della dimostrazione si può fare in modo del tutto simile 
a quello adottato per il teorema I . 

Quanto alla seconda parte, basta una semplice osservazione. Suppo­
niamo che la derivata F' (u) sia del tipo indicato nell'enunciato. Allora si 
avrà, per ogni u e D e ogni coppia (h , k) di elementi di S 

" 
F" (u) (h, k) =,I (cpi (u) h) (Li k), 

'i=I 

dove, per ogni determinazione di u, h, k, il termine (cpi (u) h) (Li k) designa il 
prodotto degli elementi cpi (u) h e Li k dell't,inello 2l (C). Siccome l'operatore 
bilineare F" (u) dev'essere simmetrico, si avrà 

n n 

,I ( cpi (u) h) (L; k) = ,I ( cpj (u) k) (Lj h). 
Ì=I }=I 

Sia ora c un punto arbitrario di C. Dato che gli Li sono linearmente indipen­
denti per il punto c (per ipotesi), si potrà determinare, per ogni i, un ki ES, 
tale che Li (ki)c = I e L1 (k;)e =o, per z' =/= j. Questo vuol dz're che il determi-
nante 

z',j=I,2,···,n, 

funzione analz'tz'ca dz' z, è dz'verso da zero nel punto c e, dunque, z'n un z'ntorno 
Ve di c. Si potrà quindi risolvere (2) per rapporto a cp~· (u) h (z' = I , · · ·, n), 
nell'intorno Ve, cioè possiamo scrivere ( Cfli (u) h)., sotto la forma 

.. 
(cpi (u) h)z = ,I cpi:; (u; c)s (Lj h)s, per ze Ve. 

}=I 
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Ora, secondo il lemma di Heine-Borel-Pincherle, esiste un numero 
finito di punti CI ' ... ' Cm di e tali che gli intorni Ve ' ... ' Ve coprono c. 

I m 

D'altra parte, siccome, per ipotesi, i funzionali (L1 h)z di h sono, per ogni 
Z E C, linearmente indipendenti, i coefficienti '-?ii (u; Ck)z, funzioni di z, deb­
bono coincidere nelle parti comuni di quegli intorni. Si conclude così che, 
per ogni u e D, le derz·vate cp:· (u) sono anch'esse combz·nazz.onz· lz"neari degli Lj, 
a coe.ffiden# i·n fil (C). 

La dimostrazione può adesso proseguire, nelle sue linee essenziali, come 
quella del teorema I. 

OSSERVAZIONI. - I. La condizione che la f (z, ~I,· · ·, ~n) sia analitica 
per rapporto a z può essere soppressa nell'ipotesi del teorema. 

Il. Questo teorema sussiste, senza cambiamenti sostanziali, sostituendo 
~( (C) con certi altri anelli funzionali, come, per esempio, quello delle fun­
zioni continue sopra un compatto. Sarebbe interessante cercare il dominio 
di causalità di questo teorema, tra gli anelli topologici. 

II I. Un caso semplice al quale si applica questo teorema è quello in cui 
S coincide con ~{ (C) e le applicazioni lineari date sono potenze dell'opera­
tore di derivazione: D0 ' DI ' ... ' Dn. Si tratta allora dei noti operatori 
funzionali della forma 

F (u)z = j (z , u (z) , u' (z) , · · ·, u<n> (z)). 

IV. Il numero degli zeri interni di un operatore L non è mai infinito, 
purché la funzione L (h)z di z non sia identicamente nulla sopra nessuna 
componente di e per ogni h Es. Siano allora CI ' ... ' Cs gli zeri interni di L 
e µ 1 , • • ·, µs i rispettivi ordini. Allora l'operatore 

(3) 

sarà privo di zeri interni. Ora, dati n operatori LI,· · ·, Ln, può darsi che gli 
operatori dedotti da essi secondo (3) siano linearmente indipendenti per 
ogni punto di C. Allora il teorema 2 si applica agli [,.. Ma è da rilevare 
che la funzione f (z, ~I , · · ·, ~n), che esprz·me allora F partendo dagli Li, può 
essere meromorfa i·n questo caso. 
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