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SUR L'AXIOMATIQUE DES DISTRIBUTIONS ET SES 

POSSIBLES MODELES 

par J. Sebastiao e Silva 

1. Introduction. On connait aujourd'hui plusieurs façons de pré­

senter les fondements de la théorie des distributions� On assiste 

même à une sorte de compétition entre ces diverses orientations, 

chaque auteur soutenant son point de vue avec plus ou moins d' é-

nergie. 

Cette divergence est d'ailleurs très analogue à celle 

qui s'est vérifiée dans la fondation de la théorie des nombres 
( entiers, rationnels, réels ou complexes) . Un nombre réel peut 

être considéré, suivant les goûtsp comme une coupure de Dedekind? 
une classe de suites de Cauchy équivalentes, un opérateur sur des 

grandeurs, etc.; de même, un nombre complexe peut être conçu com­

me un couple de nombres réels, une classe de congruence de poly­

nômes modulo x2 + 1� un opérateur linéaire sur des vecteurs du 
plan, une matrice réelle d'ordre 2, etcoetc • •  

Cette analogie est plus profonde qu'on pourrait le pré� 

voir, le passage de la notion de fonction à celle de distribu"!;:ion 
étant un phénomène de même genre que les successives extensions 

·de la notion nombre. Dans un cas comme dans l'autre, toutes les 

orientations proposées sont équivalentes la théorie qui en ré-

sulte est essentiellement la même; ce qui change est la matière, 

c0est-à-dire la nature de individus que l'on nomme nombres ou di= 

stributions. Donc la matière est complètement étrange à la théo-
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rie elle-même t ce qu'y compte est la f'orm.ep Ceàedo un ensemble 
de signes de relations entre ces être et de 2roprié tés formelles 

de ces relations (propriétés que 111 on pourrait nommer les règles 

du jeu). Qui, en faisant de l'analyse,. se souvient encore qu'un 
(1} 

nombre réel est une coupure ou une classe de sui tes? Les pro-

priétès formel.les des opérations et de la relation d0ordre (i.,e� 
l.'axiomatique des nombres réels) lui sont entièrement suffisants . 

Or on sait que, dans chaque théorie mathématiquett tou­

tes les relations possibles peuvent se réduire logiquement � un 

nombre fini dé no-tions ou termes (les notions primitives) et 'tou­

tes les propriét�s formelles de ces relations h UB nombre fini 

de règles (les axiomes) o Ainsi toute la théorie es't contenue vir­

tuellement dans cette axiomatique .. Et la théorie restera justifiée, 

au point de vue logique-. ei9 et seul.ement s:l.1 ()tl réussit h démon­

trer que l'axiomatique est compatible., �oàod .. qu'il existe au 

moins une strueture qui la vérifie (aodèle de l'axiomatiqui!)., 
Il es� encore essentiel da savoir si 1�1oma�ique est 4�term±née9 

c.à.d., si deux modè:les t!e l'a.xioma�ifilUG san't néeessairement i­

somorphes ou si, au contraire• U en exis-ta des modèles non iso­

morphes (théorie pl uri val.ente) e Enf'int pour llne raison d 0 él.égan= 

ce l.ogique, il convient' de réduire 1e$ axiomes a.u minimums �n 
démontrant qu'ils sont indépendants .. 

Dans le eas de la théorie des distributions� comme dans 
d..,. autres cas • 1es modèles se sont pré sen tés avan1 1 a axiomatique., 

Et c'est justement la pl.uralittS de concepts concrets41 ontologig__ues, 

(1) • 
;.• Cette observation l'a faite L.Schwartz dans une confèrence 

sur les concept de distribution� 
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de distribution (comme fonctionnelles9 comme séries for.m.elles� 

comme classes de suites de fonctions, comme couples de fonctions 

analytique·s 7 etCJ: e) 11 qui suggère d • en extraire la forme abstraite 7 

par axiomatisationo Une définition en plus? OU.i et non il s•a-

gi t al ors de faire une synthèse des définitions '0concrètese.; ce 

qui en résulte sera plutôt!.!: vraie définitiono 

Il reste encore la question de savoirquelest le meil� 

leur modèle de lvaxiomatiqueo Dans ee cas comme dans daautres9 le 
meilleur modèle sera celui qui permet de démontrer plus vite� et 

avec moins de ressources, que l'axiomatique est compatible ; en­

suite, on peut l'abandonner, sans aucun souvenir 7 comme on reti-

l0é h f d d0 0 0 0 t d'A· bA�· re c · a · au. age .. · · une maJ.son qu� vJ..en . e "'re . a•a.J.e o 

Lorsqu'îl s'agit d'une axiomatique déterminée� le meil­

leur modèle, de ce point de vue, est en règle suggéré par l'axio= 
matique elle=même� on le construit d9après une méthode metamathé= 

matique générale, en cherchant, précisément, à démontrer que l'a­

xiomatique est déterminéeo Par exemple, dans les fondements de la 

géométrie, on est alors conduit à considérer les points comme sy..., 
stèmes de nombres réelse Dans le cas des distributions, l1axioma= 

tique porte à considérer chaque distribution comme 1me classe d' é"= 

quivale:nee de couples (r9 f), où fest une fonction continue et 
r en entier ou système d'entierso 

On est aussitôt surpris de l'étroite analogie entre cet­

te construction et celle de la théorie analytique des nombres ra­

tionnelso Il s'agit au fond dnun même :problème d'algèbre (ou de 
logique ) 9 que je n'ai pas résisté la tentation d'étudier en toute 
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généralité. Mais le travail qui en a résulté [4] est ainsi de­

venu plutôt lourd� ce qui ne l'a peut-être pas pe1�s d'attein­

dre l'effet que jiavais visé. Je m�en suis aperçu après l'avoir 
rédigé et j0y ai ajouté, en conclusion 

00Ce travail n'a évidemment pas pour bout d0exposer la 

théorie des distributions de la façon la plus brève et la plus 
facile. Nous avons eu le souci de résondre plusieurs questions 

[···� • Mais, en faisant ainsi, nous avons ouvert plusieurs pos­
sibilités d8exposition de cette théoriep suivant notre point de 
vue . 
wsi l'on veut s'adresser à des technieiens� on préférera une o­

rientation plutôt concrèteo La méthode de complétion topologique 

que nous avons indiquée [··· ] sera peut-être la plus intuitive 

[ 0 0 0 J 
"Au contraire, pour les mathéma�iciensv il y aura toujours inté-

� ' � , 
ret a connaitre la theorie des distributions d'un point de vue 

supérieur1111• 

Oependantp l'expérience acquise dans quelques cours 

d9introduetion� adressés à des mathématiciens et à des physiciens 

(à Lisbonne, à Porto, à Barcelone et à Rome ) m'a fait changer d'a= 
vis là-dessus. Certes, la méthode de complétion, qui consiste à 

introduire les distributions comme limites généralisées de suites 

de fonctions? est très intuitive, et déjà employée!.l de façon em­

piriquep par les physiciens. Mais, à mon avis, la méthode des 
©ouples ( rp f)p qui porte directement à concevoir les distribu= 

r 
tions �omme dérivées généralisées D f de fonctions continues? 
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est la plus indiquée? autant pour les mathématiciens que pour 
les phJsiciens et les ingénieurs. �out d'abordp les raisonnements 
que cette méthode exige - spécialement dans le cas d0une seule 
variable - sont tres élémentaires et très f'acilesg presque tri= 

viau:x:9 une sorte d'oeuf de Coulomb. Ea outre? ils se rapprochent 

beaucoup des méthodes heuristiques des physicienst nommlment de 
( 1) 

ceux de Dirac 
Enfin? cette méthode est la plus élégante au point de 

vue mathématique? :puisqu'elle résout un problème algébrique :par 
des moyens strictement algébriques. La topologie joue ici un rÔle 
artificiel. Plus encore une partie considérable de la théorie 

des distri.butions P y comprises la transformation de Laplace P la 
transformation et la série de Fourier et leurs applications pra= 
tiques 9 peut être développée�> :plus simplement� sa..11s topologie. Et 

rappelons qu'il n'existe pas w1e topologie ur1ique� priviligiée9 

pour les espaces de distributions. 

D'ailleurs, la première axiomatique des distributions 

que j'ai donnée peut être considérablement simplifiée? si l6on 
si limite aux distributions d'ordre finie. En vérité, les dist:t"i'= 

butions d' ordrf? infini de Schwartz ont un intérêt plutôt théori,= 

que et s'expriment, immédiatement, comme systèmes compatibl.es da 
distributions d0ordre fini. Aussip dans la suite» dirons = nous 

simplement 00distribution" 11 au lieu de '0distribution d 0 ordre fini" .. 
•• 

En outre, comme l'a observé H .. KONIG, il n°est pas nécessaire d'y 

{ 1) 
Observons que dans un cours adressé aux physiciens ou aux in­

génieUJ."'S11 il n�est pas nécessaire de parler, explicitementll d'a= 
xiomatique (à moins qu0ils n°aient une formation mathématique 

. ; .. 
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prendre laaddition comme notion primitive . Dans ces conditic:msg 

on peut réduire le nombre des axiomes de 8 à 4. Leur énoncé� eom= 

me on peut le voirp est tout simple et direct. 
Pour rendre plus claire l8exposition, nous allons pré­

senter d'abord en détail le cas d'une seule variable (n° 2) et 

nous indiquons ensuite les modifications qu'il faut faire dans le 
cas général., 

2. Distributions d0une variable. Dans ce numéro nous désignerons 

par I un intervalle quelconque de la droite R, et par C(I) ou sîm= 
plement par C l'espace des fonctions complexes9 définies et con­

tinues dans I. D'autre part9 en désignant par © un point arbi= 

traire de I 9 nous poserons 

(1) .j f(x) = r 
c 

f( r ) d� � pour toute f' c 

La notion de distribution dans I est décrite par l.es 
axiomes suivants� en prenant pour notions primitives celles des 
fonctions continues et de " dérivé e w (1) 

assez moderne). Il suffit alors de construire l'espace des distr:l� 
butions au moyen des couples (r9 f), en exploitant l'analogie a­
vec la théorie analytique des nombres rationnels. 

( 1 ) 
Il s'agit là d'une axiomatique 00partielle", dans le sens qu'el­

le présuppose la théorie des nombres et des fonctions numériques 
continuees. Il est encore à remarquer quep pour les distributions 
d0une seule variable, l'axiomatique peut se réduire à 3 axiomes 
assez simples ( bien que les axiomes I- IV soient indépendants); 
mais cela n'a que l'intérêt d0une curiosité logiqueo 
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Axiome 1.- Toute fonction f complexea définie e� continue dans 

I? est une distribution dans I. 
Axiome 2.- A toute distribution T � I correspond un�dist.r�= 
bution DT� I, gue l'on appelle dérivée de T, de telle façon 
gue2 si T est une fonction admettant dérivée continue dans I � 

sens usuel, DT coincide avec cette dérivée. 

Definition 1.- La dérivée d'ordre r de T • DrT , est définie par 
o r r-1 

induction D T = T ? .D T = D (DT) :pour r = 1 ,2, • • •  

Axiome 3.- Pour toute distribution T dans I , il existe un entier 

r � 0 et une fonction f é C » tels gue T = Drf 

Axiome 4.- .§1 r est un entier � 0 fi f 9 g deux fonctions con= 

r r 
tinues dans I �lles gue D f = D g » alors f - g est une fonction 
.§.ltière de degré ( r 

Nous désignerons par N l'ensemble des entiers r::? 0 11 

et par Pr l0ensemble des fonctions f entières de degré < r , pour 
tout r E N. 

Nous allons démontrer que cette axiomatique est x 

a) déterminée (c'est-à-dire, stil existe un modèle de l1axiomati= 

que, tout autre modèle lui est isomorphe); 
b) compatible (c'est-à-dire, il existe au moins un modèle de l'�= 
xiomatique). 
a) Supposons qu'il existe un. modèle M de l'axiomatique. En vertu 
des axiomes 1 et 2 et de la définition 1, à tout couple (rp f) a� 

ve� r 6 N et f � C � correspond une distribution Drf e M • D'après 

1 'axiome 3 P cette correspondance est une application de 18 ensenl.""· 

ble N XC � des couples (r� f)p sur l'ensemble M; mais cette ap� 
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plication n9est évidemment pas biunivoque. Soit 

(2) Drf = Ds .. g ' at f,g t: C , 

et prenons un entier m tel que m � r, m �,.s. En vertu de ( 1) � de 
l ' axiome 2 et de la définition 1� on a 

Il s'ensuit, compte tenu de (2) et de 1'axiome 4 

n est évident que, réciproquement, (3) implique {2). 
Naus dirons que les couples (r, f) et (sp g) sont équi­

valents, et nous écrirons (r, f) ,-...,; { s, g), si la condition ( 2) ou 
(3) est vérif'iée. Cela poséi nous désignerons par [r, t'] la 

el.asae des eou.pl.es équivalents à (r��'f) 9 iae J.a elasse de t&us les 

ebuples qui. :représentent l.a même distribution Drf; et par C l'en­

s,emlt1a de toutes �es: elasses, 1ce"e"' .J.e quotient de l'ensembl.e N X a 

p&.lt' l.a relation""" • Alors. 1a corre-spondance (rjf] � M est une a:p-
. ....., 

p,li�ation biun1.-vaque de C sur M. :Donc i si 1' on identifié oh.aque 

,:t.�c-t:iaf E a à la classe [o,:t] , et si l'on pose, par définition, 

D [ r, t] = [ r + 1, r] , 

attendu que D(Drf') = Dr+1f' � ltensemble 0 devient un modèle de 
l'axiomatique? isomorphe à M • Donc tout autre modèle M8 de l'a-

r-.,1 
xiomatique est isomorphe à 0 et, par suite, à M • 

b) Le raisonnement antérieur indique la façon d'obtenir un modèle, 
r-.,1 C , dè l'axiomatique:, en admettant qu'il existe un autre, M • Main= 
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,_.. 
tenant nous démontrerons directement l'existence du modèle C , 
sans supposer l0existence d0un autreo 

Définissons dans N X 0 la relatio:!l ,...,., , en posan:t 

(r� f) ""' (st� g) 

si et seulement s'il existe un entier m )}-r,s, tel que 

( 4) 

On voit aussitôt que cette relation est réflexive et symétrique. 

Pour voir qu ' elle est transitive, observons d'abord que, s'ile= 

xiste un entier m';.),. r, s vérifiant (4), tout autre entier k ">,. r,s 
vérifie la même condition. En effet� de (4) on déduit alors 

tr'k=rf -�k�s g é pk 

en appliquant aux deux membres 1 • opérateur Jfl-k ou Z k=m � sel.on 
que k ( m ou k) mo Cela étant» supposons 

et (s� g) � (t, h); 

alors, si l'on choisit m�r,s,t, on aura 

Donc la rela·tion � est une équivalence. Désignons par 
""" la classe des couples équivalenta à (r, f) et par C l'en-

semble quotient de N >< C par cette relation. 
La e orre sponda.nce f � [ 0, f J est évideiDlii.en t une inj ec� 
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IV tion de C dans C , qui nous porte à. identifier toute f é C à 

[o, f] 
� 

; alors on aC cc, i.e. l'axiome 1 est vérifié. 

Posons, par définition s D [ :r, fJ = [ rt1, t] . L' o= 
"-f 

pération D ainsi définie dans 0 est univoque; en effet, si 

[r, � = [s, gJ , on aura aussi [ r+1, � = ( s+1, g_] , :pui-
sque m=r = (m+ 1) - (r+1) et m-s = (m+1) - (s+1). En outre, si f 
admet dérivée continue dans I , au sens usuel, on a 

D [ O, f] = [ 1, iJ = [ O, f� = f' , 

puisque f -:] f' est une constante. L'axiome 2 est donc vérifié .. 
D'autre pa.l"t t on a. 

r 
= D :f ' 

�e qui corlfir.me l'axiome J • 
r r Enfin, si D f = D g, c' est=à=di.re 

[ri t] - [r, gJ , on a, suivant la défini ti on d 1 égalité, 

f-g � Pr' ce qui confirme l'axiome 4. 
N 

Nous avons donc bien construit un modèle 0 de l'axioma= 
·tique considérée. 

On pourrait, évidemment, construire une infinité d•au­
tre modèles de l'axiomatique, mais cela n'a plus d'intérêt essen= 

tiel, une fois que l'on a trouvé un �odèle» isomorphe à tous les 
autres .. 
Ce gui intéresse, dorénavant2 ce sont les axiomes 1 - 4 et les 
définitions gue l'on y puisse adjoindre c'est-à-dire les règl�� 
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de calcul sur les distributionsj en effeta à partir de cette �­

xiomatigue2 on �eut développera entièrement, la théorie des di­
stributions, en introduisant suocessivement les_définitions de 
�somme� de deux distributions2 de 00produit� d9une fonction conve­

nable par une distribution2 de �restriction" d'une distribution 

dans I à .un sous inte�alle de I 2 de �limite" d0une suite de di­

stribution, etc., ete • •  Dans ce développement, on peut employer 

systématiquement les notations Drf pour les distributions. Par 
exemple» on aura les définitions 

r s m . ..,m-r �m-s 
D f + Dg= D (� f +rV g), m :;. r,s, 

r r ' r k r-k (k) r tf. D f = L- (k)( -1) D (� f'}, potœ t;oute tf 6.-- C ( I), 
k=o 

"" etc.etc. Mais, évide:m:ment» rien empeche que, dans une question 

par;ticulière� on emploie un autre type de représentationp plus a­

daptée à cette question (1). 

3. Distributions de plusieurs variables. Maintenant, nous dési­

gnerons par I un intervalle n-dimensionnel quelconque (eoà.d. un 

pavé de �), n, étant un entier ) o, et par 0 1° espace des fonc­
tions complexes f(x) = f(x1,o., � ), définies et continues dans�· 
Alc;>rs on a I = r1x .. ..  o X I 9 Ik étant un intervalle de R e pour 

n 

k = 1 , . .. .  , n • En désignant par Ok un point arbitraire de Ik , 

nous poserons pour tout k : 

(1) 

:J k f(x) = Jxk f(x, • • •  ,xk-1, � , "1<:+1• • • •  •:lli. )d � , 

ck 

Par exemplep dans la théorie des nombres complexes, on exem­
./. 
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et, pour tout système r = (r1�a·••rn) de n entiers r1h 0 z 

�r:f 
= 

:Jr1 .Jrn 
1 n 

Dans ce cas, la notion de distribution dans I est donnée par les 
axiomes suivants : 
Axiome 1a- �oute fonction f é C est une distribution dans I. 

Axiome 2.- A toute distribution� � I et tout i = 1, . .. ..  ,n 

correspond une distribution DiT, que l'on appelle la dérivée d� 

T ;par rapport à x. , de telle façon gue I) & T est une :fonc-
J. 

tion admettant dans I �rivée continue par rapport à x1 au sens 

uSY.el., D1� est cette dérivée; II) n1n3! = n3n1T " pour i,j = 

1, .. ..  .,, n .  

Definition 1 .- Pour tout système r = (r1a•••ern) de n entiers 
r1# Cet toute distribution T dans I, on pose 

r1 rn 

DrT = 

D1 . ..  ., Dn T .. 

Axiome Jo- Toute distribution T dans I est de la forme T = Drf, 

où r est un système de n entiers '>.1 0 .21 f 6 c .. 
Axiome 4 .. - Si l'on a D

r
f = Drg e r étant un système de n entiers 

r1 � 0 .!! fu g � C e alors f - g est la somme de n fonctions 

g1-1, . .. .  , ft n � C , telles gue n11 @ i ::: 0 au sens usuel, :pour 
1:;: 1f000f n 0 

Nous désignerons par P l'ensemble des fonctions de la 
r 

forme & 1 + o • o + & n , avec f1 i � C et D�i 9-i = 0 au sens 
usuel; alors Ef1 est, évidemment, représentée par un polynÔme 
de degré (,ri en x

i
, dont les coefficients sont des fonctions 

pl.oie la forme algébrique ou celle trigonométrique, suivant la 
nature de la question considéréeo 
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6 C , indépendantes de xi. 
Tel que dans le cas d*une seule variable, on démontre 

(d'une façon a.nal.ogU.e) que cet-te axiomatique est déterminée et 
compatible. La seule différence essentielle se présente dans la 
deuxième partie de la démonstration. On part maintenant de l'en­
semble �x C des couples ( r, f), où r ��{système de n entiers 
r1� 0) et f G c, et on pose encore (r, f ) AJ (s, g), si et seu­
lement s'il existe un système m �r,s tel que 

(5) 

La difficulté se lève, lorsquail faut démontrer que, 
s'il existe un m� r,s vérifient (5)9 tout autre k �r,s vérifie 
la même condition. On le démontre en s'appuyant sur les deux lem­
mes suivants 

Lemme 1.� §!, 9'6 Pr' on aura � P f7 G Pr+p' ;pour tout p e r. 
Lemme 2.- .§! (1- est une fonction G Pr , telle que la dérivée 

DP f':':.r existe au sens usuel et est continue dans I (avec p .!: r), 
alors on a nP 9- é P • r-p 

En effetp supposons ces deux lemmes démontrés et soit 
fA-' le plus petit système d 1 entiers f" 1 tel que f'-''4 r,s, c 1 est·­

à-dire )'4- 1 = max ( r 1, s 1), i = 1 , • • •  ,n. 
Alors, sim est un système �1r,s vérifiant (5), on en 

déduit, par l'application de rfl-J.A, en tenant compte du lemme 2 

6'7·· )A. -r qy f--s 
1\) f -'\) g E. p)-4- ; 

d'où, en appliquent J k-�, compte tenu du lemme 1, 
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Le reste de la démonstration est triV"ialement anal.ogue 

à c·elle que 1' on a :fait dans le cas n == 1 • Observons seul.emen1J 

que 1es opérations de dérivation peuvent maintenant se définir en 

général, en posant g 
nP [ri f J = [r + P9 t], 

pour tout système d'entiers p1 q o. En partieuliere on a nP = D1, 
lorsque p. = 1 et p. = 0 pour j � 1. La pel"lllU'i;abilit' de; c.es a-

� J 
pérateurs est une conséquence triviale de la définition. 

Démonstration du lemme 1. Elle est presque immédiate. 

IJ.. suffit de rappeler que :J P est le produit de �; , . .. ..  � ::J � 
dans un ordre a.rbi traire et que 11 si .[j 1 est un polynÔme de degré 

{, r1 en x1� à coefficients continus dans I, indépendante de x1, 
� j ft 1 est encore un pol.ynÔme en x1 à C41lef'fitd. ents de même type, 

de degré ( r1 + 1 ou (. r1 selon que j = 1 ou 3 1= 1. 
Démonstration du lemme 2. E�le est un peu moins facileo 

•• Pour être plus bref, on peut la faire suivant une idée de H. XONIG 

[1] , en s'appuyant sur des résultats classiques concernant les 
différences finies. Pour toute f � C et tout i = 1, .. .. .  , n , dé si�� 

gnons par � 1 h f, ou si.m.plement par l:J. h f 1 la diffèren�a 
p i i 

finie de f par rapport à x1� correspondante à l'accroissement 

� h1, c'est-à-dire, la fonction de :x:1, . .. .. ,:x:n 

Pour tout x1 e- I1, on peut évidemment choisir n1 de façon que cet= 

te fonction reste définie dans un sous-intervalle de I contenant 



- 15 -

J.Sebastiao e Silva 

xi Or il est aisé de voir, en appliquant des résultats classi­

ques, que Pr peut être défini comme l'ensemble des fonctions f E C 
( 1 ) 

vérifiant l'équation aux différences finies 

r r1 r
n 

tl f = Â o oo fl f = 0 , avec h arbitraire. 
h h1 h 

n 
Cela étant, soit 9 une fonction é Pr' telle que nP 9- existe 
et est continue dans I (avec p� r). Dans ces conditions on aura• 

l:lP 9-=o, 
k 

quels que soient h, k 

et on en déduit, compte tenu d0un résultat connu 2 

6 
r-p 
h 

d • où .DP f7 6 P 
r-:p 

(1) 

:oP fr = lim 
k�O 

r-p 
�!e-6h 

= 0 
:p1 Pn k1 .. 0 • kn 

c.q.,f .. d. 

' 

n e R , 

Ce fait se démontre d'une façon élémentaire, plus simple que 
celle suivie par H .. KtlNIG .. 



•• 
H .. KONIG 
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