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SUR L'AXIOMATIQUE DES ESPACES DE HAUSDORFF 

l' AH ,J. Sim .un rX o E Sn. VA i (À J,1sHo XSE) 

{lie.c~bido em Hl~ 1, Jnneü·ol 

Notre principal objectif est d'indiquer quelques définitions a.-xionrnti­
ques des espaces de Ifausdorff, en prenant pour notions primitives: 
1) la notion de fi·ontière (§ 3); 2) la notion d'orle(§ 4); 3) la notion de 
bon1 (§ 4). D'ailleurs, dans le§ 2, nous analysons, d'un point de nie 
logique, les s~·stèmes d'axiomes, que nous rappelons dans le§ 1. Entin, 
le § :) ei:;t consarré à quelques propriétés des espaces de Hausdorff, que 
l'on déduit de l'axiome D: ces propriétés concernent un nomhre fini 
quelconque n > 2 de points distincts. Nous établissons encore d'autres 
résultats, à sa mir l'équirnlence entre chacune des conditions b3) et h1), 

et la condition 2° de F. ltiesz, dans des espaces tr?'s généraux(§ 3). 

1. QCELQl:ES DJ~FIXITIOXS COXXUES Dl•:S ESPACI•:S DE IîAUSllOlU'J,' 

DÉl!'nl'ITIOX 1. Un espace de l.fausdorff est un espace (Y) oil les fa­
milles de voisinages des points peuvent être choisies de façon à satis­
faire aux a.-xiomes suivants: 

A. 1 tout point et correspond au moins un Yoisinage V (a) et clrnque 
Yoisinage V (a) de ci contient le point r.i. 

B. J:tant donnés deux voisinages V 1 (a) et \T2 (a) de cr, il existe un 
-voisinage Y,(a) de et contenu dans V,(a) et V2 (a). 

O. Quel que soit le point b du voisinage V (a) de et, il existe un voi· 
sinage V (b) de b contenu dans V (a). 

D. Pour tout cou1ile de points distincts et et b, il existe deux voisi· 
nages respectifs, V (a) de ci et V (b) de b, qui sont cfüjoin ts. 

Dans son line Les espaces abstmits et leur th éoiie considérée comme 
infroduction h l'Anal;1Jse générale, V· 204, M. Fréchet pose le problème 
suivant: <d"ormulerJ d'une façon simple, une condition portant directe· 
ment sur l'opération de déri·rntion et qui suffise, quand on l'ac\joint aux 
•:on ditions 1 ° it [) 0 ~, à caractériser l'espace de Ifausdorffn. M. A. 1\Ion-

1 Bolseiro rlo InstH11to pnrn ;1 Altn G11lt11rn. 
~ Uonclit ions t• :1 !.• de F. Hi<'>z e.f. condition fl"; «Tont ei1se.rnblc déri'Vt; esf. fonné». 
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teirn' a ré,.;oln l'e [>rolili·11u:•: et il a réussi it. 1·aral't~ri,;er les e,.;['ate:- d1-~ 

l lansdorff 11011 se11Leme11t au rnoyen de l'u['1~ratio11 dn dérinttio11. 111ai,.; 
aussi au moyen de:-; notio11s de Je1·mft11.re et d'i11t1;rie11r. 

Xous allons réproduire Les :-;ysti•mes d'axiomes que )L .\. ~lo11teir1.1 

utilise [>Our déti.11ir Les e:-;[>ac·es de Jlau:-;dorff, [>Hl' lï11tem1édiaire tlf'~ 

opén1teurs / et 
D1::1-·1x1TIOX :?. On dit qu'un ensemble ab:-;trait 1 et u11 opérateur 

1p1i it c·haque ensemble Acl fait eorrespondre un, et m1 seul) e11selll­
hle A'cl, nommé en.~ei1ible dùiré de A, tléti.nis:-1e11t un es['at'f' de 
Jlausdorff, si l'on a: 

11• (/~. + B)' ~.A'+ B', quel:-; que :-;oient .\cl et Bel -
Il'. .\. 11 cA 1 , quel 1p1e soit Acl. 

111 1. ;"\.' ~ 0, si Ac 1 e:-;t formé d'un :-;eul point. 
n·1• :-li Je:-; points di:-;tincts a, et a" appartiennent, i1 la fois: i1 !"en­

semble déri,·ée de Ac 1, on peut décOlll]'OSer A en deux parties dis­
jointes, A, et A" telles que A 11 ne contient pas a.i et .\/" ne con­
tient pas a,. 

D1'.:1·Tu1·wx :J. Lin espace de Hausdorff est un systl-Ine ( 1, - ) , c·o11s­
titué par un ensemble abstrait 1 et ['<ll' un opérateur - , qui a elta1[l1e 

ens€'1llble Ac 1 fait corre:-;pollllre un, et un seul, ensemble ~\c 1, 
ILOllllllé f'll.~embfe rie fen11etu1·e de .\. de la fa1;'.on suinrnte: 

I. A+ B ~A+ B, quels que :-;oient ;\cl et Bel. 

JI. ~\ ~A, quel que soit Ac 1. 

Ill. ~\=A, :-;i A est co11te11u dans un point de 1. 

l\', Si les point:-; di:-;tints a, et a~ appartiennent it l'e11selllble de fer-
111et11re de Acl, on peut décolllposer .A. en deux parties dis_joi11tes. 

A1 et A 1 , telle:-; que A, ne contient pa:-; a2 et A2 ne co11tie11t pas a, . 
Pour que ces définition:-; soient équintlentP:-1, on doit co11Yenir d'ai'i'eler 

e11semhle dérivé d'un e11:-1emble donné A l'ensemble A' des points ;i,· tels 

11ue ,;: e !f=---(a.·) ( ll'o11 X~ .A+ A'). En outre, 011 doit :-;u]'po:-;er <[ne 
l'on a la relation bien connue entre les familles de voisinages des points 
ile 1 et l'o]'ération de dérivation définie dan:-; 1. 

)f. .\. ~Ionteiro ohserw encore: «En utili:-;ant la relatio11 ï(A)=l-

- (1--=-=\), 011 obtient farilement une carartéri::mtio11 iles espaees de 
llau:-;dorff au rnoYeu de la notion d'intérieur d'un en:-;emble». 

J _.\. )!ontc.iiroi t'wrm~t~ri:whun tir·.-.: r.1s11rrc:tJs dt• lln1u~ckn·/( rru 111f>.!p•n de l'n1u;1·rtJioll rle d1.;ri1•u-
/i<J11, l'<ll"t. 'ü;1tl1 .. Yol. I, fasc. 1. 
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Btahlissons, d'abord, le résultat suivant: 
L) Pour que, tians un espace (V), l'axiome D soit vérifié, il faut et 

il suftit c1u'étant donnés ùeux points ùistincts n, et a 2 , il existe un en­
semble A tel c1ue et, E i (A), rt2 E c (..:\) 1, ou, ce 11ui revient au mfüne, 

(t2 if; A , a1 if; 1 - A . 
En effet, si l'axiome D est vérifié, et si et1 et a2 sont deux points dis­

tincts, il existe un YOisinage Y(a1) de a1 et un voisinage V(a2) de et..i 
tels que V (a1) .V (a,,)= 0. Si l'on pose A= V (a,), on aura évidem­
ment a1 E i(A); d'ailleurs on a: (t2 E i(l-A)=t (A). puisque V(a2)cl-A 
et que a2 E i [V (a2)]. Il existe donc un ensemble A qui satisfait it la con­
dition ci-dessus énoncée. 

Soient, maintenant, a1 et <t2 deux points distincts de l'espace; s'il 
existe un ensemble A tel que a1 E i(.A), n2 Et (A), il y aura, au moins, 
un voisinage V (a1) de n1 contenu dans A et un voisinage V (a2) de a2 con­
tenu dans 1 - A, et alors V (a1). V (a2) = 0. 

Tm~omhŒ 2.1 - Pour que, dans iin espetce (V) quelconque, l'aa:iome D 
soit vfrffié, il faut et il sttjfit qit'étemt donnés cleu;r points distincts et1 et 
a2 , appetrtenemt ù la fois ù l'ensemb{e de fermeüffe d'un en.~emble arbi­
tmfre A, on 1misse décomposer A en deu;r: pm·ties disjointes A, et A 2 

(A = A 1 + A 2 , A 1 A 2 = 0), telles que et, if; A-::f2 , a2 if; A1 • 

Dém. Supposons d'abord 11ue l'espace considéré vérifie l'axiome D, 
et soient n1 et n2 deux points distincts quelconques. D'apr~'s L ), il existe 

un ensemble E tel que et, if; 8, ct2 if; 1 - E. Si l'on pose ~\.2 = ~\.E, 
A 1 =A (1 - E), on aura évidemment A 1 + A\.2 = ..:\, A\ 1 .\2 = 0. D'ail-

leurs, si l'on avait a, E A2 , on aurait aussi et 1 E E, puisque A\.2cE (con­

dition 1° de F. Riesz). :.\lais a if; E; par conséquent et1 if; .12 • On voit de 

même que a2 if; A1 • La condition est donc nécessaire. 
Réciproquement, supposons que la condition énoncée plus haut est 

,-érifiée, et posons ..:\. = 1. Alors, si l'on se donne deux points a1 et a2 

distincts, on a: a1 E A, a2 E A (puisque, dans ce cas, X = .\); par con­

séquent, il existe deux ensembles ..:\ 1 eL\.2 = l-.'\.2 , tels que a1 tf;A2 , 0 2 {:\. 0 

ce qui veut dire, d'aprbs L), que l'axiome D est vérifié. 
1. Si l'espace considéré vérifie la condition 2° de F. Riesz, on aura 
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éYidemment a, e A, et a, e A2 , 1li•s que A 1 + A2 =A, a, e J\, a, e J\, 

a, f 7\.2 , a 2 {X,. On peut don(' é<'rire a, e A, -A2 , a, e A2 --- A,. D'ail­
leurs, il est éddent que, 1\ans <'e rns, les ensembles A, et A, ne penYent 
pas être vides. 

2. La rondition énoncée pins haut n'est que la r.ondition IV(§ 1). 

Quoique cette condition implique, dans un espare (Y), la r.onditon III, 

les conditions I-IY sont indépendentes entre elles. Seulement, on pour­

rait remplacer III par une condition plus faible; mais il Re peut que 
cette nouvelle rondition, quoique plus faible, ait une forme plus com­
pliquée, et c'est justement re qui arriYe dans re ras. En effet, on peut, 

tout au plus, remplarer III par l'ensemble des conditions suinrntes: 

III. 0=0; IIIb J\cA siAestforméd'tmseulpoint;cequinesim­

plitie pas naiment le syst<'•me Ï-IV. L'ensemble des conditions Ï et 

IIIb implique la rondition «Ac A, quel que soit A» qui, suffit, quand 

on l'adjoint ù la condition III., it raractériser les espaces topologiques 
de :u. Fréchet, par l'intermédiaire de l'opérateur - '. Hemarquons 

maintenant que l'axiome III. devient superflu, si l'espa<'e dont il s'agit 
est formé, tout au moins, 1\e deux points. 

3. En utilisant la relation i(.\)=l--A, on traduit facilement 
l'axiome D en termes d'intél-iem·. Cependant, la condition que l'on 

obtient de rette manière n'a pas une forme aussi simple que celle de III. 
Pour que l'on obtienne un énonré, en termes d'i11térie111·, semblable à 

celui de III, il faut foire intervenir la condition 2° de F. Hiesz: 

'rm~onbLE 2.2 - Dcm.~ un espctce (V) qui 1·ér(fie let condition 2° de 
P. R1'.esz, l'a:riome D e11t éqtri'Valent ù let condition swhcmte: «Quels 
que soient les points distincts et, et ct2 , i11tériei1rs ù l'ensemble m·bitraire A, 
011 peut décompo:!e1· .li dcms let somme de detta: ensembles A, et A2 rli.~­

joints, tels que a 1 e i (A1) et a2 e i (A2) ». 

Dém. Si l'axiome D est vérifié, il existe, en Yertu de L), un ensem­
ble E, tel que a 1 e i(E), a2 e i(l-R). Alors posons A, =AR, A2 =A(l-E); 
on aura A, + ~=A, A, A2 = 0. D'autre part, puisque l'espace donné 
vérifie la condition 2° de F. Hiesz, on aura a 1 ei(A).i(R)=i(AE), 

1 I-1. ltibei1·0, Stw l'rr::rwmntique ries e.1p11cos lopolo9iq11es 1Ù' !li. Fi-échet. <d'ort. )fath.u vol. I, 
f as. 4. 
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et, par suite, u,ei(A,). De la mf>me 1111mit•re, on tlérnontre flue a1 E i(AJ. 
La condition du théorc'.m1e est donc Yérifiée. 

Héciprofl uement, supposons flue cette condition est rem plie, et posons 
A= 1. Dans ces conditions, puisque ton:,; les points sont intérieurs 
it A, si l'on se donne deux points a, et a., distincts, il y aura deux 
ensembles A, et A 2 = 1- A,, tels que a1 E i (A,), a2 E i (1--,,\) = r (A,); 
celit veut dire, d'après L), flue l'axiome D est aussi Yéritié. 

4. Il est é\·ident f1u'on ne peut pas avoir, it la fois, a, E i (A,) et 
a,Ei(A2), A, et A2 étant des ensembles disjoints. Il est donc permis 
d'écrire, dans l'énoncé, a, E i (A 1) -- i (A2), a2 E i (A2) - i (A,), au lieu 
<le a, E i (A,), a1 E i(A~). 

Tm~ombrn ::?.3 1 -·--Dans un espace (J), 1.iérffiant la condition 2" de 
P. Riesz, l'axiome D est éqni-i;a/ent à. l'ensemble des conditions sui-umtes: 
c0 «.A1 = 0, si a est fonné d'un seul point (condition 3° de Jt: Riesz)»; 
b) cd2uels que soient les points distincts a, et a2 , ctppa1·te11ant ù la fois cl l'en­
semble dérivé d'un eiu1ernble ~l don11é, on peut décomposer A da118 la somme. 
de rleu.x ensembles ffi.!joints A 1 et A2 , tels que a, f A 12 , a2 f A', >>. 

Dém. Supposons d'abord <1ue l'axiome D est Yéritié; proposons-nous 
d'établir <1ue les rontlitions a) et b) du théor(•me sont aussi remplies. 
On sait que la condition 3° de F'. Riesz (condition a)) est impfü1uée 
par la eondition D. Quant it b) remarquons que, si l'on a: a, E A 1 , 

a2 E A1 , on aura aussi a1 E E, a2 E A; par conséf1uent, on peut (théo­
ri->rne 2.2) trouver deux emembles A 1 et A2 , tels que A,+ A2 ~A, 

A1 A2 = 0, a1 f A2 , a2 f A1 • De ces deux derni(•res conditions, il s'ensuit 
flue a, f A 11 , a2 f A', . Ln condition b) est donc remplie. 

Héciproquement, si les conditions a) et b) sont remplies, l'axiome D 
est aussi vérifié. Soient, en effet, a, et a2 deux points distincts donnés, 
et considérons les deux cas suivants: 

1er cas -- L'1111, cm moins, ries zmiuts a, et a2 est un point i.~olé de 
l'e.~pace. Soit a, œ point. Alors, on doit prendre l'ensemble (a,) pour 
Yoisinage de a,: V (a,)= (a,). D'ailleurs, il existe, d'après a), un Yoi­
sinage V (a2) de a2 tel que a, f V (a2), d'o\1 V (a1). Y (a.2) = 0, ce f1ui 
\'eut dire fl ne l'axiome Jl est Yérifié. 

2e cas - Les poùit.~ a, et a1 saut, tons deu:r., des zmint8 d'accumulation 

de l'e«11Jace. Si donc on pose A= 1 , on pourra, d'après b ), décompo­
ser A en deux parties dis.iointes A, et A2 , telles flue a 1 1/;A12 , a 1 1/;A11 • 

r Ce théorhne ne diffère JlllS, au fond, de celui 11ne :'II._.\, l\Iont.eiro étn.blit tln.n; le co111-
mencen1ent. de son tr.wail dejü. cité. 



!18 .l. SEBASTl.'iO E SILVA 

P<Jsons encore E 1 = .\ 1 + (a 1)- (a.J, 1·~ 2 =A~ -L- (a2) --(a 1); puisque 
l'espace donné satisfait aux conditions :3° et 3° de F. Hiesz (nous sup­
po~ons que la condition a) est remplie) on aura E' 1 = A 11 , E'2 .~ A'2 , 

et, par suite, d'après ce qui préct'•de, ci1 !/: E 11 , 112 !/: E 11 , d'o1L a 1 !/: E 2 , 

a2 !/: E1 , YU que a1 !/: E 2 , a 1 !/: E 1 • D'ailleurs, on a E 2 = 1 - E 1 • On .-oit 
donc, en tenant compte de L), que l'axiome D est vérifié. 

5. On Yoit tout de suite que la condition b) énoncée plus haut n'est 
que la condition IV' du système I'-IV' (§ 1). Dans le trarnil déji1 cité, 
1I. A. 1fonteiro commence par ohsen·er que l'axiome D est équinllent, 
dans un espace accessible (même dans un espace (V) qui Yéritie la con­
dition 2° de F'. Hiesz) it l'ensemble des conditions suivantes: D* «Deux 
points a1 et a2 distincts étant donnés, il existe un voisinage de a1 qui 
ne contient pas a2 (condition 3° de F. Hiesz, dans un espace (V))» ; D'°> 
«Pour tout couple de points distincts a1 et a2 , il existe deux voisinages 
respectifs V(a1) et V(a2), tels que V(ai). V(a1)-(a1)-(a1)=Ü.» En­
suite, M. A. :\fonteiro établit l'équivalence des conditions 1)<0' et IV', 
dans un espace (V) quelconque. 

6. Il serait intéressant de trouver une condition qui traduise l'axiome D 
en termes de dérivé, plus directement que IV'. Nous avons trouYé que, 
dans un espace topologique, vérifiant les conditions 1° et 2° de F'. Hiesz 1, 

la condition D est équivalente à chacune des conditions suivantes: 
D 1• cc Quels que soient les points distincts a 1 et a"l, et l'ensemble A, 

formé au moins de deux points, on peut toujours décomposer, au moins 
de deux façons distinctes, l'ensemble A , en tleux parties A 1 et A"l, dis­
jointes et non vides, telles que a 1 !f:A'2 , aAA'1 ». 

D'bi.•. cc Si l'on se donne deux points a1 et a2 distincts, et un ensem­
ble A\. quelconque, on peut décomposer .A dans la somme de deux en­
sembles A 1 et A2 disjoints, tels que a 1 ne soit pas point d'accumulation 
de A2 + (a2) et a2 ne soit pas point d'accumulation de A1 + (a 1). 

~ous nous bornerons it démontrer l'équivalence entre D et D 1• Sup­
posons d'abord que l'axiome D est vérifié, et soit A un ensemble quel­
conque. On peut alors considérer les deux cas suivants: 

1er cas - L'tin, an moins, des jJOint1J ci, et a2 n'ajJpartient pas ci ..:!'. 
Alors, considérons les ensembles A1 = (p) et A2 =A - (p), oit p dé­
signe un point quelconque de A: on a, évidemment, A1 + A1 =A, 
A1 A2 = 0. D'autre part, puisque a,!/: A', a1 ne peut pas être point 
d'accumulation de A2 c .A; c'est-ii-dire, a 1 !/:A~. D'ailleurs, puisque 

1 Dn11' ce travail, i1ous a.ppelons CSJHlC<;; topologique" les e<)IHCe' topologi11nQo uu sens de 
:IL Frechet. 



l'espace clonné satisfait iL b. conclition :~0 de .F. Riesz, on uuru 
a~ f A;. 

_:?e cas - Les det1œ points ci1 et ci~ cippcirtieiment, ri, lei fois .• r'1 l'ensem­
ble A 1• On peut, évidemment, appliquer i~ ce cas le tlléorhne anté­
rieur. 

Par conséquent, on peut, clans tous les eus, clécomposer A clans lu 
somme de deux ensembles A, et . .A~ disjoints et non vides, tels que 
ci 1 f .\.'~, a2 f A',. Soient maintenant p et <J, respecti\·ement, un point 
de A. 1 et un point de A~, et posons E 1 =A,-(p)+(q), E 2=A2 -(q)+(p). 
On uuru E 1+E;i=A, g1 E~=O, d'une part; et, d'autre purt, E'1=A'11 

E', =A\, puisque l'espace donné satisfait uux conditions 2° et :l0 de 
F. Riesz. Il en découle que ci1 f E 12 : et~ f E 11 • D'ailleurs on a E1 =F A 1 , 

E 2 =F .. \ . La con cliti on D' est clone remplie. 
Réciproquement, D' bntra.îne D . Pour s'en convaincre, observons 

que la concliti on b) cl u théorème 2.3 est impliq né par D' : il nous reste 
clone 1\ prouver que D' implique la condition 3° de F. Riesz. Soient 
a.lors ci1 et b1 deux points quelconques: proposons-nous d'établir que b1 

n'appartient pus i\ l'ensemble dérivé de (ci1). A cet effet, prenons encore 
deux points ci~ et b~, tels ci2 =Fci1 , b,'f-b1 (on peut a.voir ci1=b1 , a1 =b2). 

Alors, on peut décomposer l'ensemble A= (ai)+ (ci~), ciu moim: de deu;r: 
fciçons distinr~tes, en deux parties A, et A!, clisjoin tes et non vides, tels 
que b1 f A 12 , b, f A11 : on a clone, nécessairement, b1 f (ci1) 1, c. q. f. cl. 

On voit sans peine que les conditions D' et D'bi• ne permettent pas 
de simplifier consiclérublement le système I'- IV', q uun cl on la met au 
lieu de IV': on peut, tout un plus, remplacer 1111 pur lu condition plui:; 
faible r<Un point ne peut pas être point cl'a.ccumulution de lui-mêmei). Ce­
pendant, l'axiomelll' devient superflu, si l'espace donné a plus d'un point. 

3. Df.:J<"IXI'l'IO~ AXIOMATIQUE DES ESl>ACES DE IL-HTSDOH.1"1" AU l!OYEN 

DE LA XOTIO~ .DE (CfRONTI~;l~-E)) 

Un opérateur - étant défini clans un ensemble fonclumenta.l 1, nous 

convenons de représenter par f(E) l'ensemble f(E) = E (1 - E), oit 
E c 1. Si le syst(,me (1, -) cléfini.t un espace (V), f(E) devient la.fron­
tière de E. 

Dans ce §, nous nous proposons de cuructériser les espaces de 
Ifausclorff, en prenant pour notion primitive la notion de ~frontière)), 
)L Za.rycki 1 a déjà partiellement résolu ce problbrne, en définissant, 

1 o(iuel11ue• notions follllamentalt?:; ile J'Analy,;is J:ii~u> •'Ill J'OÎrit. ile vne rle l '.~lg~bre tle la 
Lo.:;iqne.l> Fnncl. Mnth. 9. l!J'?I, p. :1-L). 
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par l'intermédiaire cle l'o[>émteur f, les es[>al"es de Kuratowski, c'est-i1-
dire, les espaces (Y) qui ,-érifient la conditiou :! 0 de F. Hiesz et la con-

dition :>! sui mute: cc~\=.\, quel que soit Ac 1 )1. Cette catégorie 
tl'espaces deYient la catégorie des es[>aces accessibles: quand on adjoint 
aux conditions [ll'écédentes la condition B0 de F. Hiesz. Hi l'on rempla­
cer H0 par la condition D, plus forte .. on obtient les esl'aces de Haus­
dorff <1ui sont des es[>aces accessibles particuliers. Ce sont les suivants, 
abstraction foi te des notations, les axiomes <1ue :\f. Zaryrki em [>loye, 
pour caractériser, en termes de frontii.•re, les es[>ares de Kuratowski: 

11• AB f(AB) =AB [f(A) + f(B)J, 
21• f(A) = f(l - A), 
31• f(O) = 0, 
41• f 2 (A)cf(A) '~ 

oit A et B désignent des ensembles arbitraires. 
On rnit sans peine que la condition lr est équirnlente i1 l'ensemble 

des conditions 1° e 2° de F. Riesz. Pour chacune de ces c·onditions, il 
existe tles conditions équivalentes, portant directement sur l'opéra­
teur f. En effet, on sait que la condition 1° est équintlente i1 l'une 
quelconque, des conditions suirnntes: 

a,) SiAcB,onaAf(B)cf(A), 
u2 ) AB [f(A) + f(B)J c f(AH), 
t\1) fü .\ c B, on a HA) c B + f(B), 
a 1 ) f(A) + f(B) c .\ + l3 + f(A + B), 

oit .A et B désignent des ensembles quelconques. 
D'autre part, la condition 2° est équinlleute Îl chaenne des condi-

tions suinmtes: 
b,) f(.\ + B) c f(A) + f(B), 
b2 ) f(AB) c f(A) + f(B), 
l\1 ) f(A) + f(B) = f(A- B) + f(B - A)+ f(AB), 
b1 ) f(A) + f(13) = f(A + B) + f(AB) + f(A).(B), 

A et B étant des ensemhles quelconques. 
Nous n'arnns troll\·é nulle l'art les conditions bJ eth,); nous étahli­

rons, à la fin de ce §, l'équirnlence entre chacune de ces conditions et 
la condition 2°. 

Quant aux conditions 21 et 31: elles ne sont que les axiomes que 
l\f. IL Hiheiro (trarnil déjà cité) introduit pour définir les esl'ares tO[>O­
logiques [>ar l'intermèdiaire de l'opérateur f. 

1 En g&n<'.mtl, '? etant un npér.1tcur <Jni ;, <"i1"lfJlW ensemble _\ c 1 , fait correspondre nn en­

semble <p(A\c:1, non;; co:l\"~non;; de repré~ent.c1· '( i'f[.\)J, par 'i'~(A\; 91Cf(9(-\i)\, par '?~1 p), 

et ainsi de ~nite. 
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Entin, la condition 4, est éc1uivalente ii la condition :1:, tlans un 
espace (V) qui vérifie la condition 2° de li'. Riesz, c'est-ii-dire, dans un 

espace que vérifie les conditions 11, 21, 31. 
Il nous reste donc ii renforcer le système 11--J1, tle fat;on ii obtenir 

une caractérisation des espaces de Hausdorff. Pour celti, nous allons 
utiliser le théorème suivant: 

Tl-IBORÈllE 3.1 - Dans ttn espace (J.J que vérifie la condition 2° de 

P. Riesz, l'a.riome ]) est équhalent (, l'ense·mble rles deux conditions 

suii:antes: I) «f (A) c A, si A est formé d'un seul point»; II) ((Si dettZ 
points distincts donnés a1 et a~ appartiennent (t la fois (t fa ji·ontière 

d'itn ensemble A quelconque, on peut décomposer A clans la somme de 

deux ensembles A1 et A, dii[joints, tels que a 1 'f (A.J, a2 ' f (A,). 

Vém- En premier lieu, obsen·ons c1ue, dans un espace topologique, 

La condition I) est équirnlente ii la condition 3° de F. Riesz. Alors, si 
l'espace donné satisfait ii l'axiome D, nous savons déjii c1u'il vérifie 
aussi la condition 3° de F. Riesz et, par suite, la condition I); en autre, 
il vérifie la condition II). En effet, soit A un ensemble c1uelconque, et 
soient a1 et a2 deux points appartenant à f (A). On a, d'1tprès la défini-

tion de ~frontière)), a, ' A, a2 'A , ce c1 u i nous permet d'appli c1 uer ici 
le théorème 2.1 : il existe, nécessairement, deux ensembles A 1 et ~, 

tels que : A1 + A2 = A , A1 A2 = O , a1 ' .\2 , a,' X 1 • lfais de ces deux 
dernières conditions il s'ensuit: a 1 ~ f (A2), a2 ~ f(A 1); la condition Il) 
est donc aussi vérifiée. 

Supposons maintenant que les conditions I) et II) sont vérifiées. 
Alors, si a 1 et a2 sont deux points arbitraires, deux cas peuvent se 

présenter: 

1er cas - L'im des points a1 et a 1 est ttn poùit isolé de l'espace. Soit a 1 

ce point. Comme nous l'avons vu ii propos du théorème 2.3, l'axiome D 
est vérifié, puisque l'espace donné satisfait ii la condition 3° de F. Riesz. 

2e cas - Les points a1 et a 2 sont des points d'acctirnulation de l'espace. 

Dans ce cas, posons A = 1 - (a1) - (a~). Puisque les conditions 2; 0 et 

3° de F. Riesz sont remplies, on a: a, E A1, ct2 E A'; d'o\t a 1 e A, a 2 e A. 
D'ailleurs on a: a 1 E 1 - A, a2 E 1 - ~\., d'oit a 1 E1 - }._, et~ El - A. 
On peut donc écrire, a 1 E f(A), a1 E f(A), et d'après l'hypothèse, on peut 

décomposer A en deux parties disjointes A1 et A2 , de façon c1ue a1 ~ f (~), 

c12 'f (A1). Il en découle que a 1 {A.oi, uAA1 , puisque l'on a E = E + f(E) 
et c1ue 01 'A,, a2 ~ A1 • D'autre part, on a, en tenant compte des con-
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dit ions :?0 et 3(', a 1 f J\1 -f.:-(c~, cr.1 {A-;-+(a,). Or A2 +(a1)= 1-[A, +(a1H 

il exii;te donc un ensemble E = Ai + (n,), tel que a,+~!<:, a2 + 1 - E , 
ce qui Yeu t dire, d'après L) , que l'axiome D est Yéri11 é. 

R1rnxr:Qr.ES. 1. ])uisque l'espace dont il s'ngit dans le théori·me n.1 
satisfait i.1 la condition 2° de F. Hiesz, on peut remplacer clans l'énoncé 
a, if f( A2) et a~+ f(A 1), res11ecti,·ement iim· a 1 e f(A,)- f ( A2) et a1 e f (A2)­

- f(A1). 

2. On 21eut 1·emplaar f'eirnembfe de;; rleux conditionH 11 et :!1 l'ar la 
condition sui-rante: 

I1. AB f(AB) = ABlf(l - A)+ f(l -- H)I, 

si let condition 31 e;;t remplie. 
1'our s'en convaincre, l)OSOus B = 1 et laissons A îndeterminé. Alor:j, 

on déduit de r1: A f(A) = A f(l - A), ou, ce qui reYient au mfüne, 

1) f(A) ::>A f(l --- A) 

et f (1 - A) ::> A f (A) . De cette dernit•re inclu~ion _, il résulte, en subst i­
tuant A i)ar 1 -- A (ce qui est i)ermis, A étant un ensemble arbitraire), 

~) f(A) ::> (1 - A) f(l -A). 

Del) et~), on déduit f(A) + f(A)=iA f(l-A)+(l-A)f(l-A) ou 
f(.A) ::> f(l - A), et, par suite, f(A) = f(l A), puisque l'ensemble A 
est nrbitraire. 1'ar conséquent, I 1 entra.1ne ~1 . D'autre pnrt, il est 
é,·ident que I1 implique 11 et que, réci11roquement, l'ensemble des con­
{litions 11 et 21 im1)lique la condition I 1. 

;}, L'ensemble de la conditions Ij du théorl!me :l.l et de la condition 
iJ1 peut-ê.tre rem1)lacé par li\ condition suin\nte: ~ f(A) c A si l'ensem­
ble A est contenu dm1s un l)Oint)1, 

Si f'es1iace dont il R 'agit est foi·m é, tout au tnoin.~. rie deux 11oint.~, et 
.çi la condition I1 est ré?-~-/iée) la rondition I) du tliéor'tme 3.1 implirp1e la 

condition 31• 

En effet, nous savons que I 1 im11lique bJ et ~1 ; si donc on i)Ose 
B = 1 --A, on a f[A(l A)] c f(A) + f(l -.:\), on f(O) c f(A)_, 
A étant arbitrnire. Dans ces conditions, si A, et A1 désignent deux 
ensembles distincts formés d'un seul point, on a f(O)cf(A 1), f(O)c(A~), 

d'oli, en tenant compte de b condition I) du théorème 3.1, f(O) c A, . 
f(O) c A2 , ou f(O) c A1 A2 = U; on a, donc, f(O) = 0, c·. q. f. d. 

Nous pouyon s nmiutenan t donner !a sui nm te 
D1b·'I~Tr10s - Soient l un en~emble abstrait et f un operateur qui~ 11 

chaque ensemble l\ c 1, fait eorre::;pondre un ensemhle f(A) c 1, 



11omm1) ji·o11tli're de A; on dit c1ue le s~·stème (1, f) <:un:-ititue un esp11r·e 
de Hausdorff, si l'on a; 

Ir. AB f(AB) =AB [f(l -- A)+ f(l - B)l, quels que soient les 
ensembles ..:\ c 1 et B c 1 . 

IIr. f 2 (A)cf(A), quelquesoitAcl. 
lIIr. f(A) c A, si A est l'ensemble ,-ide ou un ensemble formé 

d'un seul point. 
I Yr. Si les points distincts et 1 et et 1 u ppartiennen t, ~1 la fois, i1 1 a 

frontière d'un ensemble arbitraire A, on peut décomposer A 
en deux parties disjointes, telles que a 1 ~ f(~), et1 ~ f(A1). 

En outre, on doit convenir d'appeler ((etisemble déri1·é11 d'un ensem­
hle A quekonque l'ensemble A 1 des points ;r tels que XE f[A -- (x)]; 
ou, ce qni redent nu même d'appeler r<ensemble de fermeture» de A l'en-

semble A défini pur l'égalité A = A+ f(A). 
D'ailleurs, on voit sans pAine que les axiome~ Ir- I\" r sont in dépen­

dent.~. 

Nous allons maintenant établir l'éq uivalenee entre char une des ('On­
di tions b3) et b1) et la condition ~0 de F. Riesz: 

1. Da11s w1 espace topologique, la co11ditio11 '!" de F. [/(NJz est équira-

1 e1de ri la conrh'tio n b,1) • 

X ous sa \'Ons que churune des rondi tions b 1) et b1 ) est éq ui\·ale1lte 
it 2°: alors il est é\·ident que ba) implique 2°. Réciproquement, lu con­
di tio11 2° en traine h3). En effet, puisque A -- D = A (1 - B) et que 
f(l -B) = f(B), on u, en tenant compte de b1), f(A-B)c f(A)+f(H). 
On tt 1lonc aussi f(B --A) C f(A) + f(B) et, par suite, 

f(A - B) + f(B - A)+ f(AB) c f(A) + f(B)) 

pui8que f(AB) C f(A) + f(B). D'autre parte, on a A= A-B +AB, 
d'ol1, en tenant compte de b 1), f(.\.) c f(A- B) + f(AB) et, de mP.me, 

f(B) c f(B - A)+ f(AB). On a donc 

f(A) + f(B) c f(A - B) + f(B - A)+ f(AB). 

:?. Dans 1m espace topo!offig1rn, !e8 conditons :!0 de F. Ries.o: et b,) sont 
équivalentes. 

On voit sans peine que bJ implique ~ 0 • Supposons m uintenunt que lu 
condition 2° est remplie. Alors, puisque f(A+ B)cf(A)+ f(B), f(AB)c 

c f(A) + f(B) et f(A).f(B) c f(A) + f(B), on u 

f(A + B) + f(AB) + f(A).f(B) c f(A) + (B). 

D'autre part, on a A= (A+ B) 11 - [B (1 --AB)] 1 , d'oi1, en tenant 
f'ompte de b,), f(A) c f(A + B) + f[B (1 - AB)] c f(A + B) + f(B) + 
+ f( ABl. ou bien f(A) + f(B) c f(A + B) + f(AB) + f(B). On aura, 
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de rn~rne, f(A) + f(l3) c f(A + B) + f (AB)+ f (A) . De ce~ deux 
deruil\res inclusions, il s'ensuit f (A) + f (B) c lf(A + B) + f (AB) + 
+ f(B)J - l_f(A + B) + f(AB) + f(.\)], d'oh 

f(.\) + f(l3) cf(.:\.+ B) + f p.ll) -t-f(.\). f(.\). 

La condition h,.) est donc aussi Yéritiée. 

4. Dih-'rnITIO~ .HlOJU.TlQUE DES ESl'.\ClsS DE lL.\.DSDOl~f~' Al~ .:l.IOYEX 

()ES XOTIO'.Œ ()' ClOTU,Ell ET ()E l! BO RO>J 

Un O}lérnteur - étant défini dans un ensemlile a hstrait 1, nous 

com·enons de représenter lltU' ll(. .. A .. ) l'ensemhle u(."l.)= (1 -- A.).A, et 

par lt (.\) l'eHSemhle tr (.\) = .\ (1 -- A). On a, éYidemment, .o (A)= 
=(1--.\)f(A), ~(A)=Af(~\) et ll(A)=b(l-,:\_), 0\1 .\ déi;igne 
un sous-ensemble de 1. Si le systuùme ( 1, -) constitue un espace (V), 
on a}lpelle ll(A) et tr(A), respecti\·ement, l'orle et le bo!'d de A. 

:'II. .Zarycki a donné une définition axiomatique des espaces que Yéri­
fient les conditions 11 -41, en prenant l)OUr notion }lrirnitive la notiou 
de bord. ~\.bstractioil faite des notations, les axiomes que 1I. Zarycki 
ernploye dans cette définition sont les suinints: 

lb. b (Ail) =.Alt (B) + 1H (A), 
2b. lt (1) = 0' 
3b. lt[l-b(l-A)]c.\, 

011 A et B désignent des ensembles arhitrnires. 

La condition lb est équi1·alente ~l l'ensemhle des conditions 1° et 2° 
l;' .. Riesz. D'ailleurs, la condition 1° est, elle-mfüne, équinilente à fa 
condition «AcB implique Alt(ll)c lt(A)~ et fa condition 2°, équi­
Yalente à la condition (( IJ (AB) c b (A)+ lt (Il), quels que soient A et Il-. 

L'axiome 2b est l'un des deux axiomes qui, suinmt :H. IL Riheiro, 
serYent à cmactériser les espaces topologiques au moyen de l'opérn­
teur b . De lb il résulte le seconde axiome que lL H. Riheiro introduit 
JIOUr caractériser les espa,;es topologiques: ~ ll(A) c A, quel que 
soit A)), 

Enfin, la conditon 3b est éq uintlente à la condition a (~\=A , quel 
lj_Ue soit .à.1)), si les conditions lb et 2b sont Yérifiées. 

Nous allons indiquer une condition, autre que 3b, équintlente à la 
condition ~, dans des espaces trüs générnux: 

Dans un e..~pace topologiqtie, ·rénjiant les coiulitlons 1° et 2" de F. Nie:sz, 
lu corul itlon rx e,~t éqiârnlente à la r,oJ//lition .s1iirnnte: cc b [ 1 - lt ( 1-A) Je 
c lt(-l), quel qne .soit A o. 
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Pour établir cette équivalence, supposons d'abord que l'espace donné 

vériti.e o: . • \.lors, puis11ue 1 - b (1-A)= 1-(1-A)X =A+ (1-.I), 

on a, en tenant compte de 1",, b[l-b(l-.A)]=[A+(l-A)](l--A)Ac 

c[A + (1-A)](l -A) . .A= A. A(l -A), d'oti b(l - h(l --1\)Jc 

c b (.\.), vu que Ac A. La condition énoncée plus haut est tlonc aussi 
véritlée. 

En utilisant la relation o (A)= b (1 -A), on obtient immédiatement 
les conditions suivantes, dont l'ensemble est éq ni valent au s~·stome lb-3b: 

10 • Il' (A+ B) = (1 -A)u(B) + (1 - B)u(A), 
20 • u(O) = 0, 
:l0 • 1r\A) c A ', 

oh A et B désignent tles ensembles quelconques. 
Nous allons maintenant renforcer le système 10 - 130 , au moyen tle 

deux conditions supplémentaires, de façon qu'il puisse servir tl caracté­
riser le~ espaces de Hausdorff, en prenant pour notion primitive la 
notion d'm·le. Pour celtL, il suftit d'établir les deux théorèmes suivants : 

Tm~D1u~;im 4.1 - Pou1' qite, dans nn espace topoloaique, la condition 3° 
de P. Riesz soit vérifiée, il faitt et il suffit que l'on ait: (( u(A) = 0, si 
..:1 est fm·mé rl'tm settl voi1it)). 

Dém. - 1;3tant donné q ne, dans un espace topologiq ne de 11. l<'réchet, 

la condition 13° de F. Riesz est équivalente à la condition ((A= A, 
si A est formé d'un seul point))' et que Fon a, d'après la déti.nition de 

l'opérateur u, A= A+ 11 (A), on pourra écrire l'égalité A= A sous 

la forme A+ u(A) =A, ou, ce qui revient au même, u (A) c A, ou 
bien, puisque a(A) c 1 - A, 

u(A) c ..:\ (1 -A)= O. c. q. r. d. 

'fI-IBORJ~IE 4.~ = Daiis nn eiJpace (V) qtti r;éi-ifie la conditfan 2" de 
F. Riesz, l'axiome D est éq1ifralent it l'ensemble des conditions sm'.·i;an­
tes; i) r< u(..rl) =0 si A. est fonné d'im swl voint 1>; j) (<Q1iels qite 
.~vie nt les poi1its diiJtincts a, et ~, appai·tenant cl la fois rl l'ode d' trn 

ensemhle arbitniil'e .. :1, on pe itt décompose;· A en rlet~x pa,.ties di~jointes 

_1 1 et .:~, telle.~ qtte a, + o («~), cr2 + u ( A.1) 11. 

Dém. - Que t'axiome D implique la condition i), il est immédiat. 
1:~tablissons que D i mpliq ne aussi j ). A cet effet, obsenons que, si D 

J (ln po11t an.,si e1n11loyor h ûülHliiion u' (...\.1 c U f 1. - S 1 , '!"" l'on Md nit ile b contlitjon: 

b [1 -b {l -.i)J c b (Al. 

PûWI.'. :i.lATll. Ll 
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est \'érifié, il en est de même de la condition 1 V (ihéor\•me~.1): alor~, 
si les points a1 et a.~ appnrtiennent, ii l'orle <l'un ensemhle ~\ <lomié, 

on ausst a 1 e A, a.~ e A , et, par suite, on peut <h~<'omposer .A en deux 

parties disjointes A1 et A~, telles que a,' X'!) 11~{!\. 1 ) d'olt a 1 '11(,\) .. 
a.z' o ( .'q. La condition j) est donc aussi Yérifiée. 

Héciproquement, supposons que les conditions i) et .i) :-;ont r~m11lie~ 
dans l'espace <lonné. Alors, deux iioints a.1 et a2 <listincts étnnt. tlonnés1 

considérons les deux cas sutYants: 
1er cas -- L'1111, a1t moins, de.;; lJOÎnt$ a. 1 r'f a~ e.~t 1r11 21oi11t i.~ofr de 

l'espare. Nous ayons déjii nt (dém. du tliéor\•me .:.?.3) que dans <'e <'as: 
la condition 3 ° de F. HieM (et par suite fa condition i) ), implique 
l'axiome D. 

2e cas - Les deu.r poi11t.~ a 1 et a.2 sont de.~ point.~ rl'r1c1.•1111111la.tio11 de 
l'e"'1mr:e. Alors on n: a1 e tl ll - (a~ - (aJJ, a~ e tl [1 -- (r1 1) - (a~)J. J>o­
sons, par commodité, A= 1 - (a.1) - (a 1). Yn que la condition .i) est 
Yérifiée, on peut décomposer A en detL'\: pnrties disjointe!'<,,\, et A2 , de 

fo<;on que aï't'(A~), a~fll(A 1), d'où a,(A2 , Cl~'A,,puisque u,el-A. 2 , 

n.~ e 1-.A 1 • Alors, on n, en tenant compte <le i) et de 2°: a., 'A~+ (a2), 

a.2' A,+ (a1). J>ar conséquent, il existe un ensemhle ·E = ... \ + (r1~), tel 

que a1 'E, a, '1 - E, ce qui ,·eut dire: d'apr{'$< L), que l'an'ome ]) 
est ·nJrffié. 

Il.EUA1~Q1JE8. - Yu que l'espace donné sa tisfoit i1 la condition .2° de 
F. Riesz, lnquelle est éqtfrrnlente ii la rondition cc t1 (..:\ + B) c l'i (A) + 
+ tl (B), quels que soient A et n )) , on peut mettre: dans l'énoncé du 
tMor(~me, au lieu de a a 1 '11 (A~), a1 'tl (A1) », le~ conditions suinmtes: 
ua. 1 e a (A,) - tl (~), a~ e .n (.AJ --- tl (.\)». 

ObserYons enfin que l'on peut remplacer les conditions 20 et i), par 
la condition suiYante: cctl (A)= 0, si A est formé d'un seul point on 
coïncide aYec l'ensemble vide>i. Cependant; si l'espa<'e donn~ a au motns 
deux points, et si les <'OlHlitions 10 et i) :-;ont Yérifiées, lei <'on dit ion .:?0 

deYient superflue. 

Celà. posé, nous iiouYons donner la stfrmnte 

n1:;i.'JNITIOX. On ap]iele es11ace de Hausdorff tout ~yst1\me ( 1, n), COllS­
titué par un ensemble abstrait 1 et par un opérateur tl, qui, 11. clinque 
ensemble A c 1 , fait correspondre un ensemble .n (A) c 1 , nommé 
01ü de A, de fo~on que: 

! 0 . tl (A + B) = (1 - B) tl (A) + (1 - A)'' (B) queb que soient A c 1 
et B c 1. 
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u2 (A) c A, pour tout ensemble Ac 1. 
a (A)=·~ 0, si A est formé d'un seul point ou coïncide aYec 
l'ensemble 0. 

I Y 0 • Si les points distincts ci1 et a2 appartiennent à l'orle d'un en­
semble A donné., on peut décomposer A en deux parties dis­
jointes .A 1 et A:1. telles que ct1 fll(A2), a2 f ll(A1). 

D'ailleurs, on doit convenir d'appeller ciensemble de fermeture» de A 

l'ensemble A= .A + ll (A) (cl' oit, en vertu de I 0 , a (A)= (1 -- A) A). 
Pour obtenir une définition des espaces de Hausdorff, au moyen de 

la notion de bord, il suffit de remarquer qua l'axiome IV0 peut-être 
remplacé par la suivante condition: 

IV b - Quels que soient les points distincts ci1 et ci2 , appartenant au 
hord d'un ensemble A quelconque, on peut décomposer 1-·-A en deux 
parties disjointes A 1 et A21 telles que ci1 f/ilr(l-A2), a2 flr(l-A1). 

Remarquons que IYb n'a pas une forme aussi simple et suggestive 
que celle de IV 0 • Nous avons fait une remarque semblable it propos 
de l'opérateur i. 

6. QUJ~LQUI~S C:ÉNÉUALISATIOX~ 

La condition D, et, de même, les conditions IV, IV1, IY 0 , etc., 
peuYent être modifiées, de façon qu'ils s'appliquent à n'importe quel 
nombre fini n >- ~ de points distincts. Pour celit, il faut cependant 
admettre la condition ~0 de F. Riesz. Observons que res conditions 
ne déterminent pas l'exclusion des espaces qui n'ont pas n points dis­
tincts. 

Celit dit, nous pouvons établir lef; généralisations suivantes: 

'l'HJ~ORI~i\Œ 6.1 - Dcw.~ un e.çpcice (1 J qui 1;ér{fie la condition 2'' de 

F. Riesz, l'axiome IV est équfra!ent ri let condition ,çuinmte: « lttcmt 
donnés n >- 2 ]JOÏnts di.çtinct~ ltl' (t~, ... ' lt,.} ctppm·temmt a l'ensemble de 
fermeture d'm1 ensemble arbitmfrt> .ll, il e:riste une 1·épcirtition 1 de A 

constituée ]Hll' n ensembles A 1 , A1 , · • ·, .ll,., telle que a; f ;{;, pour i 4= j, 
(i _.j = 1, 2, · · · n)». 

Dém. - Que la condition énoncée ci-dessus implique IV, il est immé­

diat. 1::tablissons que la condition du théorème est impliquée par IV. Pour 
celit, nous allons employer la méthode de l'induction compli·te, en dé­
montrant i:i.ue, si le théori~me est vrai pour 11--l, il sera aussi nni pour 11. 

1 l:H eHsemble E litant donne, ou dit r1u'une fnmille qnelconrp1e d"eHsernbles ! J:; 1 définit. 
une rCpnrtition de E, si J"on a: 7ni=E; J:iH 1,=0: J)Oltr i-=j=.k. 
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Soient a1 , ci~,···, a,._1 , a,., n points distincts quelconques appartenant 
it l'ensemble de fermeture d'un ensemble A donné. Supposons mainte­
nant que le théorème est vrai pour 11 - 1: alors, il existera une répar­
tition de.\.. constituée par n-1 ensembles A~;, A~,···, .\.~_ 1 , telle que· 

(1) a, f A;' pour i 4=.i (i ,j = 1, ~,. ·., 11 - 1). 

)fais, étant donné que a,. appartient aussi it A et que l'on A = A;;+ 
+ .. :\.; + ... + A:;_1 , Je point a,. doit appartenir, en vertu de 2°, iL l'un, 

au moins, des ensembles A;·, A;, ... , .A~_1 : soient A;;, . .:\~', ... , A; , ces 
ensembles auxquels a,, appartient. On a donc 

(:3) a., e A7 pour ; = 1 , 2 , ... , p ; 

aA A~ pour i = l' + 1 , ... , 11 - 1 . 

D'ailleurs, puisque la condition 2° est vérifiée, on a, en vertu de (l), 

a, e A;; (i = 1, 2, ... , n - 1): par conséquent, on peut, d'après le théo­
rhne ~.l, décomposer clmque ensemhle A:; ( i = 1 '2' ... 'z1) en d(IUX par­
ties disjointes ..:\.., et At', de façon que 

..<·\•"; .<A(" 1 •) J) ai. 'f 1.:. ;, , a11 f' .... ~ 1 z. = , - , · · · , > • 

i=P 

Posons A;= A7 (J = p + 1, ... , 1i - 1), A,. = 2: A7'; : on a, évidem-
i=l 

ment, A= 'IA, et ..:\..,A,,=0, pour i=:pk. D'ailleurs on a, en tenant 
i=l 

compte de (1), a,, f A~·~ (i=l, 2, ... , p; k=p+ 1, ... , 11-l), puisque 
.\~;'; c A'.' et que l'espace donné est un espace (V). 

On a donc, en tenant compte de (3) , 

(4) a, f A,. (i = 1 , 2, ... , n - 1). 

On a, enfin, en vertu de la condition 1° de F. Riesz, 

(;->) a1AA1 rour k4=l(k= 1,2, ... ,n--l; 1=1,2, .. ·:P)· 

En tenant compte de (1 ), (2), (3), ( 4) et ( 6 ), on peut donc écrire : 

a, {A; pour i =Fj(i ,j = 1, 2, ... , n). Le théorème est, donc, démontré. 

TII~]OJUbIE f>.2 - Dans un P.~pace (V) qtti ·vfr{fie la condition 2" de 
P. Riesz, on peut é1wnce1· l'axfome J) de la .fiiçon .rnfrante: u Étm1t 
donné.'1 n ::?- 2 point.~ rli.~tincts a 1 , a~, ... , ci.,, il existe n voi.~inages 1·esper:­
t1fs V(a1), V(a,), ... , V(a..), qui sont di.~joints denx i'i deux». 

Dém. - Soient a 1 , a1 , ••• , a.,, n points distincts quelcon11ues. On sait 
11ue tous ces points appartiennent it l'ensemhle de fermeture de l'en-



semhle fondamental 1 : on peut donc, d'aprl>s le théori•me précédent, 
trouver une répartition de 1, constituée par n ensembles ~\, A2 ,. ·.,A,,, 

telle que a; f _:-\; pour i =F) (i ,J = 1 : ~, ... , n) . Il s'ensuit, e11 tenant 
compte de :2", que 

a; f A1 + A2 + ... + .. \_1 + A,+1 + · · . +A,.(!: = 1 , 2 , ... , 11) , 

ou, ce qui reYient au même, cti f l- A,, c'est-it-dire, a; E 1 - 1 - .A,= 
= i (.A;). Alors, pour chaque point ctu il existera un ,·oisinage Y( a;)C 
c A,, et on aura Y(a,) .Y(ci,) = 0, pour j =!= k, puisque A,. A,, = 0, 
})Our j =!= k. Les voisinages V( a1), V(ci2), • • ·, V(a .. ) sont donc disjoints 
deux li deux, ce qui prouye le théorème. 

On démontre de même c1ue, clcms un espcice topologique 1·é1((icmt le~ 

conditions 1° et 2" de ]<~ Rief1z, l'cixiome D ùnplique les zn·o1n·iétés .~1ti­

umtes: 

a) Si les points distiucts ct1 , ct2 , ••• , ci,.(n ~2) sont intérieurs Ît un 
·ensemhle arbitraire A, il existe une répartition de A, en n ensem­
hles A1 , A~, ... , A,., telle que ctA E i(A,), k = 1, ~, ... , n. 

h) }~tant donnés un ensemhle A quelconque et 11 >-2 points distin­
cts a 1 , a2 , ••• , a,., appartenant à l'ensemble A', il existe une répartition 
{le A , constituée par n ensembles .A1 , A 2 , • • • , .A,. , telle que a; f A';, 
pour i=t=J(i,J=I,2, ... ,n). 

La dernii're condition reste encore valable, si l'on remplace l'opéra-
teur par chacun des opérateurs f et ll. 

SnmdR10 DE A~.i.usE GERAL (LISBOA) 

CENTRO DE EsTt.:DOS M.\TE~Li.T1cos DO 1. A. C. 



ERRATA 

Corrections à «Sur l'axiomatique des espaces de Hausdorff» 
par J. Sebastiao e Silva 

Remplacer les mots «espace topologique» par «espace (V)», dans les 
énoncés 1 et 2 (page 103). 

Il y a aussi une erreur typographique importante à signaler, à la page 96. 

À la place de i(A)=l-A, on doit lire i(A)=l-1-A. 
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