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SUR L'AXIOMATIQUE DES ESPACES DE HAUSDORFF
par J. SenastiXo E Smva’ (A LISBOXXNE)

{Recebido em 1941, Janeiro)

Notre prineipal objectif est d’indiguer quelques définitions axiomati-
gues des espaces de Ilausdorff, en prenant pour notions primitives:
1) la notion de frontiere (§ 3); 2) la notion d’orle (§ 4); 3) la notion de
bord (§ 4). Dailleurs, dans le § 2, nous analysons, d’'un point de vue
logique, les systémes d’axiomes, que nous rappelons dansle § 1. Entin,
le § » est consacré & quelques propriétés des espaces de Haunsdorff, que
lon déduit de l'axiome D: eces propriétés concernent un nombre fini
quelconque 2 > 2 de points distinets. Nous établissons encore d’auntres
résultats, &4 savoir I'équivalence entre chacune des conditions by) et b,),
et la condition 2° de F. Riesz, dans des espaces trés généraux (§ 3).

1. QUELQUES DEVINITIONS CONNUES DES ESPACES DE ITaUSDOREY

Diyivitiox 1. Un espace de Ilausdorff est un espace (V) ol les fa-
milles de voisinages des points peuvent 2#re choisies de fagon & satis-
faire anx axiomes suivants:

A. A tout point @ correspond au moins un voisinage V (a) et chaque
voisinage V (a) de « contient le point «.

B. Ftant donnés deux voisinages V,(a) et V,(a) de «, il existe un
voisinage V,(a) de @ contenu dans V (a) et V,(a).

C. Quel que soit le point 5 du voisinage V {a) de «, il existe un voi-
sinage V(b) de b contenu dans V (a).

D. Pour tout couple de points distinets « et 5, il existe deux voisi-
nages respectifs, V{a) de « et V(b) de b, qui sont disjoints.

Dans son livre Les espaces abstraits et leur théorie comsidérée comme
introduction & U Analyse générale, p. 204, M. Fréchet pose le probléme
suivant: «formuler, d’une fagon simple, une condition portant directe-
ment sur Popération de dérivation et qui suffise, quand on 'adjoint anx
conditions 1° 4 D°®, A caractériser 'espace de Ilausdorffn. M. A. Mon-

! Bolseiro do Institnto para a Alta Cnltura.
2 Conditions te i 4° de ¥. Lliesz ef condition He: «Tont ensemble dérivé est fermén.
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teiro ' a résolu ce probltme, et il a réussi & caractérizer les espaces de
Hausdorff non seulement au moyen de Lopération de dérivation. mais
aussi au wmoven des notions de fermeture et d'iutérienr.

Nous allons réproduire les systdmes d'axiomes que M. .\, Monteiro
utilise pour détinir les espaces de Ilausdortt, par l'intermédiaire des
opérateurs / et

Derixrriox 2. On dit qu'un ensemble abstrait 1 et un opérateur
qui & chaque ensemble A1 fait correspondre un, et un seul. ensem-
ble A/C1, nommé ensemble dérivé de A, détinissent un espace de
Tlausdortt, si I'on a:

I (A + BY — A7+ B/, quels que soient AC1 et BC1.
1. N'CA’, quel que soit AC1.

NI, A’—=0, si Acl est formé d'un seul point.

IV/.  Siles points distinets «, et a, appartiennent,  la fois, o l'en-
semble dérivée de AC1, on peut décomposer A en deux parties dis-
jointes, A, et A, telles que A/, ne contient pas a, et .\/, ne con-
tient pas a, .

Dirixrriox 3. Un espace de Flausdorft est un svsttme (1, ), cons-
titué par un ensemble abstrait 1 et par un opérateur — , qui a chaque

ensemble A1 fait correspondre un, et un seul, ensemble Ac1,
nommeé ensemble de fermetnre de A . de la facon suivante:

I. A +B— A+ B, quels que soient Ac1 et Bcl.
1. X — A, quel que soit AC1.

I, A=A, si A est contenu dans un point de 1.

IV. Siles points distints @, et «, appartiennent a l'ensemble de fer-
meture de Ac1, on peut décomposer A en deux parties disjointes.

A, et A,, telles que A, ne contient pas a, et A, ne contient pas «, .
Pour que ces définitions soient équivalentes, on doit convenir d'appeler
ensemble dérivé d'un ensemble donné A I'ensemble A’ des points - tels
que reA (2) (dolt X\ —=A 4+ A’). En outre, on doit supposer ue
I'on a la relation bien connue entre les familles de voisinages des points
de 1 et I'opération de dérivation définie dans 1.
M. A. Monteiro ohserve encore: «kn utilisant la relation i(A)=1—

— (1 —A), on obtient facilement une caractérisation des espaces de
1ausdorft au moven de la notion d’intérieur d’un ensemble».

AL Monteivo. Caroetérisalion des espuces de Hausdor . aw moyen e Lopiradion de derira-
fion, Port. Math.. vol. I, fase. 4.
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2. REMARQUES SUR LES ANIOMATIQUES PRECEDENTES

Etablissons, d’abord, le résultat suivant:

1) Pour que, dans un espace (V), 'axiome D soit vérifié, il faut et
il suftit gu'étant donnés deux points distincts «, et a,, il existe un en-
semble A tel que «,ei(A), a,ec(\)’, ou, ce (uirevient au méme,

aé¢A, a ¢l — 3.

In effet, si axiome D est vérifié, et si «, et «, sont deux points dis-
tincts, il existe un voisinage \'(a,) de «, et un voisinage V (a,) de ag
tels que V(a).V(a,)=0. Si 'on pose A =1V (a), on aura évidem-
ment «, € i(A); d’ailleurs on a: a,ei(1—A)=¢ (A). puisque V(a,)C1—A
et que a,€i|V (a,)]. Il existe donc un ensemble A qui satisfait & la con-
dition ci-dessus énoncée.

Soient, maintenant, «, et «, deux points distincts de l'espace; s'il
existe un ensemble A tel que «,ei(\), a,ex(A), il y aura, au moins,
un voisinage V (a,) de ¢, contenu dans A et un voisinage V (a,) de «, con-
tenu dans 1 — A, et alors V(a).V(a,) =0.

THEOREME 2.1 — Pour que, dans un espace (V) quelconque, Uaxiome D
soit vérifié, il faut et il suffit qu'étant donnés deux points distincts a, et
ay , appartenant & la fois ¢« Uensemble de fermeture d'un ensemble arbi-
traire A, on puisse décomposer A en dewr parties disjointes A, et A,

(A=d,+ 4, 4,4, =0), telles que a, ¢ 1,, a, ¢ .
Dém. Supposons d’abord (ue 'espace considéré véritie I'axiome D,
et soient @, et «, deux points distinets quelconques. D’aprés L), il existe

un ensemble B tel que « ¢ E, ¢, 1 —E. Si l'on pose A, = AL,
A =A(1—E), on aura évidemment A, 4+ .\, =\, .\ .\, =0. D%ail-

leurs, si l’on avait ¢, € A,, on aurait aussi «, e E, puisque .\,CI (con-
dition 1° de I'. Riesz). Mais « ¢ E; par conséquent «, ¢.\,. On voit de

méme que «, ¢ A, . La condition est donc nécessaire.
Réciproquement, supposons que la condition énoncée plus haut est
vérifiée, et posons .\ = 1. Alors, si ’'on se donne deux points a, et a,

distincts, on a: «, € A, a,e A (puisque, dans ce cas, .\ =24); par con-

séquent, il existe deux ensembles A\, et \,—1—A,, tels que ¢, ¢ \,, a,¢.,,
ce qui veut dire, d’aprdés L), que 'axiome D est véritié.
1. Si l'espace considéré vérifie la condition 2° de I*. Riesz, on aura
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évidemment a,e A, et a,eA,, dos que A, +- A, = A, ¢, €A, q,eA,
a ¢ Ay, a,¢ A,. On peut donc éerive «, e\, — A,, a,e A, — A . Dail-
leurs, il est évident ue, dans ce cas, les ensembles A, et A, ne peuvent
pas étre vides.

2. La condition énoncée plus haut n'est que la condition IV (§ 1).
Quoique cette condition implique, dans un espace (V), la conditon III,
les conditions L-IV sont indépendentes entre elles. Seulement, on pour-

rait remplacer III par une condition plus faible; mais il se peut que
cette nouvelle condition, quoique plus faible, ait une forme plus com-
pliquée, et c’est justement ce qui arrive dans ce cas. En effet, on peut,
tout an plus, remplacer III par 'ensemble des conditions suivantes:
III, 0=0; III, ACA si A est formé d'un seul point; ce qui ne sim-
plifie pas vraiment le systtme I-1V. I'ensemble des conditions I et
ITI, implique la condition « AC A, quel que soit A » qui, suffit, quand
on I'adjoint & la condition III,, & caractériser les espaces topologiques
de M. TFréchet, par Iintermédiaire de I'opérateur — '. Remarquons
maintenant que I'axiome ITI, devient superflu, si I'espace dont il s’agit
est formé, tout au moins, de deux points.

3. En utilisant la relation i(.\)=1-—A, on traduit facilement
Iaxiome D en termes d'intérienr. Cependant, la condition que l'on

obtient de cette maniére n’a pas une forme aussi simple que celle de I1I.
Pour que l'on obtienne un énoncé, en termes d’intérieur, semblable a

celui de III, il faut faire intervenir la condition 2° de I, Riesz:

TueorkME 2.2 — Dans un espace (1) qui vérifie la condition 2° de
I’ Riesz, 'axiome D est équivalent ¢ la condition swivante: «Quels
que sotent les points distincts a, et a,, intérieurs & Uensemble arbitrairve A,
on peut décomposer A dans la somme de dewx ensembles A, et A, dis-
Jotuts, tels que a, ei(sl,) et a,€ei(Ay)».

Dém. Si Paxiome D est vérifié, il existe, en vertu de 1), un ensem-
ble E, tel que a,€i(E), a,6i(1—F). Alors posons A = AR, A,=A(1—1);
on aura A, + A, = A, A, A, = 0. D’autre part, puisque 'espace donné
véritie la condition 2° de 1'. Riesz, on awra a €i(A).i(E)=i(AE),

t H. Ribeiro, Swr I'axomatique des espaces fopologiques de M. Fréchet. «’ort. Math.» vol. I,
fas. 4.
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et, par suite, «,6i(A)). De la méme manitre, on démontre que a,ei(A\,).
La condition du théortme est donc vérifiée.

Réciproquement, supposons que cette condition est remplie, et posons
A =1. Dans ces conditions, puisque tous les points sont intérieurs
a A, si Von se donne deux points «, et «, distincts, il v aura deux
ensembles A, et A, =1— A, tels que ¢, 6i(A)), qei(1-—A) =12 (A):
cela veut dire, d’aprés L), que 'axiome D est aussi vérifié.

4. 11 est évident qu'on ne peut pas avoir, a la fois, «, ei(A)) et
a,ei(A,), A, et A, étant des ensembles disjoints. Il est donc permis
L’écrire, dans D'énoncé, a,ei(A)— i(A,), a,ei(A,)—i(A), au lien
de a,ei(A), a,ei(A,).

TmeorEME 2.3 - Dans wn espace (17), vérifiant la condition 2° de
I’ Riesz, l'axiome D est équivalent &t U'ensemble des conditions suivantes:
a) «A'=0, st a est formé d'un seul pornt (condition 3° de I'. Riesz)» ;
b) «Quels que soient les points distincts a, et a,, appartenant i la foisd I'en-
semble dérivé d’un ensemble .1 donné, on peut décomposer A dansla somme
de deux ensembles disjoints A, et A,, tels que a ¢ Ay, a,¢ A’ ».

Dém. Supposons d’abord (ue 'axiome D est vérifié ; proposons-nous
d’établir que les conditions a) et b) du théoréme sont aussi remplies.
On sait que la condition 3° de I'. Riesz (condition a)) est impliquée
par la condition D. Quant a b) remarquons que, si l'on a: a,eA’,

a,6 A', on awra aussi «,e A, a,e A; par conséquent, on peut (théo-
reme 2.2) trouver deux enzembles A, et A,, tels que A, + A, — A,

AA, =0, a¢A,, a,é A,. De ces deux dernitres conditions, il s’ensuit
que «, ¢ A’,, a,¢ A',. La condition ) est donc remplie.

Réciproquement, si les conditions a) et b) sont remplies, I'axiome D
est aussi vérifié. Soient, en effet, ¢, et «, deux points distincts donnés,
et considérons les deux cas suivants:

ler cas -- L'un, aw moins, des points «, et a, est un point isolé de
Uespace. Soit a, ce point. Alors, on doit prendre ’ensemble (a,) pour
voisinage de «,: V(«,) = («,). D’ailleurs, il existe, d’aprés a), un voi-
sinage V(a,) de a, tel que a,¢ V(a,), dolt V(e).V(a,)=0, ce qui
veut dire que l'axiome I) est vérifié.

2e cas — Les points «, et a, sont, tous deux, des points 'accumulation
de Uespace. Si donc on pose A — 1, on pourra, d’aprés b), décomypo-
ser A en deux parties disjointes A, et A,, telles que a, ¢ A/,, «,¢ A/,.

I Ce théortme ne differe pas, au fond, de celui que M. A. Monteiro établit dans le cow-
mencement de son travail déja cité.
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Posons encore B, = .\ + (¢)— («), E,=A, - () (a)); puisque
i ( i 2/ 2 2 2 1/

I'espace donné satisfait aux conditions 2° et 3° de 1I". Riesz (nous sup-

posons que la condition a) est remplie) on awra E/, = A/, B/, = A/,

et, par suite, d’aprés ce qui préecde, «, ¢ E/,, «,¢15/, dolt «, ¢ L,,

a,¢ B, vu que @, ¢E,, a, ¢ 5. Daillewrs, on a B, =1—E,. On voit
done, en tenant compte de 1.), que 'axiome D est véritié.

5. On voit tout de suite que la condition b) énoncée plus haut n’est
que la condition IV’ du systéme I’-IV/ (§ 1). Dans le travail déja cité,
M. A. Monteiro commence par observer que ’axiome D est équivalent,
dans un espace accessible (méme dans un espace (V) qui vérifie la con-
dition 2° de I'. Riesz) a I'ensemble des conditions suivantes: D* «Deux
points «, et a, distincts étant donnés, il existe un voisinage de «, qui
ne contient pas a, (condition 3° de I'. Riesz, dans un espace (V))» ; D
«Pour tout couple de points distincts «, et «,, il esiste deux voisinages
respectifs V(a,) et V(a,), tels que V(a,).V (a,) —(a,)—(e,)=0.» En-
suite, M. A. Monteiro établit 1’équivalence des conditions D et IV/,
dans un espace (V) quelconque.

6. Il serait intéressant de trouver une condition qui traduise I’axiome D
en termes de dérivé, plus directement que IV/. Nous avons trouvé que,
dans un espace topologique, vérifiant les conditions 1° et 2° de I'. Riesz ',
la condition D est équivalente & chacune des conditions suivantes :

D’. «Quels que soient les points distincts «, et a,, et I’ensemble A,
formé an moins de deux points, on peut toujours décomposer, au moins
de deux facons distinctes, I'ensemble A , en deux parties A, et A,, dis-
jointes et non vides, telles que «, ¢ A/,, a,¢ A/ ».

D/,.. «Si Von se donne deux points «, et a, distincts, et un ensem-
ble .\ quelconque, on peut décomposer .\ dans la somme de deux en-
sembles A, et A, disjoints, tels que «, ne soit pas point d’accumulation
de A, + (a,) et @, ne soit pas point d’accumulation de A, + (a,).

Nous nous bornerons & démontrer I’équivalence entre D et D’. Sup-
posons d'abord que 'axiome D est véritié, et soit A un ensemble quel-
conque. On peut alors considérer les deux cas suivants:

ler cas — L’un, aw moins, des points a, et a, w'appartient pas <1’
Alors, considérons les ensembles A, = (p) et A, =A —(p), ol p dé-
signe wn point quelconque de A: on a, évidemment, A, 4 A, =A,
A, A, =0. D’autre part, puisque «, ¢ A/, @, ne peut pas étre point
d’accumulation de A,C .\; c’est-a-dire, «, ¢ A,. D’ailleurs, puisque

! Dans ce travail, nous appelons espaces topologiques les espices topologiques au sens de
M. Fréchet.
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Pespace donné satisfait i la condition 3° de 1. Riesz, on aura
a, ¢ Al

2e cas — Les dewx points a, et a, appartienment, @ la fois, o Pensem-
be /. On peut, évidemment, appliquer & ce cas le théortme anté-
rieur.

Par conséquent, on peut, dans tous les cas, décomposer A dans la
somme de deux ensembles A, et A, disjoints et non vides, tels que
@ ¢.\,, @, ¢ A/,. Soient maintenant p et ¢, respectivement, nun point
de A, et un point de A,, et posons I =A —(p)+(g), E,=4,—(9)+(p)-
On aura E,+E,=A, 15 E,=0, d’'une part; et, Cantre part, B/ =4’ ,
L, = A/, puisque l'espace donné satisfait aux conditions 2° et 3° de
I". Riesz. Il en découle que ¢, ¢ I/,, a,¢ B/, D’ailleurs on a B £ 4,
I, #A,. La condition D/ est donc remplie.

Réciproquement, D’/ entraine D . Pour s’en convaincre, ohservons
que la condition b) du théoréme 2.3 est impliqué par D’: il nous reste
donc & prouver que D’ implique la condition 3° de 1'. Riesz. Soient
alors ¢, et b, deux points quelconques: proposons-nons d’établir que b,
n’appartient pas & 'ensemble dérivé de («,). A cet effet, prenons encore
deux points @, et b,, tels e, @, , b,5= b, (on pentavoir «,=b,, a,=d,).
Alors, on peut décomposer I’ensemble A = (a,) + (¢), u moins de deux
Jagons distinctes, en denx parties A, et A,, disjointes et non vides, tels
que b, ¢ Aly, b,¢ A’ : on a donc, nécessairement, b ¢ («), c. ¢. 1. .

On voit sans peine que les conditions D’ et D/, ne permettent pas
de simplifier considérablement le systeme I’-IV/, quand on la met an
lien de IV/: on peut, tout aun plus, remplacer IIT' par la condition plus
taible «Un point ne peut pas étre point d’accumulation de lui-méme». Ce-
pendant, Paxiome ITI/ devient superfin, sil’espace donné a plus ’un point.

3. DEFINTTION AXIOMATIQUE DES ESPACES DE IAUSDORYY AU MOYEN
DE 5.A NOTION DE «FRONTIERE»

Un opérateur — étant défini dans un ensemble fondamental 1, nous
convenons de représenter par f(E) ’ensemble f(E)=E(1—E), ou
EcC1. Sile systtme (1,7 ) définit un espace (V), 1(X) devient la fron-
tiere de I .

Dans ce §, nous nous proposons de caractériser les espaces de
ITansdorff, en prenant pour notion primitive la notion de «fronticrer.
M. Zaryeki' a déja partiellement résoln ce probléme, en définissant,

' «Quelques notions fondamentales de )'Analysis Situs an point de vne de 1'Algehye de Ja
Logique.» Fand, Math. 9. 1927, p. 3-15.
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par intermédiaire de l'opérateur 1, les espaces de Kuratowski, c’est-a-
dire, les espaces (V) qui vérifient la condition 2° de I, Riesz et la con-
dition 2 suivante: «X = .\, quel que soit A 1. Cette catégorie
Q’espaces devient la catégorie des espaces accessibles, quand on adjoint
aux conditions précédentes la condition 3° de I'. Riesz. Si l'on rempla-
cer &° par la condition D, plus forte, on obtient les espaces de Ilaus-
dorff qui sont des espaces accessibles particuliers. Ce sont les suivants,
abstraction faite des notations, les axiomes que M. Zarveki employe,
pour caractériser, en termes de fronticre, les espaces de Kuratowski:

1. ABT(AB) = AB[f(A) + F(B)],

2. f(A)=T1—A),

3. f(0)=0,

4. PRSI
olt A et B désignent des ensembles arbitraires.

On voit sans peine que la condition 1y est équivalente i l'ensemble
des conditions 1° e 2° de I'. Riesz. Pour chacune de ces conditions, il
existe des conditions équivalentes, portant directement sur l'opéra-
teur . En effet, on sait que la condition 1° est équivalente i l'une
quelconque, des conditions suivauntes :

) SiACB,onaAf(B)cT(A),

a,) AB[F(A) + f(B)] C f(AD),

a,) SLACDB, onaf(A)c B+ 1(B),

a,) fAA)+TfB)cA+DB+ f(A+ B),
ot A et I3 désignent des ensembles quelcongues.

D’autre part, la condition 2° est équivalente i chacune des condi-
tions suivantes :

b)) (A +B)ci(A) +1(D),

b,) FAB)CT(A) + 1(B),

b,) F(A) +f(B) =7(A—DB)+ f(B—A) + f(AB)

b)) TF(A) +1(B)=f(A+ B) + (AB) + F(A).(B),
A et B étant des ensembles quelconques.

Nous n’avons trouvé nulle part les conditions b,) et b,}; nous établi-
rons, a la tin de ce §, 'équivalence entre chacnne de ces conditions et
la condition 2°.

Quant aux conditions 2; et 3¢, elles ne sont que les axiomes que
M. IL. Ribeiro (travail déji cité) introduit pour définir les espaces topo-
logiques par 'intermédiaire de I'opérateur f.

;

t En général, @ étant un opératear qui i chaque ensemble Ac1, fait correspondre un en-
semble ® (A)c 1, nous convenons de représenter o (% (A)), par 92(A): @ (@ (9 (), par o¥(A),
et ainsi de snite.
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Enfin, la condition 4 est équivalente & la condition =, dans un
espace (V) qui vérifie la condition 2° de I¥. Riesz, c’est-i-dire, dans un
espace que vérifie les conditions 1¢, 2¢, 3;.

Il nous reste done & renforcer le systtme 1;-4;, de fagon & obtenir
une caractérisation des espaces de Hausdorff. Pour celd, nouns allons
utiliser le théoréme snivant:

THEOREME 3.1 — Dans un espace (V) que vérifie la condition 2° de
F. Riesz, UVaxiome 1 est équavalent & Uensemble des dewx conditions
sutvantes : 1) (f(A)C A, st A est formé dun seul points ; II) «87 dewr
points distinets domnés a, et a, appartiennent & la fois & lu frontiére
d'un ensemble A quelconque, on peut décomposer A dans la somme de
deux ensembles A et A, digjoints, tels que a, ¢7(d,), a, ¢7(4,).

Dém. En premier lien, observons que, dans un espace topologique,
la condition I) est équivalente & la condition 3° de I'. Riesz. Alors, si
I'espace donné satisfait i l'axiome D, nous savons déja qu'il vérifie
anssi la condition 3° de I7. Riesz et, par suite, la condition I); en autre,
il vérifie la condition II). En effet, soit A un ensemble quelconque, et
soient a, et @, deux points appartenant & f(A). On a, d’aprés la défini-
tion de irontidre», @, ¢ A, a,¢é A, ce qui nons permet d’appliquer jci
le théoréme 2.1: il existe, nécessairement, deux ensembles A, et A,

tels que: A, + A, = A, A A, =0, a,¢3,, a.¢\,. Mais de ces deux
derniéres conditions il s’ensuit: a, ¢T(8,), a ¢ f(A}; la condition II)
est donc aussi vérifiée.

Supposons maintenant que les conditions I) et II) sont vérifiées.
Alors, si «, et a, sont deux points arbitraires, denx cas peuvent se
présenter :

1er cas — L'un des points a, et a, est un point isolé de Uespace. Soit a,
ce point. Comme nous 'avons vu & propos du théoréme 2.3, 'axiome D
est vérifié, puisque l'espace donné satisfait & la condition 3° de F'. Riesz.

2e cas — Les ponits a, et a, sont des points d’accumulation de 'espace.
Dans ce cas, posons A =1 — (&) — (a,). Puisque les conditions Z° et
3° de F. Riesz sont remplies, on a: a, e A/, ¢, A’; dolta,e A, a,eA.
D'aillenrs on a: a,el — A, a,el —-.\, dot a,el —.\, a,6l — A.
On pent donc écrive, a, e T(A), a,eT(A), et d’aprés I'hypothese, on peut

3 1 » 2 b ) ]
décomposer A en deux parties disjointes A, et A,, de fagon que «, ¢T(A,),

a, ¢T(A,). Ilen découle que a,¢A,, «,¢A,, puisque l'on a E=E + I(E)
et que «, ¢ A,, a, ¢ A . D'autre part, on a, en tenant compte des con-
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ditions 2° et 3, «, ¢ A,4(a,), a,¢ A, +(a). Or Ay+(a)=1—[A+(a)k

il existe done un ensemble £ — A, + (a,), tel que «, ¢ 12, a,¢1 —E
ce qui veut dire, d'aprés L), que Uaxiome D est vérifié.

Rimanques. 1. Puisque Pespace dont il s’agit dans le théorcme 3.1
satisfait & la condition 2° de I". Riesz, oun peut remplacer dans I’énoncé
a ¢ f(A,) et a,¢f(A)), respectivement par a,ef(A,)—T(A,) et a,ef(A)—
—f(4,).

2. On peut remplacer Uensemble des dewx conditions 1y et 2¢ par la
condition sutrante:

I;. ABF(AB) = AB|f(1 — A) + T(1 - B)|,
st la condition 3y est remplie.

Pour s’en convainere, posons B=1 et laissons A indeterminé. Alors,
ou déduit de Iy: AF(A)= Af(l— A), ou, ce qui revient au méme,

1) f(A) D AF(1--A)
et T(1 — A) D AT(A). Decette derni¢re inclusion, il résulte, en substi-
tnant A par 1 — A {ce qui est permis, A étant un ensemble arbitraire),
2) FLA) D (1—A)f(1—A).

De 1) et 2), on déduit F(A) + F(A)DAF(1—A)+(1—A)T(1—A) on
f(A)DF(1—A), et, par suite, F(A) =F(1  A), puisque l'ensemble A
est arbitraive. Par conséquent, I; entraine 2;. D'autre part, il est
évident que I, implique 1; et que, réciproquement, l'ensemble des con-
ditions 1 et 2¢ implique la condition Ij.

3. I’ensemble de la conditions I) du théortme 3.1 et de la condition
3; peut-atre remplacé par la condition suivante: « F(A) € A si I'ensem-
ble A est contenu dans un pointe.

81 Uespace dont 1l s'agit est formé, tout au moivns, e deu.-x: points, et
st la condition Iy est vérifiée, la condition 1) du théoreme 3.1 implique la
condition 3.

En effet, nous savouns que I, implique b,) et 2; si donc on pose
B=1-A, on a fTA(l A)cCi(A)+F1—2), ou f(0)c F(A),
A étant arbitraire. Dans ces condmons, si A, et A, désignent deu\'
ensembles distinets formés d’un seul point, on a f(O)Cf(A ), T(O)C(A,
d’ol, en tenant compte de la coudition I) du théoréme 3.1, T(O) C A
FO)c A, ouf(0)c A, A, =03 on a, done, F(0)=10, ¢. q. £ d.

Nous pouvons maintenant donner la suivante
DirixrroNy — Soient 1 un ensemble abstrait et f un opérateur qui, a
chaque eunsemble A C 1, fuit correspondre un ensemhle f(A)C 1,
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nommé frontitre de A ; on dit que le systéme (1,7) constitue un espace
de Hausdortt, si I'on a:
I. ABT(AB)=AB[f(1 - A)+ (1 —B)], quels que soient les
ensembles A CletBBcC1.
I, *(A)cCT(A), quel que soit AC 1.
I, T(A)c A, si A est l'ensemble vide on un ensemble formé
d’on senl point.
IVi. Siles points distincts @, et @, appartiennent, a la fois, a1 la
frontiere d’un ensemble arbitraire A, on peut décomposer A
en deux parties disjointes, telles que « ¢ T(A,), a, ¢ T(A).
En outre, on doit convenir d’appeler «ensemble dérivér d’'on ensem-
hle A quelconque l'ensemble Af des points » tels que xe f[A — (z)];
ou, ce qui revient an méme d’appeler censemble de fermeture» de A 'en-
semble A défini par Iégalité A = A + f(A).
D’ailleurs, on voit sans peine que les axiomes Ij-IV sont indépen-
dents.

Nous allons maintenant étabiir I’équivalence entre chacune des con-
ditions b,) et b,) et la condition 2° de I". Riesz:

L. Dans un espuce topologique, la condition 2 de I'. Riesz est équiva-
{ente  la condition b, }.

Nous savons que chacune des conditions b)) et by) est équivalente
229 alors il est évident que b,) implique 2°. Réciproquement, la con-
dition 2° entraine h,) En effet, puisque A —B = A (1 —1B) et que
f(1—1B)="1(13), on a, en tenant compte de b,), F(A—B)c T(A)+7(B).
On a donc avssi f(B -— A) < T(A) + f(B) et, par suite,

F(A —B)+T(B—A)+ F(AB) < f(A) + 1(B),
puisque f(AB) < T(A) + f(B). D’antre parte, on a A=A —B+ AB,
d’oi1, en tenant compte de b)), f(.\) C T(A —B) + T(AB) et, de méme,
f(B)cT(3— A)+ T(AB). On a done

T(A)+ TB) S F(A —B) + (B — A) + T(AB).

2. Dans un espace topologique, les conditons 2° de I, Riesz et b, ) sont
équived entes.

On voit sans peine que b)) implique 2° Supposons maintenant que la
condition 2° est remplie. Alors, puisque T(A+B)CT(A)+T1(B), f(AB)c
C T(A) + T(B) et T(A).F(B) < T(A) +T(B), on a

T(A + B) + f(AB) + T(A)F(B)  T(A) + (B).

D’autre part, on a A = (A + 1B3) | 1 — [BB(1 — AB)]!, d’oii, en tenant
compte de b,), F(A) < f(A + B)+ F[B(L — AB)|  f(A + B) + f(B) +
+ TIAB). ou bien F(A)+ I(B)c (A + B) + T(AB) + T(B). On aory,
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de méme, f(A)+{(B)CT(A+ B)+1AB)+T1(A). De ces deux
dernidres inelusions, il s’ensuit f(A) + f(B) < [F(A + B) + f(AB) +
+ I(B)] . [f(A + B) +T(AB) 4+ T(.\)], d’olt

£ + T(B3) C F(A + 1) + T(AB) +-T(8) . F(A).

La condition b,) est done aussi véritide.

4. DEFINTIION AXIOMATIQUE DES ESPACGES DE IIAUSDORFE AU MOYEX
DES NOTIONS [ ORLE» ET DE (BORD»

Un opérateur ~ étant défini dans un ensemble abstrait 1, nous
convenons de représenter par u(A) I'ensemble s(d)=(1--A)A, et

par b(Y) DPensemble k(A)=.A(1 — A). On a, évidemment, s(A)==
= (L—A)f(A), b(N)=AT() et a(A)=8(1l—14), o .\ désigne
un sous-ensemble de 1. Sile systbéme (1,7 ) constitue wn espace (V),
on appelle a{A) et b(A), respectivement, 'orle et le bord de A.

M. Zarveki a donné une détinition axiomatique des espaces que véri-
fient les conditions I1j-4f, en prenant pour notion primitive la notion
de bord. ADbstraction faite des notations, les axiomes que 1. Zaryeki
emplove dans cette définition sount les suivants :

1y, b{AB) =AL(B)+ Bs{4),
2. b(1)=0,
3p. B[1—B(1—4)C4,
olt A et B désignent des ensembles arbitraires.

T.a condition 1, est équivalente i Vensemble des conditions 1° et 2°
I'. Riesz. DVailleurs, la condition 1° est, elle-méme, équivalente & la
condition ¢ A I3 implique A b(B)C b(A)» et la condition 2°, équi-
valente & la condition « b{AB) C b {A) + b(B), quels que soient A et B».

L’axiome 2, est ' des deux axiomes qui, suivant A II. Ribeiro,
servent i caractériser les espaces topologiques aun moyen de 1’opéra-
teur br. De 1, {] résulte le seconde axiome que M. H. Ribeiro introduit
pour caractériser les espaves topologiques: «Ub{A)YC A, quel que
soit A ».

Enfin, la conditon 3, est équivalente & la condition @ («A=A, quel
gue soit A»), siles conditions 1, et 2, sont vérifides.

Nous allons indiquer une condition, antre que 3,, équivalente a la
condition «, dans des espaces trds généranx :

Dans un espace topologique, vérifiant les conditions 1° et 2° de I, Itlesz,
L condition o est équivalente i la condition swivante: «0W[1 —b(I—A4))C
< b(1), quel que soit A .
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Pour établir cette équivalence, supposons d’abord que l'espace donné
vérifie «. Alors, puisque I —b(1—A)=1—(1—A)A =A + (1 —4),
on a, en tenant compte de 1°, b[1 —b{(1—A)={A-+(1 —N))(1—-MAcC
clA+ (1 —=A)NQa —A).A =A.A-'_&(1 —A), don {1l —u(1-—A)c
C50Y), vu que A C A. La condition énoncée plus haut est donc aussi
véritiée.

En utilisant la relation s (A) =b{(1 —A), on obtient immédiatement
les conditions suivantes, dont 'ensemble est équivalent an systdtme 1,-3y:

lo. s{A+B)=(1—A)s(B)+ (1 —DB)s(4),

2,. 2(0)=0,

3. FA)CA
oit A et I3 désignent des ensembles quelconques.

Nous alions maintenant renforcer le systéme l,-3,, an moyen de
deux conditions supplémentaires, de fagon qu’il puisse servir & caracté-
riser les espaces de ITausdorff, en prenant pour notion primitive la
notion d’orle. Pour celd, il suffit d’établir les deux théorémes snivants :

Tutosias 4.1 — Pour que, dans un espace topologique, la condition 3°
de I°. Riesz soit wevifice, il faut et il suffit que Von ait: «o(d)=10, s
A est forme dun seul pointy.

Dém. — Istant donné que, dans un espace topologique de M. Fréchet,

la condition 3° de . Riesz est équivalente & la condition « A=A,
si A est formé d’un seul point», et que 'on a, d'aprés la définition de

Lopératenr 5, A — A + a(A), on powra écrive I'égalité A = A sous
la forme A + s(A)=2A, ou, ce qui revient an méme, s{A)C A, on
hien, puisque s(A)C1— A,
s(A)c A1 —A)=0. c. ¢ f d.
TsorREME 4.2 — Dans wi espace (V) qui vérifie la condition 2° de
F. Riesz, Vaxiome D est équivalent & Uensemble des conditions swtvan-
tes: i) wn(d)=0 s A est formé dwn seul point»; j) «Quels que
sutent les points distinets a, et a,, appartenant & la fois a Uorle Lun
ensemble arbitraive A, on peut décomposer A en denx parties digjointes
et Ay, telles que a,¢o(el), ayéo ().
Dém. — Que P'axiome D implique la condition i), il est immédiat.
Ftablissons que 1) implique anssi j). A cet effet, observons que, si D

I On peut aussi employer la condition % (A 3l — M, qne 1"on déduit de Ja condition :
b= —2 ] chy.

POR'T. MATIL 1
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est vérifié, il en est de m@me de Ia condition 1V (théortme 2.1) : alors,
si les points @, et @, appartiennent, & 'orle d’un ensemble A\ donuné,
on aussi @, e X, a,6 A, e, par suite, on peut décomposer A en deux
parties disjointes A, et A,, telles que «, ¢ A, a, ¢ A, Lo a, éa(\).
a, ¢ 8(A)). La condition )) est donc aussi vérifiée.

Yéciproquement, supposons que les conditions i) et j) sont remplies
dans Pespace donuné. Alors, deux points @, et «, distinets étant donnés,
considérons les deux cas suivants:

ler cas -- Lun, aw moims, des points a, et a, est un point isulé de
Vespare. Nous avons déja vu (dém. du théortme 2.3) que dans ce cas,
la condition 3° de I. Riesz (et par suite la coudition i)), implique
P'axiome D.

e cas — Les deur points a, et a, sont des points d'uccimulation de
Vespace. Alors on a: « en|l — {a) —(a)], @wes[l — («)— (a,)]. Po-
sons, par commodité, A =1 — (&) — (a,). Vu que la condition j) est
vérifiée, on peut décomposer A en deux parties disjointes, A, et A,, de
facon que @ ¢8(A,), a,é5(A,), Col a ¢A,, a,¢ A, puisque ¢, 6 1 —A,,

a,e 1—A,  Alors, on 1, en tenant compte de i) et de 2°: « ¢ A,+(a,),
a,é A, + (a). Par conséquent, il existe un ensemhle £ — A, + («,), tel
que a,¢E, ¢, ¢ 1 —E, ce qui veut dire, daprdx L), que l'ariome I
est vérifié.

ReMARQUES. — Vu que Despace donné satisfait i la condition 2° de
F. Riesz, laquelle est équivalente & la condition «wa{d + By s(A) +
+ 5(B), quels que soient A et B», on peut mettre, dans I'énoncé du
théoréme, auliende ca, ¢ s(A,), a, ¢s(A)», les conditions suivantes :
w es(8) —n(A), a,es(d) ~» (A ).

Observons enfin que 'on peut remplacer les conditions 2, et 1), par
la condition suivante: (A)=0, si A est formé d’un seul point ou
coincide avec ’ensemble vide». Cependant, sil’espace donné a au moims
deux points, et si les conditions 1, et i) sont vérifiées, la condition 2,
devient supertlue.

Celd posé, nous pouvons donner la suivante

Disrixitiox. On appele espace de Hausdortf tout svstome (1, »), couns-
titué par un ensemble abstrait 1 et par un opératewr s, qui, i chaque
ensemble A C 1, fait correspondre un ensemble a{(A)C 1, nommé
orle de A, de fagon que:

L. s(A+DB)y=(1—B)s(A) + (1 — A)»(BB) quels que soient A C 1

et BC1.



SUR LES ESPACES DE HAUSDORFF 107

II,. o*(A)cC A, pour tout ensemble A C 1.

II,. 8(A)==0, si A est formé d’un seul point ou coincide avec
I’ensemble O .

IV,. Siles points distinets «, et a, appartiennent & 1’orle d’'un en-
semble A donné, on peut décomposer A en deux parties dis-
jointes A, et A, telles que a, ¢ s (A,), a,é¢o(A).

1Y’ailleurs, on doit convenir d’appeller «ensemble de fermeture» de A

Pensemble A = A + o (A) (dol, en vertu de I,, s(A)=(1—A)A).

Pour obtenir une définition des espaces de Hausdorff, an moyen de
a notion de dord, il su de remarquer que ’axiome IV, peut-Gtre
| t le bord, il suffit d ol IV, peut-6t
remplacé par la suivante condition :

"» — Quels que soient les points distincts «, et «,, appartenant au

IV 1 t les points distincts «, et «,, appartenant
»ord d’un ensemble uelconque, on peut décomposer 1--A en deux
bord & ble A 1 , on peut d 1 1-A 1
parties disjointes A, et A,, telles que «, ¢ b(1—A,), a,¢ V(1 —A)).

Remarquons que IV, n’a pas une forme aussi simple et suggestive
que celle de IV,. Nous avons fait une remarque semblable & propos

de Vopérateur i.
O. QUELQUES GENERALISATIONS

La condition D, et, de méme, les conditions 1V, IV}, IV,, etc.,
peuvent étre modifiées, de facon qu’ils s’appliquent & n’importe quel
nombre fini 22> 2 de points distinets. Pour cela, il faut cependant
admettre la condition 2° de I7. Riesz. Observons que ces conditions
ne déterminent pas 'exclusion des espaces qui n’ont pas n points dis-
tincts.

Cela dit, nous pouvons établir les généralisations suivantes :

rr

THROREME 3.1 — Dans un espace (17) qui vérifie la condition 2° de

I, Riesz, Uaxiome 1V est équivalent ¢ la condition swivante: «Ktant
donnés n > 2 points distinets «,, a, -+, a,, appartenant ¢ Uensemble de
Jermeture d'un ensemble arbitraive (1, il existe une répartition’ de A

constituée par n ensembles A,, A,,---, A, , telle que «, ¢ A4,, powr i £/,
(i.)=1,2,--u).

Dém. — Que la condition énoncée ci-dessus implique IV, il est immé-
diat. Etablissons que la condition duthéordme est impliquée par IV . Pour

cela, nous allons employer la méthode de l’induction complite, en dé-
montrant que, sile théoréme est vrai pour n—-1, il sera aussi vrai pour «.

! Un ensemble 12 étant domné, on dit qu'une famille quelcongue d'ensembles § Ii; t définit

une répartition de E, sil'on a: ZR;=E; R; R, =0, pour i #k.
i
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Soient @, , ¢, -+, a,,,a, ,n points distincts quelconques appartenant
a I'ensemble de fermeture d’'un ensemble A donné. Supposons mainte-
nant que le théoréme est vrai pour » — 1: alors, il existera une répar-
tition de .\ constituée par n—1 ensembles A, Aj, .-, .\% | telle que

1) a ¢ A pour i#j(,j=1,2,.-.,n—1).

Mais, étant donné que «, appartient aussi & A et que U'on A — A¥ +
FAD ..o+ A%, le point @, doit appartenir, en vertu de 2°, 4 l'un,

: soient AT, A¥ ... AT

»

au moins, des ensembles A¥ A% ... AF

n—l

ensembles auxquels «, appartient. On a donc

, ces

(2) a,€ A¥ pour i=1,2,...,p;
a, ¢ A pour i=p+1,...,n—1.
1>ailleurs, puisque la condition 2° est vérifiée, on a, en vertu de (1),
a,e AT(r=1,2,...,n—1): par conséquent, on peut, d’aprés le théo-
réme 2.1, décomposer chaque ensemble A7 (¢ = 1,2 ..., ) en deux par-
ties disjointes A\, et A?, de fagcon que
(3) (‘.'¢F>C‘,.¢A;(i=1723"'32'>'

.. S -
Posons A, =A¥(j=p+1,...,0—1), A = _zlAf": on a, évidem-

=5 . .
ment, A =24 et N A =0, pour ¢#4L. Dailleurs on a, en tenant

i=l
compte de (1), a, ¢ A7 (i=1,2,...,p; k=p+1,...,0—1), puisque
A A7 et que lespace donné est un espace (V).
On a done, en tenant compte de (3),

(4) CL,.¢.‘_\"(?:=1,25---,7L—1).

On a, enfin, en vertu de la condition 1° de I. Riesz,

() a,,,¢:4l pour k#l(k=1,2,....0n—1;1= 1,2,....p).

En tenant compte de (1), (2), (3), (4) et (D), on peut donc écrire:
a,¢A; pour ij(i,j=1,2,...,n). Le théoréme est, donc, démontré.

THEOREME 5.2 — Dans un espace (1) qui vérifie la condition 2° de
I'. Riesz, on peut énoncer Uaxiome 1) de la fugon suivante: « Etant
donnés n > 2 points distinets «,,a,,---,w,, il existe n voisinages respec-
tifs V(a), Viay),---, V(a,), qui sont disjoints dewx @ dewr».

Dém. — Soient a,,a,,---,a,,n points distinets quelconiques. On sai

t £y ™2 ) ) l t 1 t t l 1 t
que tous ces points appartiennent a l’ensemble de fermeture de 1'en-
jue t ts appart tal ble de f t le I’
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semble fondamental 1: on peut done, d’aprés le théoreme précédent,
trouver une répartition de 1, constituée par » ensembles A, A,, ... A,

’

telle que «,¢.\;, pour i#,(i,j=1,2,...,n). Il s'ensuit, en tenant
compte de 2%, que

a¢ N+ N+ A A A (=1,2,00,0),

ou, ce (ui revient au méme, «, ¢ 1 — A, c’est-i-dire, ¢, 1 — 1 — A, =
= i(q,). Alors, pour chaque point «,, il existera wn voisinage V(«,)C
c A,, et on aura V(«,).V(a,)=0, pour j=££4, puisque A,.A =0,
pour j# k. Les voisinages V(a,)), V(a,),---, V(a,) sont donc disjoints
deux & deux, ce qui prouve le théortme.

On démontre de méme que, dans un espace topologique vérifiant lex
conditions 1° et 2° de F. Riesz, laxiome I) implique les propriétés sud-
vantes :

a) Si les points distinets «,, ¢y, -+, @, (2 >2) sont intérieurs & un
ensemble arbitraire A, il existe une répartition de A, en # ensem-
hles 1%,,A,_,,...,A“, telle que ¢, €i(A,),k=1,2,..., 2.

) Itant donnés un ensemble A quelconque et » > 2 points distin-
ets a,, ay, -+, @, , appartenant & I'ensemble A/, il existe une répartition
de A, constituée par »n ensembles A, A,,---, A, telle que a,¢ A/,
pour i (E,/j =1,2,...,n).

La derniére condition reste encore valable, si I'on remplace 1'opéra-
teur  par chacun des opérateurs f et .

SeMiNARIO DE AxitiseE GeraL (Lissoa)
CenTrO DE EsTUpOs MaTemiTICOs po 1. A. C,



ERRATA

Corrections & «Sur |'axiomatique des espaces de Hausdorff»
par J. Sebastido e Silva

Remplacer les mots «espace topologique» par «espace (V)», dans les
énoncés 1 et 2 (page 103).
Il y a aussi une erreur typographique importante a signaler, a la page 96.

A la place de i(A)=1—A, on doit lire i (A)=1—T—A.
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