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SUR L'ESPACE DES FONCTIONS HOLOMORPHES 
A CROISSANCE LENTE A DROITE* 

PAR J. SEBASTIAO .E SILVA 

J,isbonne 

Dans une conversation récente (1), M. LAURENT SCHWARTZ a bien 
voulu m'indiquer quelques améliorations importantes de certains de mes 
résultats exposés dans «Le calcul opérationnel au poiut de vue des 
distributions» (voir Bibliographie, [7]). Le but essentiel de la présente 
note est d'exposer ces points de vue, vraiment féconds, dûs à 
M. ScHWARTll;, et d'en développer quelques conséquences. Naturelle­
ment, ces améliorations peuvent se généraliser au cats de plusieurs 
variables (cf. [9]); cela fera l'objet d'un prochain travail. En outre, 
elles ont facilité mon étude des ultra-distributions, dans [8]. 

1. Recherche des opérations linéaires continues définies dans mw. 
Dans [7] j'ai commencé par définir l'espace localement convexe mw 
des «fonctions holomorphes à croissance lente à droite», de la façon 
suivante: soit mk , pour k=O, 1, 2, · ·. , l'espace vectoriel des fonctions 
complexes ip (z) de la variable complexe z, telles que ip (z)/zk résulte 
continue et bornée dans le demi-plan droit m z':::::,.k et holomorphe pour 
m z >le, cet espace étant muni de la topologie associée à la norme 

Il ip llk = sup 1ip(z)1 ; 
~h>k 

alors mw est, par définition, la limite inductive des mk par rapport 
aux applications canoniques mr+mk+l (qui sont totalement continues). 

Je me suis posé d'abord le problème suivant: Détermine1· l'expression 
générale des applications linéaires continues de mc.i dans un espace 
localement convexe E donné, qui, pour simplifier, est supposé complet 
par rapport aux suites. 

Pour résoudre ce problème, j'ai employé une méthode générale, 
de nature métamathématique (cf. [5 ]), qui a réussi dans plusieurs autres 

* Reçu le 1" octobre 1957. 
(1) Eue en Février 1957, à Lisbonne. 
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questions de même genre (1). On commence par chercher une «base» 
de la structure ~lw' c'est-à-dire un système d'éléments de m.,' en 
fonction desquels on puisse exprimer tout élément de m.,' au moyen 
des seules notions primitives de cette structure: somme, multiplications 
scalaires et limite (de suites). Or, les fonctions de z du type (z - À)-1 , 

où ) est un nombre complexe quelconque, forment justement une 
<chase» de m., en ce cens-là - ou, comme on dit dans le cas présent: un 
ensemble total de l'espace vectoriel topologique m.,. En effet, désignons 

par h (À) l'application ). -+ (; - ).)-1 de la droite complexe C dans 
m.. et par ck la droite ~ z = le orientée vers le haut; on démontre 
que, pour tout k=0,1, •.. et toute cpemk, on a la «formule de 
représentation» (2) 

1 ' 1 ' cp().) 
cp=-.' cp(À)h(l)d),=-.' -A -dl, 

2 r. i Jck 2 rc i Je~ z - ). 

cette intégrale ayant le sens usuel, par rapport à la topologie de m.,' 
si la fonction z cp (z) est bornée sur ck (on désigne par mz l'ensemble 

de tenes fonctions et on pose m;= U~mn et, en posant, par définition, 

dans le cas général : 

r cp (À) h (l) d). = lim ( ~ (l) h (À) d À' avec ~ 6 m: 
Jck ~-+<p vCk 

(on démontre que m: est dense dans m.,). 
Cela étant, on voit aussitôt que toute application linéaire continue 

F de m(d dans E est nécessairement donnée par la forruule 

1 ' 
F(cp)= 9 . J cp(À)F[h().)]d), 

.., r. i Jck 
ou encore 

(1. l) 

où la fonction de À 

f(l) = F[h(l)] = F (~), 
z -- À 

(1) Dans [6] je ne me suis ocupé que des automorphismes d'une structure. Mais, 
dans un travail non publié, dont r5J n'est qu'un résumé partiel, j'ai envisagé le cas 
général des «homomorphismes» d'une structure dans une autre. 

(2) Le signe ..-.. sur z indique que z est une variable muette. 
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définie dans C et à valeurs dans E est dite l'indicatrice de l'opéra­
teur F. 

Pour achever la résolution du problème, il reste à trouver un 
système de conditions nécessaires et suffisantes, auxquelles doive satisfaire 
une fonction vectorielle f (À), donnée d'arnnce, pour qu'elle soit, 
réciproquement, l'indicatrice d'une certaine application linéaire continue 
F de m"' dans E. A cet effet nous n'avons qu'à suivre notre méthode 
métamathématique générale: 

On essayera de Jaire une «description» de la base h (i,), en dressant 
une liste de propriétés de cette entité exprimables en termes primitifs de la 
structure QI,. ( cr..9omme», «multiplicateurs scalaires» et «limite»). Pm·mi 
ce.~ propriétés, on choisircL (1) celles qui sorit «conservées» par n'importe 
quelle applicati'on linéaire continue F de Qlw dans E - c'est-à-dire 
celles qui se retrouvent encore dans l'image f (i.) de h (J.) par F , 
exprimées en termes correspondants de la structure E. On obtient ainsi 
un système de condition.9 nécessaires pom· que l'application f (),) de C 
dans E soit l'indicatrice d'une application F e L (QI"' , E) . Enfin, i'l 
restll à voir si ce.9 conditions sont su,fJisantes, en vérifiant directement si, 
ces conditions étant vér~fiées par la fonction f ().) donnée, la formule 
(1. 1) définit en effet une application F, linéaire et continue, de QI"' 
dans E. 

Nous allons voir comment on peut exécuter ce programme. 

2. Caractérisation vectoriel-topologique des fonctions indicatrices. 
Nous avons donnée dans [7] une «description» de la base h ().), au 
moyen de trois propriétés, dont voici les deux premières : 

p 1. h (i.) e.9t une fonction (à valeurs dans mw)' d~finie et analy­
tique dans tout le plan de la variable complexe. 

P:?. Le produit de ). par h ().) est une fonction de À bornée su1· 
tout demi-plan gauche m z L k . 

La troisième propriété - que nous désignons dans [7] par P 3 -
quoiqu'étant conservée ainsi que P 1 et P 2, par toute application 
Fe L (Qlw, E), n'est pas entièrement satisfaisante: elle est presque la 
traduction littérale du fait que l'application F définie par (1. 1) soit 
continue. 

(1) Ce choix ne serait évidemment pas nécessaire s'il s'agissait seulement des 
isomorphismes de la structure m0, sur la structure E. Mais nous cherchons, plus 
généralement, les homomorphismes (au sens général) de moi dans E. 
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Eh bien, l'idée essentielle de M. Sc!-IWARTZ, que nous nous proposons 
d'exposer ici, cousis te it remplacer P 2 et P 3 par une seule propriété, 
qui traduit exactement le noeud de la question: 

P' 2. Pour tant k = 0, 1 , ... , il e:eiste k éléments ~ 1 , ~ 2 : • • • , ~" 

de QI,. et une pa1·tie bornée ~k de QI., tels que 

~1 t~ ~k 1 
h (À) -- _:___ - _:_:_ - · • • - _:_ e - ~" , pour m À L le. 

). ).2 ).k ),k+l 

Pour la démonstration, il suffit d'employer la formule 

1 1 z 
z-), ). ).k+l z - /. 

(pour i. =!= z), 

en tenant compte de P2. En effet, d'après P2, la fonction À(;- )_)- 1 

de À (à valeurs dans QI.,) est b<Jrnée sur tout demi-plan gauche; donc, 

il en sera de même de la fonction )_;k(;- J.)- 1 de À, étant donné que 

l'application ip ___,.... ~ ip de QI., dans %{., est continue. Alors, si l'on pose 
~ 1 = - 1, ~i = - z, · .. , ~" = - z"-1 , on arrive aisément à P' 2. 

D'autre part, il est immédiat que cette propriété est conservée par 
n'importe quelle application Fe L (%fw, E); c'est-à-dire, toute fonction 
indicatrice f ().) d'un tel opérateur vérifie nécessairement les conditions 
suivantes : 

P 1. f (À) est une fonction entière de À (à t•aleurs dan11 E) . 

P' 2. Pour· tout k = 0, 1 , · · · , il existe k éléments a 1 , a2 , • • • , ak 
et une partie hornée Mk de E , tels que 

f (À)_ a1 _ a2 _ ... _ a" 6 1 M 
À ).~ À" À k+ 1 k ' 

pour m). L k. 

On aura évidement a,= F (~), 11 = 1, ... , k, et M" = F (~"). 

3. Conclusion de la recherche des applications linéaires conti­
nues de %{., dans E. Il reste à verifier si P 1 et P' 2 donnent déjà 
des conditions suffisantes pour que f (li) soit l'indicatrice d'une appli­
cation Fe L (QI.,, E). Commençons par observer que, si f (À) est une 
fonction à valeurs dans E vérifiant P' 2, les coefficients a1 , a2 , • • • 

sont univoquement déterminés par f (À) (indépendemment de le), puisque 
l'on a, sm· tout demi-plan m ). L k: 

a 1 = lim ). f ().) , 
À-+OO 

[ 
n-1 J 

' an = lim À" f (i) - ~ a~ ' .•. 
À-+OC j=l ).J 
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Supposons donc ces deux conditions vérifieés par la fonction f ()•), 
donnée d'avance, et posons 

(3. 1) 

pour k = 1, 1, .•• et qi e ~h. Alors il est aisé de voir que cette for­
mule définit, justement, une application F, linéaire et continue, de m., 
dans E. En effet, puisque f ().) vérifie P' 2 et que ·P (z)/zk est bornée 
pour ~z::::,,,.k (car i:pemk), on voit, compte tenu de P'2, que la fonction 
intégrande dans (3. 1 ), multipliée par /.2 , reste bornée sur 01r. Donc l'inté­
grale existe: elle est même convertible en une intégrale de RIEMANN 

par le changement de v11.riable À= le + itg t, ce qui permet de voir 
que la restriction de F à mk est une application linéaire continue de 
~lie dans E. Pour montrer que Fe L (m.,, E), il suffit maintenant de 
vérifier que la valeur de F (rp) donnée par (3. 1)' avec rp E mk' ne 
change pas, si l'on substitue à le un entier quelconque k' >le. On 
peut le faire en deux étapes sucessives: on suppose d'abord la substi­
tution effectuée seulement dans la fonction intégrande; on considère 
ensuite la substitution effectuée aussi en Ok. Pour la première vérifi­
cation, il suffit de remarquer que, dans cette étape, on introduit seule­
ment des termes nuls, puisque l'on a 

pour tout r ::::,,,.k+2. 

Pour la deuxième vérification, il suffit d'employer le théorème de 
ÜAUCHY, comme dans [7], p. 115. 

On reconnait maintenant sans difficulté que f (/.) est, précisément, 
l'indicatrice de F, c'est-à-dire que 

F (~) = f().), 
z-À 

pour tout À e C . 

Enfin, si l'on pose 

pour k=O' 1 ' . . . et ~ E m:' 

on voit. d'une façon analogue, que F* coïncide avec la restriction de 
F à m! et que, par suite, F est le prolongement de F* à m.,, par 
continuité. 
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On a donc démontré le théorème suivant: 

THÉORÈME 1. Il existe une corre.~pondence biunivoque F +---.. f , 
entre les applications linéaires continues F de si,(,,, dans E et les appli_ 
cations f de C dans E avant les propriétés P 1 et P' 2 . Cette cor­
respondance est définie par les formules 1·éciproques: 

f (i.) = F (~) , pour À e C , 
Z-1. 

1 ,... 
F(qi)=-, -. I cp(À)f(:>t)dl., pour k=l,2, ···et qiesi.(k. 

2 rn Jck 

oh l'intégrale du second rnembre est l' abré1;iation de 

REMARQUE. Il est aisé de voir que, dans cet énoncé, on peut 
remplacer P' 2 par une quelconque des propriétés suivantes: 

P" 2. Pour tout k = 0, 1 , . · · , il exiiJte k éléments B 1 , ..• , Bk 

de E tels que le produit de f (À) - ~ka, ).-r par ).k +1 est bomé sur tout 
1 

demi-plan gauche. 

P'" 2. Pour tout k = 0, l , · · · , il existe k éléments B 1 , · · · , Bk 

de E tels que le produit de f (À) - ~ka' i.-r par ),k tend vers 0 lorsque 
1 

), -- oo sur un demi-plan gauche quelconque. 

Cette propriété s'exprime encore, en disant que f (:>.) admet, sur 
tout demi-plan gauche, le «Ùéveloppement asymptotique» 

( ' Bt B2 . , B. f 1.) ::: . -- + -- -t- .•. -t- -:-- + . . . ' 
J. ).2 A" 

pour ), -- oo • 

4. Justification de la définition d'intégrale qui intervient dans 
l'énoncé du théorème 1. Nous avons posé, par définition: 

(4. 1) I gi(J.)f(A)dÀ=~~~.,(;~().)f(:>t)d)., avec ~em.:. 

M. SoHWARTZ nous a observé que, pour que cette généralisation 
soit acceptable sans risque de confusion, il serait nécessaire de montrer, 
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au moins, que, dans le cas où l'intégrale existe au sens de LEBESGUE 

(généralisée pour les fonctions vectorielles), sa valeur usuelle coïncide 
avec celte donnée par (4. 1). C'est ce que nous allons faire maintenant, 
en nous rapportant à la notion assez générale de «fonction scalairement 
intégrable». Plus précisément, nous allons montrer que, si, pour tout 
élément u du dual E' de E , la fonction scalaire de À 

< u 'qi (ii)f (À)> = rp (/.) < u' f (À) > 

est intégrable sur c" et que l'on pose 

fu (À)=< U' f (À) > 1 pour tont i. e C et tout u e E' , 

on aura précisément (quel que soit u e E'): 

(4. 2) avec ~ e m~ 

où le symbole (L) rappelle que l'intégrale est prise au sens de LEBES­

GUE (évidemment, fu ().) sera, pour tout u e E', l'indicatrice d'une 
application linéaire continue de m,. dans c' ce qui assure l'existence 
de la limite du second membre). 

En effet, si i:pe m" et que l'on pose 

q>n(z) = ( z)k+l qi(z), pour 
1+-

n 

1 
n = 1,2, ... , 

on aura tfn e m~ pour tout n et, comme nous l'avons démontré dans 
[7], p. 111, gin converge vers rp, au sens de la topologie de m"'. En 
particulier, on voit que i:pn(z)-i:p(z), pour chaque zeCk, et puisque 

1 rp,. (z) 1 < ! rp (z) 1 , pour tout n, 

on aura sürement, pour tout u e E', 

(4. 3) (L)l rp("A)fu(l)d). = lim 1 tfn(l)fu(/.)dli 
ck n-+oo ck 

les fonctions qi,.(À)fu(À) et rp(l).fu(~) étant sommables sur ck, en 
vertu de l'hypothèse et du fait que tfn e m: pour tout n. Or (4. 3) 
implique (4. 2), l'existence de la limite du second membre étant assurée 
d'avance. 

Toutefois, pour marquer qu'il s'agit d'une généralisation de la 
notion d'intégrale - si quelque confusion est à craindre - on pourra 
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écrire, dans le cas général, pour noter cette «intégrale», par exemple: 

où V. L. est l'abréviation de «valeur limite». Mais il ne faut pas con­
fondre cette valeur limite avec la «valeur principale» de CAUCHY (si 
celle-ci existe), puisque c'est là, justement, l'un des cas où les deux 
valeurs peuvent ne pas coïncider! Considérons, par exemple, l'indica-

trice, h (),) =(;-li)-1 , de l'application identique. Alors on a, par rapport 
à la topologie de mro ' 

pour toute rp e mw. 

Cependant, s1 rp (z) = 1 , la valeur principale de CAUCHY est, pour 
tout k: 

1 . lk+iy d), 1 --hm --=-
'> • ~ 9' 
"" 7t i y-+~ k- iy "' - À -

au lieu de 1. 
Mais, naturellement, la valeur principale de CAUCHY n'est pas à 

envisager comme une intégrale générafüée. 

5. Le dual de l'espace QI"'. Il résulte du théorème 1 (en posant 
E = C) que le dual de l'espace QI., est (algébriquement) isomorphe 
à l'espace des fonctions f(J.) complexes entières qui, sur tout demi-plan 
gaut!he, admettent un développement asymptotique du type 

pour À~ oo 

Il est maintenant aisé de mir que la topologie forte daus m., est 
donnée par la famille de semi-normes défi.nies par 

11.f llk = sup 1 J.k+t (f (J.) - ~k a,.J.-i·),, le= 1 , 2, ... 
~).<k 1 

Cela corrige des affirmations erronées que nous avons faites dans [7] 
(remarques finales; p. 130). En particulier, il est faux que toute indica­
trice f (J.) d'une fonctionnelle Fe Qîw soit à décroissance rapide sur 
toute verticale. Par exemple, la fonction (e). - l )/J. est une indicatrice, 
sans qu'elle soit à décroissance rapide sur les verticales. 
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6. Le calcul opérationnel modelé sur l'algèbre mw. Le perfec­
tionnement introduit par M. SCHWARTZ dans le théorème 1 se répercute, 
d'une façon remarquable, dans les fondements du calcul opérationnel 
relatif à l'espace fonctionnel m,.' muni de sa structure d'algèbre 
topologique considérée dans [7]. Soit A une a.lgèbre complexe, munie 
d'un élément unité, e, et d'une topologie d'espace localement convexe, 
par rapport à laquelle le produit soit séparément continu [c'est-à-dire, 
tel que les applications x - a x et x - x a de A dans A soient 
continues pour tout a e A]. Supposons en outre que l'espace A soit 
complet pour les suites. Il s'agit maintenant de déterminer les homo­
morphismes continus (1) de m,., dans A, faisant correspondre à la fonc­
tion ip(z)==l l'unité de A. Puisque l'on a fait l'adjonction du concept de 
produit aux notions primitives considerées dans m., («Somme», «opéra­
teurs scalaires» et «limite»), une base de la struture ainsi obtenue sera, 

par exemple, le seul élément ; de m(Ù' (2) étant donné que 

pour ip E mk , k = 1 , 2 , · • · . 

Alors, tout homomorphisme continu F de mw en A, tel que 

F (Î) = e, est nécessairement défini par 

F ( ip) = - 1-.1 ip (1.) (a - À e )-1 d À 
2 'Tt i c,, 

où a est l'image de la base ; par F : 

a= F (~) 

Une «description» de la base ; est donnée par les proprietés: 

Q 1. Pour tout À E c' l'élément ~ - À. î (de mlù) est réguUer 
(c'est-à-dire inverwible); 

Q 2. La fonction (~ - À· Î )-1 de À est localement bornée; 

Q 3. La fonction (~-À • Î )-1 de À est bornée .~ur toute demi-plan 
gauche. 

(1) C'est-à-dire les applications linéaires continues F de m., dans A telles 
que F(cp~)=F(cp)·F(4), quelles que soient rp,4em.,. 

(2) Naturellement, nous désignons par -; la fonction 'P (z)=z et par Î la fonction 
'P (z) = 1 (élément unité de m.,) . 
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D'où l'on déduit des conditions necessaires pour qu'un élément 
a de A soit l'image d'un homomorphisme continu F de moo dans A 

tel que F ( Î) = e : 

Q 1. L'élément a - À e de A est régulier pour tout ). e C ; 

Q 2. La fonction (a-). e)-1 de À [que nous éc1'irons aussi _e_J 
a-Àe 

est localement bornée; 

Q 3. La fonction (a -- À e )-1 de À est bornée sur toute demi-plan 
gauche. 

La proprieté Q 1 peut encore s'exprimer en disant: le spectre de 
a est vide dans C; ou encore: l'ensemble résolvant de a est C. 

De Q 2, en tenant compte du fait que le produit dans A est 
séparément continu (par hypothèse), on déduit: 

P 1. La fonctfon f (i.) = (a - ). e)-1 est entière, 

Pour s'en convainc1e, il suffit d'employer les identités: 

(a - À e )- 1 - (a -- Ào e )- 1 _ ( ) )_ 1 ( ) )- 1 ----=a- .e a- .oe 
). - ).o 

=(a -Ào e)- 2 - (J.-/.o)(a-Àoe)-2 (a-À e)- 1 • 

De Q 3, en employant l'identité 

e a ak-1 1 
(a - À e )- 1 = - - - - - .. . - - - - · À (a - i. e )- 1 , 

À i.2 ).k J.k+l 

on déduit: 

Q' 3. Pour tout k = 0, 1, ... , la fonction de 

).k+1 (-~ _ ~k a'-1
) 

a - J. e 1 ).r 

est bornée su1' tout demi-plan gauche : 

En particulier on a, sur tout demi-plan gauche: 

lim _À~-- = -1. 
).~oo a - À e 

(6. 1) 

La fonction f().)=(a-Àe)- 1 vérifie donc les conditions Pl, P1 2 
(no. 2): elle est l'indicatrice d'une application linéaire continue de mù) 
dans A . On démontre maintenant sans difficulté le 
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'l'Hb:ORÈME ::?. Il existe une correspondance biunivoque a <--+F 
entre les éléments a de A vérifiant Q 1, Q2, Q3, et le.ç homomorphis-

mes continus de l'algèbre mw dans l'algèbre A, tels que F (Î) = e. 
Cette correspondance est définie par les formules 1·éciproques 

F() _ 1 j" rp(l.)e d" rp --~ J, 
.., r. 1 c" a - À e 

On pose alors 

rp(a)=F(rp). 

( rp e mk ' k = 1 ' 2 ' . . . ) . 

RE.vIARQ.lJE 1. Les propriétés Q 2 et Q 3 peuvent être remplacées 
par la seule propriété suivante, qui les implique: 

Q' 2. La fonction (1 + P. I )(a - ). e)- 1 de ). est bornée sur tout 
demi-plan gauche. 

REMAHQUE II. Si l'élément a vérifie les conditions Q 1 et Q' 2 , 
une condition nécessaire et suffisante pour que l'l:omomorphisme F 

déterminé par a=F(,;) soit une application biunivoque de mw dans A 
(donc un isomorphisme algébrique «dans»), est qu'il n'existe pas 
un nombre fini n de nombres complexes c0 , c1 , • •• , Cn tels que 

~n ck ak = 0. Alors l'algèbre des fonctions rationnelles de a est iso-
o 

morphe au corps des fonctions rationnelles de la variable z et l'algè­
bre des éléments rp(a) e A, avec rp e mw, est (algébriquement) isomor­
phe à mw. 

REMARQUE m. Le seul fait que F respecte la multiplication 
n'entraine pas que F fasse coïncider les éléments unité de mw et A, 
mais seulement que F transforme l'unité de mw en un élément j de A 
idempotent, c'est it dire tel que j2 = j. Cependant, cet idempotent joue 
le rôle d'unité dans l'image A* c A de mw par F (cf. [GJ, p. 64-67). 
On sait que tout idempotent différent de l'unité est un diviseur de zéro. 
Donc, si, en particulier, l'algèbre A est un domaine d'intégrité, on 

peut supprimer la condition F ( Î) = e dans l'énoncé du théorème 2. 

7. Possibilités d'application du théorème 2. a) Le premier exem­
ple d'application qui se présente, naturellement, est celui où A= mw. 
Dans ce cas les homomorphismes en question sont les isomorphismes 

donnés par des changements de variable q> (~ )-+ qi [0 (z)J, où 0 = F (;). 
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On peut prendre par exemple: 0 (z) =a z + b, avec a, b constants 
et a=/= 0. 

Est ce qu'il y a d'autres endomorphi.~mes continues de l'algèbre moi? 
Voilà une question à résoudre. 

b) L'exemple d'application du th. 2 le plus important est celui 
où A est l'algèbre de convolution '.()~ des distributions sur R, de 
support limité à gauche, avec sa topologie naturelle (dans [7] nous 
désignons cette algèbre par €;';). L'homomorphisme continu de mw dans 
'.()~, transformant la fonction 1 en ci (élément unité de '.()~, pour la 
convolution) et la fonction z en ci', est l'in,·erse ,l!- 1 de la transfor­
mation de LAPLACE(1). L'image de moi par ,l!- 1 est l'espace 'lîw étu­
dié dans [7] . 

c) On peut, plus généralement, considérer les homomorphismes 
de mw dans '.{)~ qui transforment z en a ci'+ b, avec a=f= 0. Est-ce 
qu'il y a d'autres homomorphi1nnes de moi dans 1)~?. Voilà une question 
posée par M. ScHWAl:tTZ et qui se ramène à celle qui précède. 

d) L'algèbre topologique de convolution '.{)~ est isomorphe à un 
sous-espace de l'espace L ('.()~) des applications linéaires continues de 
'.{)~ dans lui-même, muni de la topologie de la convergence bornée 
(l'élément ci' correspondant à l'opérateur de dérivation, D, dans cet 
isomorphisme). On pourrait essayer, par exemple, d'étendre le calcul 
symbolique aux opérateurs différentiels de 1.•r ordre à coefficients 
variables, c'est-à-dire aux opérateurs e de la forme 

0 (T) = a DT + ~ , pour T e 1'~ , 

a et ~ étant des fonctions indéfiniment dérivables et a n'ayant pas 
de zéros. 

e) Lorsqu'on cherche à baser sur ~,. un calcul symbolique pour 
les opérateurs différentiels linéaires du second ordre, on se heurte 
immédiatement à une impossibilité, même dans le cas simple de l'opé­
rateur D2 • Mais remarquons que le changement de variable 9 (z)-+q> (z2), 

avec qi e m .. ' transforme l'algèbre topologique moi' en une autre algè­
bre topologique, dont il est facile d'expliciter la structure, et que nous 
désignerons par m~l. Alors on peut songer à établir un calcul des 
opérateurs différentials du second ordre, modelé sur l'algèbre topolo­
gique m<!l. 

(1) Puisque l'algèbre de convolution 1)~ ne contient pas de diviseur de zéro, 

la condition F ( Î) = S est impliquée par le fait que F soit un homomorphisme. 
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8 Introduction de l'exponentielle symbolique. Soit A une algè­
bre vérifia.nt les conditions indiquées au n. 0 6 et soit a un élément de 
A possédant les propriétés Q 1 et Q 2 . Il est alors facile de résoudre 
l'équation différentielle 

(8. 1) v' ( t) = - a v ( t) , pour t ::::::,,. 0 , 

avec la condition initiale v (O)=e, v (t) étant une fonction inconnue de 
la variable réelle t, à valeurs dans A . En effet, il est aisé de voir 
que l'équation analogue pour mw: 

(8. 2) 

avec la condition initiale correspondante, admet la solution unique: 

u' (t) = e- 1 ; 

(par rapport à la topologie de mw) . 
Or il est évident que l'homomorphisme opérationnel tp-+<!' (a) de 

mw dans A transforme la solution e- t; de (8. 2) en une solution de 
(8. 1) qui vérifie la condition initiale v (0) = e. D'après le calcul opé­
rationnel modelé sur mw' cette solution de (8. 1), qui sera désignée 
par e-1a ou par exp ( - ta), est définie par la formule: 

( t ) 1 l+ooiexp(-O)ed~ 
exp - a =~ . ,.,, 

-'ITi -ooi a -1.e 

et possède les propriétés suivantes (pour t::::,,.. 0): 

I) v(t1 + t2)=v(t1)v(t2) 

dn 
II) -v(t)=(-a)nv(t) 

d tn 

III) lim é 1 v(t) = 0, pour tout le positif. 
1-++oo 

t::::::,,. 0' 

Cela peut s'exprimer encore, en disant que: I) les valeurs de exp ( - ta), 
pour t ::::,,.. 0 , forment dans A un semi-groupe à un paramètre t ; II) cette 
.fonction de t e.~t indéfiniment dérivable; III) elle est à décroissance rapide, 
pour t-+ + oo, par rapport aux exponentielles réelles (ainsi que cha­
cune de ses dérivées). 

Mais il reste encore le «problème de l'unicité»: 
La .fonction exp (- ta) de t est-elle l'unique solution de (8. 2) 

prenant la valeur 1 pour t = 0? 



14 J. SIWASTIAO E SILVA 

Nous ne savons pas si la réponse est affirmative dans le cas 
général; mais elle l'est, sürement, dans les cas suÎ\'tmts (dont le pre­
mier est contenu dans le deuxième): 

1) La topofo,gie de A est l'image de la topologie de Qlw par l'ap­

plication opérationnelle <p -- <p (a). C'est ce qui arrive, par exemple, 
dans le cas où A est l'espace !Jw' dont mw est l'image de LAPLACE. 

2) L'algèbre A est commutative, sans diviseurs de zéro, et un peu 
plus que séparément continue, par exemple, hypocontinue por rapport 
aua:: parties compacte.~ (1 ). 

On dit que A est hypocontinue par rapport aux parties compactes, 
si, pour toute partie compacte K de A, l'ensemble des applications 
x -- a x [ resp. x -- x a] de A dans A, lorsque a parcourt K, est 
éq uicontinu (cf. [1 ], chap. III). Dans ce cas, la règle usuelle de déri­
vation du produit est valable. Soit alors z (t) une solution de l'équation 
v' (t) =av (t), pour t ~ 0, nulle pour t = 0; dans ces conditions, la 
fonction z ( t) z (h - t) de t , avec h arbitraire et 0 L t L h , a une 
dérivée nulle, donc est constante, et, comme z (0) = 0, elle est nulle 
dans [O, h]. En particulier, pour h = 2 t (h et t étant arbitraires), 
on trouve (z (t))2 = 0, d'où z (t) = 0, pour t ~ 0, si z (t) n'est pas 
diviseur de zéro. Cela démontre, évidemment, l'unicité en question. 

Il est encore évident que, pour assurer l'unicité de la solution de 
v' (t) = - av ( t) vérifiant v (0) = e , il suffit d'imposer aua:: v ( t) de 
commuter avec a et de ne pas ~tre diviseur de zéro (l'algèbre A étant 
hypocontinue par rapport aux parties compactes). 

En particulier, si toutes les valeurs de exp (-ta) sont des éléments 
réguliers de A , on pose, par définition : 

exp (ta)= [exp(- ta)J-1 , pour t ~ 0 

Alors la fonction v (t) =exp ( - ta), définie pour t réel quelcon­
que, possède la propriété plus forte: 

I') 

ce qui veut dire que les valeurs de cette fonction forment maintenant 
un groupe à un paramètre. Mais nous ne savons pas si la restriction 
de v (t) à J - oo, 0 J est dérivable, à moins que l'on n'admette l'hypo­
thèse supplémentaire suivante: 

(1) C'est là un résultat de Mrnus1Nsru dans [3], que M. Scaw.rnTz a bien voulu 
me signaler. 
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2') La fonction v (t) =exp ( - a t) est localement b01·née au 
point t = 0. 

II') 

On peut alors écrire : 

d 
- v(t)=(- a)nv(t), 
d tn 

pour t réel quelconque. 

9. Les espaces m., et 'ff.,; nouvelle forme de calcul opérationnel. 
Dans [7] j'ai défini fil., comme l'espace des fonctions de la forme 
rp = ek1 ~, avec ~ e ~h, le = 0, 1 , ... , muni de la topologie la plus fine 
qui rende continues les applications ~ - ek1 ~ de ?2{., dans fil.,. On 
démontre que fil., est l'image de LAPLACE de l'espace @., des distri­
butions laplacisables, de support limité à gauche. Par conséquent, tonte 
fonction qi e fil., admet la «formule de représentation réelle» : 

(9. 1) f +oo ~ 

'f = -oo e-t: <1>1 d t , 

où <I> est la distribution donnée par 

(9. 2) 

Soit maintenant A une algèbre vérifiant les conditions indiquées 
au n.0 6 et supposons en outre que A est hypocontinue par rappo1't 
auœ parties compactes de A. Il est alors facile d'établir le résultat 
suivant: 

THÉORÈME 3. Il eœiste une co1'respondence biuniuoque F ~--a entre 

les homomorphismes continus F de ?Uw das A, tels que F (Î) = e, et 
les éléments a de A po.~sédant les trois propriétés suivantes : 

E 1. L'équation v' (t) = - av (t) admet, por t réel quelconque, 
une solution v(t) [que l'on désigne par e-ta ou par exp(-ta)] telle 
que v (0) = e et que,· 

E 2. Les valeurs de v (t) sont des éléments réguliers de A, com­
mutant avec a . 

E 3. v ( t) est à décroissance rapide, pour t - + oo , por rapport 
auœ eœponentielles réelles. 

Cette correspondence F ~ ..... a est dé.finie par les formules: 

a= F (z), 
."1+00 

F(qi)= )_
00 

exp(-ta)<l>tdt, 
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où l'intég1ale est prise au sen.~ de la théorie des distributions, et oil <I> set 
donnée par (9. 2). On a/lra en out1·e: 

(9. 3) ( ) 1 JH"'i exp(- tl.) dÀ exp -- ta = -- · 
2 7t i -OO i a - J, 

[On pose alors: F(q;i)=rp(a) ]. 

Nous donnerons ici seulement une idée de la démonstration. Il 
suffit de montrer que, si l'élément a vérifie les conditions E 1, E 2, E 3, 
il détermine un homomorphisme continu F (unique) de mw dans A 
tel que F(Î)=e, F(z) =a, au moyen de la formule 

(9. 4) 
,...+OO 

F ( q>) = )_,,, exp ( - t a) <I> t d t 

et, que l'on a encore (9. 3); l'unicité de cet homomorphisme résultera 
de ce que l'on a dit au n. 0 8 (l'autre partie de la démonstration est 
immédiate). Soit donc a un elément de A vérifiant E 1, E 2, E 3. 
L'existence de l'intégrale du second membre de (9. 4) et la continuité 
(ainsi que la linéarité) de l'application F sont assurées par les condi-

tions E 1 et E 3, qui permettent de voir également que F (Î) = e, 
F (;)=a . [Rappelons que, dans (9. 4), l'intégrale est définie par con­
tinuité et que toute distribution laplacisable <I> est la limite, au sens 
de la topologie de 'ffw, d'une suite de fonctions txn du type txn ( t) = 

= Dk e"1 ~n (t), où le est un nombre naturel dépendant de <I> et les 
~n sont des fonctions indéfiniment dérivables, de support compact 
convergeant uniformément vers une fonction continue bornée de support 
limité à gauche]. 

Cela posé, on établit (9. 3), en observant que la restriction de F 
à mw est encore un homomarphisme continu de mw dans A, et en 
appliquant le théorème 2. On en déduit (cf. n. 0 8): 

v(t1 + t2) = v(t1)v(t2), 

ce qui permet d'établir directement que F (ip ~) = F (ip) F (~), compte 
tenu du fait que ~-1(?~)=~-1(<p)*~-1(~). 
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CORRECTIONS ET COMPLÉMENTS DE L'ARTICLE 
«SUR L'ESPACE DES FONCTIONS HOLOMORPHES 

A CROISSANCE LENTE A DROITE» 

PAR J. SEBASTIÀO E SlLVA 

Lisbonne 

À cause d'une revision hâtive, quelques erreurs typographi­
ques se sont introduites dans notre article «Sur l'espace des 
fonctions holomorphes à croissance lente à droite» Port. Math., 
17 (Hl5>:l), p. 1-17, où nous exposons surtout des résultats 
(inédits) r'lûs à M. L. SCHWARTZ. Nous indiquerons seulement les 
corrections qu'il vaille la peine de signaler ici: 

Pagl"" Ligne .\u lieu de On doit écrire 

1ï 'f (z) ~(z),zk 

<z-i .. î)-' ~ ~ 

~l -fi i.(z-i. · lr' 
JO ï (a-:.. e)-1 i.(a->.e)- 1 

12 24 ~DT+~ ~DT -t- ~T 

1 '' " dernière 1 e 

1:1 24 v(O)==e V (0) = e 

Page 4, lignes fi, ~ et 21: adjoindre la condition L/=0 

Mais il est curieux d'observer que les fautes des pages H et 
111 ont dirigé notre attention vers un fait trivial qui nous avait 
échappé complètement auparavant: 

les conditions Q 1 et Q ij (sans aucune correction) sont suffi­
santes pour qie'il existe l'homomorphisme dont il est question dans le 
tlzéorème 2, la condition Q 2 (impliquée par Q 3) pouvmll être 
supprimée. 

En effet on a, pour tout i.: 

i. (a -- ). e )- 1 ~"" a 1 a --· À et 1 - e 

Alors, si la condition Q 3 est vérifiée, c'est-à-dire si la fonc­
tion (a - l e)- 1 de ), est bornée sur tout demi-plan gauche, cette 
identité montre qu'il en sera de même de la fonction /.(a - i. e)-1 
de j_. 
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Cette observation simplifie, d'une façon appréciable, non 
seulement les bases du calcul opérationnel considéré, mais aussi 
les démonstrations qu'elles exigent. En effet, il n'est plus néces­
saire de démontrer directement que la fonction ). (i -À)-1 de ). à 
valeurs dans m., est bornée sur tout demi-plan gauche, ce que nous 
avons fait, d'une façon pas trop simple, dans notre article précé­
dent «Le calcul opérationnel au point de vue des distributions» Port. 
Math. 14 (1955) p. 105-132 ; il suffit maintenant d'établir cette 
propriété pour la fonction (z - l)- 1 de À, ce qui est presque 
immédiat. 

Ainsi une faute de revision nous a conduit à une heureuse 
simplification de nos résultats. 
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