


PRESENTAZIONE 

Con profonda mestizia ho l'onore di presentare all'AccademJa un lavoro 
postumo del compianto Collega ed Amico José Sebastiao e Si/va, già professore 
di matematica nel!' Università di Lisbona, recante il titolo Sur .l'intervention 
du calcui symbolique et cles distributions dans J1é tude de l'équat ion de 
BoJtzmann: un lavoro che, oltre a comprovare le doti scientifiche eminenti 
dell'A., viene a porgere una cO'Jnnzovente testimonianza dell'ammirevole fortezza 
d'anim,o da lui mantfestata negli ultùni mesi di vita. 

Sebastiào e Si/va era partùolarmente noto ed apprezzato in . Italia, dove 
aveva vissuto per parecchi anni. L'ultimo suo soggiorno nel nost'l"O Paese 
avvenne a Roma nel I97I- 72, essendo egli allora stato invitato con un asse­
gno dt' ricerca dall'Accademia dà Lincei allo scopo di redigere un trattato 
sulla teoria delle dùtribuzioni, ispirato a vedute originalz" collegate col calcolo 
simbolico, Ma qui ebbero a manifestarsz' ~i primi sintomi allarmanti del male 
incurabile che l'avrebbe portato prematuramente alla t01nba, Incurante di ciò, 
egli si dedicò con fervore al compito suddetto, incominciando da uno studio 
approfondito dell'equazione di Boltzmann relativa al trasporto dei neutroni,. 
studio che ebbe poi ad assorbirlo e distrarlo fino al giorno della morte, avvenuta 
a Lisbona il 25 maggio I972 presso l' I stituto Portoghese di Oncologia, 

Il presente lavoro, pur essendo soltanto un frammento di quello ch' egli 
avrebbe dest'derato dt' compiere, mostra già la grandz·osità delle concezioni cui 
l'A. si sarebbe in questo attenuto. La redazione è stata amorevolmente messa 
a punto da alcuni suoi discepoli, fra cui il dotto Silva Oliveira, e dal suo 
amico prof. G. Kijthe, ed il preceduta da un'Avvertenza toccante del prof. 
Jaime Campos Ferret'ra. Nonostante l'incompletezza del lavoro, esso presenta 
un notevole interesse t'n quanto vz'cne a completare in modo essenziale precedenti 
sviluPPi di Lafore e Millot sull'analisi spettrale dell'operatore di Boltzmann 
e sul modo dt' ottenere un integrale di tale operatore a partire dai relativi 
autovalori~' lo ritengo quindi altamente degno di venire pubblicato, e ne propongo 
l'inserzione nelle Memorie della nostra Accademia. 

BENIAMINO SEGRE 

Memorie, 1974, VaL XII • Sezione 1-, 22 



RELAZIO ! E 

letta e approvata nella seduta d el 12 g enna io /974 , sulla M emoria di 

J osÉ SEBASTI AO E SILVA, presentata n ell a seduta del 15 dicembre 

1973 d,,1 Socio B. SEGRE, intitola t" ; Surl'intervention du calcztl synz­
bolz'que et des distributions dans l'étude de l'équation de B o!tznzann. 

La Memoria si compone di due parti di lunghezza press'a poco uguale. 
La prima è dedicata a una esposizione di carattere generale intorno a quelle 
funzioni generalizzate sull'asse reale, a valori in uno spazio di Banach, che 
dall'A. sono dette « distribuzioni temperate », e intorno a 'tutto un ampio 
complesso di nozioni, che ad esse di connettono: trasformazio11:c bilatera di 
Laplace, convoluzione, calcolo simboli co sull 'operatore di deri vazione. Lo 
scopo di questa prima parte dell a Memoria è quello di arri vare per via sim­
bolica alla risoluzione di equazioni operaz ionali lineari, con un dettagli ato 
studio della teoria spettrale relativa, in condizioni di notevole generalità, 
attra verso un (i metodo euristico) per la determinazione di un sistema orto­
gonale di autovettori, in cu i « si adotta il punto di vista ingenuo dei fisici e 
degli ingegneri in questo genere di questioni l). 

Nell a seconda parte della Memoria viene applicato il metodo esposto 
nella prima parte al caso delle equazioni di Boltzmann unidimensionale rela­
tiva al trasporto dei neutroni: s i tratta di una equazione integrodifferenziale 
lineare, nella quale la funzione incognita può essere interpretata come una 
distribuzione temperata a valori nello spazio hilbertiano delle funzion i com­
plesse di quadrato sommabile su un intervallo illimitato dell'asse reale. 

La Memoria, pur essendo soltanto un frammento del lavoro che l'A. si 
proponeva di condurre a termine, dà g ià una idea dell a ampiezza della sua con­
cezione. La redazione è stata amorevolmente ri veduta e mig liorata da alcuni 
suoi discepoli, fra cui il Dott. Si lva Oli veira, e del suo amico Prof. G. Kiithe, 
ed è preceduta da una Avvertenza toccante del Prof. J aime Campos Ferreira. 

Nonostante l'incompletezza del lavoro, esso presenta un notevole inte­
resse, sia perché rispecchia vedute originali dell'A. su ll a teoria dell e distri­
buzioni in collegamento col calcolo simbol ico, s ia perché viene a completare 
precedent i svil uppi di Lafore e Millot su ll'analisi spettrale dell 'operatore 
di Boltzmann e su l modo di ottenere le soluzion i dei re lati vi problem i di 
front iera a partire del sistema degli autovettori . 

Lo riten iamo quindi altamente degno di essere pubbJi cato, e ne proponiamo 
l'inse rzione nelle Memorie dell a nostra Accadem ia. 

BENIAMINO SEGRE 
MAURO PrCONE 
GIANFRANCO CIMMINO 



Sur l'intervention du calcul symbolique 
et des distributions dans l'étude 

de l'équation de Boltzmann 

Memor ia di J. SEBASTIAO E SILVA 

RIASSUr\TO. - Lo studio dell'equazione di BoItzmann in fisica nucleare ha dato 
origine a delle difficoltà piuttosto serie, anche in casi semplici, quando si cerchi di applicarvi 
il metodo dei vettori propri , essendo allora questi \"ettori delle distribuzioni e non delle funzioni. 
L'oggetto di questa memoria è di chiarire il problema in un caso particolare tipico, impiegando, 
a questo scopo, il calcolo simbolico dell'operatore D applicato a delle distribuzioni t<::mpcrate 
a valori in uno spazio di Hilbert. -

AVERTISSEMENT 

Cet ollvrage est le dernier travai l de José Sebastiào e Si lva, decedé le 
25 Mai 1972. Il a été rédigé à l'Instillit Portllgais d'Oncologie, où son AlIteUl', 
malgré Ies soufrances morales et physiques qui J'accablaient a lars, se çonsacra 
avec enthousiasme jusqu 'au dernier moment de sa vie, à son élaboration. 

Scbastiào e SiI va n 'a pas eu le temps de terminer son ollvrage: }' intro­
dllction est incomplète et il ne nOlls reste à peine que le titre du dernier para­
graphe de l'Appendice, «( Slir la notion de valeur principale d'une fonction» 
Comis dans cette publication). Il ne l'a memc pas été possible de revoir le 
manuscrit auquel, bien que rédigé de façon pratiquement définitive, man­
quaient certaines adaptations et precisions importantes. 

Des disciples de Sebastiào e Sih"a se chargirent de cette revision; 
parmi ces derniers il convient de citer M. Si lva Oliveira, qui contribua d'une 
façoI1 décisive à ce travail. Après cette première re vision }'ou vrage a été 
envoyé ali Prof. G. K6the, grand ami de Sebastiào e Sii va, qui en fit une 
rninutieuse anal ysc et suggéra plllsiellrs améliorations. 

Schastiào e Sil va a toujollrs ressenti une vive adrniration pour }'ltalic, 
pays où il vécllt plusieurs années et où il cria de profondes am itiés . C'est pour 
répondre à son désir tOLIt exprès formulé qlle ce travail est offert à l'Accademia 
Nazionale dei Lincei. 

Lisboa, Novembre 1973 

J. CAMPOS FERREIRA 
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I . Introduction. 

l'ai pris connaissance de ce problème pour la premlere fois en 1963, 
à travers un article de P. LAFORE et J. P. MILLOT [I], en dirigeant des tra­
vaux de recherches dans le «( Laboratorio de Fisica e Engenharia Nucleares » 

de Sacavém (Li sbonne). Il existe à présent une vas te bibliographie sur l 'équa­
t ion de Boltzmann, dont se sont occupés, non seu}ement cles phycisiens et 
des ingénieurs, d 'une façon plus ou moins empirique, mais aussi cles mathé­
maticiens. Le travail le plus récent que je connais sur ce sujet est la Thèse 
de BARDOS [2] , OÙ cette équation figure à ti tre d'appl ication de résultats 
très généraux et assez précis sur un type d 'équations intégro-différentielles. 
Mais, bien que le susdit travail de LAFORE et MILLOT ait été publié en 1958, 
je n'ai encore nulle part trouvé une réponse sattsfalsante aux difficultés d'ordre 
mathématique suscitées par ce travail. C'est pourquoi j'ai repris ce thème, 
incité à plusieurs reprises à m 'en occuper par F. DI PASQUANTONIO, qui 
s'était d éjà adressé à d 'autres mathématic.ens pour la mème raison et à qui 
je suis vivement reconnaissant pour ses renseignements précieux et ses remar­
ques d'une touchante amitié. 

Il s'agit de l'équation de Boltzmann unidimensionelle, relati ve au transport 
de neutrons, 

1 

( 1.1 ) + LT <Il (x, ,,) - ~' J P (" , ,,') <Il (x , ,,') d,,' = S (x , ,,) , 
-l 

où l ' inconnue, <D (x ,ti), est le flux de neutrons par élément d'angle solide 
dans le cas où celui-ci ne dépend que de la variable spaciale x et du cosinus !J. 
de l'angle avec l'axe Ox, 5 (x, ti) étant la SOllrce, LT la section efficace totale, 
L, la section efficace de (l scattering» et p (" , ,,') la densité de probabilité 
qu 'un nelltron, dans un heurt suivant la direction ti, prenne ensuite la direc­

tion ,, ' . On se bome d'abord au cas où p (", ,,') '" I. 

À propos de ces restrictions, Ies physiciens CASE et ZWEIFEL, qui consÌ­
dèrent le mème cas dans le chapi tre 4 de leur Ji vre «( Linear Transport Theory l), 

écr ivent : 
«( These man y restrictions seem rather severe, and indeed they are. 

However there are good reasons for so narrowing the scope of our study. 
In the first pIace this is the simplest nontrivial problem in neutron transport; 
exact solutions can be found [ ... ]. Furthermore, the exact solutions thus 
obtained can serve as the basis testing various approximation schemes which 
may then be applied to more physicall y meaningful cases. 

There are a lso mathematical reasons for stud ying such a simp1ified 
problem >,. 

On verra par la suite quelles sont ces raisons. Dans lTIon premier travail 
Sllr ce sujet [3], j 'ai commencé par donner à l'éqllation ( I. I) une forme 
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plus commode pour Ics calculs. En posant Ls = a et LT = b, le changement 
de variable 

b 
fJ. =­

Y 

pennet de donner à ( I.I ) la forme 

( 1.2) d ay r 9 (x . 'o) 
h 'l' (x , y ) + Y'l' (x , y ) -:2. 'l' d'l) = / (x ,y) , 

I 

où I est la réunion des intervalles ]- = , - b] et [b, + = [ et 

1 (x, y ) = ~ S (x, :) . 
À son tour, l'équation (1.2) peut s'écrire sous la forme 

( 1.3) (D + A) 'P =1, 

où D est l'opérateur de dérivation par rapport à x et A l'opérateur défini 
par la formule 

Ay'P (x, y ) = yrp (x, y ) - ": J ~ (~; ~) d'l) . 

I 

En employant un calcul symbolique général dont je me suis occupé [4], 
fai pu démontrer un théorème d'existence et d'unicité de la solution de (1.3) 
dans des conditions assez générales. La formule résolvante est alors 

où L est la transformation bilatérale de Laplace appliquée à des distributions 
vectorielles tempérées slir R. Ensuite, l'intégration sur l'axe imaginaire qui 
donne, d'après la formule usuelle, l'image inverse de Laplace de (À - ArI, 
est remplacée par l'intégration sur R d'une distribution dont (1- - Ar ', 
fonction homolomorphe dans C""R, est J'image de Stieltjes, et qu'il est naturel 
de représenter par ò (s - A), s appartenant au spectre de A. fai vu là une 
possibili té d'exprimer la solution de l'équation de Boltzmann au moyen du 
système de vecteurs propres trouvé par LAFORE et l\1ILLOT. Trois chercheurs 
du {< Laboratorio de Fisica e Engenharia Nucleares », J. SILVA OLIVE IRA, 
F. SEQUEIRA e A. VAZ FERREIRA, se sont attelés à cette tàche, mais leurs 
résultats [5] ne coincident pas, d'une façon visible, avec ceux obtenus par 
LAFORE et MILLOT. 

Je n'ai pas pu reprendre ce thème pendant une longue période, surtout 
pour des raisons de santé. L 'an dernier j'ai fait un séjour de guelques mois 
à Rome, co bénéficiant d 'une générellse subvention de l'Accademia Nazionale 
dei Lincei, dans le but de poursuivre des recherches liées à la redaction finale 
d'un livre que je projecte de Pliblier sur la théorie des distributions d'après 
l1lon point de vue. C'est alors gue j'ai fait la connaissance de F. Di Pasquan-
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tonio, qui m'a convaincu de donner la priorité, dans mes recherches, à l'étude 
de l'équation de Boltzmann. En peu de temps j'ai pu vérifier, par cles calculs 
non triviaux, mais pas tellement difficiles, que la solution de l'équatinn 
obtenue dans mon premier travail [3] con firme les résultats de LAFORE 
et MILLOT en ce qui concerne l'analyse spectrale de l'opérateur de Boltzmann, 
mais pas en ce qui regarde la façon de construire la solution à partir du 
système de vecteurs propres utilisé. Pour expliquer cc que je viens de dire, 
il est commode de considérer l'équation de Boltzmann dans la forme (1.2). 
D'après la méthode de LAFORE et MILLOT, on eonsidère d'abord le cas où 
f (x ,y) = o pour x ~ o et on cherche toutes Ies solutions de la forme 
e-SX w (s ,y), ce qlll, par substitution dans (1.2), conduit à l'équation 

(1.5) (y _ s) w (s, y) = a: (w (~; .~ ) d~ 
i 

ce qlll, d'après ( I -4), équivaut à 

Ayw (s ,y) = SW (s ,y) . 

Il s'agit donc de déterminer Ies valeurs propres s et les vecteurs propres 
correspondants w (s ,y) de l'opérateur A. Désignons l'ar c (s) la valeur de 

a/2 . r w ~2'YJ) d'l). Si s(f. I, c'est- à- di re si - b< s < b, une solution possible sera 

i 

par 

( 1.6) 

w (s ,y) = c (s) - Y _ . 
y - s 

Puisqu'il s'agit d'un vecteur propre, la constante c (s) peut ètre remplacée 
L Alor., par substitution dans (1.5), on obtient 

a b + s 
l =- Iog -- · 

2S b- s 

Done, s sera une valeur propre de A, comprise entre - b et b, si et seule­
ment si s vérifie cette équation. Or on démontre (cf. nO 9,b) que (1.6) admet 
deux et seulement deux solutions réelles, So et - so, entre - b et b, et aucune 
racine complexe. On trouve ainsi deux valeurs propres entre - b et b, et 
les correspondants vecteurs propres 

w (so ,y) =-y­
y -:-so 

w (-so,y)=-Y- . 
y + So 

Si s E I, on aura (y - sf l = 00 pour y = s et, si s est une valeur propre, 
le vecteur propre devra ètre de la forme suivante, d'aprés la théorie des 
distributions, 

(I.7) w (s ,y) = y . vp _I - + C (s) yS (y - s) , (y E I) , y-s 

où C (s) est une constante dél'endante de s [on a remplacé par l la constante 
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c (s)]. Par substitution dans ( 1.5) , on obtient 

I=?!'" log I b + S j + ~ C (s) 
a b - s 2S ' 

ce qlll permet de déterminer C (s): 

(1.8) C (s)=-- - Iog --'s j b+S j 
a b - s 

Donc, tout paint s de I est une valeur prapre de A, dont le vecteur proprt 
cor respondant, à lnoins d'une constante multiplicati ve, est donné par ( 1.7), 
où C (s) est défini par (1.8). Obscrvons en eore que, pour s = so' on a 
vp ( y - sr ' = ( y - sr ' et 3 (y - s) = o, puisque y E I; et de mème pour 
s = - so. Par eonségucnt, ( I. 7) a vec ( 1. 8) donne l'expression générale des 
vecteurs propres de A, soit pour le spectre continu I, soit pour le spectrc 
d iscret {so, -so}. On a ainsi l' impression gue le système w (s, y ) de vecteurs 
propres de A obtenll est compiei (il faut toutefois préciser l)espace ou Ies 
cspaces par rapport auxguels il est complet) . 

LAFORE et MILLOT admettent gue le système est complet, démontrent 
qu'il est orthogonal et calculent les constantes de normalisation. Mais ici ces 
calculs laissent li eu a des doutes. 

Dans leur livre déjà cité [6], CASE et ZWEIFEL trou vent des constantes 
de normalisation apparemment différentes, mais DI PASQUANTONIO et LA­
VOINE [7 ] ont vérifié gue ces résultats coi"ncident a vec ceux de LAFORE et 
MILLOT. En outre, CASE et ZWEIFEL présentent une démonstration de la 
complétllde du système w (s ,y) par rapport à un certa in espace G de fonctions 
(pp. 71-74 et Appendice G); mais je dois avouer gue cette démonstration est 
compliguée et peLi claire pour moi. D'ailleurs, l'orthogonalité et la complétudc 
du système ne suffisent pas pour garantir l'existence et l'unicité d'une solution 
de }'éguation de Boltzmann, construite à partir de ce système. Il s'agii là 
seulement d'une méthode Ifeurisiique (cf. ici nO 8) . 

D'autre part, LAFORE et MILLOT admettent gue toutc solution de IJéqua_ 
tion de Boltzmann homogène, est de la forme 

'P (x ,y) = J e~X c (s) w (s ,y) ds + e- "X c+w (so ,y) + e'" c-w (-so , y) 
I 

[en nous rapportant tou jours à la forme ( I.z) de l'éguation]. CASE et ZWEIFEL 

admettent une h ypothèse équ ivalente. Mais c'est là aussi un point délicat. 
S'il s'agit de résoudre un problème de fronti ère dans l'i nterval1e [o J + 00[, 
cn se donnant la valem Vo (y ) de 'P (x ,y) pour x = o, la fonction Vo ne peut 
pas etre choisie arbitrairement: en particulier la partie de la représentation 
spectrale de Vo ( y ) correspondante aux valeurs propres négati ves de A doit 
ètre nulle; cela rend, au moins superflue, une partie de la formule résolvante 
donnée dans ce cas par LAFORE et MILLOT. Ce point sera éc1airci au nO I I, 
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théorème I, remarque II. Dans la résolution des problèmes de frontière con­
sidérés dans ce nO I I, interviennent des semigroupes continus (et meme 
anal ytiq ues) d' opérateurs. 

2 , Transformation bilatérale de Laplace pour 
des distributions tempérées à valeurs dans un espace de Banach. 

Soit U un es pace de Banach complexe. Une distribution j sur R à 
valeurs dans U est dite tempérée s'il existe deux nombres naturels n, p, une 
fonction F continue sur R à valeurs dans V et une constante positi ve M tels 
q ue / = D" F et 

Il F (x) Il < 1\1 ( l + I x Il' pour tout x E R. 

Désignons par D (R ,V) l'espace des distributions tempérées sur R à 
valeurs dans U. On definit d'une façon analogue l'espace des distributions 
tempérées sur l'axe imaginaire z'R, à valeurs dans V, que nous désignerons 
par D (iR , D ). 

Soit / un élément de D (R ,D). L'intégrale paramétrigue 

+ 00 

J e'f.x / (x) dx 
-00 

est une extension immédiate de l'intégrale de Fourier dans le cas scalaire, 
possédant les momes propriétés élémentaires (cf. [8]). Elle définit dane une 
distribution j E D (R ,D), gue l'on appelle la transformée de Faurier de j. 
Nous designerons eneare par .:71'applieation linéaire / >-+ j de D (R, D) dans 
Ìl (R, D) (transformatian de Fauricr) . On éerira done j = .:7/ aù, plus 
précisément 

+ 00 

j (f,) = .:7,;xf (x) = J e'f.x / (x) dx . 
- 00 

Cette transformation est une application biuni voque de D (R , U ) dans 
b (R, D ), dont l'inverse est donnée par la formule 

+00 

/ (x) = _ 1_ . J' e'X' j (f,) df, . 
2", 

- 00 

En particulier, si j est unefonctt'on z'ndéfinz'ment dz'fférentiable à croissance 
lente [c'est-à- dire, telle que, pour tout nombre naturel n il existeM et p positifs 

tels gue, IIP ") (f,) Il < 1\1 ( l + I f, Il' sur R], alors / est une distributian 
à décroz'ssance rapide, c'est-à-dire, pOllr taut nombre naturel p, il existe un 
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entier 1t et une fonetion F continue sur R à valeurs dans U tels que 

j = ( I + D)" F et 
x P F (x ) -+ o larsque x -+ = . 

Posons ~ = iÀ dans (2. I) . Alors cette intégrale définit une distribution 
'P E Ii (iR , U) 

+ 00 

'P (À) = f ,,'" j (x) dx . 

-= 

L'application biunivoque j >-+ 'P de b (R, U ) dans D (iR, U) s'appelle 
transformation (bilatérale) de Laplaee (pour des distributions tempérées sur 
R à valeurs daos U ) . Nous la désignerons par 2!. Done 00 peut éerire 
cp = 2!f ou, plus précisement, 

+00 

'P (I,) = 2>lx j (x) = (,,)x j (xl dx . 
.. 
- = 

L'inverse, .!l'-\ de .!l'est donnée par la formule 

+ 00 

j (x ) = 2';li 'P (À) = _ 1_ . f eX; 'P (À) dÀ . 
2m 

3. Transforrnation de Laplace et convolution. 

Soient U et V deux espaces de Banach. Considérons l'espace L (U , V) 
des applieations linéaires eootinues (ou bornées) de U dans V muni de la 
norme usuelle: 

(3. I) Il 0 Il = sul' Il 0 (u) Il 0EL (U,V) ,ucU. 
II /{ II :5 1 

Si j est une fonctian continue sur R à valeurs dans U et 0 E L (U , V) 
on définit 0j par la formule 

(0j) (x) = 0 (j (x» , pour tout x E R. 

Si en outrejest continument déri vable, on aura évidemment D (0j)= 0 (Dj ) . 
~.\..lorsJ si f est une distribution sur R à valeurs dans U, f = D" F, où n est un 
entier et Fune fon etio n continue sur R à valeurs dans D, on définit ef (distri­
butioo sur R à valeurs dans V), en posant 

(3. 2) 0j= D"(0F) . 

Soient maintenantf une fonetion continue sur R à valeurs dans L (V, V ) 
et g une fonetion continue sur R à valeurs dans U . On définit le produit fg 
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(fonction continue à valeurs dans V) , en posant 

(fg)(x) =/(x)g(x) =1 (x)(g (x», pour tout xE R. 

On aura de méme 

I (x - t )g(t) = / (x-t) (g (t» , pour tout tER et xE R. 

Si f est une fonction indéfiniment différentiable sur R à valeurs dans 
L (D , V) et g = DmG, où nz est un entier et G une fonction continue sur R 
à valeurs dans U , on définit fg par la formule 

D'une façon analogue, si f = Dm F ct g = D" G, où, m, 1t sont cles enticrs 
et F, G des fonctions continues sur R, à valeurs respecti vement dans L (D I V) 
et dans V, I (x - t ) définit une fonet ion t f-> I (x - t) indéfiniment différen­
tiablc sur R à valeurs dans ]'espace des distributions sur R à valeu rs clans 
L (V ,V), te!)e que 

D; I (x - t ) = (- I)' D!/(x - t) = (- I)' D;,H F (x- t) , 

et 011 aura par définition 

f (x -t) g (t ) =.t (- I)' ( ; ) D;- k [D; I (x - t ) . G (t)] = 
,-o 

=.t ( ~ ) D;,+k D; - k [F ex - t) . G (t) ] . 
' -u 

Cela posé, on appelle co"volution de I par g et on désigne pari * g la distri­
bution sur R à valeurs dans V définie par 

+00 

(f *g) (x) =I f (x -t)g (t) dt, 
-00 

pourvu que l'intégrale paramétrique du 2a membre soit con vergente Sllr R 
au sens des dùtributio1ZS: il s'agit done id d'une extension immédiate de la 
notion de con volution dans le cas des d istributions scalaires (cf. [8]). En 
particlllier, si f et g sont des fOl1cti ons continues (à valeurs l'espectivement 
dans L (V ,V) et V) telles quc 

III (x) Il :s; M/( I + I X 112 Il g (x) Il :s; N /( I + I X 1)2 

SUl' R, où M et N sont des constantes, il est aisé de voir que /es transfornzées 
de Laplace !l'f et SRg sont des fonctions continues bornées sur iR, et on dé­
montre, comme pour la transformation de Fourier dans le cas scalaire ( [8], 
p. 376) qu'il existe l' g et O" a 

(3.3) :t' Cf * g) = (:t'F) (:t'g) , 
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le produit des fonctions!t'j et!t'g sur iR à valeurs respectivement dans L (V ,V) 
et U étant définit eomme l'on a fait sur R. 

On ell déduit eneore comme dans le cas scalaire ( [8], p. 377) l'existence 
de f * g et la formule (3.3), lorsque j est une distribution à ddcroissallce raPide 
et g une distributz"on tenzpérée quelconque. Done: 

Si f est une distribution à déeroissance rapide et g une distribution tem­
pérée, il existe f *g et on a (3 .3), e'est-à-dire: la transjormation de Laplace 
transforme la convolutz"on en produd usuel. 

Il eonvient de remarquer que, si cp est une fon etio o indéfiniment diffé­
rentiable à croissanee lente sur iR et à valeurs dans L (U , V), etf une distri­
bution tempérée sur iR à valeurs dans U (done de la forme j = D" F, où n 
est un entier et Fune fonetion continue sur iR pour laquelle il existe un 

entier p te! que F (À)f( I + I À I)' est bornée sur iR) le produit 'Pj est encore 
une d istribution tempérée (à valeurs dans V) donnée par 

'Pj=~ (- I)k(~) Dn
-' ('P!') F). 

Dans cette hypothèse, on déduit de ce qui précède: 

e'est-à-dire: la transjonnation inverse de Laplace transforme le. produit usuel 
en convolutz·on. 

En partieulier, si cp et f sont deux fonctions indéfiniment différentiables 
à croissance lente sur iR à valeurs respecti vement dans L (O , V) et dans U, 
cp f est une fonction indéfiniment différentiable à croissance lente à valeurs 
dans V, et, en appliquant (3-4), on voit que la convolution de deux distributions 
à décroissance raPide sur R (resp. à valeurs dans L (V , V) et V ) est eneore 
une distributz'on à décroissance raPide (à valeurs dans V). 

Considérons maintenant trois espaces de Banach U , V ,W. Tous Ies 
résultats précédents, eoncernant la convolution et la transformée de LapIaee 
de la convolution peuvent ·s'étendre au cas oùj et g sont des distributions sur 
R à valeurs respeeti vement dans L (V , W) et L (V ,V). En partieulier si 
f et g sont des fonctions continue s, on définit fg en posant 

(fg) (x) = j (x) g (x) 

où, pour tout x E R,j (x)g(x) est le produ,it ou la composée de j (x) par g(x) 
[que l'on désigne aussi par j (x)og(x)]. C'est-à-dire 

[f (x)g (x)] u = j (x)[g (x) u,], pour tout u E V et tout x E R . 

On adopte, évidemment, une convention analogue sur l 'axe imaginaire. 
On aura de meme, par définition, pour tout x E R et tout t E R: 

[f (x -t)g (t) ] u = j(x - t)[g (t) u,J, pour tout u E V . 

Cela posé, l'extension cles résultats précédents au cas considéré est 
immédiate. 
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4. Calcul symbolique de l'opérateur D appliqué 
à des distributions tempérés. 

Soient encore V et V deux espaces de Banach et soit <I> (),) une fonction 
indéfinimer:t différentiable à croissance lente sur iR à valeurs dans L CU , V). 
Il est naturel de poser, par définition: 

pour toute distribution f E b (R , V ). 
Cette définition est justifiée par un ensemble de propriétés, dont nous 

indiquerons celles qui nous intérèssent dans ce tra vail: 
I ) Si (» et 'Y sont deux fonctions indéfinùnent dzfférentiables à croissance 

lente sur iR à valwrs dans L (V, V), on a 

(<I> + 'l') (D) = <I> (D) + 'l' (D). 

Cela résll lte du fait que !T' (<I> + 'l') = .!r' (<1» + L -l ('l'). 

2) S i W est un troisième espace de Banach, et <P , 'Y sont deux fonctions 
indéfiniment différentiables à croissance lente sur iR à valel1 rs respecti ve­
ment dans L (V , W) et L (U , V), on a 

(<1>'1") (D) = <I> (D) 'l' (D) . 

En effet, on a pour toute distribution f E b (R , V), 

(<I>'Y)(Lf) = <I> ['l' . (o2"f )], 

d'où, en appliquant .!l'-l aux deux membres, 

02"-1 (<1>'1') • f = 02"-1 ( <1» • [02"-' 'l'. f] , 

ou, d 'après la définition (4. I) , 

[(<1>'1') (D)] f = <I> (D) ['l" (D)f ] 
c'est- à- dire 

« \l'l') (D) = <I> (D) 'l' (D) . 

En particulier, on peut considérer le cas où U = V. Alors, l'espace 
L (V ,V), que l'on peli t désigner simplement par L (V), est une algèbre de 
Banach, et l'ensemble cles opératel1rs zIu , où z est un nombre complexe 
quelconqlle et Iv l'opérateur identique de V, est une sous- algébre de L (V ), 
isomorphe au corps complexe. On a dans ce cas les deux propriétés sui vantes : 

3) Si <I> (À) = Iv , alors <I> (D)f = f pour toute di stributionf E D (R , V) . 
En effe •. 

+ ioo 

_ 1_ . Je" Iv dÀ = S (x) Iu , 
2 '" 

-'00 
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don c 

pour toute distribution f tempérée à valcurs dans U. 

4) Si <I> (À) = ÀI u , alors <I> (D) = D. 
En effet, 

+ ioo 

_ I_o J e)~ ÀIu dÀ = a' (x) Iu , 
21r% 

-ioo 

donc 

paur toute distribution tempérée f à valeurs dans U. 
De 2), 3) et 4), on déduit: 

5) PROPRIÉTÉ DE L'INVERSION. Soit <I> (;>.) , pour tout À E iR, "ne 
application biunivoque de U sur V et soit <I> (À) = ['l' (;>.)r', c';st- à-dire 

<I> (À) 'l' (À) = Iv , 'l' (À) <I> (À) = Iv, pour tout À E iR . 

Si en outre Cl> et 'Y sont des fonctz'ons indéfin-hnent diiférentiables à croissance 
lente sur iR à valeurs respectivement dans L (U ,V) et L CV ,U), on a 
'l' (D) = [<I> (D)r', c'est-à-dire 

et 
'l' (D) <I> (D)/ = /, pour ehaque / E D (R , U ) 

<I> (D) 'l' (D) g = g , pour chaque g E D (R , V) . 

5. Application du calcul symbolique aux équations opérationelles 
du type (D + A) u =/ . 

Sai t U un espace de Banach et sait A une application linéaire d'un sous­
espace veetoriel V de U sur U. Désignons eneore l'ar D (R, U) l'espace des 
distributions tcmpérées 5ur R à valeurs dans U et considérons l'équation 

(D + A) 'P = / (l) , 

où/ est un élément donné dans b (R, U ). Cette équation aura une solution 'P 
et une seu le dans D (R ,U) (et plus préeisément dans D (R ,V» , si l'ol'éra­
teur D + A est in vertible. A lors on pourra écrire 

( I) Dans cette équation, on sousentend que l'opérateur A est prolongé à D (R ,V) 
d'après la définition (3.2), V étant muni d'une nonne que l'on va préciser. 
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Pour savoir si D + A est invertible et déterminer son inverse, 011 peut 
cmpIoyer le calcui symbolique précédent. Pour simplifier l'écriture, nous 
poserons z Iv = z pour tout nombre complexe z; a lors z + A sera une appli­
cation linéaire de V dans U pour tout z E C. Supposons que, pour tout À E iR, 
À + A est une application biunivoque de V sur D et ( À + Ar ' une application 
continue de D dans D. 

Cortsidérons l'espace V muni de la norme ùnage de celle de U par A-l. 
En désignant par Il . Il la norme définie dans D et par Il ' 11* la norme définie 
dans V, cela veut dire que, pour tout VEV, Il v 11* est la norme Il u Il de l'élément 
u de D tel gue v = A-l". Alors V est un espace de Banach et la norme 11 ·11 
dans D sera aussi l'image de la norme Il '11* dans V par l'application A. 
En outre, puisque A - l est une application continue de U dans V, la topologie 
de V est plus fine que celle induite dans V par la topologie de V, c'est- à- dire, 
il existe une constante 1\1 telle que 

Il v Il S; M Il v 11* , pour tout v E V. 

Il s'ensuit que la norme Il · 11 sur V est équivalente à la norme imagc 
de II· 11* l'ar À + A pom tout À E iR et que, par sui te, À + A est une appli­
cation lz'néaire bicontinue de V sur U pour tout À E iR. 

Cela posé, il est évident que ì, + A est une fonction de À à valeurs dans 
L (V , D) . Nous définissons dans l'espace L (D, V) une norme Il ' 11*, en l'osant 

Il 0 11* = sup Il 0u 11* pou tout 0 E L (D , V) . 
1111 11::; l 

Il s'ensuit que, pour appl iquer le caleul symbolique, il suffit gue (I, + Ar' 
solt une fonctlon de À indéfiniment différenHable à croissance lente sur i R à 
valeurs dans L (D , V). 

où 

(5 .2) 

Sous cette hypothèse, 011 aura done: 

2:'1; (À :A) = 2~i f:~~A dÀ. 
-00' 

6. Cas où (À + Ar' se prolonge comme fonction holomorphe 
à valeurs dans L (D , V). 

Supl'osons maintenant gue (À + Ar ' est une fonction holomorphe à 
valeurs dans L (D, V) de la variable complexe ), = s + it (s , t E R) dans 
une bande ouverte Q contenant iR. On dit gue (), + Ar' est à croissance 
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lente sur .Q (par rapport à la norme Il . 11"'\ s' il existent deux nombres positifs 
M et "- tels qlle 

(6.1 ) Il (l. + Ar' 11* :s; M ( I + I ), I)" sur n (2) • 

Il est aisé de voir que, si eette condit ion est vérifiée, (À + A)-l est une fonetion 
de À indéfiniment différentiable, à croissance lente sur iR, à valeurs dans 
L (O, V) [cela veut dire qlle, pOllr tOllte dérivée de (l. + A)-l par rapport 
à À, il existe deux constantes positives (dépendant de l'ordre de dérivation) 
telles que eette dérivée vérifie une condition du type (6 .1) ]. 

En outre, on peut établir deux propositions qui sont assez eammodes 
paur Ies applications: 

PROPOSITION I. Pour que la fonetion (l. + A)-l de l. soit à eroissanee 
lente dans n par rapport à la norme Il · 11*, il faut et il sutJi.t qu'elle soit à crois­
sance lente dans n par rappor! à la norme II · Il. 

La condition est évidemment nécessaire: il suffit de rappeler ( 5. I ). Suppo­
sons maintenant que (À + A)-l est à eroissanee lente dans n pat' rapport 
à la norme Il · 11. Alors, il en est de mème de la fonetion A (À + A)-l . En 
effet, on a 

A À 

À+A= I- À+ A , 

d'où, en rappelant la définition (3 .1 ): 

Il A (l. + A)-l Il :s; I + I À III (l. + A)-l Il pour tout l. E n . 

Puisque (À + A)-l est à eroissanee lente sur n par rapport à la norme 
Il ·11, on en déduit aisément qlle A (l. + A)-l est allssi à eroissanee lente sur 
n par rapport à eette norme. Il s'ensuit que (l. + A)- l est à eroissanee lente 
sur n par rapport à la norme Il · 11*, puisque 

(l. + A)-l = A-:-' [A (l. + A)-l] , 
et par conséquent 

PROPOSITION 2. Pourque lafonetion (l. + A)- l de l. à valeurs da"s L (O, V) 
soit holomorplze dans n par rapporl à la norme Il ·11*, il faut et il sutJi.t qu'elle 
soit localement bornée dans n par rapport à la norme Il . Il . 

On dit que (l. + A)-l est loealemen! bornée dans n par rapport à la norme 
Il . Il, si pour tout Ào E n, il existe un E > O et lIn M > o (dépendants de )'0), 
tcls qlle 

Il (l. + A)-l Il < M dòs que I À - 1.0 I < c . 

(2) On définit de mème façon croissance lente par rapport à la norme ~ . ! , compte 
tenu que (). + A)-l € L (U) pour tout À € n, 

Memorie . 1974, VoI. XII . Sezione t i, 23 



326 Lince i - Memorie Sc, fisiche, ecc, - 19i4 - S, VI Il , voI. X II , Sez, I, 5 

On voit que la condition est nécessaire, cn tenant compte de (S, I) et 
du fait qu e 

où w (),) est une fonetion à valeurs dans L (U , V) qui tend vers o lorsque 
À -+ Ào . 

Supposons maintenant que (), + A)-l est loealement bornée dans Q 

par rapport à II · Il . Or on a, pour tout Ào E Q: 

I I I 

À+ A - Ào+A =-(À- Ào) À+ A . Ào + A 

d'où l'on déduit, en tenant eompte du fait que (À + A)-l est bornée dans un 
voisinage de Ào pOtIr la norme Il ' 11: 

Done la fonetion de ), 

tend vers - ( Ào + A)- 2 dans L (U) lorsque À -+ Ào . Par eonséquent (À + A)-l 
est holomorphe dans Q par rapport à II · Il et il en est de meme pour la 
fon etion A (À + A)-l de À puisque 

Finalement, com me (), + A)-l = A- l [A (1- + A)-l] et A-l est une appli­
cation linéaire continue de U sur V, il en résulte qlle (À + A)-l est holomorphe 
dans Q par rapport à la norme Il ' 11*. 

7. Cas oò l'ensemble des singularités de (À + A)-l 
est contenu dans l'axe réel. 

Considérons maintenant le cas où l'ensemble S, des singlilarités de 
(À + A)- l (c'est-à--dire des points de C où cette fonction n'est pas définie 
ou n'est pas analytique) est contenu dans R et supposons que o ES. A lors 
(1- + A)-l est holomorphe dans l'ouvert Q = C, S et, par suite, dans lIne 
bande verticale ollverte contenant t'R, 

Pllisque O eS. Nous supposerons en outre que (À + A)-l est à croissance 
lente sur t'R, Pour des raisons de commodité que l'on comprendra par la su ite, 
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on changcra l. en - l. dans l'intégralc dc e'x (I. + A)-1 sur iR. On aura 

+ oo i +ooi 

J
. e>~ J e- Àx 

À+ A dÀ = A - I. dÀ 
- ooi - ooi 

et nous dirons que (A - 1.)-1 est la lonclion résolvanle de A. 
Choisissons 6 posìtìf quelconque. L 'ìntégrale de la fonctìon e-Ax (A - 1.)-1 

de À sur iR - paramétrìque cn x sur R au sens des dìstrìbutìons (cf. [8], 
p. 358) - se décompose en trois intégrales 

- 6i 6i + ooi 

(].2) J=J+J+J. 
iR -ooi -ai 6i 

Nous supposerons maintenant gue la fonction résolvante de A est à 
croz'ssance lente sur C"'-.R vers l'infinz' et vers l'axe réel, c'est-à-di~e gu'il existe 
des nombres posìtìfs K, P ,q tels que 

pour tout À E C" R . 

Alors il existe L et 1ft positifs tels gue 

(7-3) Il À - m (A - À)- 1 11 <;; L ( I + 1 ), I)- 2 1 1m À r ', pour tout À E C'.R . 

En applìquant la proprìété de dérìvatìon des ìntégrales paramétrìques 
de distributions ( [8], p. 358) , on aura 

+ ooi + ooi J ~- ÀxÀ dÀ = (- Dx)m J e-Àx À-m (A - 1.)-1 dÀ 

ai 6i 

et, compte tenu de (7.3) , on 'voit gue l'intégrale paramétrigue en x du 2d membre 
converge au sens usuel, uniformément sur R [par rapport à la norn1e de 
L (D)]. Pour l'ìntégrale sur ]- ooi , 6i ], on aura évidemment une conclusìon 
analogue. Quant à l'intégrale sur [- Si ,Si] , la situation est tout autre. 
Posons 

e-),x , pour x> o et Rei, > O 

(7· 5) -Àx l e+ = 
o, pour x < o et ReÀ ~ o 

- ,~ \ 
-)~ pour x < o et ReÀ <;; o e , 

(7.6) '- =1 o, pour x > o et ReÀ <;; o . 

A lors, pour tout l. E iR, on aura . 

-Àx -Ì-.x + - À:, pour tout x réel"# o J e = e+ e_ 
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c 'est- à- clire, la distribution e- ì,x dc x (fonction continue) est la somme des 
di stri butions e-:;: ì .. .., et e=Àx de x (fonctions discontinues, localement sommables). 

Prenons maintenant c te! que o < c < s [cf. (7. I ) ] et désignons par P 
la polygonale orientée dont Ies sommets successifs sont - ei , c - ei, c + ei , ez·. 
Puisque selon (7.5), pour tout x réeJ # o, la fonetion e:;:'x de ), est analytique 
sllr le demiplan fermé Re À ~ o, on a (d'après le théorème de Cauchy 
appliqué à des fonctions a nalytiqlles à valeurs dans un Banach): 

6i 

j e:;:"(A - À)-ld),= je:;: ,·X (A - À)-ldÀ' 
- Oi p 

d'où, cn observant qu'il s'agit d'intégralcs paramétriques usuels sur cles inter­

valles bornées, 
Oi 

(n ) j e:;:'"' (A _ À)- l dÀ = (- Dxl'} e:;:" À - m (A - À)- I dÀ + 
- Oj p 

+~~ (- I)' [!À- ' - l (A-À)-ldÀ] a(' I (x) 
p 

Analoguement, si l'on désigne par p* la polygonale orientée dont Ies 
sommets sucessifs sont - ei , - c - ei , - c + et' , €Ii, on trou ve analo­
guemcnt, 

Oi 

(7.8) I e:: 'x (A _ ),)- l dÀ = (- D,)"' I e::'" À - m (A - À)- l d),-
- 6i p. 

-%(- 1)' LfÀ- ' - l (A - À)-ldÀ] a(' I(x). 
P' 

Done en tenant eompte de (7.7) et (7.8), 

6i I e- l. (A - À)-l dÀ = 
-O i 

= (- D.) '" [ I e:;: '"' À -m (A _ À)-I dÀ + ! e.::Àx À -m (A _ À)-1 dÀ] + 
p p. 

m- I 

+ . ~ ( )' A - k- 1 "('I 
21tZ L.J - l O(x) , ,-o 

l'aree que r ),- ' - 1 (A - À) - l dÀ = 2 7ti A - ' - " OÙ Q désigne la polygonale 

Q 
orientée don t les sommets successifs sont c - ez' , c + Si , - c + €Ii, - c - Si. 
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Revenons maintenant à (7.4) . En observant que, dans le 2'~ membre, 
il s'agit d 'une intégrale paramétrique au sens usuel, on voit également que 

(7.10) 

et de meme pour l 'intégrale sur ] - 00 i, - f)z"] . D'autre part, en appliquant 
le théorème de Cauchy, on trouve, compte tenu de (7.3), 

-ooi 

où Ies intégrales du 2d membre sont prises évidemment sur Ies demidroites 
p. : 1m À = e. Re À;:O: o} • {À: 1m), = - B. Re À ;:O: o} orientées de façon à 
laisser l'axe réel à droite. POllI' la fonetion e - ì.x ),- m (A - À)-l on arrive à des 
résultats analogues dans le demiplan Re À < o. Alors, si l'on désigne par r 
la ligne form ée par le segment [e - Bi. e + ei] et par les demidroites 

{l, : 1m À = e. Re À > e}. {À: 1m À = - O. Re À > e} . 

orientée de façon à laisser à droite l'axe réel, on trouve, en rappelant (7.2), 
et Ies résultats précédents, 

m-l 

+ 27ti ~ (- Il' A -'-1 8(kl (x). 
,-O 

1 

-----+6i ------ 1-: 
~--- ai 

---=====~~ ----~ t 
1 

----~ c + Oi 

-~~=p~=-~~i--------------
~---- c- Si +-

Pour des raisons que l'on eomprendra par la suite, il est convenablc de 
changer le sens du chemin d 'intégration r*. On obtient alors la ligne orientée 
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- r, symétrique de r par rapport à o, et la formule (7. I I ) s'écrit 

( 7. I 2) J -"" [J -ì,xÀ-
m J ;-ì. dll = (_ D,)m _e~:~~À-dÀ-

iR l' r 

m-l 

+ 21ti~ (- Il' A - k
-

I 3(') (x) . 
k=O 

Observons main tenant que, en vertu de (7.3), la fonction (A - À) -1 

tend (au sens des distributions) vers deux distributions tempérées sur R à 
valeurs dans L (U ) lorsque 1m À -+ 0 + et 1m À -+ 0-. Pour la démonstration, 
on peut employer la technique utilisée dans l'in version de la transformation 
de Stieltjes ( [9], p. 121 ) , qui se généralise immédiatement au cas des distri­
butions à valeLIrs dans un Banach. Posons À = s + it (s , t E R) et 

3-(s-A) = _1_. lim A / + ') 
27tt 1-+0- ,- S zt 

3 (s-A)= 3+ (s-A)- 3-(s - A ) . 

A lors, en rappelant que (A - À)-1 est holomorphe dans la bande 
- E < Re À < E et que O < c < E, il est aisé de voi r [9] que l'on a, com l'te 
tenu de (7.13) 

+00 

d, . J -," -m , + ( A ) d A = 27tz e+ s O S ~ S 

c- ai , 

J 
+oo- Oi 

dÀ = 2 Tei J e:j:'" s -m 3- (s - A) ds 
+00 

où Ies intégrales du 2 d membre sont convergentes par rapport à X sur R au 
sens des distributions. Done 

+ 00 

j _e-,~.'·_X_)·7~_m_ d), = 2"" I e:j:'" s -m 3 (s - A) ds , 

r , 

puisque 

c+ Oi J e:j:"" À -m (A - À)-1 dÀ -+ O lorsque S -+ O. 

c-iO 
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Analoguement 

( f.! 5) d, = 27<i I e:;:'"' s- m 3(s-A) ds. 
-00 

Donc, on aura, en vertu de (S.2) et (7. I 2), 

(7. 16) 
-I ( I ) I I e-'~ 2,,1' -- = - . - -- d,= A-À 2Tt"l A~À 

iR 

+00 -~ 

= (- D.t [le:;:" S-m 3 (S-A) ds-I c' s- '"3 (s- A ) dS] + 
, -00 

où encore 

+00 +00 

2"i-,' (A I À) = ( e:;:'-' 3 (s - A) ds + r ''ii (- I)k+ l f~ 1 3(s - A ) 3(f)(x ) ds -
. . l _ O S , , 

- J' e:'x 3 (s - A) ds -J ~I (- I)' - ,-' - 3 (s - A) 3(') (x) ds + 
l _ O S + 1 

", - 1 
+ 1:; (- I)'A- f - 1 3(f\X) . 

,-o 

Maintenant, si l'on tient compte qlle la d istribution 3 (s - A) est nulle 

dans l 'intervalle ] - <, < (, (pu isque son image de Stieltjes, _ 1-. (A - , )-1, 
2'" 

est une fonction holomorphe dans la bande - < < Re À < <, cf. [9]) et 
que c E ] O , e; [, on peut écrire 

+00 -~ 

2"j).1 (A I l.) = J e:;:'"'3(s-A) ds - J e:'-'3(s-A) ds + 
- 00 

m-l' m - l 

+,~ (- 1),+lj 1~1 3 (s - A) ds 3~!l + k~ (- I)' A - H 3(k)CX) , 
R 

où encore 

+00 -~ 

2"j).1 (A I ).) = J e:;:'"' 3 (s - A) ds - I e:'"'3 (s - A) ds , 
-00 
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puisqu'on a, pour chaque entier k::2: 0(3), 

r 1 1+1 S (s-A) ds=A-k-l. 

R 

En désignant par E (x ,A) le deuxième membre de (7. I 7), on arrIve 
finalement au 

THÉORÈME I. Si la lonction résolvante de A est holomorphe dans le com­
plémentaire d'un ensemble S contenu dans R tei que o il S, et si, en autre, cette 
fonction est à croissance lente sur C"'-.R vers l'infini et vers taxe réel [c'est-à-dire, 
virifie une condition de la lorme ( 7.3) ] , alors, pour tOllte distribution I tempbée 
SU1- R à valeurs dans U J il existe une et une seule distribution <p tempérée sur 
R à valeurs dans U (et plus précisément dans V), telle que 

(D + A) 'P =1. 

La solution est donné par la formule 

'P (x) = E (x , A) • I (x) = (E (x - ~ , A) I (~) di'; 
.~ 

O" E (x ,A) est l'image inverse de Laplace de (À + A)-l Ce/le- ci pellt étre 
calculée suivant le dernier menzbre de la formule (7. I 7). 

In ne faut pas oublier que, dans cette formule, les intégrales paramétriques 
sont convergentes sur R au sens des distributions [à valeurs dans L (U)] 

(3) La formule 

(i) (A_),)-1_A-1_ÀA -2_ ... _),n- l A -11 = ).." A-II (A _ À)- l 

montre que Ies functions (A_À)- l et À
n 

A-n (A_À)- t, dont la différence est un poly­
nome en À, sont des images de Stieltjes d'une meme distribution tempérée sur R (cf. [9]); 
on cn déduit qu'on a, pour chaque entier 1t ~ 0, 

(ii) 

Divisons maintenant les deux membres de (i) par À
n

, en supposant n choisi de façon 
que ).2-n (A _À)- l soit bornée pour J 1m À J :;::: e: > 0, et désignolls par q> Cl ) le premier membre 
de l'égalité obtenue. En posant ). = s + il , on aura 

et alors 

1·[<P (S+ i') -~ (S- "'))dS =- A-nJ· (_+I. __ 1_.) ds=2"iA-n 
, s tE S-lE 

k R 

J['-A -:C-s ---C:it 
R 

A 
I . J dS + 27ti. 
S + ti 

d'où on déduit, compte tenue de [9] , l'h, 6.2 et de (ii), qu'on a, pour chaque entier 1t 5" o, 

(s~' 8(s- A ) ds=A-. 
'R 
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et non pas pour toutc valeur de x. Toutefois, dans la pratique, on pcut faire 
recours à la proprosition suivante: 

THÉORÈME 2. La distribution E (x , A) de x sur R à valeurs dans L (U) 
est une fonction indéfiniment dzjférentiable (et méme analytique) dans le com­
plémentaire de l'origine et on a 

I - , 

\ - J~e-'" a (s - A) cis, 

E (x, A) = \ 

pour tout x < o 

I 
+ 00 J e- <X a (s - A) ds, pour to ut x > o . 

Cette foncHon est à décroissance exponentielle su?' R, c'est- à- dire, il existe deux 
nombres posit'ls M et k tels que 

Il E (x , A ) Il < M __ 'Ixl pour tout x E R,,{ o} . 

Démons(ration. Commençons par observer que: 

I) a (s - A) est une distribution tempéree sur R à valeurs dans L (U ) 
et nulle clans ] - < , < [, dane de la forme 

a (s-A)= D~ e. (s - A) , 

où P est un entier et 6. (s - A) une fonction continue à croissance lente Sllr R 
à valellrs clans L (U) et nulle dans ] - z , z [. 

2) Pour tout s < o [resp. s > o], e- sz , où Z = x + iy, représente 
une fonetion holomorPhe de z dans le demiplan ouvert Re z < o [resp. Re z > o]· 

On aura donc, pour tout z tel que Re z < o, 

- , J e-a a (s - A) cis = re-a D f e. (s - A) cls = 

- 00 - 00 

- , . , 
= J ~ (~) D~-' [e. (s - A) z' e-a] ds 

- 00 

et com me .ò. (s - A) est une fonction à croissance lente à gauche, qui est 
nulle dans un voisinage du point c, tous Ies termes de la somme antérieure, 
pour k < p, ont une intégrale nulle. On aura done 

- , -, 

(7. 18) J e-" 3 (s - A ) ds = zP J e-a e. (s - A) cls. 
- 00 -00 
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Cette dernière intégrale converge al! sens usuel, définissant une fonction 
hololllorphc de z pour Re z < o, done analytique de x sur ] - 00, 0[. 
Pour x > o la démonstratÌon est analogue. 

Pour voir que E (x , A) est à clécroissance exponentielle à l'infini, il suffit 
de rappeler que, quel que soit n E N, il existe L positif tel que I s" e-~X I < 
< Le-~( l - e)x lorsque :;: > o, sx > o, et d'employer eette propriété dans le 
2d lllembre de (7.18) et dans l'intégrale correspondante entre c et + cx), en 
relllplaçant z par x et en tenant cOlllpte du fait que .1 (s - A) est à croissanee 
lente sur R. 

COROLLA IRE. Sous les hyp othèses du théorème, la distribution 'P=(D + A)-li 
est une lonction analytique [resp . ùtdéjinùnent différenNable] dans tout inter­
valle ouvert de R où i est nulle [resp. indéjiniment différentiable]. 

D émonstration. a) Supposons que 1 est n ulle dans un intervalle borné 
I = ] IX , ~ [. Puisgue 1 est tempérée sur R, on peut ehoisir n entier et F 
continue à croissance lente SUl' R à valeurs dans D, nulle dans I, tels gue 
1 = D"F. Alors on a, d 'après la propriété de dérivat ion de la eonvolution, 
en rappelant gue E (x ,A) est à décroissanee exponentielle, 

'P (x) = E (x , A ) -i (x) = D~ [E (x , A) - F (x)] = 

I;r.+ + 00 

= D: [J E (x - I; , A) F (1;) dI; + J E (x - I;, A) F (1;) d!;]. 
- 00 ~ 

Or, si l'on remplaee dans ees intégrales x par z = x + iy on a 
Re (z- !;) '" o pour tout z tel que Rez E I, puisque I; e I. Par suite, cl'après 
le théorème 2, E (z - ç , A) est une fonction analytique de z sur I (plus pré­
eisélllent dans }'ouvert Re z E I de C). Done, il en est de méme pour Cf' (z), 
compte tenu gue F est à eroissance lente sur R et gue, pour tout inter valle 
fermé J C I, il existe deux constantes M et k positives telles que 

Il E (z - I; , A ) Il < M c'l'I pour tout I; E R, lorsque Re Z E J, 

ce qui rend ces intégrales uniformément convergentes sur l'ensemble Re zE J. 
b) Supposons que i est indéfiniment différentiable dans l'intervalle 

I = ] "- , ~ [ et prenons arbitrairement ,,-', W tels que "- < ,,-' < W < ~. Alors 
011 peut mettre 1 sous la forme 1 = 11 + 12 , OÙ 11 est une fonction indéfiniment 
différentiable sur J = [,,-' , W] et nulle dans R'- J, et i2 est une distribution 
nulle clans ] ,,- ' , Wl. Dans ces conditions, la distribution (D + A)-l i2 est 
une fonction anal ytique dans ]et. ' , W[ et il reste à montrer gue la distribution 
'P, = (D + A)-l I, est indéfiniment clifférentiable clans ],,- ' , W [. Or on a 
sur R, au sens des distributions, 

~' 

'Pl (x) = J E (x - I; , A)i, (~) cl~ . . ' 
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On en déduit, compte tenu que E ex ,A) peut se mettre sous la forme 

E (x , A) = Dm É (x , A), OÙ É (x , A) est une fonction continue sur R à valeu rs 
dans L (V ): 

~' 

'PI (x) = D~" I E (x - i; , A) I, (i;) di; = 

.' 
z~~· 

=-D; I E (i;, A) I, (x-i;) di;. 
x~a' 

.T~a' 

" Or, si J'on pose <I>, (x) =1 E (i; , A) I, (x - i;) di; , on a clans la.', W [, 

suivant Jes règles usuelles de dérivation des intégrales, 

x-a' 

<l>i (x) = I E (i;, A) /{ (x-i;) d1; + E (x-W,A)/I(w)-
x~a' 

- E (x - 'X', A) /I ('X' ) 

et, en général, pOllr n naturel que1conque, 

x~~' 

<I>~') (x) = I E (i;, A) Il") (x -1;) di; + 
x_a' 

H- l 

+ 1:: [E(H-i) (X - W, A) IV) (W) - E(H-i) (x - a.', A) Ili) ('X')l . 
I - O 

Puisque E (x, A) est jndéfiniment di fférent iable dans R " {o}, il s 'ensuit 
que <1>, (donc 'PI) est indéfiniment différentiable dans l'X', W[, donc dans 
lo: , ~ [ c.q.f.d. 

8. La méthode heuristique des vecteurs propres. 

Les considérations qui sui vent, dans ce nO, ont nécessairement un caractère 
intuitif, peli rigollreux. Elles sortent du cadre c1assique des opérateurs linéaires 
dans des espaces de Hilbert. On adopte ici le point de vue naif des physiciens 
et des ingénieurs dans ce genre de questions. 

Soit V un espace de Hilbert et A une application linéaire d'un sous­
espace V de V sur V. Supposons que A admet un système orthogonal et 
complet de vecteurs propres Ul, U2,' . " U" " .• Cela veut dire que l 'on a: 
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Au" = l-" u" (À" # 0, valeur propre de A) pour tout n E N; (u", I u,,) = o 
pour m i= n, et 

où c" = 
(u I u,, ) 

(tt'l I u,,) 

Alors on aura, au mOInS formellement, 

00 

Au = L À" C'I U n 
11= 1 

pour tout UEV. 

et il est naturel de poser, pou r toute fonetion scalai re <1>, définie au moins 
dans l'ensemble des valeurs propres de A, 

00 

<D (A) u = 1; <l> (À,,) c" Un ' 
lI= l 

Observons que, d'après ee qui préeède, 

où "-", = (21", I u m ) et am " est le symbole de Kronecker (égale a ° pour 
m i= n et à J pour nz = n) . 

Soit V, maintenant, par exemple, l'espaee des fonetions à carré sommable 
sur R. On peut appeler vecteur propre de A, dans ce cas, toute distribution 
u sur R non nulle pour laquel1e Av a un sens et telle que Av = ÀV, où À est 
un nombre réel ou compIexe i= o. Supposons en particulier que l'ensemble 
des valeurs propres de A est R et que l'on connaìt un système de vecteurs 
propres V s de A sur R. Il est alors naturel de dire qu'un tel système est 
orthogonal, si 1'on a au sens des distributions, 

(v, I v,,) = r v, ex ) v,, (x) dx = "-, a (s - s') , 
'R 

OÙ Cl. i est pour tOtit sE R un nombre eomplexe i= o et ò la distribution de 
Dirac. Et on dira que ce système est Co;~tplet dans V, si, pour toute fonetion 
fEV, on a 

f (x) = J c, v, (x) ds , 
R 

où 

c, = - {II v,) = -- f (x) v,ex) dx l l J -
as as 

R 

au sens des distributions. 
Le système sera dit orthonormé, si Cl.s = I pour tout s E R. Si Cl.s est #- l 

on peut normaliser le système, en remplaçant V s par V s multiplié par une 
racine carrée de (f..s (positive si (f..s est réel positif) . 
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Par exemplc, si A = - -iD, on voit que Ies valeurs propres de A sont 
tous Ies nombres réeIs et que l'on peut choisir dans ce cas V s (x) = eitx pour 
tout sE R, c'est- à- dire A eisx = seùx . Ce système est ortlzogonal. En effet: 

f v,ex ) v,, (x ) dx =I e"x C
iix dx = I e':* - ") dx = 2 TI3 (s - s') 

R R R 

(dane Il , = 2 TI pour tout s). 

En outre, il est complet dans U. En effet 

f (x) = I c (s) e'" dO' 
R 

où 

c (s) = +,; I r"x f (x ) li;,., 
R 

ces intégrales étant convergentes rnème au sens de la norme de V (théorème 
de Plancherel pour la transformation de Fourier, où r on emploie la constante 
de normalisation l /p 1t ). 

Un exemple trivial (dual du précédent en mécanique quantique) est 
celui de l'opérateur «( multiplication par x». Alors on a 

x3 (x - s) = s 3 (x - s) .r 3 (x - s) 3 (x - s' ) dx = 3 (s - s') 

R 

f(x ) = r f(s) 3(x - s) ds f (s) = r f(x) 3(x-s) dx. 

R R 

Dans ce CJ.S , on peut considérer a (x - s) soit comme une fonction indé­
n.niment différentiable de s soit comme une distribution de s. Quoiqu'il en 
soit, il s'agit manifestement d'un système orthonormé et complet de vecteurs 
propres de l 'opérateur considéré dans l'espace L2 (R) (par exemple). 

Considérons maintenant le cas plus général où le spectre de A (ensemble 
cl es valeurs propres) a une partie discrète, constitué par un ensemble fini 
ou dénombrable de nombres réels SI, Sz " .. et par un ouvert D de R, V 
étant un espace hilbertien de fonctions ou clistributions. Soient U I , U2 " • • 

cles vecteurs propres de A choisis, respectivement, pour SI, S2,'" et W s 

un système de vecteurs propres de A dén.ni dans D, ces vecteurs propres 
pouvant étre cles distributions ou des fonctions n 'appartenant pas à V , 
comme dans le cas précédant . Alors on d ira que le système de vecteurs 
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{ /t l , 1(2,' . . ; W s (s E Q)} est ortJzogonal, si l'on a 

CUi j u,) = "'i ~i,k pour j, k = 1 , 2 " . " 

(Ui j w,) = o , pour J = I , 2 " .. et s E Q , 

(w, jw,) = ~, S (s - s') lo 

où ~s est, pour tout s E OJ un nombre complexe #- 0, a (s - s') In la restriction 
de a (s - s') à Q pour tout s'E R et où Ies produits internes peuvent étre 
pris en un sens généralisé, dépendant de la nature du problème en questiono 

D'autre part, on dira que se système est compie t, si }'on a, pour tout 
élément u de U, 

(8. r) 

où 

u = ~ ci ui + J k, w, ds 
o 

I 
c· = - Cu j u) 
J IXj :J 

et k, = i- (u j w,) , 

Ies produits internes pouvant encore étre pris en sens généralisé. 
Voyons comment peut on établir, au moins formellement, un calcul 

symbolique sur une analyse spectrale de ce t ype. Soit {Uj, w s } un système 
orthogonal et complet de vecteurs propres de A dans U et <1>, par exem ple, 
une fonction scalaire indéfiniment différentiabie sur le spectre de A. Alors, 
puisque l'on a AUj = Sj uj , j = 1 ,2,' . " Aws = sWs , pOllr s E a, il est nature} 
de poser, formellement, 

<I> (A) u = ~ <I> (Sj) Cj vi + J <I> (s) k, w, ds . 

" 
Ces considérations peuvent s'étendre a u cas de fonctions <l> vectorielles. 

Reprenons l 'équation 

(8.2) (D, + A) 'P (x) = f (x) , 

oùj est une distribution tempérée sur R .à valeurs dans l 'espace hilbertien U. 
La recherche d'une solution cp (distribution tempérée sur R à valeurs dans U) 
peut maintenant se faire en étudiant la fonction (D + S)-1 de s, lorsque D 
est l'opérateur de déri vation Sllr Ies distributions tempérées sur R à valeurs 
dans V, et en essayant d'interpréter la valeur de cette fonction quand on 
remplace s par A . Or on a, comme il est ai sé de voir 

D ~s f (x ) = E (x , s) *xf(x), 

où 

\ e-" pOllr s >o et x>o 

E (x , s) = ( - :-.x pour s<o et x<o 

pour sx<o . 
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[Pour s = 0, !'équation CD + s) ~ = f n'a pas de solution unique clans l'espaee 
cles distributions tempérées sur R à valeurs dans U, le spcetre de D étant 
dans ce cas iR l. 

Il s'agit done de donner un sens à l'expression E (x ,A). Supposons que 
l'origine n 'appartient pas au spectre de A. Il est alors naturel de poser 
formel1ement, pour tout u EU, 

E (x , A) " = ~ E (x , Si) Ci Vi + J E (x , s) k, w, ds 

" 
et une solution de (8.2) devra ètre donnée par la formule 

'l' (x) = E (x , A) •• j(x) = r E (x - 1;, A)j (1;) d1; 
' R 

où le produit de la fon ction E (x -1; ,A) de 1; [à valcurs dans L (U)] par la 
distribution j (1;) (à valeurs dans U) est pris au sens déjà prccisé au nO 3. 

Comme on le voi t, cette méthoele, bien que très suggesti ve, reste assez 
imprécise. POllr la jllstifier, on pourrait essayer de la ramener à la méthode 
rigoureuse exposée aux n.0

8 5, 6 et 7, en posant 

I U ~. Ci vi + J -l'w, ds 
À-A = ~ À -Sj À -s ' 

Q 

et en cherchant à démontrer, à partir de cette formule, que la fonction 
(À - A)-l de À donne effectivement une solution unique v E U de l'équation 
(À - A) v = U, pour tout u E U et tout À E C" R, et que cette fonction est: 

I) localement bornée (donc holomorphe) , par rapport à la norme de 
L (U), dans C ,, R; 

2) à croissance lente- vers l'Ìnfini et vers l'axe réel par rapport à cette 
norme . 

Alors celte 1'Jtéthode Izasardeuse des vecteurs propres aura vraiment une 
valeur Izeuristique en ce qui concerne la résolution de l'équation (8.2). 

Dans ce qui suit, on suivra le chemin in verse, dans J'étude de l'équation 
de Boltzmann, c'est- à-dire, on appliquera d 'abord directement la méthode 
exposée aux n. OS 5, 6 et 7 et on exprimera ensuite la solution en tennes de 
vecteurs propres de A. Mais 011 pourrait aussi, au contraire, commencer par 
chercher un système orthogonal de. veeteurs propres de A et en déduire la 
solution de l'équation de Boltzmann, ce qui serait justifié ensuite au lnoyen 
de la fonction (À ~ A)-l exprimée en termes de veeteurs propres. 
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où 

9· Application de la méthode des n.·' 5, 6 et 7 
à l'équation de Boltzmann. 

Rctournons à l'equation de Bo1tzmann sous la forme 

(D. +Ay) <p (x,y) = f(x,y ) 

A y <p (x,y) = y<p (X,y) - a: f ~ (~;~) d~, 
l 

I étant la reunion des intervalles ]- = , - b[ et ]b, + =[. 

Pour appliquer la méthode exposée aux n.OS S, 6 et 7 nous supposerons 
maintenant qlle U est l'espace des fonctions complexes u à carré sommable 
sur I par rapport à la mesure dyJy2 (i. e. des fonctions complexes u (y ) telles 
que u ( y )Jy est à carré sommable sur I), muni de la structure hilbertienne 
donnée par le produit interne 

(u I v) = ,dy. f ..:":.;(",Y-,-) ",v-,(-,-Y,-) 
Y 

l 

Cela étant, nous supposerons, dans (9. 1), que f(x ,y) représente une 
distribution de x tempérée sur R, dont les valeurs sont des fonctions de y 
appartenant à U et que l'on cherche une solution <p (x ,y) d u mème type. 

a) Détermination de la fonction résolvante de A. L'opérateur A est 
défini dans un sous espace V de U par la formule 

Ayv(y)=yv(y)_a: f V~;) d~. 
l 

La formule (3.2) défine l'extensiol) de cet opérateur aux distributions 
<p (x , y ) de x tempérées sur R à valeurs dans U (et plus précisément dans V). 

Dans ce cas, la recherche de (A - ),)-1 consiste donc à résoudre l 'éqllation 
(A - ì\) v = u, c'est- à- dire, l'éqllation 

( y - À) v ( y ) - ~ f V~;) d~ = u(y) , 
l 

où 1'0n se donne te dans U et on eherche v aussi dans U. Quelle que soit la 
fonetion v(y) qui vérifie cette équation, l'intégrale du Ier membre ne dépend 
pas de y, mais seulement de À. En désignant par k (À) cette fonction de À, 
l'équation (9.3) peut donc s'écrire: 

( y - À) v ( y ) _ .."2'.. k (À) = u ( y ) , 
2 
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ce qui est équivalent à 

(9A) v (y ) = " (y ) + ay k(À) • 
y - À 2 (y - À) 

En remplaçant v par cette expression dans (9.3) , on obtient, après plu­
sieurs réductions, 

d· - ak (l,) J d~ 
~ 2 ~ (~ - À) = 0 

l 

d'où 

(9·5) k À - U (~) d . I _ ~ d~ . J [J ]-1 

( ) - ~2 (~ _ l ) 1) 2 ~ (~ _ l ) 
l l 

Quand on cherche une primitive de [1) (1) - À)]- l par rapport à .~ on est 
conduit formellement à l'expression 

Or, pour chaque À E C". I, !'expression log (1) - À) représente une fonction 
de '1 analytique au sens de Weierstrass (4), ayant ), cornl11e point de ramifi­
cation, et dont }es branches sont données par l'expression 

log I -r; - À 1 + Z argo (1) - i,) + 2 hZ 

(- TI < argo (1) - À) :o;; 7t k = o, ± 1 , ± 2 " •• ) . 

Analoguement, on a pour log YJ une infinité de branches données par 
l'expression 

log 11) 1 + argo 1) + 2 k"Z . 

Pour caleuler l'intégrale de [1) (1) - À)]- l entre b et + 00, on peut prendre 
la primitive correspondante à k = o: 

; [log 11) - À 1 + Z argo (1) - À) -log 11) 1 - Z argo 1)] = 

=+[Iog I ~ ~ l' I + Z argo (1) - À) - Z argo 1)] 

et on trolIve, pour chaque À E [b , + =[ 

+00 

J -~-~- = -'- [Iog b -Iog 1 ), - bi - Z arg (b - À)] . 
~~ -~ À o 

b 

(4) 00 considere ici provisoirement ì1 comme variable complexe. 

Memorie, 1974 , VoI. XII . Sezione l a, 24 
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Désignons l'ar logo (b - À) la branche de la fonetion analytiquc log (b - À) 
de \ qui est holomorphe dans l'ouvcrt C "-. [b, + oo[ et réelle sur ] - 00 , b[. 
Alors on pcut écrire plus simplement 

+ 00 

J ~ (;I"'I...- l-) = +- [Iog b - logo (b - À)]. 
, 

On trouve, d'une façon analogue, 

-, 

J d~ l 
~ (~ À) = T [logo (b + À) -Iog b] 

-00 

où logo (b + À) désigne la branche de log (b + À) qui est holomorl'he dans 
l'ouvert C',- ] -oo,-b] et réelle sur ]-b, + 00[. 

On aura done 

'l b + l-
ou ogo b - À 

l'ouvert C "-. I 
alors 

(9.6) 

d I 
b + ), . 

désigne la branche e . og b _ À qUI est holomorphe dans 

et réelle SUl' ]- b, b[. Par substitution dans (9.5) , on obtient 

k (À) - l j' u (~) d-~ , 
- a b + À ~' (~-À) 

I -"'2'i' logo b _ À 

I 

et, l'ar substitution dans (9-4) , 

(9·7) v ( ) = " (y ) + yg (l-) J u (-1) d 
Y y- À y_), ~' (~- À) 1) 

(y E I) 

I 

où 

(9. 8) 
À 

g (À) = ---:C2 À;--- IO::"'g ---;-b---C+"""'À:---

a o b - À 

Observons que, dans l'intégrale du 2,{ membre de (9.7), la fonction inté­
grande est le produit de deux fonetions à earré sommable sur I, donc sommable 
sur I, et que la fonetion v al'partient eneore à U. La formule (9· 7) donne dane 
la valeur (unique) de v = (A - À)-l" ( E U), pour tout" E U et tout À E C"-. R. 

b) É/ude du spee/re de A. La formule (9.7) montre aussitòt que l'en­
semble f est contenu dans le spectre de A . Il reste à voir s'il y a encore d'autres 
l'oints du speetre de A. Ceux- ei ne l'euvent etre que des pòles réels de g(À). 
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Chcrchons Ics racines dc l'équation 

2S b + s - -Iog --= 0 
a O b-s ' pour - b < S < b , 

la quelle est équivalcnte à l'équation 

(9·9) 

Observons que la fonction (b + s)/(b - s) de s crolt de O à + 00 dans 
] - h ,h[ et que e'ls//J est aussi croissante et positive dans cct intervallc. 
Tautes Ics deux prennent la valeur I paur s = O et les dérivées dc ces fanctions 
au point o sont, respectivernent, 2fh et 2fa. Puisque a < b (5), il s'ensuit guc 
)'on a, dans U1l demivoisùzage droit de 0, 

e24/J > b + s . 
b-s 

Com me, d'autre l'art, (b + s)/(b - s) tend vers + 00 lorsqué s -+ b 
et e'b//J prend la valcur e2/J//J paur s = h, an aura 

e'l1fa < b + s 
b - s 

dans un demivoisùzage gauche de h. On cn déduit qu'il existe une (et une seule) 
racine de (9.9) dans ]0, b[. Nous la désignerons par so. 

Observons maintenant quel si 1'on change s cn -s dans (9.9) , on obtient 

ce qui est équi valent à 

b - s 
e - 21f4 =-­

b +s ' 

b + s e'lS/4 = __ . 
b - s 

Cela montre qu'il ex iste aussi une racine unique de (9.9) dans ] - b , o[ 
et que cette racine est - so. 

Quant à la racine o de (9.9), elle est d'ordre I et, compte tenu de 
l'expression (9.8) de g el,), on voit qu'elle ne donne lieu à aucun p61e de g (À). 

D 'autrc partI on voit aisément qu'il n'exi ste pas d'autres pòles de g (À). 
En canclusian: le spectrc de A est constitué par une partie continue 

(l'ensemble Ì, réunion des intervalles ] - 00, - b] et [b, + oo[) et par 
"ne partie discrète (Ies points - so, So de l'intervalle ]- b ,b [). L'origine 
n'appartient au spectre de A, puisque So + o. 

(5) Dans le cas concret considéré, b représente la section é.lficace totale et a la sectio" 
éjJicace de diifusum. 



344 Lincei - Memorie Sco fi siche, ccc. - 1971 - S. V III , vo l. XII, Sez. I , S 

cl Étude de la fonction CA - >.)- 1 Désignons par J le spectre cle A. 
On adone J = f u {- So, so}· Comme nous l'avons vu, pour tOllt u E U 
et tout l-. E C '- J, le vecteur v = (A - 1-.)- 1u dc U est clonné par la formule 

v( ) = ~ + yg (À) J 
Y y-À y - À 

(y E I) 
, 

où 

La fonction CA - 1-.)-1 de l-. sera bornée clans un sous-ensemble H de C,- J, 
s'il existe un L positif tel que 

Il (A - 1-.)-1 u Il < L pour tout u tel que Il u Il :S; , et tout À E H . 

Supposons Il u Il :S; , dans l'espace hilbertien U, c'est- à- dire, 

'r d)'/2 C, I u ('I) 1
2 ~; :s; ,. 

, 
Alors, cn appliquant l'inégalité de Cauchy-Schwarz, cn tenant eompte 

que, pour tout l-. E C'-J, la fonction (1) - 1-.)- 1 de 1) est à carré sommable sur I , 
par rapport à la mc su re l/t?, on trouve, pOllr tout e > 0 , 

I r u (.~ ) I ( r ' )'/2 (r' )'/2 
l V'2 

. ~' (~ - À) d'l) :S; . ~21~_ ), 1 d1) :s; . ~2" d'I) =, T ' 
, , l 

quel que soit ), tel que dist (À , Il 2: E. D'autre l'art, on a 

Il ; (Y~ Il :s; Max I y l ), I . Il u Il :s; +, 
pour tout y E I et tout À tel glie dist (À, I) 2: E. Finalement, g (À) est une 
fon etio n méromorphe ayant uniquement les deux pòles simplcs -So, so; 
donc il existe aussi K positif tel gue I g (À) 1< KJE pour tout l-. tel que dist 
(I-. , so) 2: E et dist (I-., - so) 2: E. 

Pour tout e > o, désignons par le l'ensemble des points de C dont la 
distance à l est plus petite que e. D'après tout ce que nous venons de voir, 
nous pouvons conclure: 

I. Pour tout ÀEC'.J, (A-À)-1 est une application linéaire bornée 
de U dans U. 

II. La fonction (A - À)-1 de À, à valeurs dans L (U), est bonzée sur 
C ' le, pour tout e > o, et à croissance lente sur C, J vers l' ·infinz· et vers 
l'axe réel. 
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On en déduit, compte tenu de ce gue l'on a établi aux nO!> S, 6 et 7: 

THÉORÈME . Pour toute distribution f tempérée sur R à valeurs dans D, 
il existe une et une seule dùtributt"on rp tempérée sur R à valeurs dans D, qui 
vénjie l'équ2tion de Boltzlllann (D + A) rp = f dans le cas considéré. La solu­
!-ion CF est donnée par 

rp (x ,y) = r E (x-CAy)f (Cy) d~ 
'R 

où E (x ,A) est l'image inverse de Laplace de (À + A)-l qui peut étre calculée 
au lnoyen de la formule 

+00 -c 

(9. I I ) E (x,A) = ( e:;:"a (s-A) ds - j e=" a (S-A) dS, 

- 00 

oi't o < c < So et 

a (s - A) = ~ lim ['AC--..,-c-~:;-
_ Trt '_0+ (s + il ) A 

I 

(5 

au Se1tS des dùtribu#ons. 

IO. Expression analytique de la solution de l'équation 
de Boltzmann au moyen de vecteurs propres. 

Nous a vons vu dans l'introduction que l'opérateur A de Boltzmann 
admet le système de vecteurs propres 

où 

( 10.1) 

w (s ,y) = y vp _ 1 _ + C (s) y a (s - y ) y -s (y E I) , 

C (s)=--.Iog --2S [ b + S [ 
a b-s 

et 

w (so ,y) = - y ­
y - so 

y 
w (- so,y) = -+ . y So 

Nous chercherons à exprimer, dans ce nO, la solution de l'équation de 
Boltzmann, au moyen de ces vecteu rs proprcs, sans tàcher de sa voir si ce 
système est orthogonal et complet. D'ailleu rs, cctte question sera éclaircie 
par la su ite et dans l'Appendice. 

Reprenons les formu les qui donnent (A - À)-:-' dans le cas considéré: 

(A - ì,)- I u (y) = " (y ) + yg ("'! J' ~:(: (~ ) ).) cl"/) 
y- ). y - I. .,., 

(y E I) 
I 

). 

g (À) = -=-2 ).,..--!o-g----;-b -;-+' ).-
a o b-À 
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al Ca/cui de S (s - A) dans un voisinage du spec/re discrel de A. Com me 
(A - À)-l est holomorphe dans C,,], il est aisé de voir que S (s-A) est 
nulle dans les intervalles ] - b , - So [ , ]- so' So [ et ]so, be. Commençons 
par calculer la restrietion de S (s - A ) à un voisinage de {-so,so}' 
À cet effet, observons que, si F (ì.) est une fonction de À méromorphe dans 
une bande 1 Re À - (J. I ,s; E, (J. étant le seui pòle de F (et pòle simple) dans 
cette bande et c le résidu de F (À) en (J., on a 

_ I _o lim [F (s + il) - F (s - il)] = _I_o lim c [ , 
2 rr1 , --", 0+ 2 rr t 1->0+ J" + zt - IX 

= - eS (s - (J.), dans ](J. - E, (J. + z[ . 

Rapl'elons d'autre l'art que, si F (À) = N (À)JD (À) , N (À) et D (À) étant 
deux fonetions holomorphes de À dans un voisinage de a, tels que CI. est un 
zéro simple de D (À) et N ((J.) i' 0, on a c = N ((J.)/D' (a). Or, dans le cas de 
CA - À)-l, on doit prendre (J. = So [resI' - so], 0 < E < b - So et 

(y E I) 

D (À)=~- log b+l, , 
a O b - À 

Puisque 

on aura, done, dans l'inter valle ]so - E, S + EL 

(10.2) _ I _ o lim [ '. 
2 m 1-+0+ A - (s + ti) 'A- -i:(s:-"it") l u (y) = 

~2 (~ so) 
, J' u (~) . d~ . S (s - so) , 

pour tout u E U et y E I. Quant à l'inter-valle ] - So - E, - So + EL il suffit 
de remplaeer, dans le résultat précédent, So par - so . La distribution a (s - so) 
[resp. S (s + so)] disparaitra lorsqu'on fera le calcul de l'intégral définissant 
E (x ,A). Alors, pour la valeur propl-e so' on obtiendra .le terme 

u ("r.) d 
"1)2 ("I) so) 1), 

et, pour la valeur propre - so' le terme 

, ~2 (~ + so) d~ . J 
u(~) 

, 
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La parti e de l'intégrale définissant E (x , A) corresponclante à l'intervalle 
] - b , b[ se récluit clone à la somme cle ces deux termes provenant clu spectre 
cliscontinu cle A. 

Il reste un seuI point à éclaircir pour faire rentrer ce résultat dans le 
sehéma esquissé au nO 8. D'après l'expression ( IO.I) le vecteur propre de 
A eorresponclant à So est y (y - SO)- l. Alors, pour que l'intégrale contenue 
clans cette expression puisse ètre interpretée comme un procluit interne cle 
u par ce vecteur propre, on doit l'écrire 

( IO·3) u(ril -- _ . J ~ d~ 
1)-So 1)3 , 

Il s'agit done de l'intégrale de Lebesgue de la fonetion u (y ) y (y - SO )-1 

sur I, par rapport à la mesure dy/y3. Or, comme cette mesure est négative 
dans la parti e ]- =, - b] de I, l'intégrale (IO.3) ne définit plus une forme 
définie positive par rapport à cette mesure et on ne peut plus parler ici de 
«( produit interne )} au sens usuel. Mais cela n'a pas d'importance -dans ce 
cas spécifique, une fois que le « produit interne)} de chaque vecteur propre 
par lui-mème - l'inverse du résidu de chacun des poles So , - So - est diffé­
rent de zéro. 

b) Calcul de a (s - A) dans un voisinage du spectre continuo Choissons 
z te! que So < b - z et désignons par I~ la réunion cles intervalles ] - 00 , 

- b + E[ et ]b - ", + =[. Alors de l'expression de (A - 1.)-1 on déduit, 
pour la restriction de a (s - A) à I,: 

= a (y - s) u (y) + 21ti . ya+ (s - y) g+ (s) u+ (s) s-2_ 

- 21t"' · Y a-es - y ) r (s) lr (s) s- 2. 

D'autre part, on a: 

u+ ; s ) = _' . lim 
S 2 itt / -+ 0+ /

' u(~) 
~2(~ - S ·_ it) 

d'I) =.r a+ (s - 'I) U ('I) '1)_ 2 d'I) (6) , 

, 

done le « produit interne >, de u par la distribution ·~a+ (s - 'I) de 'I), ce produit 
étant intérpreté com me }'intégrale (maintenant au sens cles clistributions) 
du produit de u (YJ) par '1)3+ (s - 'I), par rapport à la mesure '1)-3 sur I. 

Analoguement, u- (s).-2 est le (, pmduit interne >, de u ('I) par la distri­
bution '1)3- (s - 'I). 

(6) Ce point sera étudié en détail dans d) à propos de la complétude du système (ù (s ,y). 
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Calcu lons maintenant g + (s) et g- (s), à partir de la formule 

(À) __ À 
g -- 2), b + l, 

- - ·]00'"--
a bO b-), 

En posant ì~ = s + il et en faisant tendre I vers 0+ (resp. 0-). on trou ve 
aisément pour s E I 

g +(s) = 2::. --log 1 Sb + S 1--7<i 
a b-s 

S 

c (s) " i 

et 

s 
r (s) = C (s)+ rri 

où 

C (s)= - - Iog - --2S b + s I 
a b-s 

L 'expression gue nous avons obtenu pOllr a (s-A) u. peut prendre une 

forme plus commodc pour Ics calellls, en posant " ( y ) = r a ( y - 'I)) u ('I)) d'~ 
" 

et en appliguant 1a propriété de mll1tipli cation des intégrales paramétrigucs 
de distriblltions (cf. [8]); compte tenll glie a (s - y ) a (y-,~) , a+(s-y) , 
a- (s - y) peu vent etre interpretées comme fonct ions indéfiniment différen­
tiables de s dans I [g+(s) et g-(s) le sont aussi dans I], on a dans 1: 

( 10,5) a (s - A) " ( y ) = 

= J [a ( y - s) a ( y - '~) + 27tiy a+ (s -y) g+(s) a+ (s - '~) ,~-2_ 
, , 

- 21"y a-es - y ) r (s) a-es - 'I)) ,~-2] U ('I) d'I), 

En observant encore gue (7) 

a ( y-s) a ( y-'I) = a ( y- s) a (s - 'I) , 

on se ramène à étlld ier 1'expression 

( 10,6) a ( y - s) a (s - 'I) + 2 7ti ya+ (s - y ) g+ (s) a+ (s - 'I) '1)- 2-

- 2 7t(y3- (s - y ) r (s) a- (s - 'I) '1)-2 (pollr s E I), 

(7) On doit rappclcr que <p (x) 8 (x - a) = <p (a) S (x - a) lorsquc <p est cont inue. Ici 
on peut cons idérer 8 (y - 1) comme fonction indéfì nimcnt différcntiable de y dont Ics valeurs 
sont des distributions de 1). D'autre part , on a 8 (s - .1) = 8 (1) - s). Tout cela est rigoureu­
semcnt établi. 
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Rappelons que 

3+ (x) - s-- (x) = 3 (x) 

+ l l 3 (x) + s-- (x) = - -. vp - , 
'" x 

d'où 

3+ (x) = - _'-o . vp 2.. + 2.. 3 (x) 
2TU X 2 

__ l l l. 
o (x) = - - . . vp - - - o (x) . 

27tZ X 2 

On en déduit, d'une part 

2 7tiy3+ (s - y)g\ s) 3+ (s - "1)"1)--2 = 

2 7t i [ I I ys I 

= T 4"" vp y -s C (s) "i vp s - ~ + 
+ I P l ys 3 (s - "1) -

4"; v y-s C (s) - " i 

_ _ ' _ 3 (s _ ) ys P l + 
4"; y C (s) "i v s-~ 

l 3 ys 3 ] . + 4" (y - s) C (s) _ "i (s -"I) , 

et de l'autre 

21ti [ I I sy I 
= - T - 4'" vp s-y C(s) +"j vp s- ~ -

I I ys a ( ) 
- 4 " j vp Y _ s C (s) + " j s -"I) -

I I y s a ) 
- 4 " j vp ~ - s C (s) + rrj (s - y + 

+ : 3 (y-s) C(s;~"j 3 (s-"I) ] 

La somme de ces deux expressions donne 

I ys I - 2 + 
-vp y - s [C(s)],+ " , vp s_ ~"I) 

+ P I ys C (s) 8 (s _ "I) '1-2 _ 
V y-s [C (s)]' + ,,' 
8 ( ) ys C (s) '_2 

- y -S [C (s)],+", vp s-~ 'l -

• ( ) y m' • ( )--2 
- o Y - S [C (s)J' + ,,2 o "I) - S 'l . 

Memorie, 1974, VoI. XlI - Sezione I-o 25 
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Finalemcnt, comptc tcnu gue dans I, 011 a 

la somme de a ( y - s) a ('I) - s) a vec le dernicr terme de l'exprcssiol1 précé­
dente se réduit à 

Alors, en posant 

s 
y (s) = [C (s)]' + n' 

et en observant 

l' expression (10.6) 

, , 
que vp --= - vp --

S - 1) 1) - S 

devient 

[vp -y- + C (s) y8 (s - y )] y (s) [vp - ' - + C (s) 8 (s - ') ] ')--2. 
y-s ~ -s 

Par substitution dans ( 10.5) on obtient, finalemcnt, dans I (au dans r, 
ce ql1l revient au meme): 

s (s - A) u Cy) = 

= [vp _.r - + C (s) y8 (s - y )] y (s)! [vp - ' - + C Cs) 8 (s - ')] u (') ')- 2 d') 
y - s ~ - s 

l 

c) Solution de l'équation en tennes de vecteurs propres. NOLis avons 
déjà vu que l'expression 

vp _ Y - + C (s) y8 Cy - s) 
y - s 

(y E I) 

définit un systèmc w (s ,y) de veeteurs propres de A, pour tous Ics points s 
du speetre ] de A. 

Les résultats que nous venons d'obtenir suggèrent que ce système est 
orthogonal et complet et que l'on a précisément 

(10.8) <vP _ Y - + C Cs) y8 (y -s) I vp ~ + C Cs')y8 Cy-s')"/* = y-s y -s 

= [C (s)!'+ rr' S (s-s'), pour s, s'E I 

et 

où le symbole (1)* sert pour désigner le produit interne généralisé, tel 
que nous l'a vons défini dans a) et b) . 
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Nous démontrerons dans d) que ce systèrne est completo Quant au reste, 
cf. l'Appendice. Ici, notre propos essentiel est d'exprimer la solution de 
l'équation de Boltzmann 

( IO. IO) (D, + Ay) 'fl (x ,y) = f (x ,y) 

au moyen du système w (s ,y) de vecteurs propres. 
Suivant le théorème I, du nO 7 pour toute distribution f (x ,y) de x 

tempérée sur R à valellrs dans U, on a: 

OlI 
+00 _( 

(IO. II ) E (x , A y) = I e+" S( s -Ay) cls - I e=" S (s -Ay) cls (0< c< so), 
- 00 

Or, d'après les résllltats précédants, on aura, lnaintenant) 

+00 

(IO. [2) I e+" S (s - Ay)f(x, y) cls = e+"< w (so ,y) coI w (so , ~)f (x, ~) ~; + 
I 

+ 00 

+ r e+" w (s ,y)y (s) [.f w (s , ~) f (x , .~) ~; ] cls, 
, I 

où Co = - So et de méme pour l'intégrale entre - ex:> et - c. 

2(: - b2~S2) 
o 

Il s'agit toujours ici d'intégrales paramétriques convergentes sur R au 
sens des distributions. Mais, d'après le théorème 2, nV 7, ces intégrales convergent 
pour !out x # 0, déjinissant une fonction ana!ytique sur R" {o}. Dans 
ce cas, on peut évidemment supprimer les signes (< + » et « -)} qui figurent 
comme indices de e-IX. 

Il est encore à observer que, 10rs qu'il s'agit de calculer la convolution 

E (x, Ay) *x f (x, y ) = I E (x - 1;, Ay) f (1; ,y) di'; , 
R 

on doit remp/acer, dans de Zd membre de (IO.IZ) x par x - ~ seulement dans 
l' exponentielle. 

cl) Comp!étude du système de vecteurs propres considéré. Comme nous 
l'avons observé à la fin du nO 8, nous aurions pu suivre ici la méthode heuris­
tique des vecteurs propres. En admettant que l'expression 

w (s ,y) = vp - y- + C (s)yS (s-y), 
y - s pour sE J , 
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définit un système de veeteurs propres de A, orthogonal et eOInplet, et gue 
l'on a ( 10.8) et ( 1O.IZ), on est conduit à poser forrnellernent, pour tout u EU: 

(IO. I 3) AlÀ u = So Co À w (so , y) f ZiI (so, Y) u (Y) Y)- 3 dY) + 
I 

+ So ~ À w (- so' y) J w (- so' Y) u (Y))1)-3 dY) + 
I 

+ J }(s~ w (s ,y) l J w (s, Y) U (Y))1)-3 dY)] ds . 
I I 

II s'agirait maintenant de démontrer gue: 

I ) Cette expression définit effeetivement la fonetion résolvante de A; 
z) Cette fonetion est holornorphe dans C" J, où J = I U {so, - so}, 

à eroissance lente vers l'infini et vers l'axe réel. 

À eet effet on pourrait exprimer a (s - y ) et vp _ 1- dans w (s, y ) 
s - y 

au moyen de a+ (s - y) et a- (s - y ), et de mème pour w (s , Y). Alors on 
referait en ordre in verse les ca1cu ls développés dans b) et a) et on retrouverait 
l'expression (9.7) de (A - ),)-" pour laquelle serait plus facile de démontrer I) 
et z) . 

On pourrait ausst' commencer par essayer de démontrer la comPlétude du 
système w (s ,y) . Nous le ferons id, parce que ce résultat nous ùttérèsse fJour 
les problèmes de frontt'ère que nous étudierons au nO II. 

Il s'agit de démontrer gue l'on a, pour tout u E U: 

( lO.l4) J d'~ u(y) = Co w (so, y ) w (so, Y) U (Y) -:;j3 -

-COW(-SO ,y) J W(-so ,Y)U (Y) ~~ + 
I 

+ J y(s)w(s,y) [J w(s, Y) u(Y) ~~] ds. 
I I 

D'ahord nous chercherons à démontrer gue le 2 d membre définit une 
fonetion de y appartenant à U. À eet effet, on doit employer la propriété 
sui vante de la transformation de Stielt jes 

Si I E L'(R), a/ors I +,j- E L2(R) et on a 1+ = a+ *1, 1 - = Il *1, c'est­
à-dire: 

(1O. I S) 1 +(x)=Ja+(X-X')/(X')dX' , I -(X) = {a-CX-X') / Cx') dX" 
R R 
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Dbno1Zstratio1l. On sait que l' image inverse de Fourier de f + [resp. f-] 
est égale à l' image inverse de Fouricr j(~) def(x) pour ~ > o [resp. ~ < o] 
et à zéro pour ~< o [resp. ~> o]. Pui sque jE L'(R) (théorèmc de Plancherel), 
il en sera de mome pour :7-' f + et :7-1 f - , donc pour f+ et f - · D'autre part 

de la formule de Dirac, f (x ) = .r 3 (x - x') f(x') dx' et de ce qui précède, 

on déduit aiscment ( 10.15). R 
On peut appliquer cette proposition dans ( IO. 14), en observant d'abord 

( IO. 16) 

Si }'on obscrve, en outre, que C (s) est une fonetion de s continue dans f 
et qui tend vers 2 sIa lorsque s -+ 00 et vers O lorsque s tend vers b Oli -b 
(done bornée sur I) , on voit que la dernière intégrale (qui peut etre eonsidérée 
eomme une intégrale sur R, dont la fonetion intégrande est nulle dans ]-b, b[) 
définit une fonetion de la forme (,.) (S)/S2, OÙ (ù EU. Ensuite, le meme raison­
nement appligué à l'intégrale par rapport à s dans (10.14), eofnpt~ tenu de 
l'expression de y (s), montre gue eette intégrale définit une fonetion de y 
appartenant à U (8). Quant aux deux premiers termes du Zd memhre de 
( 10. 14), il définissent aussi des fonctions appartenant à U. II reste à démontrer 
que la valeur du 2d membre de ( IO.'4) est effectivement u (y ). 

On pourrait pcut-etre le fa ire direetement. Mais il nous suffi t d'appliquer 
iei la formule ( 10. 13), qui est déjà démontrée par Ies raisonnements préeédents. 
En faisant À = o et en multipliant Ies deux membres par A, eompte tenu 
que A, w (s, y ) = sw (s ,y) pour tout s E J, on obtient justement ( IO. '4) . 

En eonc1usion: 

Le système de vecteurs propres w (s ,y) de A (s E J, y E I) est complet 
dans U par rapport au produit inteme généralisé ( 1)* que l' on a déji.ni 
dans a) et b). 

Il en décollle que la fonction E (x ,A) de x à valeurs dans L (U) est déji.nie 
pour x = o et que, par su/ite, les intégrales paramétriques dans la formule (9.1 I) 
convergent sur R att sens ttsuel par rapport à x , c'est-à- dire, pour tout x E R. 

ToutefoisJ nOliS verrons plus loin gue eette fonction n'est pas continue 
au point o. 

e) RésoluNon de l'équaHon de Boltzmann sous la forme inz'tiale. 

Reprenons maintenant l'équation de Boltzmann SQUS la forme: 

I 

;J(I) (x , fL) 
fL ex + b<lt (x , fL) - = J <I> (x , fL ') dfL' = S (x, fL) 

- 1 

(8) Ces intégrales sont done convergentes au sens des distributions, et c'est ee point 
essentiellement, qu'il s'agissait de démontrer. 
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qui peut s'écrire aussi 
1 

D. <Il (x, [1.) + - <Il (x , [1.) - - <Il (x , [1.') d[1.' = - S (x, [1.), b a J [ 
[.I. 2[.1. [.I. 

- 1 

ou simplement 

(10,17) 

en posant 
I 

B" <Il (x , [1.) = - - <Il (x , [1.') d[1.' + - <Il (x , [1.) . a J b 
2~ ~ 

- 1 

Par le changement de variable y = bl[1., on peut déduire la solution de 
cette éguation de la solution obtenue pour (D + A) ,!, = f, en précisant l 'espace 
où doivent se situer S et <1>. On a: 

( 10.18) f (x, : ) = ~ S (x , [1.) 

vp _ Y- = bvp I 
y- s b - s[.l. (10.1 9) 

I I 

vp y - s = [1.vp b -Sl" 

(10.20) y3 (s - y ) = b3 (b - S[1.) . 

Donc: 
1 

(1021) J vp s ~ ~ f (x, Yj) Yj- 2 dYj = J vp b - ,!,' S(x , [1.') b- 1 d[1.' 
I - 1 

1 

(10.22) J 3 ( y - s) f (z, 'I))YJ-2 d'I) = J 3 (b-s[1.') S(x , [1. ') b-1 d[1. ' . 
I - 1 

De ( IO. I 8) on déduit gue, si f (x ,y) représente une distribution de x 
tempérée sur R à valeurs dans l'espace U des fonctions de y à carré sommable 
sur I par rapport à la mesure y-2, alors S (x , 1-'-) représente une distribution 
de x tempérée sur R à valeurs dans l'espace (que nous désignerons par Ù ) 
des fonctions de I-'- qui, divisées par 1-'-, sont à carré sOInmable sur [- I , I] ; 

et réciproguement. D 'autre part, en tenant compte de (10. 18) et (10.20), 
on voit aussitòt que, au système de vecteurs propres de A 

I 
W (s ,y) = y vp -- + C (s) y3 (s - y ) 

y- s 
(y E I ) , 

correspond le système de vecteurs propres de B 

ù) (s , [1.) = vp (b - S[1.)-1 + C (s) 3 (b - S[1.) ([1. E [- I ,I]), 

où l'on a supprimé le facteur commun b, qui disparait dans les intégrales du 2 d 

membre de ( 10.21 ) et (10.22). Le spectre est évidemment le meme dans les 
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deux cas, ] = I U { So ' - so}, D'autre part, le changemcnt de variablc 
y = b/~ ramène l'intégration par rapport à la mcslIrc dy/y3 sur I à l'intégration 
par rapport à la mesure ~' df4' sur [- I , I ]' On aura done, par exemple, 

l 

B I À V(fL) = So Co À '" (so, fL) l''' (so, fL') V (fL') fL ' dfL' + 
-1 

l 

+ So ~ À '" (so, fL) I '" (so, fL') v (fL ') fL' dfL' + 
-I 

l 

+.r -: (S»), '" (s , fL) [I '" (s, fL') v (fL ') fL' dfL' ] ds , 
I -I 

pour tout v E O et tout À E C "-. ]. 
D'ailleurs le systhne '" (s, fL) est complet dans O par rapport au produit 

interne généralisé < I ) *. 
Tout cela concorde, jorme/lel1tent, avec les résultats obtenus par LAFORE 

et MILLOT, en ce qu'i concerne l'analyse spedrale de l'opérateur B, Le point 
faible de ce travail et d'autres semblables regarde la fa,on d'obtenir la soluti01l 
de ( IO. I 7) à partir de ces résultats. 

D'après tout ce qui précède, pour toute distribution S (x , fL) de x tempérée 
sur R à valeurs dans O, il exùte une et une utile solzt.t-ion <Il (x, fJ.) dans le 'méme 
espace de distributions, donnée par la formule 

ot't 

<I> (x , fL) = E (x , B. ) *x [~ S (x, fL) l = 

=.r E (x-~, B.) -'- S (~, fL) d~, 
. f' 

R 

+00 -~ 

E (x, B.) = .r e:;" 3 (s - B.) ds - .r e=" 3 (s - B.) ds (o < c < so). 

- I 

En termes dc vecteurs propres, on aura par exemple 

+~ l I e:;" 3 (s - B,,) ~ S (x, fL) ds = e:;"x '" (so, fL) Co l''' (so , fL ') S (x , fL ') dfL' + 
, - 1 

+~ l 

+ .r e:;" '" (s, fL) y(s) [.r '" (s, fL') S (x, fL ') dfL ' ] ds, pour tout x E R. 
, - 1 
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II. Problèmes de frontière. 

Dans le susdit article [I] Ies auteurs eommenecnt par essayer de résoudre 
l'équation homogène (D + B) iD = o, en supposant connue iD (o, !") . Cher­
ehons à poser ce problème d'une façon plus préeise: 

Désignons par V l'ensemble des éléments v de Ù auxquels peut s'appliquer 
l'opérateur B et teIs gue Bv E Ù, c'est-à- dire, posons 

V = B-1 Ù. 

Rappelons que B est défini par la formule: 

On arnve alors au problème suivant: 

PROBLÈME L Étant donné Vo E V, détermz·ner une dz"strz·bution tempérée 
iD. (x, !") de x dans ]0, + co[ à valeurs dans Ù, telle que l'on ait 

( 11.1) (D, + B.) iD. (x , !") = o dans ]0, + co[ 

et 

( 11.2) 

au sens de la norme Il . Il de Ù. 

Évidemment, dans un problème de ce genre, on sousentend gue la souree 
S (x ,!,,) est nulle dans l'intervalle ]0, + co[. Alors, la distribution iD (x ,!,,) 
de x à valeurs dans Ù tempérée sur R telle que 

(D, + B.) iD (x , !") = -'- S (x, !") 
f' 

(donc à valeurs dans V), devient une fonction analytique sur ]0, + oo[ 
à valeurs dans Ù (d'après le théorème 2, nO 7) . Done si l'on désigne par 
iD + (x ,!,,) la fon etio n de x égale à iD (x , !") dans ]0, + oo[ et à zéro dans 
] - 00, o], on aura, comme il est aisé de voir: 

et 

iD (0+, !") = Hm iD (x, !") = lim iD. (x , !") = v. (!") . 
X ~O+ x-+ o+ 

Nous avons ainsi remplacé la source réelle S (x, fL) par la source fictive 
!"iD (o+ ,!,,) 3(x) pour obtenir la distribution iD+(s,!,,) de x, dont iD. (x,!,,) 
sera la restriction à ]0, + co[. 
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En observant que 

E (x , B,.) *. [<1> (0+, 1-<) ~ (x) l = E (x, Be) <1> (0+,1-<) , 

on de vra done a voir, pour x > o: 

(11. 3) 

1 

<1>+ (x , 1-<) = <\>0 (x, 1-<) = e - '.' Co w (so, 1-<) (w (so, 1-< ') Vo (1-<') 1-< ' dI-< ' + 
~ 1 

+00 1 

+ I '-" r(s) w (s, 1-<) [I W(S,I-<') Vo(I-<' ) 1-<' dl-<'] ds, 
, - 1 

La fonetion <1>0 (x , p.) de x à valeurs dans Ù définie par eette expression 
dans ]0, + co[ vérifie évidemment l'équation ( 11 .1). Il reste à voir qu'elle 
vérifie aussi la eondition ( I 1.2). 

En faisant tendre x vers 0 +, on obtient, au moins forme llement, 

1 

<1>0 (0+ ,1-<) = Co w (so , I-<)/W (so, 1-< ') vo(I-<') 1-< ' dlL ' + 
- 1 

+= 1 

+f r (s) w (s , I-<) L/ w(s, 1-< ') Vo(I-<') dl-<'] ds, 
, - 1 

Or, dans eette expression, il manque la partie de la représentation 
speetrale de Va eorrespondante à s < o. Cela veut dz·re que l' on peut avoz·y 
<\>0 (0+, 1-<) = vo (I-<), seulement si on a 

1 

Cow (- so, I-<)I w (- so, 1-<' ) Vo (I-< ') 1-< ' dI-< ' + 
- 1 

-00 1 

+ I r (s) w (S ,I-<) [I w (s, 1-< ') Vo (1-<') 1-<' dl-<'] ds = o, 
- II - 1 

Done Va ne peut pas etre ehoisi arbitrairement dans V. Mais on devai t 
s'y attendre; en effet, puisque la distribution <I> (x , {-L) de x sur R déterminéc 
par la souree S (x ,I-<) est donnée par la formule 

il est aisé de voir que, si <\> (x , 1-<) est nulle pour x > O, la partie de la repré­
sentation speetrale de <D (x ,/-L) eorrespondante à s < o, donnée par eette 
formule, est néeessairement nulle pour tout x > o et il en doit etre don e de 
mème pour la limite de <I> (x , 1-<) lorsque x -+ 0+, 
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Pour éclaircir ce point, rappelons que la fonction résolvante de B, 
(B - À)-I, est l'image de Stieltjes de la distribution S (s - B) à valeurs 
dans L (O), c'est-à-dire 

r 8 (s-B) ds 
s - À 

R 

et gue S (s - B) est nulle dans un voisinage de zéro. 
Posons alors 

+00 a 
( B- l t = _'-. l' s-1 S (s - B) ds 

2 itt 

o 
(B- l)- = _ '-. J' s-1 S (s - B) ds. 

2 itt 

-00 

[Ces formu les peuvent étre aisément explicitées au moyen du système w (s, ~) 

de vecteurs propres]. 
Posons d'autre part 

On aura évidemment 

v+ = (B- 1 t ('1 

0 + = BV+ 

V- = (B-I ) - O , 

0-= BV- , 

ù = 0+ ® O-

et on voi t gue les éléments de 0 + [resp. 0 - ] sont précisément les éléments 
de Ù dont la partie de la représentation spectrale correspondante à s < o 
[resp . s > o] est nulle. 

Cela posé, nous pouvons dire, d'une façon précise, gue si S (x, fL) = o 
POUy x > o, <I> (x, fL) est ulle fonctioll à valeuys dam V+ pOllr tout x > O et 
que, pour atte raison, la fonction Vo doit l tre prùe dans Y+. 

Il reste à voir si la fonction <1>0 (x , fL) de x donnée par ( 11.3) tend effecti­
vemcnt vers vo (~) lorsque x --+ 0 +. Quant au premier terme, il n'y a pas de 
difficulté. Quant à l'intégrale entre b et + 00, une analyse semblable à celle 
que l'on a fait à la fin du nO IO, paur démantrer la complétude du système 
w (s ,y), montre que ce terme represente une fonetion de la forme e-t!! ii, (~) J 

OLI Ù E Ù. Alors on a 

11('-'"-I ) Ù(fL) IIS: !r'"- l lll ùll -+ II,i ll , lorsque fL -+ o+, c.q.f.d . 

En conclusion: 

THÉORÈME I . Pour tout élbnent Vo E V+ il existe Ime et une seule distri­
bution tempérée <1>0 (x , fL) définie dans ]0, + oo[ à valeurs dans O telle que 

(D. + B.) <1>0 (x , fL) = o dans ]0, + oo[ 

et qui tend vers V o par rapport à la norme Il . Il de O lorsque x -+ 0 + . Celte distri­
bution est une fonction analytique de x dans ]0, + oo[ à vaùurs dans O (et 
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p lus précisém ent dans V +), dOJluée par la formule 

+t 

<1>0 (x , [1.) = r"X Co w (so, [1.) f w (so, [1. ') Vo ([1. ') [1. ' d[1. ' + 
- 1 

+ 00 + 1 +I r ox r (s) w(s, [1.) [f w (s, [1. ') Vo ( [1. ') [1. ' d[1. ' ] ds 
• - 1 

quz' peut étre abrégée symbollquement en écrivant 

pour x > o. 

REMARQUES. I) Il est aisé de voir maintenant que E (x , B) représente 
un semigroupe continue (et mème analytique) d'opérateurs appartenant à 
L (V+) [resI' . L (V-)] pour x> o [resI'. x < o] et qu 'il est naturel de poser 
E (x , B) = e- x B dans ces cas o 

II) On comprend maintenant pourquoi Ies termes correspondants à 
s < o de la solution trouvée par LAFORE et MILLOT [I] n'introduisent pas 
d 'errcur dans la pratique: <D (0,!J.) appartient nécessairement à y + (si l'on 
cherchc la solution pour x > o) . Mais si l'on se donne arbitrairement Vo comme 
valeur de Cl> (o ,!J.), la solution est erronéc. 

Il est naurel de poser encore un problèmc de frontière dans un intcrvalle 
borné: 

PROBLÈME II. Étant donnés a > o et Vo ' V a E V déterminer une distri­
bution <1>0 •• (x , [1.) de x définie dans ]0, a[ à valeurs dans Ù telle que 

dans ]0, a[ 

lim <1>o, .(x, [1.) = Vo et lim <1>o,. (x , [1.) = Va dans Ù . 
",....,.. 0+ x_a-

Pour donner un sens concret à ce problème on doit sousentendre l'existencc 
d'une source S (x ,[1.) inconnue, qui soit nulle clans ]0, al. En désignant 
par <D (x , !J.) la distribution tempérée sur R à valeurs dans Ù telIe que 

( Il.5) (D. + B") <1> (x ,[1.) = ~ S (x, [1.) , 
~ 

cette distribution devient une fonction analytique dans ]0, a[. Désignons 
par q). (x, [1.) la fonction de x à valeurs clans O égale à <1> (x , [1.) dans ]0, a[ 
ct à zero clans R,,]o, al. Alors on cléduit de (10.5) 

Donc, s'il existc une solution du problème II, elle est nécessairement 
la restriction de <1>. (x, [1.) à ]0, a[ et, par suite, elle est donnée par la formule 
symbolique 

( I 1.6) (pau!" 0< x< a). 
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Mais il en résulte qlle V o et Va ne pcuvent pas ètre données arbitrairement 
dans V. En effet, pour que Ies cond itions (11.4) soient vérifiées, on doit avoir 

enD Va = O 

done e- x B V o = O pour x > O et e- xB Va = O pour X < a. Il s'ensuit que l'on 
doit avoir, d'autre part, Vo E V+ et v" E V-o 

Maintenant, il est aisé de voir que, réciproquement, si Vo et v~ vérifient 
ces conditions, la formule (11.6) donne, effeetivement, la solution (unique) 
du problème. En conclusion: 

TH ÉORÈME 2. Pour que le problè",e Il soit possiblc, il faut et il suflit que 
Vo et Va vérifient les conditions 

V EV+ O 

Si ces conditz"ons sont vérifiées, le problème admet une et une seufe solution, 
donnée par la formule ( I 1.6), qui déjinit une fonction analytique de x SUI' ]0, a[ 
à vafeurs dans Ù. En particulier, sz' o et a n'appartiennent pas au support dc 
S(x, 11-) , <!lo .• (x , 11-) tend vers Vo (resp. v.) !orsque x -;. 0 + (resp . x -;. a-l au 

sens usuel. 

APPENDIX 

Démonstratz"o1l de l' orthogona#té et caleul des coejJicients de norlllalùatiott 
des vecteurs propres de A. Pour démontrer l'orthogonalité et ealculer Ics coeffi­
cients de normalisation des vecteurs propres de l'opérateur B considéré, il 
sllffit de le faire pour l'opérateur A que nous avons déduit de B par ehange­
ment de variabJe. Rappclons de nouveau l'expression du système de vectellrs 
propres de A que nous a vons lIti lisé 

w (s ,y) = vp - y - + C Cs) ya Cy-s) , 
y - s 

pour sE J 
où 

2S I b+s l C(s)= - - log -- . 
a • b-s 

Il s'agit donc essentiellement de ca1culer, par rapport à y, 

(A. I) Cw (s ,y) I w (s' ,y» * pour s, s'E J . 

Nous commencerons par la partie continue I du spectre de A. Dans le 
développement de (A. I) on trollve quatre termes dont l 'un est 

CC (s) ya (y - s) I C (s') ya (y - s'»" = 

= Iya (y -s) C(s) C (s') ya(y-s') ;, = 
I 

[e (s)]' a (s - s') . 
s 
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Il reste à calculer 

(A. 2) r vp . -'- vp - ' -, dy + J' vp - ' - C (s' ) S ( y - s') dy + 
y-s y-s y y -s y 

" , 
+ !C (S) S (y-S) vp-' -, dy. 

y-s Y 
i 

À cet effet, nous utiliserons la formule 

(A. 3) vp x ' h = 1tiS (X-h)-2 1ti S+ (x - h), 

en observant que deux distributions j, g dont Ies composantes inférieures, 
f - et g-, de l'image de Stieltjes [9] sont nulles, sont multipliables et leur 
produit a pour com posante supérieure le produit de leurs composantes supé­
ricures et pour com posante inférieure zéro. Pour s'en convaincre, il suffit 
d'observer que, dans ce cas, les images inverses de Fourier j. et g sont des 
distributions nulles à gauche de l'origine et que, par suite j * g e:$C iste et est 
nulle à gauche de l 'origine, d 'où l 'on déduit qu 'il existe aussi fg = .fI"(i * g) 
et que l 'on a (fgt = f +g+, (fg)- = o. (On a évidemment une propriéte analogue 
pour Ies distributionsj, g ayant des composantes supérieures f +, g+ de l'image 
de Stieltjes égales à zéro). 

En rappelant que vp (y - s,)- I= - vp (s' - y)-l, on adone, d'après 
(A. 3), 

vp (s' - y )-1 = - 1tiS (y - s') + 2 1tiS+ ( y - s') . 

A lors le premier terme (A. 2) devient 

IA.4) J vp - ' - vp - '- , dy = - 41t2 / ' S+ (y - s) S+ (y _ s') dy + 
y - s y-s y y , 

+ 21t2 f S(y-s) S+{y -s') ;; + 21t2 J S+(y-s)S (y -s') ;; -
I , 

-1t2 f S ( y -s) S(y -s') ;; , 
, 

Or on trou ve immédiatement 

(A·S) 1t2 S ( y - s) S( y - s') - = - S (s -s') . J dy ",' 
y s , 

D 'autre parI: 

(A.6) ! S+(y-s) S(y-s') ;; +[ S(s-yW(y-s') ;; = 

=...;. S+(s'- s) + -'- S+(s-s') . 
S S 
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Quant au premier terme de (A-4) on obticnt, dans le dem iplan 1m À > O 

(cf. nO 9): 

J
" ,dy '( , b + À , b +).' l 
y_). y_).' y-= )._ ).' T logo b - À -y logo b-).' , 

d'où, en passant à la li mite lorsque 1m À -+ 0+ et 1m À'-+ 0+ , 

(A. 7) - 41t2 I 3+ (y - s) 3+(y - s') ;; = 
, 

=- 2""0 (s-s ) - log - - - -, log --, + -,--..+ , (' I b + s I ' I b + s' I "j "il 
\ s b- s s b - s s s 

Calculons maintenant le second et le troisième termes de (A.2). On a: 

r [vP - ' - C (s' ) 3 (y - s') + vp - ' - , C (s) 3 ( y - s)] dy = 
. )'-S y - s y , 

= - a, J [3+ ( y - s) C (s') 3 ( y - s') + 3+ ( y - s') C (s) 3 ( y - s)] ;; + 
, 

+ "''I [3 (y -s) C (s') 3 ( y - s') + 3 (y - s') C (s) 3 (y-s)] ;; = 
, 

= 2 1ti e ;S) 3 (s _ s') _ 21ti e;;') 3+ (s' _ s) _ 21ti e ;S) a+ (s - s') . 

Alors, compte tenue de tous les résultats précédents, on a, cn conclusion: 

• le (s)J' + ,,' (w (s ,y) I w (s', y») = S a (s - s') , 

pour S, s' E I, comme l'on avait prévu: 
Il reste à calculer ce produit interne pour Ies valeurs So et - So de s. 

Rappelons que 

w (so, y ) = - '­
y -so 

, 
w (- so ,y) = - + • y So 

Il est a i sé de VOlr que 

(w(so,y) lw(- so,y» = 0. 

D'autre part, on trouve par des calcuIs élélnentaires 

r dy = - - '- lo I b + So I + _'_ 2 b 
. (y SO) 2 Y s~ g h-so So b2_S~ 

Compte tenue que So est une des racines de l'équation 

I
b+S I 2S log -- - -= o 
b -s a ' 

(y E I) 
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on en dédllit 

(w (so ,y) Iw (so ,y) *= 2 ( b 
So b? - s~ 

Analogllcmcnt 

* 2 ( b (w (-so ,y) Iw (-so ,y) =-s. b'-s; 
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