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SUR LA DEFINITION ET LA STRUCTURE DES 
DISTRIBUTIONS VECTORIELLES* 

l'.A.1< J. SEBASTIÀO E SIL V A 

(Centra de Estudos Matemdticos de Lisboa) 

1. Introduction et p'an général. M. L. S<'HWARTZ appelle dis­
tributions vectorielles (i. e., à valeurs dans un espace vectoriel E) 
les applications linéaires continues de l'espace '.() (des fonctions 
numériques indéfiniment dérivables à support borné) dans l'es­
pace E. C'est là une définition synthétique, immédiate, mais 
elle est à l'origine d'une théorie difficile, qui a exigé la mise 
en oeuvre de puissantes ressources <le l'analyse fonctionnelle 
moderne (voir [12 J et [5 ], dans la Bibliographie). Comme les dis­
tributions vectorielles interviennent couramment dans les impor­
tantes recherches de M. SCHWARTZ et de ses élèves sur les équa­
tions aux dérivées partielles et sur d'autres types d'équations 
fonctionnelles, la lecture de ces travaux est rendue de ce fait 
assez difficile pour la plupart des physiciens et, même, des 
mathématiciens. 

Il nous a semblé donc utile de généraliser au cas des distri­
butions vectorielles les méthodes plus directes que nous avons 
employées dans notre «Construction axiomatique de la théorie 
des distributions» [16 ]. Toutefois cet article, dont l'un des buts 
était justement de rendre plus accessible la théorie des distribu­
tions scalaires, a été écrit beaucoup plus comme un travail de 
recherche que comme un exposé didactique, ce qui rend peu 
commode sa lecture1 en masquant, par une formulation un peu 
trop abstraite (1)1 le caractère foncièrement élémentaire -et facile 
de cette construction: c'est pourquoi nous exposons ici des préli­
minaires assez détaillés (n.0 2); le lecteur moins informé y trou-

* Reçu Octobre 1959. La première partie de ce travail avait déjà été 
publiée en polycopie, sous le titre «Sur la définition et la structure des dis­
tributions vectorielles» (Publicaçôes do Centro de Estudos Matemâticos de 
Lisboa, 1958). 

(1) Récemment nous avons pu trouver l'avantage de ce point de vue 
abstrait (cf. [20] et [21 ]). 
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vera tout l'essentiel de la théorie algébrique des distributions, 
généralisée au cas des distributions vectorielles (1). 

En rédigeant l'article [16], nous nous étions déjà aperçu 
que les mêmes méthodes pourraient s'appliquer au cas des dis­
tributions vectorielles. Une seule difficulté essentielle se présentait 
dans ce cas: tandis que toute distribution scalaire s'exprime, 
localement, comme dérivée généralisée, d'ordre fini, d'une fonc­
tion continue, cela n'est plus vrai, en général, pour les distribu­
tions vectorielles. Cependant M. A. GROTHLXDU:CK [ 4 J s'était 
trouvé devant une difficulté exactement analogue, dans la recher­
che des applications linéaires continues de certains espaces de 
fonctions holomorphes, dans un espace localement convexe E 
(complet), et il l'a résolue au moyen de sa notion de «fonction 
holomorphe au sens large à valeurs dans E ». Il ne s'agit plus 
là de vraies fonctions à valeurs dans E, mais de fonctions à 
valeurs dans des espaces de Banach E,., dont E se compose 
(comme sous-espace du produit des E,.); mais cette désignation 
est suggestive et, au fond, naturelle. 

Donc, nous n'avons qu'à suivre un chemin tout à fait paral­
lèle: les distributions T au sens large, telles que nous les défi­
nissons ici (n.0 6), résolvent, d'une façon naturelle et directe, le 
problème de la détermination des applications linéaires continues des 
espaces 1) , C°" , etc. dans un espace localement complet E ; deux 
formules simples établissent alors une correspondance biunivoque 
0 ....... T entre ces applications 0 et ces distributions T (voir théorè­
mes 4. l et 7. 1). Comme conséquence de ces théorèmes on 
retrouve, d'une façon presque élémentaire, le célèbre «théorème 
des noyaux» de SCHWARTZ (n.0 10). 

Il conviendra de commencer par donner ici un aperçu de 
cette orientation. Soit d'abord E un espace de Banach et consi­
dérons l'espace 'DK des fonctions numériques 'f (x) d'une varia­
ble, indéfiniment dérivables et nulles en dehors d'un intervalle 
borné K = [a, b J. On démontre alors (th. 4. 1) que l'expression 
générale des applications linéaires continues 0 de î>K dans E est: 

(1.1) 01f=(-1)"1bf(x0f>(x)dx, pour toute 'fEî>K, 

(l) Les démonstrations de cette théorie algébrique deviennent ici super­
flues, une fois que l'existence et les règles de calcul des distributions définies 
formellement découlent immédiatement du modèle fonctionnel isomorphe. 
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où f est une fonction continue dans [a, b], à valeurs dans E, et 
n un entier > 0, le couple (/, n) dépendant de 0 (mais pas de 
façon univoque). En particulier, il se peut que la fonction f soit 
n fois continûment différentiable; alors, en intégrant par parties, 
la formule (l.1) peut s'écrire plus simplement: 

(1. 2) 0 rp =lb J<n> (x) rp (x) d x, 

puisque rp s'annulle, ainsi que toutes ses dérivées, aux points 
a, b. Dans ce cas, l'application 0 est représentée par la seule fonc­
tion continue F = f(n) = Dn f . 

Dans le cas opposé, la formule (l. 2) n'est plus applicable, la 
dérivée f<"> de f n'existant pas comme fonction. Mais on peut 
convenir de désigner par f<"> la classe de tous les couples pos­
sibles (/1 , n1), (/2 , n2), • • • , constitués par une fonction continue 
dans K à valeurs dans E et par un entier ;;;:. 0, qui détermi­
nent, d'après ( 1. 1), la même application 0 (1); et cette classe de 
couples (f, n), que l'on pourra nommer, par convention, la déri­
vée généralisée d'ordre n de la fonction f, et noter J<">, comme 
d'habitude, sera dite une «distribution dans K à valeurs dans 
E » • Dans ce cas, donc, l'application 0 sera représentée par la dis­
tribution unique F = f<"> (pour commodité, les fonctions continues 
f==J<O> seront dites aussi distributions). La formule (1.2) peut 
maintenant s'interpréter comme une simple abréviation de (1. 1); 
mais on peut aussi la justifier par une généralisation naturelle 
du concept d'intégrale (n.0 26). 

Soit maintenant E un espace localement convexe complet, 
quelconque; alors E se «Compose» d'une infinité d'espaces de 
Banach Ea (n.0 6) et l'expression générale des applications 
linéaires continues 0 de '.()K dans E devient un peu plus com­
pliquée: pour toute rpe'.DK, la composante (0rp)a du vecteur 0rp 
de E , dans chacun des espaces Ea, sera donnée par une for­
mule du type: 

(0rp) =lb Ta (x) rp (x) d X, 

(1) On démontre aisément que, pour que deux tels couples (/,n) et 
(g,m), avec m '> n, déterminent d'après (1. l) la même application e, il 
faut et il suffit que g admette au sens usuelle dérivée g(m -n) continue, dif­
férant de f au plus par un polynôme de degré < n. L'analogie avec la théorie 
analytique des nombres rationnels, conçus comme classes de couples d'entiers, 
est ici frappante. 
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où T'I. est une distribution dans K à valeurs dans E'I., dérivée 
D"zf'I. d'une fonction continue dans K à valeurs dans E,,_ (n,,_ et 
fx dépendant de 0 et de o:). Dans ce cas général, donc, l'applica­
tion 0 sera représentée par le système T = (T,,) de distributions, que 
nous appelons un3 « distribution au sens large dans ~, à valeurs 
dans E ». Nous dirons alors que T est la «distribution indica­
trice» de l'opérateur e' par analogie avec les «fonctions indica­
trices» des fonctionnelles analytiques de L. F AN'l'APPIÈ. 

Cette notion de «distribution au sens large» n'est pas néces­
saire pour certaines catégories d'espaces E: espaces de Banach, 
espaces (62), etc.; mais elle s'impose dans le cas général. D'ail­
leurs nous abandonnons ensuite, pour commodité, le complément 
«au sens large», en disant simplement «distribution», en accord 
avec M. SCHWARTZ, dans ce cas général. 

Voilà l'idée essentielle de la systématisation que nous allons 
présenter ici; tout le reste n'est que détails techniques, pas très 
compliqués. Il s'agissait, au fond, de résoudre un problème typi­
que d'analyse fonctionnelle. Sa résolution est évidemment une 
des façons naturelles d'introduire les distributions, considérées 
cependant comme entités formelles, qu'il convient de distinguer 
des opérateurs linéaires qu'elles représentent, de même qu'il convient de 
distinguer les transformations linéaires dans des espaces de dimen­
sion finie ou hilbertiens, de leurs représentations matricielles. Cela 
devient même indispensable lorsqu'il y a des changements de 
base et, en particulier, dans le cas des distributions sur des 
variétés sans élément de volume spécifié. 

Pour commodité d'exposition, nous résolvons ici ce problème 
seulement dans le cas des fonctions (indéfiniment dérivables) 
d'une seule variable. Mais la généralisation des résultats obtenus 
au cas des fonctions de plusieurs variables n'offre pas de difficul­
tés essentielles. 

Ce type de problème d'analyse fonctionnelle - détermination 
des applications linéaires continues d'un espace U dans un autre 
espace E - rentre dans une catégorie beaucoup plus générale, 
concernant une théorie de GALOIS métamathématique, dont nous 
avons abordé l'étude en 1945 (cf. [14J). (1) Pour le cas considéré 

(1) Je n'ai plus retrouvé l'opportunité de poursuivre cette étude, dont une 
partie seulement est contenue dans [14]. Mais il me semble important d'attirer 
l'attention des mathématiciens sur l'intérêt de ces méthodes metamathéma­
tiques. 
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des espaces vectoriels topologiques, la méthode de recherche 
peut s'esquisser rapidement: 

On cherche d'abord une base 1Jectoriel-topologique de U, c'est­
-à-dire un système (u).), fini ou infini, de vecteurs uA1 , u).2 , • • • 

de U, en fonction desquels on puisse exprimer tout vecteur v 
de U, au moyen d'une «formule de représentation»: 

(1. 3) 

construite exclusivement à l'aide de notions vectoriel-topologi­
ques définies dans U («Somme», «produit par scalaires» et 
«limite»). On vérifie ensuite si cette formule est conservée, dans 
sa structure logique, par n'importe quelle application linéaire 
continue <~ de U dans E; cela étant, si l'on pose eÀ = <1> (uÀ) 

(pour toute valeur de li), la formule de représentation (1. 3) 
donne aussitôt 

(1. 4) <P (v) = ~v [(eJ], pour tout v e U. 

Toute application <I> e Jl (U; E) sera donc, nécessairement, de cette 
forme (1). Il reste à voir, réciproquement, quelles conditions devra 
vérifier un système (e).) de vecteurs, donné d'avance dans E, 
pour que la formule (1. 4) définisse une application <!> e Jl (U; E): 
ces conditions on les trouvent, en cherchant les propriétés vectoriel­
-topologiques de la base (u).) de U qui sont conservées par toute 

application <Ile Jl (U; E) et que l'on devra, par suite, retrouver 
dans (e)J. 

Ainsi, toute application cfJ e Jl (U; E) sera représentée par un 
tel système (e)...) de vecteurs de E et réciproquement. 

Dans le cas fini (espaces R" ou en) la formule de représen­
tation la plus simple est donnée par les identités: 

(1. 5) 
11 

X;= ~ à;"' X"' 1 i = 1, 2 1 ••• 1 n 1 

<t=l 

OÙ a,.,, est le symbole de KRONECKER ( O;z = 1 si i=a, O;<t; =Û si 
i-=/= a). Ici le paramètre générique i., que l'on a considéré plus 
haut, devient l'indice a, prenant les valeurs 1, 2, ... , n, aux­
quelles correspondent les vecteurs de base: 

(1) Nous désignons, comme d'habitude, par .l! (U; E) l'espace vectoriel 
des applications linéaires continues de U dans E. 
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(0;1) = c1, o, ... , o), (0,.2) = co, 1, o, ... , O), ... , (o;,,) = co, .. , o, 1). 
Dans les formules (1.5), que l'on peut écrire en notation vec­

torielle: x = ~; Xa ea , en posant x = (x;) et ea = (o;a) , pour 
ex= 1, .. ·, n, il n'y a que la somme des n produits des vecteurs de 
base ea par les scalaires Xa (coordonnées de x) . Mais, dans le 
cas des espaces de dimension infinie, on ne peut plus éviter 
l'opération de limite, souvent déguisée sous un signe d'intégrale 
remplaçant celui de some finie. 

On sait, par exemple, que, dans un passage hardi du fini à 

l'infini, dans sa systématisation de la mécanique que ondula­
toire, M. DIRAC a substitué au O;a de KRo:iŒCKER sa fameuse 
«fonction» (qui n'est plus d'ailleurs une fonction) o (x- .z), où x 
est la variable réelle et a un paramètre réel, jouant resp. les 
rôles de i et de a dans O;a ; et il a introduit intuitivement la 
formule de représentation 

l +oo 
j(x) = 

00 
o (x-cx)j(.z) da, 

pour toute «fonction» f définie dans R. Simplement, comme ces 
o (x - a) ne sont pas des fonctfons de x, mais des distributions, 
ce que M. DIRAC a obtenu est en réalité une formule de repré­
sentation pour les distributions (cf. [16], § 3) exactement analo­
gue à la formule intégrale de C.\ UCHY pour les fonctions analyti­
que (cf. [7], [4], [15], [18] et [19]). 

Or, tandis que notre méthode générale de recherche s'ajuste 
parfaitement à ces espaces de distributions et à certains espaces 
de fonctions analytiques, on ne peut plus l'appliquer, que par des 
détours inattendus, au cas où l'espace U est, par exemple, celui 
des fonctions indéfiniment dérivables dans un intervalle. La 
raison en est que, pour la représentation des éléments de U, il 
devient plus commode, dans ce cas, de prendre pour vecteurs de 
base des éléments (étranges à U) des espaces de Banach Un 
dont U se «Compose». Et c'est là bien la vraie origine du con­
cept de distribution. 

Dans la deuxième partie de cet article (§ 2), nous nous occu­
pons de la topologie des espaces de distributions vectorielles, au 
point de vue direct, et nous présentons des résultats essentielle­
ment nouveaux. Si E est un espace de Banach, il est naturel 
d'attribuer, à l'espace des distributions définies dans un inter-
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valle compact K et à valeurs dans E, la plus fine topologie 
localement convexe qui rende continu l'opérateur de dérivation 
et induise dans l'espace normé C (K; E) une topologie moins 
fine que celle de cet espace. Dans le cas général, on définit l'es­
pace vectoriel topologique des distributions à valeurs dans E, 
comme limite projective d'espaces du type précédent. On démon­
tre alors que toute distribution vectorielle (au sens large) s'ex­
prime comme limite d'une suite de fonctions vectorielles indéfi­
niment dérivables, ce qui justifie la désignation «distribution à 
valeurs dans E » et permet de généraliser cette notion au cas 
d'espaces E non complets. 

D'autre part, on détermine aisément l'expression générale 
des applications linéaires continues d'un tel espace de distribu­
tions dans un espace localement convexe, complet pour les sui­
tes, d'après notre méthode générale esquissée plus haut. Cette 
analyse fournit un moyen assez commode pour l'étude du pro­
duit multiplicatif et du changement de variables, ainsi que de la 
convolution, dans le cas des distributions vectorielles. Chemin 
faisant on retrouve, d'une façon naturelle, que les espaces de 
fonctions indéfiniment dérivables et de distributions considérés 
sont nucléaires. Pour établir ce fait, on n'a pas besoin d'employer, 
de la théorie générale des produits tensoriels topologiques et des 
espaces nucléaires [5 ], que les seules définitions de produit ten­
soriel topologique projectif et d'espace nucléaire (dans un cas 
particulier). Toutefois, pour ne plus allonger cet article, nous 
employons ici le théorème de GROTHEXDHŒ, d'après lequel le 
dual fort d'un espace (îS) nucléaire est encore nucléaire. 

Dans des travaux prochains, les méthodes que nous adoptons 
ici seront appliquées à l'étude des transformations de Fornum et 
de LAPLACE pour les distributions vectorielles. 

2. Préliminaires. a) On adopte ici, en général, mais pas tou­
jours, la terminologie et les notations de N. BouRBAKI (voir 
Bibliographie, à la fin de cet article). Tous les espaces vectoriels ici 
considérés seront des espaces vectoriels sur le corps complexe, C ; 
mais les considérations ici développées restent évidemment 
encore valables pour les espaces vectoriels sur le corp réel, R. 
Pour la commodité du lecteur moins familiarisé avec les fonde­
ments de la théorie des espaces localement convexes, nous rap­
pelons ici quelques notions préliminaires: 
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On appelee senii-norme sur un espace vectoriel E toute fonc­
tion p (x) réelle définie dans E telle que l'on ait toujours: 
1) p (x) > 0; 2) p (x +y) <P (x) + p (y); 3) p (a x) = 1 ai p (x), 
pour tout ex E C; si en outre on a p (x)-= 0 seulement si x = 0 
(vecteur nul), on dit que p est une norme. On appelle boule de 
centre a et rayon a > 0 , au sens de p , l'ensemble des x e E 
tels que p (x - a)<, a. Un ensemble V c E est dit absolument 
convexe, si, quels que soient x ,y eV et a,~ E C, on a encore 
a x -1- ~y eV, dès que / cz 1 + 1~1<1; l'ensemble V est dit absor­
bant si, pour tout x e E, il existe p > 0, tel que x e p V. Les 
boules de centre 0, au sens d'une semi-norme, sont des ensembles 
absolument convexes absorbants; réciproquement, tout ensemble abso­
lument conxexe absorbant V détermine la semi-norme p définie par: 

p (x) =borne inférieure des p tels que x E p V . 

On appelle espace localement coJtvexe tout espace vectoriel E 
où l'on a définit une topologie (ou, plutôt, une structure uniforme) 
au moyen d'un système fondamental de voisinages de 0 consti­
tué par des ensembles absolument convexes, ou, ce qui revient 
au même, au moyen d'un système de semi-normes Pi-. La somme 
x +y, le produit cxx et les semi-normes Pi- (x) seront alors fonc­
tions continues, resp. sur EX E, C XE et E. 

On dit qu'un espace localement convexe E est séparé, si, 
dans E, tout ensemble formé d'un seul élément est fermé. Sauf 
mention expresse du contraire, nous supposerons que tous les espaces 
localement convexes considérés par la suite sont séparés. 

Observons d'ores et déjà que la théorie des fonctions f(x) 
d'une variable scalaire x (réelle ou complexe), à valeurs dans un 
espace localement convexe E, est très semblable à celle des 
fonctions numériques. 

b) Distribution dans un pavé compact. Soit E un espace loca­
lement convexe, complet pour les suites (1), et soit K un pavé 
compact (i. e. borné et fermé) de Rn, défini par les relations 
a,-<;x,.<b; (i=l,2, ... ,n)(2). Désignons par C(K;E), ou sim­
plement par @:, s'il n'y a pas de confusion à craindre, l'espace 

(1) On dit que E est complet pour les suites, si toute suite de CA1:cf1Y 

dans E est convergente. 
(2) Au lieu d'un pavé compact, on pourrait considérer, plus générale­

ment, un pavé quelconque. Mais ce cas général est compris dans c). 
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vectoriel des fonctions f (x) = f(x 1 , •• , x,,), à valeurs dans E, 
définies et continues dans K. Pour chaque i = l, · ·., n, l'opéra­
teur de dérivation D, ( = ô / ô x,:) est défini de la façon usuelle, 
comme application linéaire d'un sous-espace de C (K; E) sur 
C (K; E): 

D !( ) _ 1. /(xi,···, x,+ h, · · · , x,,) - j(x1 , · • , x,, ... Xn) 
i X - llTI -----

h-0 h 

si cette limite existe. Nous poserons encore, pour tout système 
p = (p1 , • • · ,pn) d'entiers non négatifs: 

Dp Dp' DP, DPn 
= . 1 · 2 • ••• • n • 

Pour chaque i, l'opérateur D, admet l'inverse à droite u1 

(linéaire aussi) défini par 

~xi . 

ù,:f(x)= Ja. j(x1, · · ,x1-1,t1,x,., ··· ,xn)d~,, pour je({,, 

l'existence et les propriétés usuelles de l'intégrale résultant de 
ce que f est continue et E complet pour les suites (les démons­
trations sont très simples, analogues à celles classiques, si l'on 
emploie les semi-normes de E). On posera encore: 

<:-tP r:-rP1 <:-th <:-tP" t · "d u =--= 01 · 02 · · · · · un , e on aura ev1 emment: 

D P 'iJP f = j, pour toute f e ({, . 

Les opérateurs D; n'étant pas dé.finis dans tout l'espace 
({, = C (K; E), la théorie algébrique des distributions vectorielles 
a pour but essentiel de résoudre le problème suivant: 

P1wnLi<;ME. Construire un espace vectoriel~, dont({, soit un sous­
-espace, de façon que l'on puisse définir, pour chaque i = 1 , . •. , n, 

une application linéaire :Ô; de l'espace ~ dans lui-même, vérifiant 
les conditions suivantes : 

Dl) Pour tout i, :Ôi est un prolongement de D;, c'est-à-dire, 

on a Ô; f =Di f, lorsque cette dérivée existe au sens usuel. 

D2) D; :Ôk = Dk D; , pour i , k :-c= 1 , 2 , . . , n . 

Nous appellerons encore Ô 1/ la dérivée de f par rapport à Xï 

(généralisée) et nous poserons IY = Df' ... :D~· · (dérivation généra­
lisée d'ordre !P J =Pi+· ·· + p,.). 
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Supposons d'abord que le problème est déjà résolu. Alors, 
pour toute fonction f e [ et tout système p de n entiers > 0, 
il existe ÔP f comme élément de [. Les règles de calcul pour 

les éléments de @: de la forme Î)P f, avec f e [, sont très simples. 
Tout d'abord, il sera toujours possible de réduire deux telles 
dérivées formelles, DP f et I)q g, à un même indice de dérivation; 
on a par exemple: 

i)q g = DP+q (îJP g) ' 

où, évidemment, p+q est la somme des vecteurs p, q au sens 
usuel: pour P=(P1,···,Pn) et q-,.---(q1,···,Pn), on a P+q= 
=(P1+q1, . . ,Pn+Pn)• 

Or, si l'on se donne deux éléments S et T de Œ de cette 

forme, S =--= DP f, T = DP g ~avec un même indice de dérivation 
P=(P1,· ·,Pn) et /,ge€J, la somme s+T, compte tenu de 
la linéarité des opérateurs D,. prolongés à i_, se calcule d'après 
la formule 

(2. l) S +T=ÙP/+DPg=DP(f-!-g). 

D'autre part, le produit par scalaires et les dérivations 
seront calculés d'après les formules 

(2. 2) 7. (DP /) = DP (7. /)' DP(Dq /) =DP+q /, 

conduisant toujours à des éléments de [ qui s'expriment encore 
corne dérivées d'éléments de ~. 

Le point crucial dans cette construction est le critère de 
l'égalité. Si l'on considère deux éléments S et T de [ de la 

forme S=DP/, T=DPg, avec f,ge€,P=(P 1,···,Pn), on 
aura évidemment DP J--.=DP g, si, et seulement si, DP (/- g) =Ü, 

où 0 est la fonction nulle ; donc, l'égalité ÔP f = DP g éq ui vaut 
à dire que f-g est une fonction (continue dans K à valeurs 

dans E) dont la dérivée Î)P est nulle. La question se réduit 
donc à savoir quelles devront être, pour tout système p de n 

entiers > Ü, les fonctions 8 e [ vérifiant Î)P 8 =Ü; nous dési­

gnerons par m:p l'ensemble de ces fonctions (noyau de DP). Or 
les conditions du problème montrent que l'on aura nécessaire-

ment e e ITTp si e est de la forme e = ~1; û; où, pour chaque i, 
e,. est un polynôme de degré p,. en X;, dont les coefficients sont 
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des fonctions appartenant à[, indépendantes de x;, c'est-à-dire si 
0 est de la forme 

n 

(2.3) 9(x)=~[y;,o(x)+y,., 1 (x)x,.+ ··· +r;,p,_,(x)xfH], 
i=I 

où l'on pose x = (x1 , · · • x,.) et où, pour chaque i, les fonctions 
y;,k (x) sont supposées indépendantes de x;. 

Or, la solution la plus simple et la plus naturelle du 

PROBr,,'.;;vm consistera à prendre pour noyau, ITT:p, de DP, le 
plus petit ensemble admissible (1), qui est justement celui des 
fonctions 0 de la forme (2. 3). Ajoutons donc au PIWBL1h1E 

les deux conditions suivantes: · 

D3) Pour tout système p = (p 1 , · • , Pn) d'entiers no1i négatifs, 

l'ensemble, mP , des solutions de ÙP 9 = 0 est constitué par les 
fonctions 0 de la forme (2 3) (2). 

D 4) Tout élément T de Œ est de la forme T = ÙP f, où f 
est une fonction continue dans K à valeurs dans E et p un système 
de n entiers non négatifs. 

Alors, d'après ce qui précède, on voit que, si le problème a 
une solution, il en aura une seule, à un isomorphisme opératoire près, 

laissant fixes les éléments de [ c Œ. En particulier, on aura 

DPf--Dq ()" - èl 

et les règles de calcul (addition, produit par scalaires et dériva­
tions) ont été déjà indiquées. 

Il reste à voir si le problème a effectivement une solu­
tion. Or le critère d'égalité précédent nous indique aussitôt 
le chemin naturel pour chercher une solution: il s'agit de suivre 
une orientation très semblable à celle de la théorie analytique 
des nombres rationnels, représentés par des couples (a, b) de 

nombres entiers. Puisque chaque élément de l'espace [ devra 
être déterminé par un couple (f,p), constitué par une fonction 

(1) C'est là aussi la seule solution permettant d'établir une correspondan­
ce biunivoque entre les distributions et certaines applications linéaires conti­
nues, dont il est question dans ce travail. 

(2) Si n = 1, 91:" se réduit à l'ensemble des polynômes en x de degré 
<P, pour tout entier p ;;:;;. 0, et alors la théorie se simplifie considérable­
ment. C'est là le seul cas que nous envisagerons aux n°5 • suivants. 
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f e Œ et un système p de n entiers, et que deux tels couples 
(j,p) et (g, q) déterminent le même élément de Œ, si et seule­
ment si IJq /- 'iJP g e SJ'c.p +·q, nous dirons que le couple (/, p) est 
équivalent au couple (g, q), et nous écrirons 

(f, p) - (g, q), si et seulement si IJq f- IJP g e SJ'c.p+q. 

On démontre que la relation - ainsi définie est vraiment une relation 
d'équivalence (1). Cela étant, convenons de désigner par [ f ,p] la 
classe de tous les couples équivalents au couple arbitraire (/,p). 
Ainsi, nous sommes invités à interpréter @: comme l'ensemble 
de toutes les classes d'équivalence [ f, p J et à poser, par défini­
tion, compte tenu de (2.1) et (2. 2): 

1. [/,pJ+[g,PJ=l/+g,pJ (2). 

II. !7.[f,PJ=[o::f,p] (;.::nombre complexe quelconque). 

III. ÔP [ f' q J = [ f' p + q] . 

[En particulier p peut être un des systèmes (1, 0, .. ·, 0), 
(0, 1, 0, ... , 0), ... (0, .. , 0, 1) et, par suite, DP un des opérateurs 

D1 'D2' ... '.ô,.J. 

On démontre que les définitions I et II introduisent dans Œ une 

structure d'espace vectoriel et que les opérateurs DP définis par III 
sont des applications linéaires de cet espace ~ dans lui-même. D'autre 
part, on voit a us si tôt que la correspondance f ..... - f , 0 J est un 

isomorphisme de l'espace Œ sur un sous-espace vectoriel de @: qui 
peut donc être identifié à Œ. Enfin, on démontre que les con­
ditions D 1 , D 2, D B et D 4 du problème sont effectivement vérifiées 
Le problème est donc résolu. 

En particulier, on aura 

Pour commodité, on écrira simplement Dm au lieu de J5m, 

(1) Ce fait sera d'ailleurs une conséquence des résultats de la recherche 
des applications linéaires continues de l'espace '.{\, dans .E (n°5 • 3, 4 et 7). 

(2) D'après ce qui précède, il est aisé de voir que l'on peut toujours 
remplacer deux couples (f,p), (g,q) par des couples (/*,m), (g*,m) 
avec un même système m d'entiers. Il suffit de prendre /* = 'ù" f, g* = 'i:JP g, 
m-:-- p + q. C'est là une opération semblable à la réduction de deux fractions 
à un dénominateur commun. 



1" " 
sauf dans les cas où il y ait besoin d'y faire distinction, et on 
remplacera les notations provisoires [/, m] par les expressions 

Dm/, pour désigner les éléments de @:. 
Les démonstrations, très simples dans le cas où n = 1 (se 

réduisant alors à des vérifications banales), deviennent un peu 
plus compliquées dans le cas de plusieurs variables, quoiqu'elles 
restent tout à fait élémentaires (parfaitement analogues à celles 
que l'on fait dans le cas des distributions scalaires). Toutefois la 
recherche des applications linéaires continues de l'espace '.i)" 

dans E, que nous nous proposons de faire dans la suite pour le 
cas d'une variable, et que l'on généralise sans difficulté au cas 
de n variables, rend superflues ces démonstrations. 

Nous appellerons distributions définies dans K à valeurs 
dans E, ou simplement distributions dans K à valeurs dans E, les 

élements de fi, c'est-à-dire, de ë (K; E); K sera dit le domaine 
de ces distributions. Nous poserons D = D 1 D2 · •• D,, et nous 
désignerons par C 1 (K; E) l'espace des distributions T de la 
forme T 7'""'' Di f, où f e ~ = C (K; E); évidemment, C0 (K; E) = 

= C (K; E). On voit aussitôt que 

OO 

~ = LJ C1 (K; E). 
}=0 

Désarmai.~ nous désignerons par C00 (K; E) l'espace Q:, des dis­
tributions défiHies dans le pavé compact K et à 'llaleurs dans E. 

c) Distributions dans un ouvert [la lecture de c), d), e) n'est 
pas nécessaire avant le n. 0 6J. Soit n un ouvert quelconque de 
de R" (en particulier on peut avoir il= Rn), et soit encore E 
un espace localement convexe, complet pour les suites. On 
définit la notion de « distribution dans Q à valeus dans E » comme 
dans le cas des distributions scalaires, en partant de la notion 
de «restriction». Soient K, K' deux pavés compacts de Rn, tels 
que K' c K, et soit T =Dm f une distribution définie dans K 
à valeurs dans E; on appelle res riction de T à K', et on désigne 
par PK KT (ou simplement par K' T) la distribution 

PK· K T == Dm (PK K /) (définie dans K') , 

où PK· K/ désigne la restriction de la fonction continue f à K' 
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au sens usuel (1). On voit aussitôt que ~K' K est une application 

linéaire de C00 (K; E) sur C.,, (K'; E). Cela posé: 

DÉt•'INITIO:N 2. l. On appelle distribution définie dans Q à 
valeurs dans E tout système T ··= (T K) de distributions que 
l'on obtienne, en définissant, dans chaque pavé compact K c Q, 
une distribution T K à valeurs dans E, de telle façon que l'on ait 

TK'= K'K TK, toutes les fois que K' c K, 

(condition de compatibilité par rapport aux restrictions). 

Ainsi, une distribution T ~~= (TK) dans Q est conçue comme 
un certain 11ecteur de composantes TK. 

Nous désignerons par C,, (Q; E), ou simplement par €~, 

l'ensemble des distributions T = (T K) définies dans Q, à valeurs 
dans E. On pose, par définition: 

(TK)+(UK)=(TK+ UK), t.(TK)=(ÀTK), DP(TK)=(DPTK), 

où /, est un nombre complexe quelconque et p un système de Jl 

entiers > 0. Alors on voit aussitôt que C" ( Q; E) est un espace 
vectoriel (complexe) et que DP est une application linéaire de 
cet espace dans lui-même. D'ailleurs, si l'on fait correspondre à 
chaque fonction f, définie et continue dans Q, à valeurs dans E, 
la famille (/K) des restrictions de f aux pavés K c Q, on voit 
que la correspondance f ~ (fK) est un isomorphisme mtre l'espace 
C ( Q ; E) de ces fonctions f et un sous-espace vectoriel de C ( Q; E) , 
que l'on peut donc identifier à C (Q; E), en posant f = (kl. 

Une distribution Te C.~(Q; E) sera dite d'ordre fini, s'il existe 
un système p et une fonction je C (Q; E) tels que T = DPf. On 
voit aisément qu'il existe des distributions définies dans ~l, qui 
ne sont pas d'ordre fini. 

Étant donné un ouvert Q' c Q1 on appelle restriction à Q' 
d'une distribution T = (T 1,)1c:::>!l 1 définie dans Q, la distribution 

dont les composantes sont les composantes TK de T telles que 
K c Q'. On dit que deux distributions U, V définies dans Q, 
sont égales dans Q', et on écrit 

----------

(1) C'est-à-dire la fonction /* ayant K' pour domain d'existence et telle 
que /* (x) = f (x) pour tout .t: e K' . 
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U =V dans ff, 

si leurs restrictions à ff coïncident. 

15 

Soit Te C,. (U; E). On démontre que la réunion de tous 
les ouverts U' c U où T est nulle (c. a. d. égale à la distribution 
nulle) est encore un ouvert où T est nulle; on appelle support 
de T le complémentaire de cet ouvert dans !J. Si T est une 
fonction continue, son support est donc l'adhérence de l'ensemble 
des points x où T (x) + 0. 

Enfin, observons que, à chaque distribution T = Dn f définie 
dans un pavé compact K, correspond biunivoquement la distri-

o 
bution T* = Dmf* où /* est la restriction de f à l'intérieur K de 
K. La correspondance T-··· T* est évidemment un isomor­
phisme: les distn:butions dans un pavé compact K s'identifient donc 

0 

à rertaines distributions d'ordre fini définies dans /'ouvert K. 

d) Translatée d'une distribution. Étant donné un vecteur 
h = (h 1 , • · · , hn) de Rn, on appelle translatée-h d'une fonction 
/eC(K;E), et on désigne par -rh/, la fonction j(x--h) de x 
appartenant à C (K*; E), où K* = K + h. Cette notion se géné­
ralise aux distributions Te C00 (K; E), en posant par définition 

-r,, (DP /) = DP (-r:,.j) = D~ j(x - h), 

pour toute f e C (K; E) et tout système p de n entiers; alors -.,. 
devient une application linéaire de C00 (K; E) sur C00 (K*; E). On 
peut encore poser, pour toute distribution T = (T,.;) e C (ll; E), 
où U est un ouvert de R": 

... ,. T=('îh TK), 

ce qui définit -.,. comme application linéaire de Cr: (U; E) sur 
Cn: (\l*; E)' OÙ .\.!* = !.! + h. 

Pour commodité, on peut noter encore T (x - h) la translaté 
-r:h T de la distribution T, comme s'il s'agissait d'une fonction. 

e) Les uotions de produit et de limite projective d'espaces vecto­
riels. Soit ..'} un ensemble quelconque d'éléments i ,j, ... et sup­
posons que l'on a fait correspondre à chaque i e 8 un espace vec­
toriel E,. et un élément arbitraire x; de E,.. On appelle produit 
des espaces E,., et on désigne par Il E,. l'ensemble de tous les 

,,,· e i..~1 

systèmes x = (x;);. ,,;"J ainsi obtenus, où x; est nomme la campo-
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sante i de x. Cet ensemble E = Il E; est muni d'une structure 
.... ;J 

d'espace vectoriel, en posant par définition: 

(x,) + (_y1) = (x,· +y;) , i. (x;) ""= (). x;) (J. e C) . 

Sienoutre,pourtout X=(x;)eE et tout ie,'l, on pose h;(x)=x;, 
h,- sera une application linéaire (projection) de E sur E;. 

Supposons maintenant, sous les mêmes hypothèses, que l'en­
semble ,:1 est ordonné (1) par une relation < et que, à tout cou­
ple i ,j d'éléments de B, tel que i ~j, on a fait correspondre 
une application linéaire hij de Ej dans E;, de façon que 

on dit alors que les espaces E; forment un spectre pro/ectzf par 
rapport aux applications hii. Désignons par E* l'ensemble des 
éléments x = (x;) du produit n E; vérifiant la sùivante condition 

i 

de compatibilité par rapport aux h; i : 

x,. = h,'j (x1), lorsque i < j 

(c'est-à-dire, h,. (x) = h.-1 h1 (x) pour tout x e E*). On voit immé­
diatement que E* est alors un sous-espace vectoriel de E =il E,: 

; 

on dit que E* est la limite projective (algébrique) dt:s 
port aux applications h; i . 

par rap-

Ex1·:~iPLL Soit -Rn l'ensemble des pavés compacts K conte­

nus dans un ouvert n de Rn, ordonné par la relation d'inclusion 
c . Les espaces vectoriels EK = C00 (K; E), où K e Sî0 , forment 

un spectre projectif par rapport aux opérateurs PKL de restric­
tion, puisque l'on a évidemment 

PKM == ?KL ~LM, lorsque K c L c M; 

et la déf. (2. 1), c) se résume en disant: 

(1) Un ensemble A est dit ordonné, s'il on a défini dans A une relation 
a<,, b telle que: 1) si a< b et b < c, alors a<; b; 2) si a< b et b <a, alors 
a= b, et réciproquement. Par e:iremple, l'ensemble des pavés compacts K 
contenus dans un ouvert ll se trouve ordonné par la relation d'inclusion 
KcK. 
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L'espace C,... en; E)' des distributions T = (T K) définies dans il 
et à valeurs dans E, est la limite projective des espaces C00 (K; E) , 
avec K e .SÎn, par rapport aux opérateurs PK'K de restriction. 

Revenons au cas général des espaces E; et supposons qu'ils 
sont des espaces localement convexes. Alors on appelle produit 
topologique des E; l'espace produit E =Il E; muni de la moins 

i 

fine topologie qui rende continues les projections h; de E sur les 
E; (cf. [1, p. 61-64); et limite profective (topologique) des E,-, par 
rapport aux h;j, le sous-espace vectoriel topologique E * de ce 
produit topologique. 

f) Distributions dans un compact L\ qui soit l'adhérence d'un 
ouvert. Considérons dans Rn un ensemble quelconque A, qui soit 

- 0 
l'adhérence d'un ouvert borné n; donc: L\ = n, Q = L\. Nous 
appellerons distribution dans A à valeurs dans E toute distribution 

0 

dans .1. qui soit prolongeable à un ouvert n ~ L\ (donc à Rn) et 
nous désignerons par C00 (L\; E) le sous-espace vectoriel de 
C,... (l.1; E) formé par ces distributions. On démontre comme dans 
[16J que les distributions T dans L\ à valeurs dans E s'identi­
fient aux dérivées DP f des fonctions f E C (L\; E). 

§ l. Les distributions vectorielles comme «indicatrices» 
d'applications linéaires continues. 

3. Représentation canonicue des éléments de '.OK. Il s'agit 
maintenant de voir comment les distributions à valeurs dans un 
espace E interviennent dans la recherche des applications linéai­
res continues de certains espaces de fonctions indéfiniment 
dérivables sur Rn, dans l'espace E, suivant les lignes générales 
tracées dans !'Introduction. 

Dans les considérations qui suivent, nous nous bornerons au 
cas d'une variable, la généralisation au cas de n variables 
n'offrant pas de difficultés essentielles. 

Soit K = [a, b J un intervalle compact de la droite R. Nous 
désignerons, comme d'habitude, par cm (K) ou par C'i:' (m=O, 1, ... ) 
l'espace vectoriel des fonctions numériques complexes définies et 
m fois continûment différentiables dans K, muni de sa norme 
usuelle 

1\ <p \!m = max ( 1 <p (x) ! , J rp' (x) J , · · · , J qi(m) (x) 1); 
x<K 
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et par :Dm (K) ou :Di{ le sous-espace normé de C"' (K), constitué 
par les fonctions de cet espace qui s'annulent, ainsi que toutes 
leurs dérivées d'ordre < m, aux extrêmes de K. Nous poserons 
encore 

OO OO 

Q:K = C00 (K) = n Cm (K) , '.DK = n '.()"' (K) , 
m=O m=O 

avec la topologie définie par la suite croissante de normes 
Il · lim, m = 0 1 1, · · · . Il est évident que '.DK s'identifie à l'espace 
des fonctions indéfiniment dérivables sur R, à support contenu 
dans K (i.e. s'annulant en dehors de K). Pour toute <p e '.DK et 
tout x e K, on a la formule 

,1b 

<p (x) = j <p (u) o (û- x) du (2ème formule de Dirac), 
., a 

où o (û- x) est la «distribution de Dirac (en u) relative au 
point x » définie par (1) 

ô(û-x)=D .. H(u-x), pour chaque xeK, 

H étant la «fonction de Heaviside»: 

H (x) = 1 pour x > 0, H (x) = 0 pour x < 0. 

Cette formule a été justifiée directement dans [16], mais cela 
n'est pas nécessaire pour la suite, comme on le verra. Nous 
pouvons l'envisager comme une simple abréviation de la formule 
évidente: 

l b lb l"' p (x) = - cp' (u) H (u - x) du= - ... qi' (u) du= b cp1 (u) du. 

Plus généralment, si l'on pose 

pour toute fonction localement sommable f et 

]m (x) = 't}'m+I H (x), m = 0 1 1, 2, · · · , 

xm+I 
on aura ]m(x)= ( _1 l)I pour x>O, ]m(X)=O pour x.,;;;;O, donc 

m r· . 

(1) L'accent ~ sert à signaler les variables muettes. 
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(3. 1) 1 
(u -x)m+t 

pour u). x 
]m(u-x)= (m+lJ! ' 

0, pour u<,x 
et, par conséquent, 

(3. 2) j•b 

tp(x)=(-l)m a ]m(u-x) ip<m+2l(u)du, 

puisque 

(p (x) = r~ (x - u)m+J (p(m+2) (u) du 
· Jb (m + l)! · ' 

comme on le vérifie par des intégrations sucessives par parties. 
D'ailleurs cette formule n'est que la formule de Taylor appliquée aux 
fonctions ~ e ::ÙK [cf. pl us loin (11. 1) J. 

Observons que, pour chaque u ER et tout m = 0, 1, · . , 
],.. (u - x) est une fonction de x dont la restriction à K appar-

tient à cm (K). Pour simplifier, nous désignerons encore par 
],.. (u -x) cette restriction; on voit aussitôt que: 

PROPOSITIO~ 3.l. La fonction ]m (u - x) de u, définie dans R 
et à valeurs dans Ci(, est continue (au sens de la topologie de cet 
espace), pour tout m = 0, 1, · · · 

Cela est évidemment vrai pour m = 0, puisque Jo (u - x) 
est une fonction continue (1) des deux variables x, u sur K X R 

et que C~ = C (K); d'autre part on a 

]m (u-x) = (-1)"' u:' Jo(u-x) 

et l'application f - um f de C (K) dans cm (K) est é'videmment 
continue. 

Il en découle que la formule (3. 2) peut s'écrire: 

(3.3) ~=c-1r j~ ]m(u-x) ep<mH>(u) du, qieî>K, 

en termes vectoriel-topologiques de l'espace CK'., puisque la fonction 
intégrande, à valeurs dans cet espace de Banach, est continue 

(1) Il est déjà classique qu'une fonction f (u) à valeurs dans C (K) est 
continue sur un intervalle 1 de R, si, et seulement si, elle s'identifie à une 
fonction numérique F(x,u) continue sur Kxl, d'après la formule: f (u) = 
=F (;, u) pour tout u e I. 
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[produit de la fonction scalaire continue qi<m+2) (u) par la fonction 

vectorielle continue lm (u- x) 1 de u J. 
Cependant, pour la recherche des applications linéaires con­

tinues de '.OK dans un espace localement convexe, il faut rem-

placer dans (3. 3) cette fonction de u à valeurs dans cm (K), s'il 
est possible, par une fonction de u (encore continue) à valeurs 

dans '.Dm (K). À cet effet, nous n'avons qu'à chercher un projecteur 

continu de cm cK) dans '.Dm (K). Observons d'abord que, à chaque 

fonction f e C'n (K), on peut faire correspondre un polynôme 

P(x) =Co+ c1 X+ · · · + C2m+l x2m+1 

de degré< 2 m + 1, tel que 

P<kl(a)=jlkl(a), P<kl(b)=j<k>rb), k=0,1,···,m, 

puisque ces conditions fournissent 2 m + 2 équations linéaires 
en c0 , c1 , • • ·, c2 m+1 , permettant de déterminer ces coefficients 
comme combinaisons linéaires des données J<k> (a), f<kl (b) ('). Alors 

il est aisé de voir que l'application f-. P de cm (K) dans cm (K) 

est continue et que, par suite, l'application f-- f- P de cm (K) 
sur '.Dm (K) est bien un projecteur continu. 

Désignons par Ilm ce projecteur (dépendant de m) et posons 

Gm (x, u) = nm lm (u - x), pour tout u e K; 

ainsi, donc, à chaque u e K correspond une fonction lm (u - x) de x 

appartenant à cm (K), qui est transformée par Hm en une fonction 

Gm (x 1 u) de x appartenant à '.Dm (K). Puisque l'application IIm 
est continue, on déduit alors de la prop. 3. l : 

PROPOSITIO~ 3. 2. La fonction Gm (x, u) de u à valeurs dans 
'.Dm (K) est continue sur K [au sens de la topologie de '.Dm (K)], pour 
tout m = 0, 1 , ... 

D'autre part, suivant la définition même de Ilm, la diffé­
rence entre Gm (x 1 u) et lm (u - x) est un polynôme en x dont 
les coefficients sont des combinaisons linéaires des valeurs de 

D! lm (u - x), pour x =a, x = b 1 k = 0, 1, · · · , m; 

(1) Il s'agit là d'un résultat classique de la théorie de l'interpolation 
rationnelle entière. 
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d'où l'on déduit, compte tenu de (3. 1), que ces coefficients sont 
des polynômes en u de degré < m + 2. On a donc (1), pour cha­
que xeK: 

(3. 4) n::z+2 Gm (x, u) = D:'+2 ]m (u - x) =à (û - x). 

Enfin, si l'on applique llm aux deux membres de (3. 3), on 
obtient successivement 

et 

(3. 5) 

puisque, Dm étant une application linéaire et continue de cm (K) 
sur '.(lm (K) 1 Dm est permutable avec l'intégration par rapport à 

u et que l'on a Dm p = p pour toute p E îlK C îlK ( f1m étant un 

projecteur de C7" sur '.(li{). 
La formule (3. 5) fournit une représentation canonique des vec­

teurs <p E 1'K considérés comme éléments de n'importe quel des 

espaces 'DK, m = 0, 1 , 2, . ·. Elle est la clef de la recherche des 
applications linéaires continues de 1'K dans un espace locale­
ment convexe, comme on va le voir. 

REMARQUE. Les vecteurs Gm (x, u), u e K, ne forment pas 
une base de '.OK, puisqu'ils n'appartiennent pas à cette espace 
pour aucune valeur de m; mais ils remplacent, avec avantage, 
toute vraie base de '.OK. D'ailleurs, ils fournissent plusieurs de 

ces bases: cela tient à ce que, îlK étant dense dans '.OK, on peut 
choisir, pour chaque u E K et chaque m = 0, 1, ... , une suite 

d'éléments Gm,k(X, u) de 1'K convergeant vers Gm (;, u) dans '.OK· 

4. Applications linéaires continues de '.OK dans un espace de 
Banach ( K compact). Soit E un espace de Banach (sur le corps 

(1) Rappelons que, pour chaque x e K, Îi (û - x) est une distribution 

scalaire en u; et que, en théorie des distributions, une dérivée n: a (u) d'une 
fonction continue O (u) (u e R) est la fonction nulle, si, et seulement si, O (u) 
est un polynôme en u de degré <P [cf. n.0 2, b)]. 
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corn plexe) et soit encore K = [a, b J un intervalle corn pact de la 
droite R . Alors : 

Tm~oR~ME 4. l. Il y a une correspondance biunivoque 0 ~-+ T 
entre les applications linéaires continues 0 de :ÙK dans E et les 
distributions T définies dans K à valeurs dans E . La correspon­
dance T ---+ (:) est donnée par la formule 

0rp=(-l)P l f(u) i:p<Pl(u) du, pour toute rpe'.DK, 

où l'on suppose T = DP f, f e C (K; E) . La correspondance inverse 
0 --'>- T est donnée par 

T = nm+2 F'' F ( ) l:\ G (A ) K avec U = ~m m X , U , U e , 

où m est un entier convenable et E>m (appliquée par rapport à x) 
est le prolongement à '.Dm (K) de l'application 0, supposée continue 
au sens de la norme Il. llm (on sait qu'il existe au moins un entier m 

vérifiant cette condition). 

Nous ferons la démonstration en deux parties: 

J•r• partie. Soit H une application continue de :ÙK dans E. 
D'après un théorème connu (cf. par exemple [17J, p. 395, prop. 4), 
il existe nécessairement un entier m, tel que l'application 8 est 
continue dans l'espace :ÙK muni de la seule norme Il · llm; et puis­
que '.l)m (K) est le complété de '.Di;: pour cette norme (1), on peut pro­
longer 0, d'une façon unique, en une application linéaire conti­
nue, 0m, de '.Dm (K) dans E. Alors, si l'on applique 8m aux deux 
membres de (3. 5), en posant 

( 4. l) fm (u) =Hm Gm (;, u), pour chaque u e K, 

on obtient 

(4.2) Hrp=(-l)m lfm(u) g:;CmHl(u) du, pour toute rpe'.DK, 

puisque 8,.. rp =8 rp pour toute <f e '.l)K et que l'application (.-),.., 
étant linéaire et continue, est permutable avec l'intégration par 
rapport au paramètre u. 

(1) Plus loin(§ 2) on démontrera une généralisation de ce fait bien connu. 



DISTRIBUTIONS VECTORIELLl~S 23 

De la continuité de 0m et de la prop. 3. 2 il résulte encore, 
par (4. 1), que la fonction fm (u), à valeurs dans E, est continue. 

Observons que, si fm (u) est m fois continûment différentia­
ble, la formule (4. 2) peut s'écrire aussi 

0cp= 1 cp(u) DmHfm(u) du, 

comme on le voit au moyen d'intégrations successives par par­
ties. Il est possible de donner un sens convenable à cette inté­
grale, même dans le cas général. Pour le moment, il suffit 
d'observer que, à l'application 0 de :OK dans E, correspond la 
distribution 

T = Dm+2 fm E c<Xl (K; E) 

(c. a. d. définie dans K et à valeurs dans E); et que cette distri­
bution est univoquement determinée par 0, au moyen de ( 4. 1 ). Pour 
s'en convaincre, considérons un autre entier n > m; compte tenu 
de (3. 4) on voit que, pour tout x ('), 

n+I 

( 4. 3) G" (x, u) = u:-m Gm (x, u) + ~ ak (x) uk , 
k=O 

où ~ ak (x) uk est un polynôme en u, de degré < n + 2 , dont 

les coefficients ak (x) sont des fonctions de x appartenant à 
'.l)m (K) :::::> '.l)" (K); donc, si l'on applique l'operateur E>m, linéaire 
et continu dans '.Dm (K), sur les fonctions de x des deux membres 
de (4. 3), on obtient 

n+I 

fn (u) = u:-m fm (u) -f- ~ Ck uk 
k=O 

où ~ Ck uk est un polynôme en u de même degré, à coefficients 

C.t dans E; par conséquent: 

D"+2 fn = Dm+2 fm = T. 

2ème partie. Supposons, réciproquement, que l'on se donne 
arbitrairement une distribution T = DP f, où f est une fonction 
définie et continue dans K, à valeurs dans E, et posons 

(1) En effet, si, pour deux fonctions continues F (u), G (u), on a, au 
sens de la théorie des distributions D" F (u) = D• G (u), avec p > q, on aura 
aussi D" F = D" 'i3P-• G et, alors, F (u)- 'll~-· G (u) doit être un polynôme en 
u de degré <P. Dans le cas présent on a p = n + 2. 
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( 4. 4) 0 <p = (- l)P l j(u) qi<P) (u) du, pour toute <p e '.OK. 

Il est évident que cette formule définit une application linéaire 
continue 0 de '.DK dans E, qui se prolonge en une application 
linéaire continue 0p de '.l)P (K) dans E. Donc, si, pour tout 

u e K, on applique 0p à l'élément Gp (x, u) de '.l)P (K), on 
obtient, compte tenu de (4. 4): 

(4. 5) E>p Gp (_;, u) = (- l)P l j(~) Df Gp (~, u) d~, pour tout u e K. 

D'autre part, comme nous l'avons vu au n.0 précédent, la 
différence Gp (x, u) - Jp (u - x) est un polynôme en u de degré 
< p + 2 dont les coefficients sont des polynômes en x: 

P+I 
Gp (x, u)- Jp (u - x) = ~ ak (x) uk. 

k=O 

Donc, si l'on pose 

(4.6) F(u)=E>pGp(;,u), pour tout ueK, 

on aura, d'après (4. 5): 

P+I 
F(u)=(-l)P r /(~) D(Jp(u-~) d~+(-l)P r ~/(~) aV'>(~) ukd~ 

jK jK k=O 

et, par conséquent, 
P+I 

F(u) lf(~) J0 (u-~) d~ + k~ CkUk; 

où les Ck sont des éléments de E. On en déduit 

p+t 
D 2 F = f + ~ k(k- l) ckuk-2 

k=2 

et, par conséquent, 
T=DP /=DP+2F, 

ce qui, compte tenu de (4. 6), achève la démonstration. -
Rappelons que l'espace vectoriel des applications linéaires 

continues de '.OK dans E est noté J!. ('.()K; E). Si, d'autre part, on 
rappelle les définitions de «somme» et de «produit» par scalaires 
dans J!.('.DK;E) et dans C00 (K;E) [cf. n. 0 2, b)], on voit aussi­
tôt que: 
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ScHOLrn. La correspondance 0 -~ T dont il est question da11s 
le théorème 4. 1 est un isomorphisme vectoriel de l'espace E ('.OK; E) 
sur l'espace C00 (K; E). 

Dr~FINITION 4. 1. La distribution T, qui, d'après le théorème 
4. 1, représente biunivoquement l'application 0 e 2- ('.DK; E), sera 
nommée la distribution indicatrice de 0, et on posera T = x. 0. 
A son tour, cette correspondance x.: 0---+ T sera dite l'applica­
tion canonique de E ('.DK; E) sur C00 (K; E). 

Observons encore que la formule (4. 4) pourra s'écrire plus 
simplement 

(4.7) El<p = l T(u) <p(u) du, 

moyennant une généralisation convenable du concept d'intégrale 
que nous présenterons plus loin (n. 0 26). Pour le moment, il est 
suffisant de considérer (4. 7) comme une simple abréviation 
de (4. 4). 

5. Applications linéaires continues de '.D1 dans un espace de 
Banach (l ouvert) (1). Soit 1 = Ja, b [ un intervalle ouvert, limité 
ou non, de la droite R. On désigne par '..[') ( 1) ou par '.D1 l'espace 
vectoriel des fonctions numériques <p indéfiniment dérivables 
dans R, à support borné contenu dans 1. Puisque toute fonction 
<p e ::D1, nulle en dehors d'un intervalle compact K c I, s'identifie 
à un élément de ::ÙK, on peut considérer :Or comme la réunion 
de tous les '.DK tels que K c 1; on lui donne la topologie de la 
limite inductive de ces espaces (c. a. d. la plus fine topologie 
sur '.Dr qui induise sur chaque ÎlK la topologie de cet 
espace). (2) 

Soit d'autre part E un espace de Banach (sur le corps com­
plexe) et cherchons à déterminer toutes les applications linéaires 
continues de '.D1 dans E. 

(1) La lecture de ce n. 0 n'est pas nécessaire pour les n.05 6 et 7. 

(2) Rappelons que '..()1 peut être défini simplement comme la limite in­
ductive d'une suite dénombrable croissante d'espaces '.,()"• tels que K.c K,,+1 , 

Ui"' KH = 1. 
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J<re partie. Soit 0 une telle application. Alors (1), pour tout 
intervalle compact K c I, la restriction de 0 à 1)K est une 
application linéaire continue de 1)K dans E. Donc, à chaque 
K c I correspond un entier p et une application linéaire conti­
nue 0{.: de 1)~ dans E telle que 0 <p = e{. <p pour toute <p E 1'.>K; 
par conséquent, à chaque K c I correspond la distribution 

(5. 1) T K = DP+2f1 OÙ j(u) = e~ Gp (x' u) (X 1 u E K)' 

(jet p dépendant de K), et on voit aussitôt que, pour K'cK, 
la restriction de T K à K' est T K' (2). Donc, le système (T K) de 
distributions dans les intervalles compacts K c I définit une dis­
tribution T dans l'intervalle I [cf. n. 0 2, c)J. 

2ème partie. Soit T = (T K) une distribution dans l'intervalle 
1, où T K est donc, pour tout intervalle compact K c I, une dis­
tribution dans K (à valeurs dans E) telle que la restriction de 
T K à K' c K est T K' • Alors chaque T K est de la forme 

TK= Dn g, avec ge C(K;E) 

et définit l'application 0K e ~ (1'.>K, E) donnée par 

0K<p = (-I)nl' g(u) qiC»)(u) du. 
I{ 

D'ailleurs on voit aussitôt que, si K1c K, la restriction de 
0K à 1)K' est f-)1,,. On définit donc ainsi une application linéaire 
continue e de 1)1 dans E, dont la restriction à chaque espace 
1'.>K est 0K. 

En conclusion: 

THÉORÈME 5. 1. Il existe une correspondance biunivoque 0 ~~ T 
entre les applications linéaires continues 0 de 1'.>r dans E et les dis­
tributions T définies dans I à valeurs dans E. Dans cette corres­
pondance, T est la distribution dont la restriction à chaque intervalle 

(1) Si un espace localement conve~e U est une limite inductive d'espaces 
u).' pour qu'une application linéaire <I• de u dans E soit continue il faut et 
il suffit que la restriction de •I> à chaque UA soit continue par rapport à la 
topologie de cet espace. 

(2) Il est évident que, si K' c K, la formule (5. l) conduit à T1" en rem-

plaçant uniquement f par sa restriction à K', puisque la restriction de '"l~ à 

î)~, est encore continue dans ce sous-espace de V~, et que la fonction G.(~,u) 
de u, relative à K, a la même dérivée d'ordre p + 2, dans K1 , que la cor-

respondante fonction relative à K', à valeurs dans :,O~. c :.O~ . 
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compact K contenu dans I est la distribution indicatrice de la res­
triction de 0 à l'espace '.Di--: (cf. th. 4. 1 et déf. 4. 1); ou, ce qui revient 
au même, (-) est l'opérateur dont la restriction HK à chaque espace 
'.DK c '.D1 , K étant un intervalle compact contenu dans I , est donnée 
par la formule [cf. ( 4. 7)]: 

eK <p = ( T K(x) <p (x) d X' 
vJ\. 

où T r;: est la restriction de T à K . 

On pourra écrire encore, dans ce cas : 

e ip = { T (x) r (x) d X' 
uI 

pour toute gi e '.D1, 

par une généralisation naturelle du concept d'intégrale (n. 0 26). 
Compte tenu des définitions de «somme», «produit par sca­

laires» et «restrictions» dans C .. (I; E) [cf. n. 0 2, c)J, on peut com­
pléter le th. 5. 1 de la façon suivante: 

SCHOLIE. La correspondance e -- T indiquée dans le théorème 
5. 1 est un isomorphisme vectoriel de l'espace E. CD1; E) sur l'espace 
C,, (1; E), changeant «restriction de A à '.Di.:» en «restriction de T 
à K » (pour tout intervalle compact K C 1). 

La déf. 4. 1 se généralise aussitôt à ce cas. 

REMAHQUI!;. Au lieu d'un intervalle ouvert I on peut consi­
dérer plus généralement un ouvert il quelconque; cela n'a évi­
demment d'intérêt que dans Rn, avec n > 1 . Alors '.Dn sera la 
limite inductive des espaces '.D~, formés par les fonctions indéfi­
niment dérivables à support contenu dans un compact arbitraire 
Â c U, qui soit l'adhérence d'un ouvert, et on sera conduit à 
considérer les espaces C00 (Â; E) des distributions définies dans 
ces compacts Â et à valeurs dans E [cf. n. 0 2, /)]. 

6. Distributions vectorielles au sens large. Comme on vient 
de le voir, les distributions vectorielles à valeurs dans E, définies 
au n. 0 2, b) et c), sont les entités nécessaires et suffisantes pour 
représenter toutes les applications linéaires continues de '.DK, 
resp. '.Dr, dans E, si E est un espace de Banach. Mais cela n'est 
plus vrai dans le cas général. Pour s'en convaincre, il suffit de 
considérer l'application identique de l'espace '.D1< dans lui-même 
(où K est encore un intervalle compact quelconque de R). 
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D'après la formule de représentation (3. 5), la distribution indica­
trice de cette application devrait être la «distribution en u », 
définie dans K : 

o (u - x) = n;:+2 G,,. (x, u). 

Or, cette entité qui, pour tout m = 0, 1, ... , se présente 
comme dérivée d'ordre m + 2 d'une fonction continue de u à 
valeurs dans '.Dm (K) , n'est plus exprimable comme dérivée 
(d'ordre fini) d'une fonction continue de u à valeurs dans 
'.DK = n 0 '.Dm (K). Donc, pour la représentation analytique des 
applications linéaires continues de '.DK dans un espace E tel que 
'.DK, il faut élargir la notion de distribution vectorielle dans un 
compact, telle que nous l'avons définie au n.0 2. 

Soit E un espace localement convexe complet et soit (.PrJ.)J.e€1 
un système de semi-normes définissant la topologie de E. Sup­
posons l'ensemble 6l des indices ordonné par une relation <, de 
telle façon que: 

Si a<;~, on a A(x)<.Pp(x) pour tout xeE, 

et désignons par 0". le sous-espace des vecteurs x de E tels 
que .PrJ. (x) = 0. Alors on aura évidemment 

orJ. ::J o~' si 17. < ~ . 
Cela étant, nous désignerons par Ez, pour tout a e et, l'espace 
de Banach que l'on obtient, en considérant sur E la seule semi­
-norme .Px, en passant à l'espace normé correspondant (quotient 
de E par Oz ) et en corn plétant ce dernier espace. À chaque x e E 
correspond donc un élément Xx de Ex qui est l'ensemble 
Xx = x + Üz; si IX<~, on a Xx ::J x~. Désignons par rrrJ. l'applica­
tion (canonique) x-+x+ Üx et par rrx~ l'application x+ O~-x+OrJ. 

de E~ dans Ex lorsque a<;~; nous dirons que l'élément xrJ.=x+Oa. 
est la projection de x sur E:1. ou la composante de x suivant E:i. . 
Il est aisé de voir (cf. [4], p. 59) que: 

PROPOSITIO:S- 6. 1. Si, à tout IXe €L, on fait correspondre un 
Xx e Ex, de façon que, si ~<IX, la projection de Xt. sur E~ est x~, 
c'est-à-dire : 

(6. 1) x~ = rr~rJ. Xx, dès que ~<IX, 

il existe un, et un seul, élément x de E , dont la projection sur chaque 
E'- est Xx , c'est-à-dire tel que X.x. = rr.x. x • 



DIS'l'RIBUTIO:NS VECTOIUELLES 29 

Il existe donc une correspondance biunivoque X+--+ (x,,_) entre 
les éléments x de E et les systèmes (x<Z)zee vérifiant la condition 
de compatibilité (6. 1). Cette correspondance est même un isomor­
phisme vectoriel-topologique entre E et le sous-espace du produit 

11 E'l., formé par ces systèmes. On exprime ce fait en disant que 
(J.0€'{ 

l'espace localement convexe E est la limite projective des Er.t par 
rapport aux applications rc~-x. [cf. n. 0 2, e); observons que 
'i!o;~ 7t~1 = Tir.t)', pour oi < ~ <y J . 

ExEMPI,Ef:. 1) Soit E l'espace '.DK. Alors, et est l'ensemble 
des entiers m > 0, muni de sa relation d'ordre naturel >, les 
semi-normes Pm sont les normes Il · llm, les espaces de Banach 
Em s'identifient aux espaces :Dm ( K) et toutes les composantes 
'Pm de chaque élément ip de '.DK coïncident avec ~. 

2) Soit E l'espace C ( R) des fonctio:o.s continues sur la 
droite R, avec la suite de semi-normes 

p,. (/) = max If (x) J, n = 1, 2, . ·. 
-n~.i-~u 

Alors En s'identifie à l'espace C (Kn) où Kn = [- n, n J, avec sa 
norme usuelle (correspondante à Pn), et l'application nn de E 
sur En. n'est plus biunivoque, pour aucun n. 

Pour définir «distribution vectorielle au sens large», il con.,. 
vient encore de faire la remarque suivante: 

Soient E, F deux espaces vectoriels complexes. Toute 
application linéaire continue p de E dans F peut évidemment se 

prolonger (d'une seule manière) en une application linéaire p de 
C00 (K; E) dans C 00 (K; F), en posant 

(6. 2) 

pour toute distribution T =Dm f, où f e C (K; E). 

Dt'.:i•'rnITIOX 6. l. Nous désignerons toujours par p le prolon­
gement de p défini par (6. 1.), p étant une application linéaire 
continue de E dans F. 

Soit maintenant E, de nouveau, un espace localement 
convexe complet, dont la topologie est définie par un sys~ème 
(po;)x .et de semi-normes. Cela étant: 

DÉFrnITIO~ 6. 2. On appelle distribution au sens large à valeurs 
dans E, définie dans l'intervalle compact K = [a, b J, tout système 
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(T~_) que l'on obtienne en faisant correspondre, à chaque a: e tl, 
une distribution T"- e C00 (K; E,_), de façon que 

(6. 3.) 

(condition de compatibilité par rapport aux semi-normes). Alors 

nous poserons T 11. = nG( T et nous dirons que T "- est la composante 
de T suivant C00 (K; E1) ou simplement la composante-a: de T. 

Nous désignerons par C00 (K; E) l'ensemble de toutes les 
distributions au sens large, à valeurs dans E, définies dans K. 
On introduit dans cet ensemble une structure d'espace vectoriel 
complexe, en définissant la somme et le produit par scalaires tout 
simplement par les formules 

(TG()+(Ua) = (T~.+U<Y.)' À (Ta)= (À Ta). 

En résumé: C 00 (K; E) est la limite projective des espaces 

vectoriels C00 (K; EG() par rapport aux projections "TI,..~ [cf. n.0 2," e); 

on a évidemment rr1 ~~~ 1 = 7rq pour y<~< a:]. 
Ainsi, par exemple, dans le cas où E = ;()", l'expression 

D::'+2 Gm (x, u) représente la distribution au sens large, à valeurs 
dans Z)K, qui pour chaque entier m, est la dérivée d'ordre 
m + 2 de la fonction Gm (x, u) de u à valeurs ;Dm (K). 

Les opérateurs de dérivation, D, et de translation, -r h, 

s'étendent aussitôt à C 00 (K; E), en leur imposant de commuter 

avec les projections ;G(: 

rra (DT)= D (;-a T)' ;et (•h T) =Th (na T) 

La même méthode d'extension peut s'appliquer aux opéra-
-

teurs p dont il est question dans la déf. 6. l. 

7. Applications linéaires continues de Z)K dans un espace loca­
lement convexe complet ( K compact). Conservons les conventions 
du n.0 précédent relativement à K et E, et proposons-nous de 
déterminer toutes les applications linéaires continues de Z)K 

dans E: 

Ji:r• partie. Soit 0 une telle application. Alors, pour tout 
a: E e-1, l'opérateur 0,.. =;ra. 0 est une application linéaire continue 
de Z)K dans l'espace K .. (de Banach). Son indicatrice est donc 
une distribution 
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(7. 1) 

définie dans K à valeurs dans Ex (cf. th. 4. 1 et déf. 4 1) et 
comme, si ~ < o:, on a 1tP = rr~ ... TI,.. et, par conséquent, 0~ = 
= r.~ ... 0 ... , on aura aussi, d'après le théorème 4 1 et la déf. 6. 1: 

T~=~~ ... T ... dès que ~<o:, 

ce qui veut dire que le système (T ... ) est une distribution au sens 
large dans K, à valeurs dans E . 

2•me partie. Soit T = (T ... ), réciproquement, une telle distri­
bution, ·donnée d'avance. Alors, pour tout a:, T ... est l'indicatrice 
d'une application linéaire continue e ... de '.DK dans E ... et, puis-

que, si ~<o:, on a T~=;s ... T ... , on voit aussitôt que 0~= 
= r.~ ... 0... pour ~ < CJ.. On définit donc ainsi une application 

linéaire continue 0 de '.DK dans E, telle que 

;ro: (01l) = 0x qi, pour tout oc e €l et toute q> e '.DK, 

c. a. d. telle que 'lto: e = t) .... 
Nous avons ainsi démontré: 

THÉORÈME 7 1. Il existe une correspondance biunivoque 8 +--+ T 
entre les applications linéaires continues 0 de '.DK dans E et les 
distributions (au sJns large) T définies dans K, à valeurs dans E. 
Dan!> cette correspondance, T est la distribution (au sens large) dont 

chaque composante T ... = 7î ... T est l'indicatrice de l'application 0 ... = 

= rr ... · 0 de 1)i,;: dans E1.; ou, ce qui revient au même, 8 est l'appli­
cation dont chaque composante, 0 ... = rro: . 0 , est l'application de '.DK 
dans E... donnée par 

8x qi = ( T(/. (x) 'f (x) d x, 
vK 

où T ... =; ... T [cf. (4. 7)]. 

Il sera encore naturel d'écrire alors 

0 'f = .. { T (x) q> (x) d x, 

ce qui sera justifié par une généralisation, algébrique et analyti­
que, de la notion d'intégrale (n. 0 26). 
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Si l'on rappelle les définitions de «somme» et de «produit par 

scalaires» dans C 00 (K; E) on voit aussitôt que: 

SCHOLIE. La correspondance (-) -- T établie est un isomorphisme 

vectotiel de ~ (î>K; E) sur Cao (K; E). 

Di~FINITIO:N 7. l. La distribution au sens large T, corres­
pondante à A d'après le théorème, est nommée l'indicatrice de 
8, et on pose alors : T = z H. A son tour, cette correspon­
dance z: 8 -~ T est dite l'application canonique de ~ (î>K; E) 

sur C 00 (K;E). 

REMARQUE. Le théorème se généralise immédiatement au 
cas où E est la limite projective ! cf. n. 0 2, e)J d'un spectre quel­
conque d'espaces localement convexes E~, ). e .i!, par rapport à 

des applications linéaires continues h'). !'- (de E~ dans E~ ) , 

chaque «projection» h'A. de E da1;1s E~ se prolongeant en une 

«projection» h1. de Cao (K; E) dans Cao (K; EU, qui joue le rôle 

des applications Tl':>: dans la généralisation du théorème. 

8. Applications linéaires continues de î>r dans un espace loca­
lement convexe ( I ouvert). Soit encore E un espace localement 
convexe complet, limite projective des espaces de Banach E>; 
par rapport aux applications Tl',,~· Soient d'autre part T=(T<Z) 

une distribution au sens large définie dans l'intervalle compact 
K et à valeurs dans E et K' un sous-intervalle compact de K. 
On nomme restriction, PK KT, de T à K', la distribution (?K K T<Z) 

dont la composante-a: est la restriction à K' de Ta. [cf. n. 0 2, c)]. 
Soit .maintenant I un intervalle ouvert de R. On appelle 

distribution au sens large définie dans I et à valeurs dans E, 
naturellement, tout système (T K) que l'on obtienne en faisant 
correspondre à chaque intervalle compact K c I une distribution 

(au sens large) T K e Cao (K; E), de telle façon que 

PK'K TK=TK', toutes les fois que K' c K 

(compatibilité par rapport aux PK K ) . On désigne par C,. (l; E) 

l'ensemble de toutes les distributions au sens large dans I 1 à 
valeurs dans E, et on y définit, comme pour les distributions 
usuelles, les notions de «somme», «produit par scalaires», «déri-
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vées», «restrictions», etc. En particulier, donc, Cir (l; E) est la 

limite projective des espaces vectorielles C00 (K; E) par rapport 
aux opérateurs de restriction, et on voit comme au n.0 5 que; 

THÉORi!:ME 8. 1. Il existe un isomorphisme 8 .--T entre 1! ('.Dr;E)_ 
et C~ (l; E), où T est la distribution (au sens large) dont la res­
triction TK à chaque intervalle compact K c I est l'indicatrice de la 
restriction E>K de 8 à l'espace '.DK c '.Dr . 

Dans ces conditions, il est encore naturel d'appeler T l'indi­
catrice de 8 et de poser T = x. 8, en nommant ·li. l'application 

canonique de 1! ('.Dr; E) sur C,, (l; E). Enfin, le th. 8. l. peut encore 
se généraliser au cas où E est la limite projective d'un spectre 
quelconque d'espaces localement convexes E~, )i e .c, par rapport 
à des applications linéaires hÀ,_, .. 

9. La notion d'ordre pour les distributions vectorielles. Doréna­
vant, pour commodité de langage, nous dirons simplement «distri­
bution» au lieu de «distribution au sens large». 

Soient I un intervalle ouvert de R et L un sous-intervalle, 
ouvert ou compact, de I. On dit que deux distributions vecto­
rielles U, V, définies dans I, sont égales dans L, et on écrit 

U=V dans L, 

si les restrictions de U et V à L sont la même distribution 
dans cet intervalle [cf. n.0 2, c)~. Il ne faut pas oublier, d'ailleurs, 
que les distributions dans un intervalle compact K s'identifient aux 

0 

distributions dans l'ouvert K , qui peuvent se prolonger à un ouvert 
contenant K [cf. n. 0 2, c) ]. 

DÉnNITIONS 9. l. On dit qu'une distribution vectorielle T 
définie dans I est d'ordre fini dans L, s'il existe un entier 
m > 0 et une fonction vectorielle continue f, tels que: T =Dm f 
dans L. On nomme ordre de T dans L le plus petit entier m 
tel qu'il existe une fonction continue f vérifiant cette condition. 
La distribution T sera dite d'ordre in.fini dans L, si T n'est pas 
d'ordre fini dans L (1). 

(1) C'est là une notion d'ordre dûe à H. KêixIG, différente de celle de 
L. ScawARTz. 
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D'après ce que l'on a vu au n.0 4, si la distribution T prend 
ses valeurs dans un espace de Banach E, elle est d'ordre fini locale­
ment, c'est-à-dire dans tout sous-intervalle compact K de son domaine. 

Cela est encore vrai pour d'autres catégories d'espaces locale­
ment convexes E qui ne sont pas des espaces de Banach; nous 
nous bornerons à une catégorie d'espaces, suffisante pour les 
applications que nous avons l'intention de faire ici. 

Nous appelons espace (62) tout espace localement convexe E 
qui s'exprime comme limite inductive d'une suite compactifiante 
(En) d'espaces normés, i. e. d'une suite croissante d'espaces nor­
més En tels que l'application identique En -. En+l est complète­
ment continue pour tout n (cf. [17 J ). Les espaces (62) sont complets 
et réflexifs; nous appelons espaces (61) leurs duals forts (1). [Ces 
espaces (61) sont les mêmes que les «espaces de Schwartz métri­
sables complets», suivant GROTHENDIECK]. Parmi les nombreuses 
propriétés remarquables des espaces (62), nous avons besoin de 
la propriété suivante: · 

Soit M un espace localement convexe métrisable et E un espace 
(62), limite inductive d'une suite compactifiante (En) d'espaces normés. 
Alors, pour qu'une application linéaire <I> de M dans E soit continue, 
il faut et il suffit qu'il existe un entier n tel que <P soit une appli­
cation continue de M dans !'espace normé En . 

Pour s'en convaincre il suffit d'observer que, le filtre des 
voisinages de 0 dans l'espace métrisable M étant à base dénom­
brable, il est transformé par <~ en un filtre à base dénombrable, 
et que tout filtre 1J à base dénombrable, convergeant vers 0 
dans un espace E du type (62), est borné, i. e., il existe un 
ensemble Xe lf borné dans E (cf. la dém. du cor. 2, p. 401, 
dans [17J ). 

Or, si l'on rappelle que '.Z)K est métrisable ( K étant :un 
intervalle compact), on obtient aussitôt le résultat suivant: 

THÉORÈME 9. 1. Soit E un espace (62), limite inductive d'une 
suite compactifian!e (En) d'espaces de Banach. Alors, pour toute 
distribution T définie dans un intervalle compact K et à valeurs 
dans E , il existe un entier n tel que T est une distribution dans K 
à valeurs dans En, donc d'ordre fini. 

(1) Dans [17] nous appelons suites régulières les suites compactifiantes, 
espaces (m*) les espaces (61) et espaces (Q 91*) les espaces (62). 
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REMARQUES. l) Dans l'énoncé du th. 9. 1. on suppose que E 
est la limite inductive d'une suite compactifiante d'espaces de Ba­
nach. Or on démontre (cf. [17 i p. 11, lemme) que toute suite com­
pactifiante (En) d'espaces normés peut être remplacée par une 
suite compactifiante (E~) d'espaces de Banach donnant la même 
limite inductive. 

Il) Ces résultats s'étendent aux espaces (~ m (suivant 
GROTHENDIECK), dont les espaces (62) sont un cas particulier. 

10. Concrétisations de l'espace E. Théorème des noyaux. En 
particulier, l'espace E considéré dans le th. 9. 1. peut être l'es­
pace C00 (K*) des distributions numériques définies dans un 
deuxième intervalle compact K* de R; nous avons démontré 
dans [16] que C00 (K*) est, justement, la limite inductive d'une 
suite compactifiante d'espaces normés, qui sont les espaces Cn(K*), 
images de C (K*) par les opérateurs de dérivation Dn: 

Cn (K*) = Dn C (K*) , n = O, 1 , 2 , · · · 

Il en résulte la proposition suivante: 

LEMME. Soient K et K* deux intervalles compacts de R . 
Pour qu'une fonction f (y) définie dans K et à valeurs dans C00(K*) 
soit continue, il faut et il suffit qu'il existe un entier n et une fonc­
tion numérique F (x, y) continue dans K* X K tels que 

f(y) =D:F(x,y), pour tout yeK. 

Démonstration. Soit d'abord f (y) une fonction continue dans K, 
à valeurs dans C00 (K*). Puisque K est compact, l'image f (K) 
de K par f est compacte dans C00 (K*), donc contenue et 
corn pacte dans un espace Cn (K*) (cf. [17 J , th. 2) . Il en découle 
que f est continue dans K au sens de la topologie de Cn (K*) = 

= Dn C (K*). Chaque distribution Te Cn (K*) est de la forme 
T = Dn g, où g est une fonction continue dans K*, déterminée 
à un polynôme de degré < n près. Mais on peut éliminer cette 
indétermination, comme nous l'avons indiqué dans r16 'en fixant 
arbitrairement n points distincts c1 , ••• , Cn de K* et en remp­
laçant g par la fonction g 0 = g-P, où P est le polynôme de 
degré < n tel que P (c;)-= g(c;), i = 1, ... , n. Alors la formule 
d'interpolation de Lagrange montre que l'application g -+ g 0 est 
un projecteur continu de C (K) sur son sous-espace, Co,n (K*), 
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des fonctions continues dans K* s'annulant aux points c; ; comme 
le seul polynôme de degré < n appartenant à ce sous-espace est 

0, on voit aussitôt que la correspondance fo ~ T = Dn / 0 est un 
isomorphisme vectoriel-topologique de l'espace Co,n (K*) sur 
Cn (K*). Ainsi la fonction f (y) continue à valeurs dans Cn (K*) 

correspond à une fonction Î (y) continue à valeurs dans C0 , n (K*) 
et il est classique qu'une telle fonction s'identifie à une fonction 
numérique F (x, y) continue sur K* X K: 

f(y)=F(x,y), pour tout yeK, 
d'où 

f(y)=D~F(x,y), pour tout yeK, 
c. q. f. d. 

La réciproque est évidente. 

Du lemme et du th. 9 1, il résulte que toute distribution T 
définie dans K et à valeurs dans C00 (K*) est de la forme: (1) 

n P ~ 
T (y)= D . .- Dy F (x ,y), 

où n, p sont des entz"ers non négatifs et F (x, y) une fonction de deux 
variables, continue dans K* X K (et réciproquement). 

Alors T (y) s'identifie à une distribution scalaire T (x, y) 
définie dans K* X K (et réciproquement); c'est-à-dire, on a 

C00 ( K; C00 (K*)) := C00 ( K* X K). 

On retrouve ainsi, compte tenu du th. 4. 1, l'important «théo­
rème des noyaux» de SL:HWARTZ1 dans le cas des intervalles com­
pacts K,K*: 

THfoRÈME 1 O. 1. Il existe une correspondance biunivoque El ... -+ T 

(isomorphisme vectoriel) entre les applications linéaires continues El 
de '.DK dans c"" (K*) et les distributions numériques T de deux 
variables définies dans K* X K, de telle façon que, si l'on a 

T = n; D~ F (x, y) (avec n, p entiers, F (x, y) fonction continue 
sur K* X K ) , on aura : 

(1) Pour commodité, nous adoptons ici la notation fonctionnelle T (y) 
pour la distribution T, bien que la valeur T (y) de T au point y ne soit 
pas en général définie. 
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8cp = (-l)P J D=F(x,y) cpCPl(y) dy 

= (-l)PD= { F(x,y) cpCPl(y) dy 
vK 

pour toute fonction cp e '.OK . 
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DÉI<'INITION 10. l. Nous appellerons noyau d'une application 
linéaire continue 8 de '.{)K dans C00 (K*) la distribution 
TE coo (K* X K) qui représente e d'après le théorème 10. 1. 

Compte tenu de (4. 7) la formule (10. 1) pourra encore 
s'écrire sous la forme plus suggestive (cf. n. 0 26): · 

8cp = ( T (x ,y) cp (y) d y, pour q; e '.{)K. 
vK 

Soit maintenant 
E = C'" (l*) 

où l* est un intervalle ouvert. Dans ce cas, une distribution T 
dans K à valeurs dans E n'est plus, nécessairement, d'ordre 
fini. Mais, si l'on observe que C'" (I*) est la limite projective, par 
rapport aux opérateurs de restriction, des espaces C 00 (K*), où 
K* est un intervalle compact variable contenu dans I*, on voit 
aussitôt que, pour tout K* dans ces conditions, PK* T est une 
distribution (1) dans K à valeurs dans C 00 (K*), qui s'identifie à 
une distribution UK* e C 00 (K* X K); et que ces distributions UK* 
déterminent, à son tour, une distribution U e C00 (I* X K), dont 
la restriction à chaque intervalle K* X K, K* c I*, est précisé­
ment UK*. Ainsi, donc, T s'identifie encore à une distribution 
scalaire de deux variables sur I* X K. Et de même pour les 
distributions définies dans un intervalle ouvert 1 et à valeurs 
dans C,.. (I*) . 

Nous pouvons donc présenter le «théorème des noyaux», 
dans le cas de deux intervalles ouverts 1 et I*, sous la forme 
suivante: 

THÉORÈ~'lE 10. 2. Il existe une correspondance biunivoque 
Ci~-+ T entre les applications linéaires continues 8 de 1)1 dans 

---· ·-·-------------------

(1) Cf. n. 0 6. Il ne faut pas oublier que PK* agit dans l'espace C,.. (I*) où 
T prend ses valeurs. Voir aussi la remarque au th. 7. 1 
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C,. (I*) et les distributions Te C .. ( I* X 1). Cette correspondance est 
définie de la façon suivante : pour tout intervalle compact K c 1 et 
tout intervalle compact K* cl*, la restriction de T à K* X K est 
le noyau de la restriction de 0>K* = PK* . 8 [ application de '.Dr dans 
C"" (K*) ) au sous-espace '.DK de '.D1. 

Il est encore naturel d'appeler noyau de E> la distribution T 
qui la représente et on pourra écrire, moyennant une convenable 
définition vectoriel-topologique de l'intégrale: 

E>g;= JT(x,y) g;(y) dy, pour toute g;e'.Dr. 

Toutefois, en pratique, cette formule s'interprète simplement 
de la façon suivante: soit K un sous-intervalle compact de I 
contenant le support de gi; alors, pour tout intervalle compact 
K* c I*, on a 

où (E> r)K* désigne la restriction de la distribution scalaire (-) qi à 
K* et T K*, K la restriction de T à K* X K, l'intégrale du second 
membre ayant la signification précédente (th. 10. l). 

11. Applications linéaires continues de C"" (K) dans un espace localement 
convexe (K compacr). La formule de représentation (3. 3) n'est pas suffisante 
pour les éléments q; de @:K = C"" (K), où K est un intervalle compact de R 
(cf. n. 0 3). Il faut employer alors la formule de Taylor complète: 

m-1-1 (x - bY {.z (x - u)"'+ 1 ,. 
CD (x) = ~ CD(l'J (b) + - --·- ,.lm+'' (u) du 
' "'"' k ! ' • b (m + 1) l T ! 

h=O 

ou encore 

'" ... 1 (x - b)'' J." (11. 1) 'f(x) = ~ ___ k_!_ qi1h'(b) + (- 1)"' • J..(u-xh''"Hi(u)du, 
k=O 

pour toute <p e @:K. 

Compte tenu de la proposition (3. 1 ), voit aussitôt que (11 1) fournit une 

représentation des éléments de ~1, en fonction des elements J.,, (u - ;) de 
C"'(K), pour ueK, et des dérivées de cette.fonction de u pour u->-b+-, 
au sens de la topologie de C·• (K). C'est là bien la clef pour la recherche des 
applications linéaires continues de @:K dans un espace localement convexe. 

Soit d'abord E un espace de Banach et soit 0 e J! (fë:K; E). Il existe alors 
un entier m > 0 tel que l'on peut prolonger 0 en une application linéaire 
continue 0,,. de cm (K) dans E. Posons 
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(11. 2) f (u) = 0,. J,. (u - ;) , pour tout tt e R, 

d'où 

(11. 3) 

puisque 0,. cp = 0 cp pour toute cp e @-K et que, l'opérateur 0 étant continu dans 
~K, il est permutable avec la dérivation par rapport au paramètre u. On 
déduit alors de (11. l): 

m+I r.b 
0cp = ~ ( -1)' f<mH-!rl (b+) q/kl (b) + ( - 1)"' • • f (u)'f<m+2J (u) d U. 

/r=O 

D'autre part, puisque la fonction J,. (u - x) de u, continue dans R, 
à valeurs dans ~. , se réduit à 0 pour u < a et à un polynôme de degré < m + 2 
(à coefficients dans ~·.) pour u ;>. b, on déduit de (11. 2) que f (u) est une fonction 
coutinue dans R (à valeurs dans E), nuite pour u <a et entière de degré 
< m + 2 pour u > b . Donc ta distribution 

T = D'"Hf 

est nulle en dehors de K (i.e. son support est contenu dans K). On voit d'ail­
leurs, comme au n.0 4, que T est univoquement déterminée par E>. 

Considérons, réciproquement, une distribution T = D" F, Fe C (R; E), 
à support contenu dans K. On peut supposer F nulle à gauche de a, puis­
que, s'il n'était pas ainsi, F serait un polynôme P de degré <P dans 

] - oc, a] et on pourrait alors remplacer F par F = F - P, vu que 

D" F = D' F. Alors, si l'on pose, pour toute '? e ~K: 

(Il 4) 
•-1 r.b 

0cp = ~ ( -1)'' F·•-1-kl (b+) 9<kJ (b) + ( -1)•. • F (u) 'f''1(u) du, 
l;=U 

on voit aisément, comme au n.0 4, que (11. 4) définit une application linéaire 
continue 0 de ~K dans E et que l'on a 

T = D" F = D:H e, J, (u - .~). 
En conclusion: 

T111~0RÈME 11. 1. Il existe une correspondance biunivoque E> -+--+ T entre les 
applications linéaires continues E> de C00 (K) dans un espace de Banach E et les 
distributions T dans R, à valeurs dans E, qui sont nuites en dehors de K . La 

correspondance T ·+ E> est donnée par (11. 4), en supposant T = D' F, où F 
est une fonction continue à valeurs dans E, nuite pour x < a . La correspon­

dance 0-+ T est donnée par T = D'" "~ f, avec f (u) = E>m J,n (:i° - u), où E>m est 
te prolongement continu de e à un espace C'" (K) . 

On pourra encore écrire la formule (11. 4) sous la forme beaucoup plus 
simple 

(11. 5) E> 'f = l T(u) <f(u) du, 
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moyennant une généralisation naturelle de la notion d'intégrale, et on dira 
que T est la distribution indicatrice de <:,). 

Supposons maintenant que E est un espace localement convexe complet 
quelconque et soit encore 0 e .!! (@:K; E). Alors E est la limite projective d'un 
système d'espaces de Banach E"' par rapport aux projections r.2 ~ (n. 0 6) et, 

pour tout "', la composante ""' 1·J de 0 sera l'application <+z de @K dans Et. 

définie par 

0 ... 'f'= fT.,.(u)r:;(u)du, pourtoute 'i'e@:K, JK 

où T"' est la distribution indicatrice de (:) , donnée par le th. 11. J. On voit 
ainsi que !,) est determinée par la distt'ibution T = (Ta;) à valeurs dans E et à 
support contenu dans K (distribution indicatrice de e) ; et on pourra encore 
écrire dans ce cas la formule ( 11. 5), par une nouvelle généralisation. 

12. Applications linéaires continues de C"" (1) dans E ( 1 ouvert) Considé­
rons enfin l'espace C00 (I) ou @:1 des fonctions numériques indéfiniment déri­
vables dans un intervalle ouvert I de R, muni de la topologie de la conver­
gence uniforme· de ces fonctions et de toutes leurs dérivées sur les parties 
compactes de I; et soit E un espace de Banach. L'espace @:1 s'exprime 
comme limite projective des espaces @K, où K est un sous-intervalle com­
pact de I. Donc (cf. [17], p. 395, prop. 4), pour toute application l'.'l e .!! (@:1 : E) 
il existe un K c I et une application Bi; e .!! (Ct~\; E), tels que 

0 'f' =0K YK = r T (x) 'i' (x) d .'.\":, pour toute 'f' e @;I, .J l\ 

où 'PK désigne la restriction de 'i' à K et T la distribution indicatrice de <'h • 
On pourra dire aussi que T est la distribution indicatrice de 0 et écrire 

Donc: 

0<p= fT(x)<p(x)dx . 
.J 1 

TnEr1RÈME l '2. l. L'espace vectoriel .!! (@: 1 ; E) des applications linéaires con­
tinues de @1 dans l'espace de Banach E est isomorphe à l'espace des distributions 
dans R, à valeurs dans E, dont le support est borné et contenu dans I . 

Enfin, si E est un espace localement convexe complet quelconque, donc 
la limite projective d'un système d'espaces de Banach Ez par rapport aux 
projections r.2 ~, toute application 0 e .!! (<§.- 1 ; E) détermine une application 

At. e .!! (@1 ; Et.) pour tout o:, dont l'indicatrice est une distribution Tet à sup­
port borné contenu dans I, et 0 est déterminée par la distribution T = (Tœ). 
La réciproque est aussi vraie. Donc: 

T1th:otthiME 12. 2. L'espace vectoriel .!! (@:1 ; E) est isomorphe à l'espace des 
distributions T =(Ta;) dans R, à valeurs dans E, dont chaque composante Tœ 
est à support borné (dépendant de œ) contenu dans I. 
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§ 2. Étude vectoriel-topologique des espaces 
de distributions vectorielles 
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13. Structure topologique de l'espace C00 (K; E). Soit encore 
K=[a,b] un intervalle compact de R et soit E un espace de 
Banach. Nous désignerons par '.!0 la topologie de la convergence 
uniforme sur K des fonctions f e C (K; E), c'est-à-dire la topolo­
gie définie par la norme 

Il/li= sup i[/(x) !I, 
... ,K 

où, dans le second membre, on emploie évidemment la norme de 
l'espace E. A l'espace Cm (K; E), constitué par les distributions 
T = D"' j, avec f e C (K; E), il est naturel d'attribuer la plus 
fine topologie, '.!m, qui rende continue l'application f--> Dm f de 
l'espace C(K;E) (muni de la topologie '.!0 ) surl'espace Cm(K;E), 
m = 0, 1 , 2, ... ; alors la boule unité, U,,. , dans C,,. (K; E) sera 
évidemment l'image de la boule unité1 U0 , de C (K; E), par Dm, 
c'est-à-dire, l'ensemble des distributions 

T =Dm f, avec Je Uo (i. e. Ji/[[< 1) · 

Ainsi l'espace Cm (K; E) devient isomorphe, au sens vecto­
riel-topologique, à l'espace quotient de C (K; E) par le noyau mm 
de Dm, lequel est constitué par les polynômes de degré < m à 
coefficients dans E. 

Or, pour tout m, mm est fermé dans C (K; E). Pour s'en 
convaincre, il suffit de considérer m points distincts c1 , ••• , Cm 

dans l'intervalle K et l'opération "m qui, à chaque fonction 
f e C (K; E), fait correspondre le polynôme P de degré < m -1 
tel que P (c;) = f(c;), i = l, · · ·, m; la formule d'interpolation de 
Lagrange montre alors que 1.,.. est un projecteur continu de 
C (K; E) sur mm; donc, si l'on considère une suite de polynômes 
Pk e i1êm, uniformément convergente sur K vers une fonction /, 
on aura Pk=it"mPk ·-1.,nfemm. 

Il en résulte que, pour tout m, Cm (K; E) est un espace normé, 
donc un espace de Banach, puisqu'il en est de même de C (K; E). Et 
on a, sur Cm (K; E), le critère de convergence suivant: 

Pour que, dans Cm (K; E), une suite de distributions T k con­
verge vers une distribution U, il faut et il suffit qu'il existe une 
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suite de fonctions fk et une fonction g telles que: T k = Dm fk pour 
tout k, U =Dm g, et fk -+ g uniformément sur K. 

À l'espace C"' (K; E) = U Cf' Cp (K; E) il est maintenant natu­
rel d'attribuer la plus fine topologie (d'espace localement con­
vexe) qui rende continues les applications f __,. DP f de C (K; E) 
(muni de '.t0 ) dans C00 (K; E), pour p = 0, 1, ·. ·. Nous dési­
gnerons par :r"' cette topologie; il est évident que '.l'.00 est la 
plus fine topologie d'espace localement convexe sur C00 (K; E) 
qui induise, sur l'espace Cp (K; E), pour tout p, une topologie 
moins fine que '.l'.p: ainsi l'espace localement convexe C00 (K; E) 
sera, par définition, la limite inductive localement convexe de la 
suite croissante d'espaces Cp (K; E), p = 0, 1, ... 

PROPOSITION 13. l. '.l'.00 est la plus fine topologie localement con­
vexe sur C00 (K; E) qui rende continu l'opérateur D de dérivation et 
induise sur C (K; E) une topologie moins fine que '.l'.0 (cf. [16], th. 6). 

Soit en effet :t' une topologie localement convexe sur 
C00 (K; E), rendant continue l'application D de cet espace dans 
lui-même et induisant sur C (K; E) une topologie moins fine que 
'.l'.0 • Alors, pour tout p, l'opérateur DP sera encore continu et il 
en sera de même pour sa restriction à l'espace C (K; E), muni 
de la topologie plus fine '.l'.0 • Comme cette restriction est l'appli­
cation f __,. DP f de C (K; E) sur Cp (K; E), il s'ensuit que '.!' 
induit sur Cp (K; E) une topologie moins fine que '.l'.p pour tout 
p, puisque '.l'.p est, par définition, la plus fine topologie sur 
Cp (K; E) qui rende continue cette application. Donc '.!' est moins 
fine que :r"' . 

Il reste à voir que '.!00 rend continu l'opérateur D. Puisque 
C00 (K; E), muni de '.!00 , est la limite inductive localement con­
vexe des Cp (K; E), il suffit de montrer, d'après une propriété 
caractéristique des limites inductives (1), que la restriction de 
D à l'espace Cp (K; E), muni de '.!p, est continue pour tout 
p. Mais cela est trivialement vrai, puisque, la boule unité Up de 
Cp (K; E) étant, pour tout p, l'image de la boule unité U0 de 

(1) Soit X un espace localement convexe, limite inductive d'une suite 
(X.) d'espaces localement convexes; alors, pour qu'une application linéaire if> 

de X dans un autre espace localement convexe E soit continue, il faut et il 
suffit que, pour tout n, la restriction de <t> à X. soit une application linéaire 
continue de cet espace X,, dans E. 
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C (K; E) par DP, on a Up+t = oP+t U0 = D Up et, par suite, D 
définit une application continue de Cp (K; E) dans Cp+t (K; E) 

' donc dans C,,, (K; E), muni de '.!00 • 

Dans la suite, sauf indication expresse du contraire, nous consi­
dérons l'espace C00 (K; E) muni de la topologie '.!00 : c'est donc '.!00 

sa topologie naturelle. Rappelons que, pour Schwartz, l'espace des 
distributions dans K à valeurs dans E est, par définition, l'es­
pace -'!b ('.DK; E), c'est-à-dire l'espace )! ('.DK; E) (des applications 
linéaires continues de îlK dans E) muni de la topologie de la 
convergence uniforme sur les parties bornées de '.DK. Nous avons 
déjà vu (n.0 4) qu'il existe un isomorphisme vectoriel 11. de 
-'!b ('.DK; E) sur C00 (K; E). Il reste donc à montrer que l'applica­
tion canonique 11. est aussi un isomorphisme topologique; nous 
le ferons plus loin, mais nous pouvons déjà établir la proposi­
tion suivante: 

PROPOSITION 13. 2. L'application x.-1 de C00 (K; E) sur i!b('.DK;E) 
est continue. 

En effet, l'application T ~ 0, que nous désignons par z-t, 
est donnée par la formule (cf. n. 0 4): 

,1f1 

(13. 1) 0qi=(-l)P ), q;<P)(x)j(x) dx, qie'.DK, 

en supposant T=DPJ, /eC(K;E). Puisque l'espace C00 (K;E) 
est, par définition, la limite inductive (localement convexe) des 
espaces normés Cp (K; E), l'application z-1 sera continue, si sa 
restriction à chacun de ces espaces normés est continue. Soit 
donc p un entier quelconque > 0, et soit S) une partie bornée 
arbitraire de '.DK; alors il existe un nombre l'i> tel que 
max 1 cp(P) (x) 1 < l'P pour toute cp e S) et de (13. 1) on déduit 
."<GK 

!le? il < (b - a) )'1> 11/11' 
pour toute cp e S). Donc, étant donné un nombre à> 0, si l'on 

pose a= a 1;1 (b - a)-1, on aura lie qi 11 < a sur S5, pourvu que 
11/ll <:a, c'est-à-dire que T = DP f e aUp, où Up est la boule unité 
de Cp (K; E). Ainsi, la convergence des distributions T vers 0 
dans cet espace entraîne la convergence uniforme des applica­
tions 0 == x.-1 T vers 0 sur S), et cela veut dire que la restric­
tion de x.-1 à Cp (K; E) est continue. 
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Nous pouvons encore établir directement le critère suivant 
pour les ensembles bornés dans C00 (K; E): 

TmtoRÈME 13. 2. Pour qu'une partie Sj de C00 (K; E) soit bor­
née dans cet espace, il faut et il suffit qu'il existe un entier p tel que 
Sj soit une partz"e bornée de l'espace normé Cp (K; E). (1) 

Démonstration. a) Soit Sj une partie bornée de Cp (K; E). 
Alors, l'application identique de Cp (K; E) dans C00 (K; E) étant 
continue, Sj est aussi borné dans C00 (K; E). 

b) Soit réciproquement Sj une partie bornée de C00 (K; E). 
L'application x.-1, étant continue, transforme Sj en une partie 
bornée Sj* = r..-1 ( Sj) de ~b ('.DK; E). Alors, '.DK étant un espace 
('IJ), donc tonnelé (cf. [2], chap. Ill), l'ensemble Sj* est équicon­
tinu (ibidem, th. 2, p. 27), i. e. il existe un entier p et un nombre 
a> o, tels que: 

I! 0 cp Il< a pour Il q:i llP < 1, quelle que soit 0 e Sj*. 

Soit 0p, pour toute 0 e Sj*, le prolongement continu de 0 

à :V~. Alors, z:& étant le complété de '.DK pour la norme Il · llP, 
on aura encore, pour toute 0 e Sj*: 

(13. 2) 

Rappelons maintenant que l'indicatrice T = x. 0 de toute 0 e Sj* 
est donnée par (cf. n.0 4): 

(13. 3) T = DP+2 f, avec f(u) =HP Gp (x, u), u e K. 

La fonction Gp (x, u) de u, à valeurs dans :V~, étant con­
tinue sur K, il existe le sup !IGp(x,u)]lp pour ueK, que nous 
désignerons par L On aura donc, en vertu de (13. 2) et (13. 3): 

lif(u) 1 <),à, pour toute 0 e Sj* et tout u e K, 

et cela veut dire que l'ensemble Sj est borné dans Cp (K; E). 

14. Produit tensoriel d'une distribution scalaire par un vecteur. 
Soit E un espace localement convexe quelconque et e un élément 

(1) Ce résultat est une conséquence immédiate du th. 9 de G1w·rH~:i1rHEc1> 1 
Sur les espaces (F) et (D F), «Summa Brasil. Math.», 3 (1954), p. 58-121. Mais, 
pour la commodité du lecteur, nous démontrons ici directement ce cas par­
ticulier. 
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de E. L'application À _,. ), e du corps des scalaires dans E est 
évidemment linéaire et continue; on peut donc (cf. n. 0 6) la pro­
longer univoquement en une application linéaire de l'espace 
C00 (K) (des distributions scalaires définies dans K) dans l'espace 
C""(K; E). 

Dtl:FDHTION 14. l. Nous appellerons produit tensoriel (ou sim­
plement produit) d'une distribution Te C"" (K) par le vecteur 
eeE, et nous désignerons par T®e (ou simplement par Te) 
la distribution vectorielle ainsi définie: 

T®e = Te=Df [/(x) eJ 

en supposant T=DP/, /eC(K). 

(On définit, d'une façon analogue, le produit tensoriel 
e®T=eT). 

Par exemple, le vecteur e peut être une deuxième distribu­

tion U =Dm g, g e C (K); alors on aura 

T®U = D~ [ j(x)Dmg_l, 

ou, puisque j(x)Dm g=D;'[f(x)g(y)], pour tout xeK: 

T®U =DfD;' [f(x)g(y)J, 

distribution des deux variables x ,y. 

D,~l'IXlTIOX 14. 2. On appelle produit tensoriel (algébrique) de 
C00 (K) par E, et on désigne par C"" (K) ® E, le sous-espace 
vectoriel de C00 (K; E) engendré par les distributions de la forme 
T ® e ' OÙ T e cc<> (K) et e e E . 

On définit, d'une façon analogue, le produit tensoriel 
E®C00 (K). 

On voit aussitôt que le produit T ® e est distributif à droite 
et d gauche1 et qu'il permute avec les scalaires [c'est-à-dire: 
À (T ® e) =(À T) ® e = T ®(À e), pour tout scalaire ). ] . En un mot: 
l'application canonique (T, e)-> Te de C00 (K)XE dans C 00 (K)®E 
est bilinéaire. Donc, toute application linéaire <l> de C00 (K) ® E 
dans un espace vectoriel F détermine une application bilinéaire 
<fi* de C00 (K) XE dans F, si l'on pose 

<P* (T, e) = <ll (Te). 
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Réciproquement, si tV est une application bilinéaire de 
Ccxi(K) XE dans F, on définit une application linéaire 'V de 
C00 (K) ® E dans F, en posant 

W (Te)= o/ (T, e), 

puisque Ccxi (K) ® E est engendré par les distributions de la forme 
Te, et on pourra poser encore, par définition: 

Ces considérations montrent que la définition adoptée de 
produit tensoriel rentre dans la notion algébrique générale de 
produit tensoriel de deux espaces vectoriels quelconques E, F. 
En effet (cf. [3]) le produit tensor:iel E ® F est défini (à un 
isomorphisme près) comme l'espace vectoriel U tel que les 
applications bilinéaires cf> (e, f) de EX F dans un troisième 
espace vectoriel G s'identifient aux applications linéaires (j) (u) 
de U dans G, en posant 

Cl>(e,f)=êP(e®f), 

où e ® f est l'élément de U détérminé par e et f. 
Soient maintenant E, F deux espaces localement convexes 

quelconques. Rappelons la définition suivante de G1wn-n:xnmrn. 
(cf. [5 J, p. 28-32): 

DÉFINI'l'ION 14. 3. On appelle produit tensoriel topologique 
projectif des espaces E , F le produit tensoriel E ® F muni d'une 
topologie '.!'..,.., telle que les applications linéaires continues de 
E ® F dans un espace localement convexe arbitraire G s'identi­
fient aux applications bilinéaires continues de EX F dans G. Le 
corn pl été de E ® F pour cette topologie est appelé produit tenso -
riel (topologi-que) projectif complété de E et F et noté E ® F. 

REi\IARQLa;. Cette topologie '.t.,., dont l'existence est démon­
trée par GROTIŒXJ>IECK ([6], th. 1), est unique: elle est évidemment 
la plus fine topologie sur E ® F qui rende continue l'application 
canonique ( e, f) -+ e ® f de EX F dans E ® F. D'ailleurs il est 
aisé de voir que, dans la déf. 14. 3, on peut imposer à G d'être 
complet, ce qui ne change par '.t,.. 

15. La !ormule intégrale de Dirac pour les distributions vectoriel­
les. Soit d'abord E un espace de Banach et considérons un 
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intervalle compact K =[a, b] de R. Soit d'autre part F une 
fonction appartenant à C2 (K; E), c'est-à-dire une fonction à 
valeurs dans E et définie dans K, admettant dérivée seconde 
continue dans cet intervalle. En posant f = F'', il est aisé de 
voir, comme au n.0 3, que l'on a pour tout x e K: 

F(x)= 1b]1(x-u)f(u) du= l ... (x-u)j(u) du 

et même 

(15. l) . r A F=Ja J1(x-u)j(u) du, 

par rapport à la topologie de C (K; E) [donc par rapport à celle 

de C00 (K; E)]; car, étant J1 (x - u) une fonction continue de u à 

valeurs dans C (K) et f e C (K; E), le produit J1 (x -u) f (u) sera 
une fonction continue de u à valeurs dans C (K; E). 

Considérons maintenant une distribution quelconque 
Te C00 (K; E). Alors T sera de la forme T = DP f, où p est un 
entier non négatif et f e C (K; E); on peut donc écrire 

T=DP+2F, 

où F est donnée par (15. l ), d'où : 

T ib Dt+ 2 [Ji(x-u)f (u)] du, 

puisque, D étant une application linéaire continue de l'espace 
C00 (K; E) dans lui-même, cet opérateur permute avec l'intégration 
de fonctions de u, à valeurs dans cet espace. D'autre part on 
sait que 

pour tau t u e R , 

où nous désignons par o'f' (x - u) la restriction à K de la dis­

tribution ô<Pl (x- u) de x, l'indice K pouvant être ommis s'il 
n'y a pas de confusion à craindre. Alors on peut écrire 

(15. 2) 

D'accord avec les conventions que nous établirons plus loin, 
cette formule pourra encore prendre l'aspect plus suggestif 
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(15. 3) 

compte tenu que (cf. [16], p. 155): 

(p) ~ dP ~ 
(15. 4) àK (x-u)=(-l)P--àK(x-u) 

duP 

C'est plutôt la variante (15. 3) de (15. 2) que l'on peut 
nommer la (première) formule intégrale de Dirac. Mais, en réalité, 
c'est sous la forme (15. 2) que nous l'employons plus fréquemment 
dans la pratique. 

On pourrait maintenant généraliser cette formule, sans 
difficulté, au cas où E est un espace localement convexe complet 
quelconque. Mais nous n'en aurons pas encore besoin. 

16. Applications linéaires continues de C.,, (K; E) dans un espace 
localement convexe F. Soit E un espace de Banach (pour le 
moment nous nous bornerons à ce cas) et soit F un espace 
localement convexe quelconque, complet pour les suites. Dans 
ces conditions : 

THÉORÈME 16. ]. Il existe une correspondance biunivoque <tJ~_,. cp 
entre les applications linéaires continues <t> de C 00 (K ; E) dans F 
et les applications cp de R dans i!,b (E; F), indéfiniment différentia~ 
bles et à support contenu dans K. (1) Cette correspondance est définie 
par les deux formules réciproques : 

"b 
<Il ( T) = (- l)P Ja cp(P) (u) of (u) du, 

pour T = DP f, avec f e C (K ; E) 

ip (u) o e = <1> [ oK (x - u) e], pour tout e e E, et tout u e R (2). 

(1) Rappelons que E,, (E; F) désigne l'espace des applications linéaires 
continues de E dans F, muni de la topologie de la convergence uniforme sur 
les parties bornées de E. Mais dans ce cas, E étant normé, il suffit que la 
convergence soit uniforme sur une boule de centre 0 dans E pour qu'elle 
soit uniforme sur toute partie bornée de E. 

(2) Pour chaque u e R, on désigne évidemment par 'f (u) o e l'image de 
e par l'opérateur 'f (u) e E (E; F), et de même pour 'f'"' (u) o f(u), où f(u) e E, 
'f'"1 (u) e E (E; F), pour chaque u e R. 
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Démonstration. a) Soit <fl une application linéaire conti­
nue de Cao (K; E) dans F. Alors, puisque, pour toute distribu­
tion T = DP f, avec f e C (K; E), on a 

T= { o~l(x - u) j(u) du, 
.,K 

on aura évidemment 

(16. l) q\ ( T) =---= ( <Il [ Q~l (x - u) j (u)] du 
.)K 

Pour aller plus loin, rappelons (cf. n. 0 14) que, si l'on pose 

ctl* ( S , e ) = <i> ( S e ) , 

pour toute distribution scalaire Se Cao (K) et tout e e E, <Il* sera 
une application bilinéaire de Cao (K) XE dans F , et il est aisé de 
voir que cette application est continue. 

Pour s'en convaincre, il suffit de remarquer que <l> est, par hypothèse, 
une application linéaire continue de C00 (K; E) dans F, et que, pour tout voi­
sinage Q3 de zéro dans l'espace C00 (K; E), il existe un voisinage U de 0 dans 
Cao (K)' tel que m contient toute distribution de la forme s e.' OÙ se u et 
e est un vecteur quelconque de norme 1 dans E (1). 

Il s'ensuit que, si l'on pose encore 

<fi ( S) o e = <I>* ( S, e ) , 

<ti sera une application linéaire continue de Cao (K) dans l'espace 
~b (E; F). 

En effet, on peut choisir un système fondamental de voisinages de 0 
dans .!!.,, (E; F), où chaque voisinage 5ID* soit determiné par un voisinage 5ID 
de 0 dans F, !ID* étant l'ensemble des applications 0 telles que 0 o e e 5ID, 
pour tout vecteur e appartenant à la boule unité, B, de E; or, quel que soit 
!ID, il existe, d'après ce qui précède, un voisinage U de 0 dans C00 (K) tel que 

<D (S) o e e !ID, pour tout Se U et tout e e B, 

et cela veut dire que ~ (U) C !ID*. 

(1) En effet on démontre aisément que, C00 (K; E) étant la limite induc­
tive localement convexe des normés C,. (K; E), il existe dans cet espace un 
système fondamental de voisinages de 0' de la forme l~ •,, (D" mo)' OÙ (•,.) 

est une suite quelconque de scalaires et !230 l'ensemble des f e C(K; E) de 
norme <(; 1; r~ est le symbole d'enveloppe absolument convexe (cf. par 
exemple G. Ko-rHE1 Cber die Vollstëindigkeit einer Klasse lokalconvexer Rëiume, 
Math. Zeit., vol. 52 (1950), p. 627-630 ). 
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Nous pouvons maintenant revenir à (16. 1). Puisque <li" est 
une application linéaire continue de C00 (K) dans .l!b (E; F), si 
l'on pose 

(16. 2) <p(u)=<ii"[oK(x-u)], pour tout ueR, 

qi (u) sera une fonction à valeurs dans J!b (E; F), indéfiniment dé­

rivable et à support contenu dans K, puisque oK(x-u) est une 
fonction de u à valeurs dans C00 (K), indéfiniment dérivable et à 
support contenu dans K. Par conséquent: 

?(p) (u) = (- l)P (iÏ [ O~l (X- u)), 

d'où 

<l>[o~\x-u)j(u)]=(-l)P<p(Pl(u) of(u), pour tout ueR. 

On peut donc écrire (16. 1) sous la forme 

(16. 3) <IJ(T)=(-l)Plb qlPJ(u) of(u) du (T=DPf), 

ce que l'on pourra encore présenter plus simplement: 

<l>(T) ibcp(u)oT(u)du, 

d'après les conventions que nous introduirons plus loin. 

b) Réciproquement, il est bien aisé de voir que toute appli­
cation <1> de la forme (16. 2), où <p (u) est une fonction arbitraire, 
à valeurs dans J!b (E; F), indéfiniment dérivable dans R et à 
support contenu dans K, est une application linéaire continue 
de C00 (K; E) dans F telle que 

<P [oK (x-u)e] = [b cp"(x) o [Ji(x-u)e]dx=cp(u) o e, 
~·a 

pour tout e e E , ce qui achève la démonstration. 
[Il est à remarquer que, <l*(S,e) étant une application bili­

néaire continue de C00 (K) XE dans F, la fonction ip(PJ (u) of (u) 
de u est continûment différentiable jusqu'à l'ordre où f (u) le 
sera, la régle de dérivation du produit restant valable dans 
ce cas]. 
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Cherchons maintenant l'expression générale des applications 
bilinéaires continues de C00 (K) XE dans F et soit <l>* une telle 
application. Alors, si l'on pose, pour toute Se C00 (K) et tout e e E 

iïl ( S ) o e = <l>* ( S , e ) , 

on voit, comme plus haut, que <l> est une application linéaire 
continue de C00 (K) dans 1!:1> (E; F). Donc, si l'on pose encore: 

(16. 3) 

on voit que cp (u) est une fonction de u à valeurs dans i!:b (E; F), 
indéfiniment dérivable dans R et nulle en dehors de K, et que 
l'on a 

·b 
Cf>* ( S , e ) = ( - l )'" { rp< m) ( u) o [ j ( u) e ] d u 

va 

en supposant S =Dm j, f e C (K), e e E. 
La réciproque est immédiate. 
La fonction ip (u) définie par (16. 2) ou (16. 3) est dite l'indica­

trice de l'application linéaire <l> (ou de l'application bilinéaire <Il*). 
Et, puisque l'addition et le produit par scalaires de ces applica­
tions se ramènent aux mêmes opérations exécutées sur leurs 
indicatrices, on conclut: 

THÉORÈME 16. 2. 11 existe un isomorphisme algébrique <l> ~--> <l>* 
entre l'espace des applications linéaires continues <fi de C00 (K; E) 
dans F et l'espace des application5 bilinéaires continues lfl* de 
C 00 (K) X E dans F . 

Or la formule (15. 2) de Dirac montre que le produit tenso­
riel algébrique C00 (K) ® E est dense dans C00 (K; E). Donc le 
th. 16. 2 équivaut à dire que la topologie induite par C00 (K; E) 
dans C00 (K) ® E est la topologie c_r,. du produit tensoriel topolo­
gique projectif, puisque F peut être un espace localement convexe 
complet quelconque (cf. déf. 14. 3, Remarque). Alors, puisque le 
complété de C 00 (K; E) s'identifie au complété de C00 (K) ® E pour 
la topologie '.r'1\", en vertu du théorème général d'unicité de la 
complétion (à un isomorphisme près), on trouve le résultat 
suivant: 

COROLLAIRE. C 00 (K; E) s'identifie à un sous-espac~ vectoriel 
topologique du produit tensoriel projectif complété C00 (K) ® E. 
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Nous verrons plus loin que ce sous-espace coïncide précisé­
ment avec C00 (K) ® E et que l'on a 

coo (K) ® E = Eb GDK; E) 

C'est ce fait que l'on exprime en disant que l'espace C00 (K) est 
nucléaire (n.0 29). 

17. Structure topologique des espaces de distributions à valeurs 
dans un espace localement convexe complet. Au n.0 6 nous avons 
introduit l'espace vectoriel C00 (K; E) des distributions (au sens 
large) définies dans un intervalle compact K et à valeurs dans 
un espace localement convexe complet E quelconque. Soit 
(pr;.)1.t1 un système fondamental de semi-normes dans E; nous 
avons vu que E est alors la limite projective d'une famille d'es­
paces de Banach E", par rapport à certaines applications linéai-

res 7t"~a:, et que C00 (K; E) n'est que la limite projective algébrique 

des espaces C""' (K; E") par rapport aux applications ~B" qui se 
déduisent des 7t"~a. · 

Or nous avons déjà introduit une structure topologique dans 
les espaces C00 (K; E.,) (n.0 13). Il est maintenant naturel d'attri-

buer à C00 (K; E) la topologie de la limite projective des C00 (K;E11.) 

par rapport aux :rr"-. Nous désignerons par '.!00 cette topologie; 
"î00 sera donc la moins fine topologie qui, pour tout a e €t, rende 

continue l'application r.,,. de C00 (K; E) sur C00 (K; E"-). Cela 
équivaut encore à dire qu'un filtre 'ff converge vers 0 dans 

C00 (K; E) (au sens de "î00 ), si et seulement si le filtre :rra. ( 'ff) 
converge vers 0 dans C""' (K; E"-) pour tout a. En particulier, 
une partie -O de C00 (K ; E) sera bornée dans cet espace, si, pour 

tout a, l'ensemble r.a. (-0) est borné dans C00 (K; E"-). En outre, 
la prop. 13. 2 se généralise aussitôt à ce cas. 

On peut encore définir d'une façon analogue la topologie, 

que nous désignerons par '.!r., de l'espace C,. (I ; E), où I est un 
intervalle ouvert quelconque de la droite et, en particulier, la 
topologie de l'espace de toutes les distributions sur R à valeurs 
dans E. 

18. Généralisation des résultats du n. 0 16. Nous pouvons main­
tenant généraliser le th. 16.1 au cas de l'espace C00 (K; E) muni 



LW3TRIBUTIONS VECTORIELLES 53 

de la topologie que nous venons d'y définir. Provisoirement, 
nous supposerons l'espace F complet (et non seulement complet 
pour les suites); mais cette restriction sera levée pl~~ loin. 

Rappelons d'abord que chaque élément T de C00 (K; E) est 
un système compatible (T,.)ue de distributions à valeurs dans 
les espaces de Banach E,_. Alors on a pour tout IXe fl, selon (15. 2): 

(18. 1) 
.b 

T,.= / a<;_•,Jcx-u)f(j.(u)du, 
•·a 

en supposant T,,, = DmJ. f,,,, f,,, e C (K; E,.). 
Soit maintenant (qÀ)A • .t un système fondamental de semi­

-normes dans F et soit cp une application linéaire continue de 
C00 (K; E) dans F. Alors, d'après la théorie générale des espaces 
localement convexes, pour tout ), e . .t il existe un IXe et et une 
application linéaire continue <l>1"i de C00 (K; E,J dans F,, tels que 

ï.1, ( it> T) = 1\o: ( "'· T), pour toute Te C00 (K; E), 

puisque cet espace est la limite projective des C00 (K; E,.) par 
rapport aux -;,_. Donc, si l'on pose, d'une part: 

cp (u) o e = <!J [ aK (_;- u) e], pour u e R, e e E 

et d'autre part: 

(18.2) 9Àa(u)oe,,=1\o:[oK(x-u)eo:], pour ueR, e,_eE,_, 

on voit aussitôt que 

"" o <p (u) = <f}.a (u) o 7r"-, pour chaque u e K, 

et que, compte tenu de (18. l): 

(18.3) 
(b 

":>. ( <ti T) = (- lrz Ja q;~';z)(u) ofx (u) du 

D'ailleurs il est aisé de voir que <f}.o: (u) est une fonction de u à 
valeurs dans ~b (E,.; F 1), indéfiniment dérivable dans R et nulle 
en dehors de K . 

Réciproquement, soit qi (u) une fonction de u à valeurs dans 
~ (E; F) vérifiant la condition suivante: 

a) Pour tout }, e .t, i'l existe un a e fl et une fonction <f}.o: (u) à 
11aleurs dans ~b (E,; F"), indéfiniment dérivable dans R et nulle en 
dehors de K, telle que "'· o ip (u) = <J!Ào: (u) o 'j'Ç7• pour tout u e K. 
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Alors on voit aisément que la formule (18. 3) définit une appli­
cation linéaire <1> de C00 (K; E) dans F, telle que l'on a (18. 2). 

Nous avons donc réussi à généraliser le th. 16. 1, mais sous 
une forme moins simple: 

THÉORÈME l 8. 1. Il existe une correspondance biunivoque <I> .,..__,. <p 

entre les applications ünéaires continues <I> de L 00 (K; E) dans F et 
bs applications <p de R dans 1!. (E; F) vérifiant la condition a). Cette 
correspondance est définie par les formules réciproques ( 18. 3) et 
(18. 2), où a dépend de 1 .• 

La formule (18. 3) pourra s'écrire plus simplement 

,ob 

et> (T) = j <p (u) o T (u) du, pour toute Te C00 (K; E), 
., a 

d'après la définition d'intégrale que nous donnerons au n.0 26. 
Il est aisé de voir que la condition a) entraîne que <p est indé­

finiment dérivable dans R, au sens de la topologie de .J!b (E; F). 
Mais la réciproque n'est pas vraie en général. Toutefois, on peut 
reconnaître sans difficulté que: 

PROPOSITION 18. 1. Si E est un espace ((52) ou, plus générale­
ment, un espace ( 1) IJ ) tonnelé, il suffit que la fonction <p soit indé­
finiment dérivable au sens de la topologie de l'espace .l!b (E; F), et 
nulle en dehors de K, pour que la condition a) soit vérifiée. 

Ainsi, dans ces cas, le th. 16. 1 se généralise sans introduire 
la condition a). Mais, dans le cas général, il n'est pas probable­
ment possible de la remplacer par une condition plus simple. 

La fonction g;i sera dite encore indicatrice de l'application <I>. 
On réussit encore à généraliser le th. 16. 2 (avec la même 

forme) au cas de l'espace L 00 (K; E). Quant au corollaire de ce 
théorème, il sera établi lorsque nous aurons démontré que le 
produit tensoriel C00 ( K) ® E est dense dans C00 (K; E). 

Enfin nous pouvons étendre tous ces résultats au cas de 
l'espace C.,. (I; E), où 1 est un intervalle ouvert quelconque de 
R. Alors la formule (18.1) devra être remplacée par une autre, 
de la forme suivante: 

(TK)<t = [ o';)(;-u)f(u)du, 
.,K 
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où K est un sous-intervalle compact arbitraire de I, T K =Dm f, 
/ e C (K; Eoc), m et f dépendant à la fois de K et de ex.. 

Les indicatrices des applications linéaires continues <I> de 
C.,. (I; E) dans F seront alors les fonctions cp (u) à valeurs dans 
Q (E; F) qui vérifient la condition suivante: 

b) Pour tout ), e ..e, il existe un ex. e €1, un intervalle compact K 
et une fonction cpÀ<>:(u) à valeurs dans .l!b (Eoc; FÀ), indéfiniment 
dérivable dans R et nulle en dehors de K, telle que 1t'À o cp (u) = 

='PÀ<>:(u)or."' pour tout ueR. 

Alors l'application <1> correspondante à cp sera donnée par 
la formule 

'Jt"À (<I> T) = (-1r ( rr~';) (u)f(u) du, 
•'K 

où l'on suppose T K =Dm f, f e C (K; E), m et f dépendant de K 
et de ex.. 

Il sera encore commode de considérer le cas où F est, plus 
généralement, la limite projective d'une famille d'espaces sous­
-normables (mais non nécessairement normables comme les 
FÀ) (1). On trouve alors des résultats analogues à ceux que nous 
avons obtenu dans le même cas pour les distributions scalaires 
(cf. ll6J, n.0 25). 

19. Cas où l'espace E est du type (62). Supposons maintenant 
que E est un espace (62), limite inductive d'une suite compacti­
fiante d'espaces de Banach En (cf. n.0 9). Alors les résultats 
précédents se simplifient et on obtient de nouveaux résultats, 
importants pour les applications. Nous avons déjà vu (th. 9. 1) 

que, dans ce cas, on a algébriquement, Cao (K; E) = Cao (K; E), 
c'est-à-dire que C00 (K; E) se réduit à la réunion des espaces 
Cn (K; E), images de C (K; E) par les puissances Dn de l'opéra­
teur de dérivation. Il semble alors naturel d'attribuer à cet 

(1) Nous disons qu'un espace localement convexe E est sous-normable 
s'il existe au moins une semi-norme continue sur E qui soit une norme. 
Voir notre travail «Conceitos de funçâo diferenciâvel em espaços localmente 
convexos», Publicaçôes do Centro de Estudos Matemâticos de Lisboa, 1957. 
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espace vectoriel, au lieu de f 00 , la topologie de la limite induc­
tive des espaces Cn (K; E) ou, ce qui revient au même, des 
espaces normés Cn (K; En), n = 0 1 1, · ·. , qui forment une suite 
compactifiante, comme on le voit aisément (cf. [16 ], th. 8). Nous 
désignerons par 't00 cette topologie d'espace (62) sur C00 (K; E). 

Or, par des raisonnements analogues à ceux de la démons­
tration des théorèmes 16. 1 et 16. 2, compte tenu du fait que 
C00 (K; E) est aussi la limite inductive des C00 (K; En), on voit 
aisément que l'espace des applications linéaires continues de 
C00 (K; E), muni de la topologie '.t00 , dans un espace localement 
convexe complet F quelconque, coïncide avec l'espace des appli­
cations linéaires continues de C00 (K; E), muni de la topologie 
'.t00 , dans F. D'autre part, on sait que tout espace (62) est 
complet et la formule (15. 2) de Dirac montre que C00 (K)®E 
est dense dans C00 (K; E), puisque toute distribution apparte­
nant à cet espace est d'ordre fini. Il en résulte, suivant les résul­
tats précédents : 

THÉORÈME 19. l Si E est un espace du type (62), les topologies 
'.t00 et '.t00 sur C00 (K; E) coïncident et on a, au sens de ces 
topologies: 

En particulier, E peut être aussi un espace de distributions 
scalaires, C00 (K*), où K* est un deuxième intervalle compact 
de la droite. Alors (cf. n.0 10, démonstration du lemme) on voit 
que, pour tout n, Cn (K; En) est algébriquement isomorphe à 
l'espace Cn (K X K*) des distributions scalaires de deux varia-

bles D~ D; F (x ,y), où Fe C (K X K*), et il est aisé de voir 
encore que cet isomorphisme est aussi topologique. On en déduit 
les isomorphismes vectoriel-topologiques 

Enfin, puisque les espaces C00 (K), où K est toujours un 
intervalle compact de R, sont sous-normables, on étend aisé­
ment ces résultats au cas où l'on a des intervalles ouverts, 
I et l*, au lieu de K et K*: 
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20 Multiplications généralisées (1). Pour généraliser au cas 
vectoriel la notion de produit multiplicatif d'une fonction par une 
distribution, considérons en général trois espaces localement 
convexes G, E, F et une application bilinéaire (x, y) -- 0 (x, y) 
de G XE dans F, hypocontinue par rapport aux parties com­
pactes de G et E; (2) et supposons E et F complets pour les 
suites. 

Pour simplifier le langage et l'écriture, nous appellerons 
0 (X, y) produit de X par y et le désignerons par X 8 y. 

Cela posé, soient je C (K; G) et ge C (K; E), ofü K désigne 
encore un intervalle compact de la droite. On définit aussitôt le 
produit f 0 g, en posant: 

(20. 1) (j0g)(x)=f(xj0g(x), pour tout xeK. 

Si, en outre, f et g sont continuement dérivables, l'hypocontinui­
té du «produit» initial par rapport aux parties compactes de G 
et E assure la permanence de la règle de dérivation du produit: 

(j0g)' = j'0g+ f0g1 ' 

comme on le vérifie aisément, en rappelant la démonstration 
classique de cette règle. 

Dans ces conditions, il est facile de définir, comme dans le 
cas scalaire, le produit q:i 8 T d'une fonction q:i e C 00 (K; G) par une 
distribution Te C 00 (K; E), de façon que la règle de dérivation du 
produit subsiste et que q:i 8 T soit donné par (20. 1) lorsque T est 
une fonction continue. 

En effet, si l'on a T = DP j, f e C (K; E), on doit avoir néces­
sairement (5): 

p 

q:i0T= ~ (-1)kDP-k(q:i<k><: /), 
k=O 

----------------------------

(1) Cf [2], chap. II. 
(2) Étant donnés deu:8" ensembles IDl et 1)1 de parties bornées recou­

vrant G et E, respectivement, on dit que l'application bilinéaire (,.J est 
hypocontinue relativement à ID1 et 1)1, si l'ensemble des applications 
linéaires y ...... <;> (x, y1 de E dans F est équicontinu, lorsque x parcourt IDl, 
et de même pour 1)1 (cf. [2], chap. III). Dans le cas considéré ici, IDl et 1)1 

sont les ensembles des parties compactes, respectivement de G et de E. 
(3) Pour que cette formule soit applicable il suffit évidemment que 

'i' e C" (K; G). 
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et on démontre, par récurrence, que cette formule définit une 
application bilinéaire ( qi, T) --. ip 0 T de C 00 (K ; G) X C00 (K; E) dans 
C00 (K; F), vérifiant les conditions voulues. 

On voit d'ailleurs que, si ip est une fonction scalaire indéfi­
niment dérivable dans K et T une distribution scalaire définie 
dans K, on a 

( qi g) 8 (Te)= ( ip T )( g 0 e), quels que soient g e G, e e E. 

Toutefois, si l'on considère plus généralement des distributions 

d'ordre quelconque Te C-00 (K; E), les espaces E et F étant supposés 
complets (l), cette méthode algébrique n'est plus suffisante en général 
et on devra employer, pour définir 'f 8 T, une méthode topologique, 
semblable à celle utilisée par SANTOS GuERREIRO dans le cas 
scalaire (2) • 

Alors le produit ip 0 T est défini par les conditions axioma­
tiques suivantes: 

l) L'application T-+i:p0T de C 00 (K;E) dans C 00 (K;F) est 
linéaire et continue. 

Il) i:p 0 T est donné par ( 20. l) lorsque T e C (K ; E) 

En effet, s'il existe une telle application linéaire continue, 
son indicatrice sera la fonction if (u) que l'on définit en posant, 
pour tout e e E: 

(20. 2) 1· if (u)o e=i:p (;)0 [od;-u) e]=[i:p(u)0e] àK(;-u), pour ueK 
if(u)=O, pour ufiK. 

Réciproquement, pour qu'une fonction if ainsi définie par 
(20 2), à valeurs dans l'espace des applications linéaires conti-

nues de E dans Coo (K; F), soit l'indicatrice d'une application 

linéaire continue de Coo (K; E) dans Coo (K; F), il faut et il 
suffit, d'après le th. 18. 1, que ~ vérifie la condition a), avec 

Coo (K;F) au lieu de F. Or, si l'on pose 

~ (u) o e = qi (u) 8 e, pour tout e e E et tout u e K, 

rp sera une application de R dans ,g (E ; F). Soient encore 

(1) On peut supposer E et F seulement complets pour les suites, après 
les considérations des n.08 23 et 26. 

(2) Cf. La multiplication des distributions comme application linéaire con­
tinue, «Portugaliae Mathematica», vol. 18 (1959), p. 55-67. 
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(o/Àh e .c et CPaJa. e ~1 deux systèmes fondamentaux de semi­

~normes, respectivement dans F et E. Alors on voit aussitôt que 
~ vérifie cette condition a), si, pour tout ), e .c, il existe un a e ~1 

et une fonction q;Àa. (u) à valeurs dans ,l!b (Ea.; F À), indéfiniment 

dérivable dans K, telle que 7tÀ o ~ (u) = q;Àa. (u) a 7ta. pour u e K. 

Mais, puisque la fonction oK(x- u) de u, à valeurs dans 
C"" (K), est indéfiniment dérivable sur R et nulle en dehors de K 
(donc à décroissance rapide vers les extrêmes de K), il n'est pas 

même nécessaire que ipÀa. soit indéfiniment dérivable dans K. 

Il est aisé de voir que: 

Tm::oRÈME 20. 1. Pour que la fonctz"on ~ déjz"nie par (20. 2) 

soit l'indicatrice d'une application linéaire continue de C00 (K; E) 

dans C 00 (K; F), il faut et il suffit que <p vérifie la condition 
suivante: 

a1) Pour tout À e .c, il existe un o: e s et une fonction ~).a. à 

valeurs dans ,l!b (Ea.; F À) telle que 
0 

7tÀ [ <p (x) 0 e] =~À" (x) o e", pour tout e e E et x e K , 

- 0 

cette fonction qiÀa. étant indéfiniment dérivable dans K et à croissance 

lente vers les extrêmes a et b de K, c'est-à-dire telle qu'il existe un 
nombre naturel k (dépendant de /, et a), vérifiant la condition (1): 

k k -(x - a) (x- b) <pÀa (x)->O, lorsque x--> a ou x-b 

Nous désignerons par IDt (K; G) l'espace vectoriel des fonc­
tions à valeurs dans G qui vérifient a'). Maintenant, assurée 
l'existence du produit qi0T, vérifiant les conditions I) et II) pour 

toute ip e IDt (K; G) et toute Te C"" (K; E), on démontre aisément, 
à l'aide de l'expression générale des applications linéaires conti­
nues établie au n.0 18, que: 1) la règle de dérivation du produit est 

conservée; 2) si F = E, l'espace C 00 (K; E) devient un module sur 
l'anneau IDt (K; G), etc. D'ailleurs, on peut expliciter le calcul 
de <p 0 T de la façon suivante: 

(1) Cf. SANTOS GuEnmm10, ibid. 
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(20. 3) (GJ0T) =-;;; 0 T = ~ (- l)''Dm0.-k(~(k) 0.;) 
, À TÀa: <Z ,,t..i '},a; J <Z l 

k=O 

pour tout ). e .f, en supposant T,.. = Dma: /(/., /?. e C (K; E(/.), pour 
tout ex e t.1. Observons que, pour tout /,, a: et k, o/~") o fa. sera une 

MX 

fonction continue dans l'intérieur de K, à valeurs dans F" et à 

croissance lente vers a et b, donc une distribution e C 00 (K; F "). 
Supposons maintenant que le produit G est hypocontinu par 

rapport aux parties compactes de G et bornées de E. Alors, si 

l'on pose g (e) = g 8 e pour tout g e G, e e E, on voit que l'ap­

plication g ...... g de G dans .!!. (E; F) est continue et que: 

0 

P1t0POSITIOY 20. 1. Si p est une fonction e C°" (K; G), à crois-
sance lente vers les extrêmes de K, :p vérifie la condition a1), lorsqu'une 
quelconque des hypothèses suivantes est vérifiée : 

H) l'espace E est du type (62) ou, plus généralement, du type 
('.OIJ); 

H') l'application (g, e) ...... g 8 e de G XE dans F est conti­
nue (1). 

D'ailleurs, si l'application g _,. g est un isomorphisme 
vectoriel-topologique de G dans un quotient de l!b (E; F), on 
peut reconnaître que la condition que 9 soit une fonction 

D 

e C°" (K; E), à croissance lente vers a et b, est non seulement 
suffisante mais aussi nécessaire pour que p vérifie a'). 

Ces résultats se généralisent tout de suite au cas d'un inter­
valle I ouvert. Alors la fonction '? doit appartenir à l'espace 
C°" (I; G) des fonctions indéfiniment dérivables dans I à valeurs 
dans G. 

R~MARQUE 1111PORTANTE. Dans la pratique, le produit 8 entre 
les éléments des espaces G et E reçoit plusieurs interprétations. 
Le cas le plus simple est celui où l'un des espaces G, E se réduit 
au corps des scalaires; alors il s'agit du produit d'une fonction 
scalaire par une distribution vectorielle ou vice-versa, ce qui 
simplifie beaucoup la question: l'application 0 de G XE dans 
F est alors continue. 

(1) Bien entendu, la continuité implique l'hypocontinuité déjà admise. 
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Un cas moms trivial, et que l'on peut dire typique, est 
celui où 

G = Qb (E ; F) . 

Alors le produit g 8 e, qui se réduit à l'incidence g a e des 
opérateurs g e G sur les vecteurs e e E, sera hypocontinu par 
rapport aux parties bornées (donc par rapport aux parties com­
pactes) de G et de E, si l'espace E est tonnelé (cf. [2], th. 2). 

Un autre cas semblable, également important, est celui où E, 
F et G sont des espaces d'applications linéaires continues, par 
exemple du type: 

E =--= Qb (X; Y), G = ~b (Y; Z), F = Qb (X; Z) 

Alors le produit g 8 e devient le produit g o e des opérateurs 
g et e au sens usuel. 

21. Changements de variable. Les changements de variable 
peuvent être étudiés commodément par une méthode topologique 
analogue à celle utilisée par SANTOS GuERREIRO dans le cas 
scalaire (1). Soient d'abord K1 et K~ deux intervalles compacts 
de la droite et h un homéomorphisme indéfiniment dérivable de 
K2 sur K1 • Alors la corn posée f o h d'une fonction f e C (K1 ; E) 
par h est définie de la façon usuelle: 

(/ o h) (x) = f [ h (x)] , pour x e K2 • 

Mais on a, par rapport à la topologie de Cao (K2 ; E) (cf. n.0 17): 

fo h=l o(x-u)f[h(u)] du, 
K, 

et, si l'on pose h (u) = v, h-1 = g, on obtient: 

fa h=l lg'(v)I ac;;-g(v))/(v) dv. 
K, 

On voit alors que l'application f--+ f oh est prolongeable en une 

application linéaire continue 4> de Cao (K1 ; E) sur Cao (K2; F), 
dont l'indicatrice s'identifie à la fonction ~ (v) à valeurs dans 

(1) Cf. Les changements de variable en theorie des distributions 1, cPortuga­
liae Mathematica»1 vol. 16 (19571, p. 57-80. 
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C00 (K2) que l'on définit en posant: 

{ cp(v) = lg'(v)I ~(x-g(v)), 
cp(v)=O, 

pour v eK1 

pour 11 If; K 1 

puisque cette fonction est indéfiniment dérivable sur R (et nulle 
en dehors de K 1 ) , comme on le vérifie aisément. 

D'ailleurs il n'est pas nécessaire pour cela que h soit un 
homéomorphisme indéfiniment dérivable de K 2 sur K 1 ; il suffit 
que h soit un homéomorphisme indéfiniment dérivable de l'intérieur 
de K 2 sur l'intérieur de K 1 , tel que l'on ait h' (u) =/= 0 partout et 
que les fonctions h (u) et 1/h' (u) de u soient à croissance lente vers 
les extrêmes de K 2 , ainsi que toutes leurs dérivées (1 ). 

Nous désignerons encore par T oh ou même par T (h (x)) le 
résultat de cette application cf> sur la distribution T, c'est-à-dire 
nous poserons T o h =cf> (T), et nous dirons que T o h est la 
composée de T par h. D'ailleurs, on démontre sans difficulté que 
la règle de dérivation des fonctions composées subsiste : 

D(T o h)=(DT oh) h', 

ce qui justifie les conventions adoptées. 
Ces résultats se généralisent aisément au cas où l'on considère, 

au lieu de Ki et K2 , deux intervalles ouverts quelconques de la 
droite, li et 12 • Alors il n'est plus nécessaire d'imposer à h aucune 
condition de croissance vers les extrêmes des intervalles. 

Une conséquence remarquable de ces résultats est le fait 
suivant: 

PROPOSITION 21. 1. Quels que soient les intervalles compacts K1 

et K2 de la droite et l'espace localement convexe complet E, les espa-

ces vectoriels topologiques C00 (Ki ; E) et C00 (K2 ; E) sont isomorphes. 

Il suffit de rappeler ici qu'il existe une fonction linéaire 
ai+~ x, appliquant K2 sur K 1 • 

Ce résultat reste évidemment vrai, si l'on remplace Ki et 
K 2 par deux intervalles 11 et 12 ouverts et bornés. En outre 
on a: 

PROPOSITION 21. 2. Quel que soit l'intervalle ouvert 1 et l'es­

pace localement convexe complet E, l'espace C,. (1; E) est isomorphe, 

au sens vectoriel-topologique, à l'espace C,. (R; E). 

(1) Cf. 8.AN1·os Gui.:RREtRo, article cité. 



DISTRIHUTIONS VECTORIELLES 

Pour s'en convaincre, il suffit de remarquer, dans le cas où 
I est borné, que la fonction h (x) = arctg x, définit un homéomor­
phisme indéfiniment dérivable de R sur l'intervalle ouvert I 
d'extrêmes - 7':/2, 7ï/2, tel que h' (x) ± 0 partout; et (pour le cas 
où I n'est pas borné) que la fonction h (x) ==log x définit un 
homéomorphisme analogue de R sur l'intervalle ] 0, + oo [ • 

22. Distributions vectorielles tempérées. Considérons les deux 
intervalles K = [- -r;/2, 7i/2 J, 1 = J - -r;/2, 7ï/2 [ et soit E un espace 
localement convexe complet. Il est aisé de voir que chaque 
distribution Te C00 (K; E) s'identifie alors à une distribution 

T* e Crr (I; E): pour tout cc e a et tout sous-intervalle compact 

L de 1, la restriction à L de la composante T: de T* sera la 

restriction à L de T11, c'est-à-dire PL T: = DPz (pLf11), si T11 = DP11 f"', 
f"' e C (K; EGt); d'autre part, on voit aussitôt que, si une distribu­
tion U e C00 (K; E) détermine de cette façon une distribution 
U* = T*, on a nécessairement U = T, les fonctions continues 
dans K étant déterminées par leurs restrictions à 1 . On peut 
donc écrire C00 (K; E) c C,, (1; E). 

Mais il y a évidemment des distributions du deuxième 
espace qui ne sont pas identifiables à des distributions du pre­
mier. Nous désignerons par C, (E) l'image vectoriel topologique 

de l'espace C00 (K; E) par le changement de variable x -- arctg x, 
que nous venons de considérer au n. 0 20; C, (E) sera donc un 

vrai sous-espace vectoriel de C.,. (R ; E) , muni d'une topologie 
strictement plus fine que celle induite par le second. 

Nous appellerons distributions tempérées (sur R) à valeurs 
dans E les éléments de C,. (E). En employant une méthode tout 
à fait analogue à celle suivie par A. ANDRADE G'.JIMARÀES (1), on 
réussit à expliciter la structure de ces distributions ainsi que la 
topologie de cet espace : 

PROPOSITION 22. 1. Pour qu'une distribution T sur R à valeurs 
dans E soit tempérée, il faut et il suffit que, pour tout a e e, il existe 
un entier k et une fonction f continue et bornée sur R , à valeurs 

dans E,., tels que T 11 = D~ (1 + x2)k f (x) (f et k dépendant de cc). 

tl) Sur une façon de définir, sans dualité, l'espace des distributions tem­
pérées sur la droite et la transformation de Fourier, «Portugaliae Math . ., vol. 18 
(1959), p. 125-153. 
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Pour chaque a: e cl, désignons par Cb (Eo:.) l'espace des fonc­
tions f e C (R; Eo:.) bornées sur R, muni de la norme 

!lf!!o:. = sup llf(x) llo:. 
'" e R 

où la norme employée dans le 2nd. membre est évidemment celle 
de l'espace Eo:.. Soit d'autre part Cck> (Eo:.), pour tout k = 0, 1, ..• , 
l'image de l'espace normé Cb (Eo:.), par l'application f- Dk(l +x2)f. 
Alors on démontre, par des méthodes tout à fait semblables 
à celles employées par ANDRADE GJrnARAES dans l'article cité: 

THÉORÈME 21. 2. Pour tout a: e e, CT (Eo:.) est la limite induc­
tive localement convexe des espaces normés Cck> (Eo:.) , k = O, 1 , ... 
L'espace CT (E) est la limite projective des Cr (Eo:.) par rapport aux 

applications ~'1. • 

Les distributions tempérées seront dites aussi distributions à 
croissance lente. 

23. Approximation des distribulions vectorielles par des fonctions 
indéfiniment dérivab!es. Pour simiPlifier l'écriture, nous adopterons 

maintenant la notation C"" (E) pour l'espace t:,. (R; E). 

P1wPOSITION 23. 1. Soit Te C,. (E) et soit qi une fonction 
numérique indéfinimen! dérivable sur R, de support borné. Si l'on 
désigne par <·) l'application de '.DR dans E dont T est l'indicatrice 
(th. a. 1) et que l'on pose 

lj (x) =eu qi (x - u)' pour tout X 6 R' 

0 sera une fonction à valeurs dans E, indéfiniment dérivable sur R. 

Démonstration. Il est aisé de voir que la fonction qi (x-?t) de 
x à valeurs dans '.DR est indéfiniment dérivable sur R. Donc il 
en sera de même pour 9 (x), puisque 0 est une application 
linéaire continue de '.DR dans E. 

Mais on peut donner aussi, pour cette proposition, une 
démonstration directe, qui renseigne sur la façon d'obtenir 9. 
Soit K un intervalle compact arbitraire de la droite; alors, puis­
que le support de qi est borné, il existe un intervalle compact 
L tel que, pour tout x e K, la fonction qi (x- u) de u est nulle 
en dehors de L. D'autre part, pour tout a: e a, il existe un entier 

mo:. et une fonction fu. e C (L; E,,_) tels que fL To:.. = Dmo:. fo:.. Donc 
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(23 1) ,.'"/. [ e (x) l l rp(ma) (x - u) f.z (u) du' pour tout X€ K 

ce qui montre que, pour tout o: e rET , la fonction ,."· [ G (x)] de x est 
indéfiniment dérivable dans K. D'après les propriétés des limites 
projectives, cela veut dire que 9 est indéfiniment dérivable dans 
K, donc dans R, puisque K est arbitraire. 

DÉFINITION 23. l. On appelle régularisée de T par y la fonc­
tion ainsi obtenue. 

Rappelons maintenant que la distribution a de DIRAC peut 
s'exprimer comme limite d'une suite de fonctions o,, indéfiniment 
dérivables et à support compact. On peut prendre, par exemple: 

! c,, exp , 
On(X) = (nx-1)2-1 

o, 

1 
si 0 < x < 2/n, 

si x<;O ou x>2/n, 

en choisissant c,, de façon que 1:00 o., (x) d x = 1, pour tout n. 

Alors, si l'on désigne par K un intervalle compact [a, b] 
quelconque de la droite, on a le lemme suivant: 

LEMME. Si f est une fonction continue dans K à valeurs dans 

E, la suite de fonctions 1 On (x - u) f (u) du de x converge vers f 

uniformément sur tout intervalle L =~a , c J, avec a < c < b , lors­
que n --. oo. 

Démonstration. Posons, pour tout n = 1, 2, ... et tout x e K: 

6.,. (x) = 1i· On (u) du 

Alors on a 6.,, (x) ---')- H (x) pour tout x '4=0 et, puisque l'on a 
.i;,=o.,, on voit aussitôt que 

10.,(x-u)f(u) du= lj(u) d"6.n(u-x) (xeK), 

où le second membre est évidemment l'intégrale de Stieltjes de 
f par rapport à la fonction 6.,, (u - x) de u. D'autre part on a 
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j~ o(x-u) /(u) du= j~J(u) duH (u-x) = j(x) 

et il est aisé de voir que 

Je t.n(u-x) du---+ J:' H(u-x) du 

0 

pour tout ce K' uniformément pour Xe ra' cl· Alors, en tenant 
compte de résultats connus sur l'intégrale de Stieltjes (1), on 
arrive aisément à la thèse du lemme. 

Celui-ci permet de démontrer le théorème fondamental 
suivant: 

THÉORÈME 23. 1. Quelle que soit Te C,, (E), la suite des régu­
larisées de T par les fonctions On converge vers T dans cet espace. 

Démonstration. Désignons par en la régularisée de T par 
o", n = 1, 2 .... Il s'agit de démontrer (cf. n.0 17) que, pour tout 
01. e a et tout intervalle compact K de R, la composante (Sn)"' 

de en converge vers PK TrJ.. dans coo (K; Eci.)' lorsque n-+ OO. Puis­
que le diamètre du support de On tend vers zéro, on peut associer 
à tout K un autre intervalle compact L contenant K tel que, 
pour tout x e K et tout n = 1, 2 ... , le support de la fonction 

on (x-1.e) de u soit contenu dans L. Donc, si l'on a fL TrJ.. = Dmz f,,., 
frJ.. e C (L; Ez), on aura, d'après (23. 1): 

;r,_[0,.(x)]=D':"f On(x--u)frJ..(u) du, pour tout xeK; 

mais, d'après le lemme, l'intégrale du second membre converge 
vers fa. (x) uniformément dans K. Comme l'opérateur D est 
continu dans C00 (K; E".), il en resulte que (On):i. - PK Ta. dans ce 
dernier espace. 

COROLLAIRE. Quel que soit l'intervalle ouvert I de la droite, 

toute distribution T e C,, (I; E) est limüe, dans cet espace, d'une suite 
de fonctions indéfiniment dérivables à valeurs dans E. 

(1) Cf. par exemple Rui:sz et Sl-NAGY, «Leçons d'i1nalyse fonctionnelle•, 
Acad. Sei. Hongrie, p. 119-121. Ici la démonstration peut même se faire direc­
tement. 
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Il suffit de rappeler que l'espace C .. (l; E) est isomorphe 

à C~ (E), au sens vectoriel-topologique (n.0 20). 
On peut encore démontrer que, si T est une distribution 

tempérée, à valeurs dans E , la suite des régularisées de T par les 
jonctions On converge vers T au sens de la topologie de l'espace 
C: (E). Il en résulte immédiatement que le corollaire du th. 23. l 
reste encore vrai en remplaçant l'intervalle ouvert I par un intervalle 
compact K quelconque de R . 

Par exemple, nous avons vu ( n. 0 s 3 et 8) que l'expression 

Dt+2 Gp (x, u) représente une distribution dans K =[a, b] à valeurs 
dans :OK, qui pour chaque entier p, est la dérivée d'ordre p + 2 
de la fonction Gp (x, u) de u à valeurs (fonctions de x) dans 
'.Dk. Alors, d'après les résultats précédents, il existe au moins 

une suite On (x, u) de fonctions de u, à valeurs dans '.DK, indé­
finiment dérivables dans K, telle que 

A P+2 A 

On(x,u) - D,. Gp(x,u) 

dans l'espace C00 (K; :Di). Cela veut dire que, pour tout p, il 
existe une suite de fonctions ân (x, u) de u, à valeurs dans :OK, 
primitives d'ordre p + 2 de o., (x, u), telles que 

~n (x, u) - G (x, u) 

dans l'espace C (K; '.D~). 
On voit alors, compte tenu de la formule (3 5), que 

(23. l) rb A 

cp=lim On(x,u)cp(u) du 
n ~ oo va 

pour toute cp e :OK, par rapport à la topologie de cet espace (et de 

même pour toute cp e '.{)~ et tout p = 0, 1, ... ). Nous avons ainsi 

trouvé, enfin, une vraie base de cet espace: 

PROPOS1TIOX 2 3. l Les vecteurs On (x, u) de '.DK, pour u e K, 
n = 1, 2, ·. ·, forment une base vectoriel-topologique de l'espace î)K 

ainsi que des espaces 'Z)~, p = 0, 1, ... (cf. n.0 3, REMARQIJE). 

Nous désignerons par OK la distribution de u définie en 
posant: 

~ c ) i· " (A • ) nP+2 G (A • ) OK U = lm vn X 1 U = u p X 1 U 
n 400 
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Nous pourrions aussi désigner cette distribution de u par 

oK(x-u), mais cette notation est ambiguë, pouvant s'interpréter 
aussi comme fonction indéfiniment dérivable de u à valeurs 
(distributions de x) dans C00 (K). 

Enfin, on voit maintenant sans difficulté ce que nous avons 
annoncé au n.0 18: 

Quel que soit t'espace localement convexe complet E , le produit 
tensoriel C00 (K) ® E est dense dans l'espace C00 (K; E). 

REMARQUE smi LA NOTION DE DISTRIBU'l'ION À VALEURS DANS mr 
ESPACE NON COMPLET. Les résultats que nous venons d'exposer 
ao n.0 22 justifient complèment la désignation «distribution à 
valeurs dans E » 1 que nous avons donné aux éléments des espaces 

C00 (K; E), Cr (I; E). Ils permettent même de généraliser la notion 
de distribution vectorielle. Soit E un espace localement convexe 
quelconque (séparé) et soit Ê le complété de E. Alors: 

D1~FINITION. On dit qu'une distribution Te C00 (K; Ê) est à 
valeurs dans E lorsqu'on peut exprimer T comme limite,- au 
sens de la topologie T 00 , d'une suite de fonctions indéfiniment 
dérivables à valeurs dans E. 

On peut évidemment étendre cette définition au cas d'un 
intervalle ouvert l. Toutefois nous n'avons pas maintenant 
l'intention de développer ici ce point de vue. 

24. Recherche des primitives. Dans cette étude nous pou­

vons nous borner au cas des espaces C00 (K; E) , où K est un 

intervalle compact, l'extension aux espaces C,. (I; E) étant immé­
diate. 

LEMME. Si T 6 c"" (K; E) et DT= 0' alors T est une fonction 
constante, <p (x) = c , avec c e E . 

Soit en effet Te C00 (K; E) et DT= O. Alors, pour tout 
"e €1, il existe un entier m"' et une fonction f"' E C (K; Ea.) tels 
que T"' = Dma. f"', et, puisque D T 7• = 0 (d'après l'hypothèse), on 
aura Dma.+lf':l.=0, ce qui implique (n. 0 2) que fa. se réduit 
à un polynôme de degré < m"' • Donc la dis tri bu tion T"' = D"'"' fa. 
est une fonction constante <p"' (x) = c"', avec c"' e E"', pour tout 
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a.et?. Et, puisque l'on doit avoir T~=;~a. Ta. lorsque ~<oc 

(déf. 6. 2.), il s'ensuit que c~ = r.~"'- ex pour ~<oc et que, par suite, 
il existe un ce E tel que r.x c =ex pour tout rx. Donc T se 
réduit à la fonction constante <p (x) = c, comme nous l'avons 
affirmé. 

THÉORÈiUB 24. l. Pour toute distribution Te C00 (K; E), il existe 
au moins une distribution U telle que D U = T ( nommée primitive 
de T ) . Toute autre primitive de T diffère de U par une fonction 
constante. 

Démonstration (1). Soit K = [a 1 b] et prenons deux points 
x1 et x2 tels que a< x1 < x2 < b. On sait qu'il est possible de 
trouver une fonction numérique eri (x), indéfiniment dérivable, 
égale à 0 pour x < x 1 et à 1 pour x > x2 • Soit maintenant 
T e C00 (K ; E) et posons 

T+=r:.iT, T-=(1-r..i)T 

Alors on a T = T+ + T-, T+ étant nulle à gauche de x1 et T­

nulle à droite de x2 • Pour tout o: e e, Tt est de la forme Dm11 fa., 
où fa. e C (K; Ea.) et, comme Tt est nulle dans [a, x 1 ], fa. se réduit 
dans cet intervalle à un polinôme Pa de degré < ma.; donc, en 

posant g"'- = fa.-P'Y., on aura Tt= Dm'Y. grJ. et g'Y. s'annule à gau­
che de x1 • Alors, si l'on pose, pour tout o: e r:::l: 

il est aisé de voir que le système (Ut) est une distribution 
u+ E coo (K; E) telle que D u+ = T+. D'une façon analogue on 

trouve une distribution U-e C00 (K; E) telle que DU-= T-. 
Donc, si l'on pose U = U+ + U-, on aura évidemment DU= T. 

La dernière partie du théorème est une conséquence immé­
diate du lemme. 

25. Valeur d'une distribution en un point. Valeurs limites. 
Nous pouvons maintenant généraliser au cas des distributions 

(1) Pour cette démonstration nous avons adapté en partie une idée de 
L. ScuwA&Tz, dans [10] t. 2, p. 31. 
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vectorielles la notion de valeur d'une distribution en un point, 
dûe à LOJASIEWICZ (cf. [8] où [9]). 

Dth'INITION 25. l. Soient Te C00 (K; E) et e e E. On dit que 
T a la valeur e en en point x0 e K et on pose T (x0) = e, si, 
pour tout 0t. e a, il existe un entier n et une fonction cp e C (K; E~.) 
(dépendants de 0t.) tels que 

n (x-xo)" 
T"=D ... ---1--qi (x), avec rp (x0) = """· e 

n. 

Cette définition se trouve justifiée par les faits suivants: 
1) si T est une fonction continue dans un voisinage de x0 , T (x0) 

est la valeur de cette fonction en x0 au sens usuel; 2) si T a 
une valeur en x0 , elle en a une seule en ce point; 3) d'autres 
propriétés formelles de cette notion sont conservées (propositions 
25. l, 25. 2 et 25. 3 ). 

D'une façon analogue on définit la limite à droite, T (xt) 
[resp. à gauche, T(x0)] de la distribution T au point x0 : il suffit 

de remplacer plus haut qi (x0) par ,'P (xt) [ resp. rp (x0) J. Si l'on a 

T (xt) = T (x0) il existe évidemment la valeur T (x0), qui est 
égale à ces limites (1). 

Les distributions Te C00 (K; E) qui ont une valeur au point 
x0 forment un vrai sous-espace vectoriel Sj_..0 de cet espace et on 
voit aisément que 

PRoPOSITIOX 25.1. La correspondance T -~ T (x0) est une appli­
cation lz'néaire de Sj1 , sur E. 

Toutefois cette application n'est pas continue au sens de la 

topologie induite dans Sj ... , par C00 (K; E): il faudrait introduire 
dans SJx, une topologie strictement plus fine, pour que cela se 
vérifie. 

On peut encore démontrer, sans difficulté, les deux proprié­
tés suivantes (et de même pour les valeurs limites latérales): 

PIWl'O~ITIOX 25. 2. Soit (g, e) - g 8 e une application bili­
néaire de G XE -F vérifiant les hypothèses du n.0 20. Eta'nt don-

(1) Il faut rappeler que nous considérons la notion de distribution comme 
une généralisation de la notion de fonction continue. 
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11ées qieC00 (l;G) et TeC7\"(l;E), si Ta une valeur en x0 , cp8T 
aura la valeur cp (x0) 0 T (x0) en x0 • 

PROPOSITION 25. 3. Soient 11 et 12 deux inrervalles ouverts de 

R' et Xo un point de 12. Etant données Te c7\" (11 ; E) et h e C 00 (12;11) 
telle que l'on ait h' (x) =!= 0 partout, si T a une valeur au point 
h (x0), T (h (x)) a la même valeur en x0 . 

Cette dernière proposition nous suggère une façon naturelle 
de définir la notion de limite d'une distribution T (x) lorsque 
x - + oo ou x -- - oo , en cherchant à conserver, précisément, la 
propriété de l'invariance par changement de variable. Considérons 
un intervalle ouvert 1 =]a, + = [. Si a> 0, le changement de 
variable x----..1/x définit un automorphisme de l'espace vectoriel 

topologique C7\" (I; E), faisant correspondre à D l'opérateur - ~2 D 
(dérivation suivie de multiplication par - x2). Cela justifie la 
définition suivante: 

DÉFINITION 25. 2. Soient Te c<Xl (l; E)' e e E et choisissons 
J=]x0 ,+oo[, avec x0 >a, x0 >0. Cela posé, on dit que 
T tend vers e lorsque x -- + oo et on écrit T ( + oc)= e, si, pour 
tout a e et, il existe un entier n et une fonction ip e C (]; E) 
(dépendants de "') tels que 

r1 T"'. = (-x2 D:i..f - 1- cp (x), avec cp (+o.>)= r."'· e 
n!x" 

On définit d'une façon analogue «limite d'une distribution 
lorsque x- - oo ». 

On pourrait aussi donner des définitions topologiques, équi­
valentes à ces définitions de type algébrique, comme l'a fait 
Lo.TAsrn:wrnz dans le cas scalaire. 

26. Intégrales de distributions. Considérons, par exemple, un 
intervalle ouvert l =]a, b [ de R et soit Te C,.(I; E). S'il existe 
une primitive U de T ayant une valeur en un point c de l, il est 
évident, d'après le th. 24. 1, que toute autre primitive de T a une 
valeur en c; alors nous poserons par définition: 

A 

J.':6 T(~) d~= U (x)- U (c) 
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Cette «intégrale indéfinie» de T, que nous désignerons encore 
:r 

en abrégé par 1 T, est donc la. primitive de T qui a la valeur 0 

au point c. D'une façon analogue on définit 

[resp. J~ T J 
lorsqu'il existe U (c+) [resp. U (c-)]. 

Soient maintenant c et d deux points de I, et U une primi­
tive de T. Alors on pose par définition 

{'dT(x) dx=U(d)--U(c), 
,,. c 

si U a des valeurs aux points c et d. Cette «intégrale de T entre 

c et d» sera désignée encore, en abrégé, par Jd T. On définit 

d'une façon analogue 

·d-

l T 
..... ,+ ' 

,,d-.L T, etc. 

En particulier, l'intégrale de T dans l'intervalle I, si elle existe, 
sera 

··~ ,,b-l T(x) dx= ),1- T(x) dx 

Si, au lieu d'un intervalle ouvert I, oii considère un intervalle 
compact K = [a, b], on posera par définition: 

·> ,.b ,,b--

JK T(x) dx= ja T(x) dx= L1- T(x) dx 

quand cette intégrale existe. 

D'ailleurs toutes ces définitions s'étendent, mutatis mutandis, 
au cas des extrêmes infinis d'intégration. Par exemple, on aura 

i' T(x) dx= J:00 T(x) d X= U ( +=)- U (- oo), 

où Te C,,(E), si U est une primitive de T ayant les limites 
U ( + ex-) et U ( - =) . 
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On vérifie sans difficulté que les règles classiques d'intégra­
tion (par décomposition, par substîtution et par parties) subsistent 
essentiellement pour ces nouvelles notions d'intégrale. 

Pour le moment, il nous intéresse surtout de justifier les 
symboles d'intégrale que nous avons signalés à plusieurs reprises 
dans ce travail, pour simplifier la forme de résultats obtenus. 

Considérons trois espaces localement convexes complets 
G, E, F et soit 0 une multiplication, c'est-à-dire une application 
bilinéaire (x, y)-+ x 0 y de G XE dans F, hypocontinue par 
rapport aux parties compactes de G et E. Considérons d'autre 
part un intervalle compact K = [a, b] de R, une distribution 
T = DP f, avec f e C (K; E), et une fonction cp continûment déri­
vable jusqu'à l'ordre p. Dans ces conditions: 

PROPOSITION 26. 1. Si la fonction qi s'annule aux points a, b, 
ainsi que leurs dérivées d'ordre < p, l'intégrale de qi <'.) T existe dans 
K et on a 

En effet, puisque T = DP f, on a (n. 0 20): 

P-1 

(26. 1) y8T= ~ (-l)kDP-k(qP>0/)+(-l)Pc:p(PlŒ)j 
K=O 

Or, d'après l'hypothèse, on a, pour k = 0, 1, ... ,p-1: 

(x-a)P-k 
q:.Ckl (x) = CP- k) ! fk (x), avec ft.· (a)= 0, 

et de même pol,lr b. Alors, compte tenu de l'hypocontinuité de 
8 par rapport aux parties compactes de G et E, on reconnaît 
que les p premiers termes du 2d membre de (26. 1) ont des pri­
mitives prenant la valeur 0 aux points a et b. Cela permet 
d'arriver aussitôt à la thèse, puisque r;y> 8/ est une fonction 
continue dans K. 

Supposons maintenant E, F complets et soient encore 
IP<l.lo::eB et !qÀb.e.e deux systèmes fondamentaux de semi-normes 
dans E et F, respectivement. Considérons une distribution 
Te C00 (K; E) et une fonction qi e illl: (K; G) (cf. th. 20. 1 et suite). 

Alors, pour tout ), e .l', il existe un 0:: e 1Et et une fonction ~Àa 

à valeurs dans Eb (Ez; FÀ), indéfiniment dérivable dans l'intérieur 
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de K et à croissance lente vers a et b, telle que (cp (x) G eh= 
- 0 

= 'Pl..Œ (x) o e". pour tout x e K et e e E. Dans ces conditions: 

TH(ORÈME 26. 1. Si la fonction cp s'annule aux points a et b, 
ainsi que toutes leurs dérivées, l'intégrale de cp 8 T dans K existe et 
on a, pour tout /, e .f : 

où l'on suppose T Cl= D"CL fŒ, f<:t. e C (K; E".). 

Ce théorème, à rapprocher du th. 18. 1, est une conséquence 
des définitions antérieures, de la prop. 26. 1 et la formule (20. 2). 

Observons que L. SCHWARTZ appelle produit scalaire de cp par 
T l'intégrale du produit multiplicatif de <p par T (cf. [12], 
chap. II). 

Dans le cas d'un ouvert I quelconque on trouve un résultat 

semblable, en imposant à ~ÀŒ de s'annuler en dehors d'un compact 

K1, contenu dans I, pour tout /, e .e. 
Ainsi, toutes les intégrales généralisées que nous avons 

auparavant signalées se trouvent maintenant justifiées. Par 
exemple, l'expression générale des applications linéaires conti-

nues <I> de C00 (K; E) dans un espace localement convexe complet 
sera (cf. n.08 16 et 18): 

(' 
IP(T)= j cp(x) oT(x) dx, pour toute TeC00 (K;E) 

.,.K 

où cp (0 o e = <1> [ ÔK (~ - ;) e], pour tout ; e R et tout e e E. Et de 

même pour l'espace C,. (1; E). 

Nous pouvons aussi donner une définition directe topologique 
de l'intégrale de cp 0 T dans K (ou dans 1), en tenant compte 
du fait que T peut s'exprimer comme limite d'une suite C'n) de 

fonctions indéfiniment dérivables et que l'application T ___.,. [ cp 0 T 
~K 

doit être linéaire et continue. Or pourrait donc poser par défi­
nition 

r cp 0 T = lim ('b cp (x) 0 r n (x) d X' 
.,JK n-+oo Ja 
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les intégrales du 2tl membre existant au sens ordinaire. Il s'agit 
donc d'une définition de l'intégrale par le procédé typique de 
prolongement continu. 

Ce point de vue a un avantage: il n'exige pas que les espaces 
E et F soient complets, mais seulement qu'ils soient complets pour 
les suites. En particulier, on reconnait que les résultats du n.0 18 se 
généralisent au cas où E et F sont complets pour les suites, comme 
nous l'avions annoncé (cf. n. 0 23, REMAH.QUE). 

27. Étude topologique des espaces '.OK (E). Soit d'abord E 
un espace de Banach. Pour tout n = 0, 1, ... , nous désignerons 
par '.On (K; E) ou 'ô~(E) l'espace des fonctions ::p définies dans 
R et à valeurs dans E, n fois continûement dérivables et nulles 
en dehors de K, avec la définition de norme 

Il cp ! ,, =max !I qi(n) (x) ii, n = 0, 1, ... , 
xeK 

où la norme employée au 2a membre est celle de l'espace E. 
Cela étant, nous poserons 

OO 

'.OK (E) == '.O (K ; E) = n '.O~ (E) , 
n=O 

et considérerons dans l'espace '.OK(E) (des fonctions indéfiniment 
dérivables à valeurs dans E, nulles en dehors de K) la topolo­
gie définie par la suite de normes li · l!n, n = 0, 1, · · ·. Compte 
tenu de la prop. 23. l, on voit que, pour tout n, le complété de 
'.OK(E) pour la norme Il· lin est précisément '.O~(E). 

Soit maintenant E un espace localement convexe complet 
pour les suites et soit lPcxLxee un système fondamental de semi­

-normes dans E. Nous désignerons encore par '.OK (E) l'espace 
des fonctions à valeurs dans E, indéfiniment dérivables dans R 
et nulles en dehors de K; nous le considérons muni de la topo­
logie définie par la famille des semi-normes suivantes: 

Pcx,n(X)==max Pcx('f'(nl(x)), cr.ea, n=O, 1, .... 
reK 

Il est alors aisé de voir que '.DK(E) est la limite projective des 
espaces '.OK (E,.) par rapport aux "''· . 

En employant le th. 16. l on voit que: 

PROPOSITION 27. l. Il existe un isomorphisme vectoriel <Il .--- cp 
entre l'espace des applications linéaires continues de C00 (K) dans E 
et !'espace :DK (E) . 
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Évidemment, le rôle de E dans l'enoncé du th. 16. 1 est joué 
ici par le corps des scalaires, tandis que le rôle de F est joué 
par E. D'ailleurs, on a trivialement ,gb (C; E) = E. Alors, la cor­
respondance <1> ___,. cp, que nous désignerons par x., sera donnée 
simplement par la formule: 

(27. l) 9 (u) = <P ( aK (x - u)], ue R, 

tandis que l'application inverse sera donnée par 

(' 

(27. 2) <t> (T) = JK cp (u) T (u) du, 

Nous allons démontrer, plus précisément, que: 

THÉ.ORÈ;\'m 27. 1. L'application canonique x. est un isomorphisme 
vectoriel topologique de ,!lb ( C00 (K); E) sur '.OK (E). 

Il suffit de faire la démonstration dans le cas où E est 
un espace de Banach. De la formule (27. 1) on déduit, pour 
P=0,1,2, ... : 

(27. 3) cp<P>(u)=(-l)P<P[o~l(x-u)], ueR. 

Or, pour chaque p, l'ensemble des vecteurs a~l (x- u), avec 

u e R, est borné dans C00 (K) (th. 13. 2), puisqu'il en est de même 

pour les vecteurs H (x - u), u e K, et que ac.:_l (x - u) = 0 pour 
u ~K. On voit alors, compte tenu de (27. 3), que la convergence 
uniforme des <ll vers 0 sur les parties bornées de C 00 (K) entraîne 
la convergence des 9 vers 0 au: sens de la topologie de '.DK (E): 
l'application x. est donc continue. 

Réciproquement, si un ensemble Sj de distributions est borné 
dans C00 (K), il existe, d'après le th. 13. 2, un entier k et un 
nombre p. tels que, pour toute Te Sj: 

T = Dkf, avec je C(K) et· l/(x) 1 <p. sur K 

Or, de (27. 2) on déduit, pour ces distributions: 

(
.b 

<1J (T) = (- l)k qPl (u) j(u) du, 
va 

d'où 
Il <P (T) Il< Il cp !IK P. (b - a) 

(1) Ces résultats avaient été déjà présentés dans [16!. 
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et on voit aussitôt que la convergence des <p vers 0 au sens 
de la topologie de '.OK (E) entraîne la convergence uniforme des 
<P vers O sur les parties bornées de C<X> (K): l'application ;,,.-1 est 
donc aussi continue. 

En parti culer on reconnaît que : 

PROPOSITIO~ 27. 2. L'espace '.OK (E) est complet. 

28. Applications linéaires continues de '.OK (E) dans un espace 
F. Soient d'abord E et F des espaces de Banach. 

Il est aisé de voir que, pour toute fonction cp e '.[)n (K; E), la 
formule 

rb ~ 
cp=(-l)"Ja Gn(x,u) cp<n+2)(u) du, 

que l'on peut écrire plus simplement (cf. n. 0 22): 

(27. l) cp= [î(u)cp(u) du=limj" on(x,u)cp(u) du 
.,K n~oo K 

reste encore valable, au sens de la norme Il · J:n considérée (cf. n.0 3). 
À son tour, toute l'analyse développée au n. 0 4 peut se réproduire 
maintenant, mutatis mutandis, pour le cas des applications linéaires 
continues de '.OK(E) dans F. Compte tenu des considérations 
des n.08 16 et 26, on est alors conduit au résultat suivant ( E et F 
étant des espaces de Banach): 

THÉORÈME 28. 1. Il existe une correspondance biunivoque 8..--+ T 

entre les applications linéaires continues 0) de '.D (K ; E) dans F et 
les distributions T définies dans K à valeurs dans ~b (E ; F) . La 
correspondance T -- 0 est donnée par la formule 

e (cp) = r T (u) 0 cp (u) du' pour toute cp e '.OK (E) 1 

• K 

tandis que la correspondance inverse est donnée par 
..... 

T o e = 0 (? o e) , pour tout e e E . 

Observons que, d'après la déf. 6 1, on aura 

T o e ~= Dn (f o e) , pour tout e e E , 

en supposant T=Dnj, feC(K;~b(E;F)) et que, d'après les 
considérations finales du n.0 6, on a: 

0 (â o e) = D~+2 0p [ Gp (;, u) o e] , u e K, 
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l'opérateur \.<)p (par rapport aux fonctions de x) étant le prolon­
gement à :Di (E) de l'application 8, supposée continue au sens 

de la norme Il · llP . 
D'autre part, on aura par définition 

l T o <p = (- l)n lb j(x) o qi(n) (x) d x, 

si T = Dn j, f e C ( K; ~b (E; F)), d'après les conventions du 
n.0 26. 

La distribution T sera dite encore l'indicatrice de l'applica­
tion 0. 

Observons maintenant que le th. 27. 1. se généralise au cas 
de deux espaces localement convexes E et F, complets pour les 
suites, en imposant à T la condition supplémentaire suivante 
(cf. n. 0 18): 

a) Pour tout ). G .J:, il existe un ~ e €t et une distribution T >.a 

à valeurs dans ~h (E«; F ~) , tels que 

'it'>. (T o e) = T ""' o 7te1. e , pour tout e e E 

(On continue à supposer, évidemment, que IPe1.I '°' et 
cc e"" 

jqÀI,._ e ..t sont des systèmes fondamentaux de semi-normes, res-

pectivement dans E et F). 
Il est encore facile d'établir, dans le cas général, par analogie 

avec le th. 16. 1, le résultat suivant: 

THÉORÈME 28. 2. L'espace des applications linéaires continues 
de '.OK(E) dans F est isomorphe, au sens vectoriel-topologique, 
à /'espace B ( '.OK, E ; F ) , des applications bilinéaires continues de 
'.OK X E dans F . 

En observant que, d'après la formule (27. 1), le produit ten­
soriel '.OK® E est un sous-espace dense de '.OK (E), on en déduit, 
compte tenu de la prop. 27. 2: 

COROLLAIRE. L'espace '.OK (E) s'identifie au produit tensoriel 

projectif complété '.OK® E . 

On peut donc écrire: 

'.OK (E) = '.{)K ® E 
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29. Nucléarité des espaces de fonctions et de distributions 
considérés. On sait que C 00 (K) est isomorphe, au sens vectoriel 
topologique, au dual fort, '.D'K, de '.DK (cf. [16]). Le th. 27.1 et le 
corollaire du th. 28. 2 nous permettent donc d'écrire 

'.OK® E = .i!b ('D'K; E)' 

pour tout espace localement convexe complet E. Or, d'après les 
définitions générales de GtWTHENDIECK dans [6], ce fait s'exprime 
(dans ce cas particulier) en disant que l'espace '.OK est nucléaire. 

D'autre part GROTHENDIECK ia démontré que le dual fort de 
tout espace cm nucléaire est aussi nucléaire. Comme Î)K est un 
espace. cm, il s'ensuit que son dual fort, et par suite C00 (K), est 
aussi nucléaire. Nous pouvons alors écrire 

(29. 1) C00 (K)®E =:: J!b('DK;E) 

pour tout espace localement convexe complet E, puisque '.OK 
est aussi isomorphe au dual fort de C"" (K). On pourrait démon­
trer ce résultat directement, sans avoir recours à la théorie 
générale des espaces nucléaires. 

De (29. 1) et des résultats du n.0 18 on déduit enfin que: 

C"" (K; E) :::: C00 (K)@ E :::: ~b ('.OK; E) 

pour tout espace localement convexe complet E. 

L'application canonique x. est donc aussi un isomorphisme de 
C"" (K; E) sur .i!b ('.OK; E) . 

Enfin, on peut étendre sans dificulté ces résultats aux cas 
des espaces '.i.)1 et Cr. ( 1), où 1 est un intervalle ouvert quel­
conque de la droite. Dans ce cas, la démonstration directe de 
l'isomorphisme (29. 1) est même plus facile que dans le cas des 
intervalles compacts. 

En particulier, on retrouve ainsi le complément topologique 
du «théorème des noyaux». Par exemple, on aura, dans le cas de 
deux intervalles ouverts 1 et I* (cf. n.08 10 et 19): 

Eb ('.01 ; Cr. (I*)) .::: Cr. (I X I*) 

On peut appliquer encore les mêmes techniques à d'autres 
espaces fonctionnels ou de distributions. 
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Errata. Page 57, note (1), remplacer [2] par fl2i. 
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ERRATA DE L'ARTICLE cSUR LA DEFINITION 
ET LA STRUCTURE DES DISTRIBUTIONS VECTORIELLES~ 

l'AR J. SEBASTIÂO E SIL V A 

Page 9, ligne - 4: au lieu de «DkD;», on doit écrire «DkD;» . 

Page 57, ligne 27: au lieu de 

p 

~ (- l)k DP-k ( qi(k) 8 /)' 
k= O 

on doit écrire 

± (-l)k (P) DP-k(q;(kl 0 /) 
k= O k 

Page 59, lignes 19 et 20: au lieu de «telle qu'il existe un 
nombre naturel k .. · », on doit écrire: 

«telle que, pour tout j = 0, 1 , 2 , . .. , il existe un nombre naturel 
k (dépendant de j, J, et a), vérifiant la condition (1): 

(x - a)k (x - b)k ~~~ (x)-. 0 lorsque x-. a ou x ->- b ». 

Page 60, ligne l: au lieu de 

on doit mettre 
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Page 73, ligne 19: au lieu de 

P- 1 

L (- l )k DP-k (lf(k)".'._1/)' 
K ~ O 

on doit écrire 

R E.ll ARQ UE. Dans ce travail, lorsqu'on dit qu'un espace est 
complet ou complet pour les suites, on sous-entend toujours qu'il 
est séparé. 
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