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NOTE PRESENTATE DA SOCI

Matematica. — Sur le calcul symbolique & une ou plusteurs varia-
bles, pour une algébre localement convexe. Nota di JoskE SEBASTIAO E
SiLva, presentata ¥ dal Socio M. PrconE.

Les résultats que nous présentons dans cette Note donnent une synthése
de plusieurs types de calcul symbolique que nous avons considérés dans des
travaux précédents (cf. Bibliographie). Il s’agit d’'un schéma assez général
et assez simple, oli rentrent, comme cas particuliers, toutes les formes usuelles
de calcul symbolique, depuis le calcul des électrotechniciens & celui des opé-
rateurs hermitiens, et qui, en outre, présente de nouvelles possibilités d’applica-
tion. Cette généralisation nous a été suggérée récemment par une conférence
de M. L. Waelbroeck [9]. Les résultats annoncés dans cette Note seront ex-
posés en detail dans quelques travaux, dont le premier va paraitre dans

les « Annali di Matematica Pura ed Applicata » ™.

I. Soit A une algébre localement convexe, munie d’élément unité, et
d’une topologie localement convexe, par rapport a laquelle le produit soit
séparément continu. Pour commodité, nous désignerons par 1 [’élément
unité de A et nous poserons A1 = A, pour tout nombre complexe A.

Suivant L. Waelbroeck [10], nous nommerons ensemble spectral d’un
élément a de A tout ensemble S de nombres complexes vérifiant les deux
conditions suivantes:

a) lélément a— N est végulier pour tout \ n’appartenant pas a S;

b) la fonction (a — N)~* de N, a valeurs dans A, est bornée sur le comple-
mentairve, C— S, de l'ensemble S.

On voit aisément que la famille de tous les ensembles spectraux de a est
un filtre [10]. Nous 'appellerons le filtre spectral de a.

2. Une base de filtre {F}, constituée par des sous—ensembles F; du plan
C,avec £=1,2,- sera dite 7éguliére, si elle vérifie les conditions sui-
vantes:

R 1. Pour tout £, C— Fp est un ouvert non vide de C.

R 2. Quel gque soit k, la distance de C— Fi a Fpy. est > o.

R 3. Quels que soient k et p >0, la frontiére de ¥i, dans le disque
| 2| < p, est formée par un nombre fini de lignes simples rectifiables.

(*) Nella seduta dell’r1 febbraio 1961.
(1) Une partie de ces résultats ont été déja annoncés au « Congresso Luso-Espanhol »
tenu a Seville, de 23 & 26 novembre 1960.
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R 4. Etant ¢ un point quelcongue de C — Fy et ¥} limage de Fi par la
transformation z — 1[/(g — ¢), la longueur de I'intersection de ¥} avec le disque
| 2| < o tend vers une limite finie lorsque o — O (quel que soit k).

De R 2 il résulte évidemment que l'intérieur de F; contient F,,, pour
tout 4.

Un filtre § est dit régularisable, s’il admet une base {F;} réguliére.

EXEMPLES. — I. Soit F;, pour tout £2=1,2, -, le demi—plan droit
Re (2) > £. On voit aussitdét que {F;} est une base de filtre réguliére.

II. Soit Fg, pour tout £, I'ensemble des points de C dont la distance au
demi-axe réel positif est << 1/£. On voit encore, immédiatement, que cette
base {F,} est réguliere.

III. Soit ¢ le filtre des voisinages d’'un compact F de C. On voit aisé-
ment que le filtre § est régularisable.

3. Soit & un filtre régularisable de sous—-ensembles de C et soit {Fz} une
base réguliére de . Pour tout £, nous désignerons par U (Fp) l'espace des
fonctions complexes ¢, définies et continues sur F;, holomorphes dans I'in-
térieur de I, et telles que

|o(2)| <M]|z|f surFy,

ou M est une constante dépendante de ¢. L’espace U (F;) est une algébre
complexe, relativement aux notions naturelles de somme et de produit de
deux fonctions. D’autre part, étant ¢ un point arbitraire de C— F;, nous
considérons l'espace 2 (Fz) muni de la topologie ¥, définie par la norme

¢ (2) '

| ¢lls = sup E—of

zzGF'é

On démontre que A (Fp), muni de cette norme, est un espace de Banach
et que la topologie Ty ne change pas, quand on remplace ¢ par un autre point de
C—F..

Si l'on identifie chaque fonction ¢ € % (Fz) a4 sa restriction & ’ensemble
Fii:, on a évidemment U (Fp)C U (Fzy,), pour tout £ Nous posons alors

A(F) = U AFs).

Dans U () on définit, de facon naturelle, des notions de somme et de
produit, qui rendent cet ensemble une algébre complexe, munie d’élément
unité. D’autre part, il est naturel d’introduire dans U () la topologie, To,
de la limite inductive des espaces normés % (F;). Or on démontre que:

Quel que soit k, tout sous—ensemble de W (Fi), borné par rapport a Ty, est
relativement compact par vapport a Ty ..

Il en résulte que:

L’espace vectorial topologique N (F) est un espace du type (S,) (ou un espace
(L N*), comme nous disons dans [I]).
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En outre, il est immédiat que le produit ¢-§ dans W (F) est continu.
D’ailleurs on voit sans difficulté que:

L’éléement 2 de W (F) (' est—a—dire la fonction ¢ (2) = 2) a pour filtre spectral
précisément .

EXEMPLES. — Les exemples de filtres régularisables que nous avons
donnés au n° 2 nous fournissent des exemples correspondants d’espaces A (F).
Le premier cas est celui des « espaces de fonctions holomorphes a croissance
lente a droite » (cf. [2], [4] et [6]). Le second cas rentre dans le type d’espaces
que nous avons considérés a propos des opérateurs a spectre non borné [7].
Le troisiéme cas est celui des espaces ¥ [F] des germes de fonctions analyti-
ques sur F, concernant le calcul symbolique des opérateurs a spectre borné,
que nous avons étudié dans notre Thése (« Portugaliae Math. », 1950).

Tous les cas considérés dans nos antérieurs travaux sur le calcul sym-
bolique sont donc compris dans ce nouveau schéma général.

4. Soit encore A une algébre topologique vérifiant les conditions indi-
quées au n° I. Supposons en outre que A est séparée et semi—compléte. Soit
d’autre part § un filtre de sous—ensembles de C, admettant une base {F:}
réguliére. Dans ces conditions:

THEOREME. — [/ existe une correspondance biuntvoque § <—> a entre les
JLomomorphismes continus § de ['algébre N () dans A, qui font correspondre
a Punité de N (§) l'unité de A, et les éléments a de A, dont le filtre spectral est
plus fin que § (i. e. tels que tout ¥y soit un ensemble spectral de a). Cette corves-

pondance est donnée par les formules réciproques
a=9 &

9 () = (a;rkz?)j’ [ & CP_())\\)O)p (@a—N)~*d\, pour toute ¢ € U (F),

Fy
Ao étant un point arbitraire de C—F; et £, p des entiers tels que ¢ € U (Fz)
et gue @ (W)|(A\—N\,)"2 soit bornée sur F,,; on considére la frontiére de ¥, orientée
de fagon a laisser & droite les points de F.
Ce théoréme justifie que I'on pose

¢ (a) = 9 (o), pour toute @ € A (F),

pourvu que le filtre spectral de a soit plus fin que . On établit ainsi un calcul
symboligue qui comprend, comme cas particuliers, tous les types de calcul sym-
boligue considerés dans nos travaux précédents.

Le cas le plus intéressant est celui ot les F; ne sont pas bornés. Alors
la formule antérieure présente une intégrale généralisée, que 'on peut définir
correctement dans le cas le plus général des bases réguliéres.

REMARQUE. — Au lieu des homomorphismes continus de % () dans A,
on peut déterminer, plus généralement, l'expression de toutes les applica-
tions linéaires continues de ¥ (%) dans un espace localement convexe E quel-
conque, séparé et semi—complet. Dans le cas ou les ensembles C — F, sont
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non bornés, les « indicatrices » de ces applications sont des fonctions a valeurs
dans E, holomorphes et «a décroissance presque rapide» dans chacun de
ces ensembles.

5. Il se peut que I’homomorphisme continu a-> ¢ (e) de ¥ (¥) dans
A soit prolongeable & une sur-algebre 9 (F) de % (), munie d’une topologie
localement convexe telle que linjection ¥ (F)— ¥ (F) soit continue. L’un
des buts du calcul symbolique sera, précisément, I’étude de tels prolongements.

Considérons par exemple le cas ol § est le filtre des voisinages d’'un
compact K de C, sans points intérieurs. Certaines fonctions f, holomorphes
dans C— K et nulles a l'infini, s’identifient & des distributions sur R* (que
I'on peut désigner par le méme symbole). Alors, si I'on pose

9 . 9
* __ —_ e — -
f*=d.f avec o, = 5, e
f* sera une distribution sur R? a support contenu dans K (cf. [2], pp. 48—49).
Réciproquement, la formule intégrale de Cauchy et le théoreme de Stokes
montrent que 'on peut passer de f* a f moyennant la « transformation de

Stieltjes généralisée »:

f(z):zli/[];\*_()\ididn, avec A = & 4 77,
“C

pour tout zeC— K. Ce résultat s’étend, évidemment, aux fonctions f
a valeurs dans un espace localement convexe semi—complet. Or, il peut arriver
que la fonction (@ — A)—* de A s’identifie a une distribution R (A ; @) sur R®
Alors, si 'on pose, suivant 'ordre d’idées de L. Waelbroeck [10]:

I

o)) =35 [ [ 20 d ROy dEan,
C

on voit aisément que le calcul symbolique relatif & I’élément a se prolonge
aux fonctions (ou méme distributions) ¢ définies dans K, pour lesquelles
cette intégrale existe.

Dans le cas général d’un filtre régulier § quelconque, on peut établir
des résultats analogues, en s’appuyant sur une théorie semblable a celle des
ultra—distributions tempérées [7], ce qui, en particulier, permettra d’éclaircir
les rapports entre notre calcul symbolique et celui de Waelbroeck. D’ailleurs,
dans le cas ou l'intersection des ensembles F; est contenue dans I’axe réel ou,
plus généralement, dans une ligne analytique L, on peut étre conduit au
cas des ultra—distributions sur L, comme nous l'avons déja signalé dans [9],
n°® 6, pour montrer comment le calcul symbolique des opérateurs hermitiens
rentre dans notre schéma général.

6. Considérons # bases de filtre réguliéres Fy,- .., F;, de sous-ensembles
de C, et désignons par § le filtre engendré par les produits cartésiens

F.=F, X Fi X X F%, b=1,2, --
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On peut définir l'algébre 9 (F) des fonctions complexes ¢ (z,- - -, 2,),
holomorphes et a croissance lente sur les ensembles F;, & peu prés exactement
comme on l’a fait dans le cas d’une seule variable. La généralisation du
théoréme antérieur au cas de 7 variables est alors presque immédiate, en
permettant de définir des « fonctions symboliques »

@(al’...,a,o avec (PGQI(%) et a;,---,ax €A,

dans le cas ou les a; sont ‘permutables deux a deux et le filtre spectral de a;

est plus fin que le filtre de base {F;}, pour s =1,..., 7.

Plus généralement encore, on peut établir ce théoréme, dans le cas on
les fonctions @ premment leurs valeurs dans un espace localement comvexe E
(semi-complet et séparé), en supposant donnée une application bilinéaire
(a, #) > a®u de A X E dans un autre espace E5, hypocontinue relative-
ment aux parties compactes.

On en déduit une généralisation du « théoréme d’isomorphisme » de Lions
(cf. [1], p. 99), qui peut s’appliquer a la résolution de problémes mixtes relatifs
a des équations fonctionnelles de types trés généraux.

REMARQUES. — I. Dans cette étude, on peut se passer completemente
de la notion de produit tensoriel topologique et méme des structures d’espace
localement convexe, en les remplagant par celles, plus commodes, de « espace
a bornés» et de «algebre a bornés», proposées par L. Waelbroeck dans le
Colloque de Louvain.

II. Un autre but essentiel du calcul symbolique sera celui d’étendre
les résultats précédents au cas d’espaces U (§), ou F est un filtre de sous—
ensembles de C” n’admettant pas de base constituée par des produits cartésiens
de parties de C. Nous obtenons une telle extension du calcul symbolique,
spécialement utile pour des problemes de Cauchy, en employant certaines
formules a «noyau exponentiel », comme celles considérées dans [5], [6] et
[8], et en utilisant les ultra—distributions. C’est 13, évidemment, un point
de vue différent de celui de Waelbroeck dans [11].

NOTE AJOUTEE PENDANT LA CORRECTION DES EPREUVES. Si K est un compact de C, on
peut employer, pour la représentation canonique des élément ¢ de 9 [K], la formule

o (2) = jjs (z—N) o (0) dE i, N=E 4 i,

en interprétant & (z—2A) comme ultra-distribution en A a valeurs dans 9 [K], pouvant étre
approchée par des fonctions entiéres a valeurs dans 9 [K]. Ce point de vue pourrait étre
utile dans le cas de » variables, en permettant de résoudre les problémes ouverts.
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ERRATA DE L’ARTICLE [7].

\

Nous profitons de cette opportunité pour indiquer quelques rectifications a faire
dans Varticle [7] de cette bibliographie.

Page Ligne Au lien de On doit écrire
4 17 nombre 4 nombre K
4 17 k |z |k K |z|*
4 34 converge vers ¢ converge Vers o

sinh Vz (£—+x)
Vz
sinh # V©
X}

I1 15 sinh z (z— 7)

11 18 sinh 20

Page 8, ligne — 10, on doit ajouter « semi—complet et séparé » a «localement convexe ».

Page 7, ligne 14, on doit supposer l'origine extérieur 4 V (ce qui ne diminue pas la géné-
ralité du résultat).
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