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Sar le calcul symbolique d’opérateurs permutables,
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Résumé. - Il s'agit @’un calcul symboligue assez général, qui s’ applique & des opérateurs
différentiels & coefficients constants ou variables, en des problémes de CavoHY ef pro-
blémes miwtes relutifs & plusieurs types d’équations aux dérivées partielles.

1. Introduction. - Dans ce travail nous présentons une synthése de plu-
sieurs types de calcul symbolique, que nous avons considérés dans quelques
travaux précédents.

D’abord, nous avions étudié le calcul symbolique des opérateurs 2 spectre
borné, en considérant 1’algébre J[K] des fonctions ¢(2) holomorphes sur un
compact K du plan C, contenant le spectre d’un tel opérateur, et nous avions
généralisé ces résultats au cas de n opérateurs permutables, 4,,.., 4., en
considérant 1’algébre des fonctions o¢(#, ..., #,), holomorphes sur le produit
cartésien de n compacts de C, contenant les spectres de ces opérateurs (voir
Bibliographie, [8] et [9]). On définit alors ¢(4,, .., 4,) au moyen de la for-
mule intégrale de CAvcHY. Plus précisément, ces résults s’appliquent & n
6léments permutables, 4y, .., 4,, d’une algébre localement convexe, semi-
compléte et séparde, olt le produit soit séparément continu (*).

Plus tard, nous avons établi le calcul symbolique d’opérateurs & spectre
vide, tels que I’ opérateur D de dérivation et certains opérateurs différentiels
linéaires du 1°* et dun 2% ordre & coefficients variables, agissant sur des dis-
tributions nulles & gauche (cf. [13]. [14] et [17]. A cet effet, nous avons uti-
lisé, soit 'espace 4, des fonctions holomorphes & croissance lente dans des

(1) 11 faut bien souligner que ce ecaleul symboligue n’est qu’une généralisation du
caleul symbolique de FaNTapri, dont la formulation abstraite (au moins dans le cas d'une
seule variable) avait été déja obtenue, essentiellement, par Gmrranp, N. Dunrorp, A. B.
Tavior, E. LorcH, ete. Notre contribution dans [8] et [9 concerne surtout Iemploi d’al-
gébres non normables. dont les espaces [K)] sont un premier exemple (en langage mo-
derne, les éléments de G[K] sont les germes de fonction analytique sur K, que nous ap-
pelions fonctions analytiques lides & K).
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demi-plans droits Re(z) =k, k=1, 2, ..., soit I’espace a® que Pon déduit
de &, par la transformation ¢(z) — 9 (V2), changeant les droites en des pa-
raboles.

Ensuite, nous avons abordé 1’étude d’opérateurs & spectre non borné,
dont plusieurs types d’opérateurs différentiels, auto-adjoints ou non, offrent
des exemples [19].

Tous ce calculs symboliques se ressemblent beaucoup entre eux et il ne
fallait qu’ un pas pour construire un schéma général dont ils soient des cas
particuliers. La notion qui joue ici le role unificateur essentiel est celle de
« filtre spectral », & la place de la notion élémentaire de spectre, dont 1’in-
suffisance, dans le cas des algébres localement convexes, a été6 mise en lu-
miére par M. LUcTEN WAELBROECK, au Colloque sur I’ Analyse Fonctionelle,
tenu & Louvain an mois de mai 1960 (cf. [25])). Cela nous a conduif & consi-
dérer I'algébre EL(F) des « fonctions holomorphes & croissance lente sur un
filtre & régularisable > (n°s 3, 4 et 5).

Dans nos derniers articles sur le calenl symbolique, nous avons ommis
ou a peine esquissé les démonstrations. Nous profitons de cette opportunité
pour donner des démonstrations détaillées de tous nos résultats, présentés
maintenant sous sa forme la plus générale, ce qui rend pratiquement dispen-
sable la lecture de nos articles précédents (cetfe lecture peut avoir seulement
quelque intérét, en ce qui concerne certains détails).

Un de nos résultats fondamentaux dans ce travail est le théordme 2
(m°. 9), qui donne les homomorphismes continus ¥ de & (&) dans une algdbre
localement convexe A (semi-compléte, séparée, munie d’élément unité et
produit séparément continu), tels que 1’image de la fonction 9(z)=1 par ¥
est 1’é8lément unité de A. Ces homomorphismes ¥ correspondent biunivoque-
ment aux éléments a de A dont le filtre spectral est plus fin que F, a étant
Pimage de la fonction ¢()=2 par ¥}. Dans ces conditions, si ’on pose
o(a) == #(p) pour toute p& d(F), on obtient un calcul symbolique de 1’816
ment a.

Les théorémes 1 et 1’ (n° 8) donnent une détermination compléfe des
applications linéaires continues de I’ espace () dans un espace localement
convexe E, semi-complet et séparéd; mais ces résultats, bien que trés éclair-
cissants sur la structure des espaces CI(F), ne sont pas du tout essentiels
pour I’ établissement du calcul symbolique, ce qui permet, si on le préfére,
réléguer tout le n° 8 & une lecture postérieure.

Dans le no. 11, le calcul symbolique est généralisé an cas de fonctions
Play, -, an) de n éléments permutables, a,, ..., an, de 'algébre A, en con-
sidérant des fonctions oz, , ..., #,) holomorpbes et & croissance lente sur un
filtre &, engendré par les produifs cartésiens des ensembles de  filtres régu-
larisables &, .., &, (respectivement plus fins que le filtres spectraux de
a., .., ay). Ce calcul symbolique de «forme cartésienne » est évidemment



J. SeBasTIA0 e S1Lva: Sur le calcul symbolique d’opérateurs, ete. 221

encore trés restreint, mais il est déja assez utile, au point de vue des appli-
cations pratiques.

Ces applications pratiques concernent surtout le cas de = opérateurs
permutables (n°. 12) qui sont des applications de sous-espaces d’un espace
localement convexe E sur FE, prolongeables en des applications continues
@’ un sur-espace E de E dans E, d’aprés notre méthode génerale d’extension
algébrique et topologique exposée dans [10]. Un exemple typique en est celui
du laplacien A, par rapport & des variables spatiales, associé & operateur D
de dérivation par rapport & la variable temps, tels qu’ils se présentent dans
I’equation des ondes, I’équation de la chaleur, etc., avec des conditions ini-
tiales et conditions aux limites; dans ce cas, les entités que I’on adjont & E
pour obtenir E sont des distributions; mais il y a aussi des cas intéressants
d’ opérateurs a coefficients variables, condunisant & des entités nouvelles, qui
ne sont pas des distributions (cf. [17] et [19]).

Tountefois, I’application du caleul symbolique est souvent encombrée par
des problémes topologiques, en général trés difficiles, qui sont tout & fait
étranges aux buts de ce calcul. Pour se débarrasser de ces difficultés super-
flues, il suffit de remplacer les structures de «espace localement convexe »
et de «algebre localement convexe », par les structures, beancoup plus sim-
ples et maniables, de «espace & bornés » et de « algébre & bornés », proposées
par M. WAELBROECK au Collogne de Louvain. Le n© 13 est consacré a
I’exposition de ces notions simplificatrices, qui rendent dispensable toute
connaissance sur la théorie des espaces localement convexes; les résultats
antérieurs y sont formulés en termes de ce structures.

Dans le n° 14 nous appliquons le calcul symbolique établi, de <« forme
cartésienne », aux équations fonctionelles du type (4 — B)u=f, olt la donnée
f et Pinconnue u sont des éléments d’un espace & bornés E et A, B des
applications permutables de sous-espaces de F sur E (cf. théoréme 4).

Le dessein d’améliorer ce résultat nous a conduit & généraliser le calcul
symbolique au cas de fonotions ¢(2) &4 valeurs dans un espace vectoriel E
localement convexe [resp. & bornés], ce que nous faisons aux n°. 15 et 16.
Cette généralisation du calcul symbolique anx équations du type assez gé-
néral P(A)u = f, étant P(z) une fonction de z dont le valeurs sont des opé-
rateurs permutables avec A. On obtient alors un resultat (théoréme 5) qui
généralise considérablement le «théordme de I’isomorphisme » de LiIoNs,
ainsi que notre théoréme 3.

Ce résultat est aussi une variante de la RiiGLE D’ INVERSION (cf. no, 10),
qui joue un rodle essentiel dans 'application du calcul symbolique aux équa-
tions fonctionelles. Dans plusieurs cas concrets, elle peut étre remplacée par
la REGLE DE DERIVATION, qui n’exige pas de grands développements théo-
riques pour préciser et justifier son emploi. Mais la premidre est plus
puissante, non seulement parce qu’elle s’applique & des classes plus étendues



222 J. SeeasTiao e Smva: Sur le calcul symbolique d’opérateurs, ete.

d’ 8quations fonctionelles, mais aussi parce qu elle fournit une garantie a
priori d’unicité de la solufion ce qui n’est pas vrai en général pour régle de
dérivation, comme le montrent, par exemple, les problémes relatifs a 1’ 6qua-
tion de la chaleur (cf. [19]).

Dans le dernier numero, nous montrons comment cette régle d’inversion
g’applique au cas ou A est 1’opérateur D de dérivation, en faisant intervenir
la transformation de LAPLACE de distributions vectorielles, dont la théorie
est considérablement simplifiée, si I’on emploie les structures de «espace &
bornés » et la définition de distribution, comme dérivée formelle de fonetion
vectorielle continue.

Le caleul symbolique que nous présentons dans ce travail, quoique ftrés
général, peut encore &tre utilement étendun, suivant plusieurs directions,
d’aprés les ordres d’idées esquissés dans [19] et [20]. D’une fagon général,
aprés avoir défini les fonctions ¢(a), ot a est un élément ou un systéme
&’ 61éments d’une algébre A et ¢ un élément d’une algébre &(F), on cherche
a prolonger I’homomorphisme continu ¢—¢(a) & une sur-algébre de (&),
qui ne soit pas formée uniquement de fonctions holomorphes ou de fonctions
4 croissance lente ou de fonctions définies sur des produits cartésiens de
sous-ensembles de C. Ces extensions, qui ont toujours pour but prinecipal les
applications aux équations fonctionnelles, feront I’ objet de travaux prochains.

Il est encere & souligner que ce mémoire a été en partie précédé par
un travail de J. CaAMPos FERREIRA, & paraitre dans Portugaliae Mathematica,
ot anteur s’occupe du caleul symbolique relatif & des fonctions vectorielles
holomorphes & croissance lente sur des demi-plans droits et donne, en
particulier, une théorie directe de la transformation de LAPLACE pour des
distributions véctorielles.

2. Spectre élémentaire et filtre spectral d’un élément d’une algébre. -
Dans la suite, nous désignerons par A une algébre complexe, munie d’élé-
ment unité e, et d’une topologie localement convexe separée, par rapport a
laquelle le produit soit séparément oontinu. Pous simplifier, nous écrirons 1
au lieu de e et, en général, X au lieu de Xe, pour tout nombre complexe A,
sauf dans le cas ol il y aura possibilité de confusion.

Nous appellerons specire élémentaire d’un élément a de A le sous-en-
semble du plan C de la variable complexe, formé par les valeurs de A pour
lesquels (a— A)™* n’existe pas (dans A). En particulier, le spectre élémentaire
de a peut étre le plan C ou l’ensemble vide dans C.
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I’ autre part, on appelle ensemble spectral de a tout ensemble S de
nombres complexes, vérifiant les deux conditions suivantes:

I. I’ élément a — X de A est inversible pour tout Ae C — S.
IL. Lea fonction (a— A)~* de A, & valeurs dans A, est bornée sur C— 8.

On voit aussitdt que fout ensemble speciral de a contient le spectre élé-
mentaire de q. En oufre on voit que:

Prorosirion 1. - 8i S est un ensemble speciral de a, la fonction h(a — X
de X est bornée sur C— 8.

Supposons vérifiée 1’hypothése. Alors on a

A a

2.1) oy e

—1, pour tout Ae C— 8.

D’aprés II, I’ ensemble des éléments (@ — X)~* de A, lorsque A parcourt
C — S, est borné. Done, il en sera de méme pour l’ensemble des éléments
ala— A" aveec Ae C— §, puisque Iapplication x — ax de A dans A est
continue, le produit dans A étant séparément continu. Alors de (2.1) on dé-
duit aussitot la those.

PROPOSITION 2. - 8 S est un ensemble speciral de a la fonction (a— 2™
de A est holomorphe dans U intérieur de C— 8§ (cf. [14], p. 10, et [24)).

Pour s’en convaincre, il suffit d’employer I’identité :

1 1 1 1
‘—'(}‘_10) a__)\()'q___x’

P Y— pour A, A, e C— 8.

Elle nous montre d’abord que (a— A)~* est une fonction continue de X
en fout point A, de C— S, attendu que, dans le 29 membre, la fonction
(@ — X (@a— Ay de X est bornée sur €C— S, le produit dans A étant sé-
parément continu. Ensuite, en divisant les deux membres par A —2,, on
voit que le quotient tend vers (@ — X)~% lorsque A — A, sur C — S,

COROLLAIRE. - Le complémentaire de I intersection de fous les ensembles
spectraux fermés de a est le plus grand sous-ensemble ouvert de C o la
fonction (@ — A)~* de A est holomophe.

En effet, soit F 1'intersection de tous les ensembles spectraux fermés
de a. De la prop. 2 il résulte que la fonction (@ — 2)~* de A est holomorphe
dans € — F. D’autre part, si cefte fonction était encore holomorphe dans
un auntre ouvert contenant € — F, il existerait un point A, de F et un voi-
sinage ouvert V de A, contenu dans F, ol cette fonction serait définie et
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bornée ; donec F ne serait pas l’intersection de tous les ensembles spectraux
fermés de a.

COROLLAIRE 2. - La famille de tous les ensembles spectraux de a est un
filtre (W AELBROECK [24)).

En effet, de la définition d’ensemble spectral il résulte immédiatement
que:
1) si § est un ensemble spectral de a, tout §' DS est encore un
ensemble spectral de a;

2) si 8, S; sont deux ensembles spectraux de a, il en est de
méme de §; N §.;. D'auntre part, si 'ensemble vide était spectral, la fonction
(@ — A" de X serait entiére et, comme

1 1 2
a—1 = X a—i Powr A0

sa limite lorsque A — oo serait zéro, vu que la fonction X (a-— A)~* est bornée
(prop. 1). On aurait alors (@ — A)~* = 0 partout.

DEerFiNiTION. - Nous appellerons filire spectral de a le filtre des ensem-
bles spectraux de a.

3. Filtres normalisables et filtres distanciables. Support d’un filtre. -
Nous dirons qu’un filtre & de sous-ensembles de C est normalisable, lorsque
& admet une base constituée par une suite d’ensembles fermés Iy k=1, 2, ...),
vérifiant les deux conditions suivantes :

1) C— F, n’est pas vide;
2) quel que soit k%, I’intérienr de Fi contient Fry, .

Une base de filtre de sous-ensembles de C sera dite normale, si elle
est constituée par une suite d’ensembles fermés Fy de C vérifiant les con-
ditions 1), 2) et encore la conditions:

3) quels que soient k=1, 2, ... et p >0, la frontidre de Fi dans le
disque |2| << est formée par un nombre fini d’arcs simples rectifiables.
11 est aisé de voir, en employant le théoréme de BOREL-LEBESGUE, que tout
filtre normalisable admet une base normale.

Nous dirons qu’une base de filtre de sous-ensembles de C est distancide,
si elle est formée par une suite d’ensembles Fy vérifiant les deux conditions
suivantes :

1) € — F, n’est pas vide;
2} quel que soit k, la distance de C— Fy & Fpy, est > 0.
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Un filtre de sous-ensembles de C sera dit disfanciale, s’il admet une
base distanciée. On voit aussitot que fout filtre distanciable est normalisable;
mais la réciproque n’est évidemment pas vraie.

Il est encore trivial que, si un filtre ¥ admet une base { Fx| normale,
P adhérence de & est l'intersection des Iy . Nous V'appellerons le support de
F et la désignerons par F:

Dg

k=1

A lafin du n°. 4 on trouvera plusieurs exemples de filtres distanciables.

4. I’espace des fonetions holomorphes & croissance lente sur un filtre
normalisable. - Soit & un filtre normalisable de sous-ensembles de C et
soit | Fx | une base normale de & Pour tout % nous désignerons par & (F%)
I’ espace des fonctions complexes ¢, définies et continues sur Fy, holomor-
phes & I'intérieur de Fy et telles que |¢(¢)| << M |z|* sur Fy, M étant une
constante finie dépendante de ¢. Nous considérons cet espace fonctionnel
muni des notions nsuelles de somme et produit par scalaires, qui le rendent
un espace vectoriel complexe. D’autre part, en prenant arbitrairement un
point ¢ de I’ensemble C— F;, nous considérons & (Fx) muni de la topologie,
Gr, définie par la norme

9
(z — o)

| ¢ |lx = sap
EEFk

On voit aisément qu’il s’agit en effet d’une norme et que:
q g q

Prorosition 3. - L’espace Q(Fr) muni de celte norme est complet, donc
un espace de Banach.

Il suffit d’observer que les fonctions ¢(z)/(z—c)* de 2, avec e d(Fy),
forment un sous-espace normé de l’espace de BANACH des fonctions conti-
nues et bornées sur Fy, el que ce sous—espace est fermé, en vertu du théo-
réme de WEIERSTRASS relatif & la convergence uniforme des sunites de fone-
tions holomorphes dans des domaines de C.

PROPOSITION 4. - La topologie Tr ne change pas si Uon substitue & ¢
un autre point de C— I, .

En effet, si 'on prend un autre point ¢ de C— Fy, on a

w>“¢mf,wa
(

—c¥ \e—c) @& — )P’

pour tout z€ F,

et le premier facteur du 2% membre est une fonction de 2z continue, bornée

Annali di Matemalica 29
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et différente de zéro sur Ix. Done, si 1’on pose

o) |

'k = 8sup | ——"—
H CPH K ZEEE]: (z__cl)[c ) 2

il existe deux constantes M > 0 et N < 4 oo telles que

Mielle=lelx=N|¢l

et cela revient & dire que les normes | ¢ |z et ||¢|/'x sont topologiquement
équivalentes.

Cela posé, si on identifie chaque fonction ¢ e d(Fy) a la fonction o¢*
qui est la restriction de ¢ & Fri,, on peut écrire (Fr) C d(ky,) et on voit
aussitot que la fopologie induite par Gry, dans d(Fy) est moins fine que G
(quel que soit k). Nous poserons alors, par définition:

ag) = U ar.

Kol

Pour commodité, nous appellerons encore fonctions aux éléments de
a(F), en tenant compte que chaque élément de I’ensemble C(F) est repré-
senté par une fonction ¢ appartenant & un espace C(Fx) et que ¢ est identi-
fiée & sa restriction & Fg., pour tout &' > k. Mais, en réalité, chaque élément
de &(F) est la classe des fonctions qui le représentent (%)

Dans cet ordre d’idées, les ¢léments ¢ de E(F) seront nommés fonctions
holomorphes & croissance lente sur F (ou sur des ensembles de &).

Dans (F) on définit d’une facon évidente des notions de somme ef de
produit par scalaires, qui rendent cet ensemble un espace vectoriel complexe.
D’auntre part il est. naturel d’introduire dans (F) la topologie, Tw, de la
limite inductive des espaces normés &(Fy), ¢’ est-a-dire la plus fine topologie
qui, pour tout %, induise dans &(F) une topologie moins fine que Gy .

D’ ailleurs, il est aisé de voir que cette structare vectoriel topologique ne
dépend pas de la base { Fi} choisie, mais uniquement du filtre &, va que
la base est, par définition, co-finale dans & par rapport & la relation D
(cf. par exemple [11], no. 2, d)).

Dans ces conditions, &(F) sera nommé !’ espace des fonctions holomorphes
& croissance lenle sur &.

PROPOSITION D. — Quel que soit k, toule partie de A(Fx), bornée par rapport
o G, sera relativement compacte par rapport & Gry, .

(?) Plus précisément, si 1’on convient de dire que deux fonctions ¢ € Cl(Fy) et ¢ € A(Fy)
sont équivalentes, lorsqu’elles coincident sur Fy (M Fyr, les éléments de & (F) seront les
classes determinées par cette relation d’equivalence.
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Soit en effet & une partie de &(Fx) bornée pour Gr. Cela veut dire qu’il
existe une constante M finie telle que

[e&V/(#—c)| <M, sur Fp, pour toute ¢&&(Fx)

Alors, si I’on pose $(z) = ¢(2)/(z — )+, on a

“4.D | d | < pour tout ze Fy

g—¢’

et on voit que ces fonctions ¢ forment une famille normale, done équicontinue
en tout point de I, en vertu du théordme de BOREL. Si 1’ensemble Fj est
borné (donc compact), on conclut aussitot que toute suite (¢,) de fonctions
de ceite famille contient une suite uniformément convergente sur Fyy,, ce
qui veut dire, précisément, que $B est relativement compacte par rapport a
Cria- Si Fr n’est pas borné, on peut le rendre compact par la seule adjone-
tion du point co; alors, si 'on prolonge les ¢ en posant ¢{co)=0, on dé-
duit de (4.1) que la famille de ces fonctions ¢ est équicontinue aussi au
point oo, et il en résulte, par le théordme de Ascori, que toute suite (¢,) de
ces fonctions contient une suite uniformément corvergente sur Fry,: cela
veut dire encore que & est relativement compacte par rapport & Tr, -

REMARQUE. - Il est aisé de voir que, dans le cas ou Fp est borné, la
norme || ¢ |[x est équivalente 4 celle que 1’on obtient en prenant sup| ¢ (2) |
sur Iy .

La prop. 5 peut s’ énoncer en disant:

La limite inductive. & (F) des espaces normés € (F,) est un espace du
type (8y), dest-a-dire le dual d’un espace de Schwartz métrisable (ou un espace
(LN*), comme nous disons dans [11]; cf. aussi [15] et [27]).

Ce fait entraine plusieurs conséquences importantes, dont il suffit de
signaler les faifs suivants:

a) CUF) est un espace séparé, complet et réflexif.

b)  Pour qu une suite (p,) d’ élémenis de COL(F), converge, au sens de
Gy vers un élément ¢ de UF), il faut et il suffit quw’ il existe un k tel que:
1°. ¢ et ¢, appartiennent & CUFy) pour tout n; 2°. le quotient de ,(z) — o(2)
par (v — ¢ converge vers zéro, uniformément sur Fy, lorsque n — co .

¢) Pour quw un ensemble ¥ C A(F) soit borné au sens de Go,, il faut
et il suffit qu’il existe un k of un M fels que, pour toute o € ¥, on ait ¢ € E(Fy)
et |9(e)| < M|2|* sur Fy.
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ExmMmpLES. ~ 1. Soit F un sous-ensemble fermé et borné, non vide, du
plan C, et soit & la famille des sous-ensembles de € dont Vintérieur con-
tient F. Il est aisé de voir alors que & est un filtre distanciable: en effet,
si pour tout k=1, 2, ..., un désigne par Fj l’ensemble des points de C dont
la distance & F est << 1/k, les Fx forment une base distancée de &. Dans ce
cas, I’ espace CI(F) n’est que ’espace des fonctions analytiques lides a 1 en-
semble F, que nous avons étudié en détail dans [8] et [9], et dont I’étude
topologique a 6té complété par Korue, SiLva Dias, GROTHENDIECK, efc. (cf.
par exemple [1] et [3]). Dans ce cas, le support de & est évidemment F,
¢’ est-d-dire Fy = F.

II. Soit maintenant F un sous-ensemble fermé et non borné de C. Si
I’on définit les ensembles Fr comme dans 1’exemple I, { F} sera une base
distanciée d’un filtre &, et Vespace CUF) correspondant est du type que
nous avons étudié dans [19]. Le support de & est encore F.

II1. Soit Fy, pour tout k=1, 2, ..., le demi-plan Re(z) = k. Alors les
Fy engendrent un filtre & distanciable, dont nne base normale et distanciée
est précisément | Fr}, et C(F) est Iespace des fonctions holomorphes &
croissance lente & droite, que nous avons étudié dans [13] et [14], en le dé-
signant par &,. Dans ce cas le support de & est vide.

IV. Un autre exemple encore, trés suggestif, est I’ espace a® que on
déduit de &, par la transformation 9(2) — ¢(V2), changeant les droites en des
paraboles (cf. [14] n°. 7, e) et [17], n°. 7).

5. I’algebre &(F). - Dans 1'espace fonctionnel C(F), que nous venons
de munir d’une structure vectoriel-topologique, on définit aussi, de facon
évidente, une notion de produit ¢¢ de deux fonctions ¢ et ¢. On voit alors
aisément que &(F) est une algébre commutative complexe, munie d’élément
unité [la fonction o(z) =1, que dams la suile, nous désignerons simplement
pas 1] et & une structure d’ espace localement convexe, par rapport & laguelle
le produit v est conlinu. On peut done appliquer & I'algébre &(F) les con-
sidérations du ne. 2.

En général, étant donnée une expression f(z), contenant la variable ¢,
nous désignerons par f(#) la fonction f définie par cette expression, 1’ac-
cent — sur une variable indiquant qu’il s’agit 14 d’une variable muette: par
exemple, z°-1 est la fonction de # définie par 1’expression #° 4 1. Obser-
vons & ailleurs que tout polyndme en 2 représente une fonction identifiable
& un élément de SUF), quel que soit le filtre & normalisable. Cela étant, on
peut énoncer la proposition suivante :
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ProrositioN 6. — Si le filtre & est distanciable, tout F'€ & est un ensemble
spectral de U élément z de A(&F) ).

Soit, en effet, { Fr} une base normale et distanciée de &. Alors, pour
tout k%, il existe un 3 > 0, tel que la distance de C— Fr & Fry, est > 0.
Done, pour tout Ae C— Fy, (2— N~ est un élément de & (Fy) C &(F) et,
puisque

(g — 2| <1/8, pour AeC— Fy, #2€ Frys,

la fonction (z—X)~* de X est bornée sur C-— Fr, au sens de la topologie
Grys. done au sens de Gy, Comme k est arbitraire, cela condunif aussitét a
la these.

D’ ailleurs, il est aisé de voir que, réciproquement, lout ensemble spectral
de z appartient & &. Par conséquent:

Si F est distanciable, & est le filtre spectral de z, considéré comme élément
de U&).

REMARQUE. - La condition que & soit distanciable n’est pas nécessaire
pour que & soit le filtre spectral de 1’élément z de A(F). Il suffit, par
exemple, que § admette une base { Fy} vérifiant la condition: pour tout £,
il existe un % > 0 et un nombre naturel pg, tels que la distance de € — Fy
4 Fry, est supérieure & ;|2 |P:.

6. Intégrales curvilignes impropres. - Considérons un chemin d’intégra-
tion I', qui, dans tout disque |#|<<# du plan C, soit formé par un nombre
fini de lignes simples rectifiables orientées. Soient d’autre part F un espace
localement convexe séparéd, semi-complel, et F(X) une fonction de la variable
complexe A, & valeurs dans E, confinue sur I'. Si [' est borné, on peut parler
de Vintégrale de £ sur I', et on sait que cette intégrale existe, £ éfant conli-
nue sur ' el I élant semi-complet et séparé

Supposons maintenant que I' n’est pas borné. Désignons par T, , pour
tout + > 0, la partie de I' contenue dans le disque |[A|<c7. Nous poserons
alors, par définition:

ff(k)d)\ = lim | FQ)d2,
r

T —> 00
r,
si celte limite existe dans E; nous I’appellerons 'infégrale de £ sur [' (*)

{3) Bien entend, si I'on identifie 2z & un élément & un autre espace &(F*), on ne peut
plus affirmer que tout F€ § soit une ensemble spectral de z, & moins que F* né soit
contenu dans &.

(4) On pourrait donner une définitton plus restrictive, en considérant, au lieu des
disques de centre O, la famille de tous les domaines bornés. Mais la définition que nous
adoptons iei est suffisante pour les applications que nous en ferons dans ce travail.
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Il nous suffit é6videmment de considérer le cas ot 0 n’appartient pas
a [' (autrement nous pourrions décomposer I' en deux parties, une bornée ef
I’antre non bornée). Soient alors I'* et I',*, respectivement, les images de I
et de T', par la transformation A — 1/A. Il est évident que, dans le cas con-
sidéré, I'* est borné et que I'.*, intersection de I'* avec 'ensemble |1 |>=1/7,
est formé par un nombre fini de lignes simples rectifiables; on aura done

1\adx
J‘f()\)dl = ﬂff(T)?'
Pr F'r*

Nous disons que I'* est rectifiable, si la longuer de I,* (que nous no-
tons | I,*|) tend vers une limite finie, lorsque r — oo. Alors nous appellerons
longueur de I'* cette limite, et nous poserons | I'* | = lim | I,*|.

+ —s 0

De (6.1) on déduit le résultat smivant:

PROPOSITION 7. - Si la fonction N*F(X) de X est bornée sur I (f élant
continue sur T) et si T'* est rectifiable, Uintégrale de f sur I existe et on a,
pour toute semi-norme p continue sur E:

p”f@mk}sur*l,
T

L, étant une constante finie dépendante de p, telle que pMFN]< L, sur T.
Démonstration. Supposons vérifiées les hypothéses. Alors, pour toute semi~
norme p continue sur E, il existe une constante finie L,, telle que
pAMFN) < L, sur I'*,
done telle que

p[f(——i—)]él)pﬂ]z sur I*

Par suite, quels que soient 7, s >0, avec r <s, si ’on désigne par L
la partie de I'* contenue dans la couronne 1/s <|A|{= 1/r, on aura

o J2) 8- )%

r 8

1yvdx *
| 8=

%
]
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Or, puisque |T,*| tend vers une limite finie lorsque r ~~co, | I, ;| tend
vers zéro, lorsque v, § — co; done, il en sera de méme pour le 1°F membre
de (6.1), quelle que soif la semi-norme p continue sur E. Comme l’espace E
est semi-complet et sépard, il s’ ensunit que 1’intégrale

1y dr
— f f(i) == f FOOA
r,* L,

lorsque 7 — oo, tend vers un élément de E, qui est par définition Vintégrale

[

D’ auire part, on a
d’ o, en passant & la limite, lorsque 7 — oo
_p{J\f(X)dl} <L, I'*| q. e. d.
r

DEriNITION. - Nous dirons que I' est reclifiable aprés inversion, lorsque
I'image de I' par une transformation A — (A —¢)™, avec ¢ ¢ I, est rectifiable.

Considérons maintenant, plus généralement, n chemins d’intégration TI,,
T., .., I'., qui, dans tout disque |1 |<<r du plan C, soient formés par un
nombre fini de lignes simples rectifiables orientées. Soient d’autre part E
un espace localement convexe semi-complet et séparé, F(L) = F(%;,..., A,) une
fonction complexe de % variables complexes A, .., %,, 4 valeurs dans K,
continue sur le produit I = I X I, X ... X T,. Si les I, sont bornés, on
peut parler de I'intégrale multiple de f sur T,

f FOd = f j FOus s )y s i,
f,

n

Comme £ est continue sur I' et que I"espace E est semi complet et sé-
paré, cette intégrale existe et on a

J‘f dx__fdx fdx Idknf ey oo s ),
i,

d’ott I'on déduit que, dans ce cas, Lordre des imitégrations peut étre changé
arbitrairement.
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Supposons maintenant que 1’un au moins des I'; n’est pas borné. Desi-
gnons par I .., pour tout j=1,..., n et tout r; >0, la partie de I; contenue
dans le disque | A | <r;, et posons I', =Ty, X .. X I, v, AVEC ¥ == (11, .o, 1))
Alors on peut poser, par définition:

ff(?x)dl = lim f f(MdA, lorsque 7 — (oo, oo, ..., o)
I I

r

Comme dans le cas d’une variable, on peut écarter le cas ou O appar-
tient au moins & un des I'; et on établit, sans difficulté, la généralisation
suivante de la prop. 7:

PROPOSITION 8. - Si la fonction A:..hifQ, o, dn) de Ay ., hy est bornée
sur T (f étant continue sur L) ef si pour tout j, I';* est vectifiable, U'intégrale
de f sur I existe el on a, pour toule semi-norme p continue sur I,

p[ ff(k)dk
Iy

L, étant une constante finie dépendante de p telle que pA . AMFMNSL,
sur I. En oulre, on aura

J‘f(l)d)\ :fd}\lfd)\z) ...j‘dlﬂ,f(kl PRI Rn),
r

Pi 1‘2 Pn

<L,

Ly* [ [ Lo*

ce qui implique, évidemment, que U ordre des intégrations est arbilraire.

Pour la démonstration, on peut sunivre une technique semblable & celle
de la démonstration de la prop. 7, et on peut se borner au cas de denx
variables,. puisque, dans le cas général, la démonstration est parfaitement
analogue.

7. Représentation eanonique des éléments de I’algébre S(F). - Soit | Frt
une base d’un filtre ¥ de sous-ensembles de C (k=1, 2, ... Nous pouvons
supposer, sans perte de généralité, que les frontidres de ces ensembles ne
contiennent pas 1’origine. Dans ces conditions:

DEFINITION. ~ On dit que la base | Fi} est réguliére, si elle est normale
et distancide, et si, quel que soit %, la frontiere de Fj est rectifiable aprés
inversion. Nous dirons alors que le filtre & engendré par cette base est ré-
gularisable.
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Dans les cas qui intéressent aux applications, les frontiéres des Fjsont
composées de lignes droites, arcs de cercle, arcs de parabole, etc., et la con-
dition indiquée se vérifie en général. Ainsi, dans les exemples I ef III du
n° 4, les bases I'; considérées sont évidemment réguliéres; dans ’exemple II,
la base serd réguliére si I’ensemble F une droite, une demi-droite, une suite
de points isolés une parabole, ete. ete.

Soit donc Fy une base réguliére et choisissons un point ¢ € C — F,. Pour
toute fonetion ¢ e(F) il existe un k tel que 9 e d(Fk); done, 8si Pon pose

7.0 d(z) = @—_C—p%?)k—_l_l sur Iy,

la fonection (¢ — ¢){(2) de # sera bornée sur Fy et, par suite, la fonction z{(z)
de #z sera aussi bornée sur Fy. Dégignons par O, la frontiére de 1 inter-
section de Fy avec le disque |z| =<, pour tout r <O; nous supposerons C,
orientée de facon & laisser ¢ droite les poinis de celle intersection. Alors on
aura, par la formule de CAUCHY:

b)) = é%ifz‘q)%dl’ pour tout # intérieur a C,..

Cy

D’ autre part, si I’on désigne par D, la partie de C, n’appartenant pas
4 la frontiére de Iy, on aura:

lim -qi@—)dk =0, pour tout # intérieur & Fy.

P — O z"“"l
D,

kn effet, on a | D, | < 2nr et, puisque la fonction AY(A) de A est bornée

sur Fy, on peut fixer, pour tout # intérieur 4 Fi, une constante M, finie
telle que:

;‘)%i = %%—, pour tout A€ D, et tout r > 0.

Alors, si on désigne par I'x lo frontiére de Fn, orientée de facon o
laisser & droite Fy, on peut écrire

(7.2) P(2) :2—% ijg\))\ d), pour tout z intérieur & Fy.
Iy

Or, d’aprés la prop. 6, la fonction (# — At de 2, & valeurs dans &(F),

Annali di Matematica 30
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est bornée sur C— Fj (quel que soit k). I1 en découle que cetle fonction est
holomorphe dans C — Fy (prop. 2) et que la fonction Mz — N~ de A est aussi
bornée sur C— Fy quel que soit k (prop. 1).

Nous désignerons par j(2) la fonction (z— X" de X & valeurs dans S(&),
¢’ est-&-dire nous poserons

1
(2 —2)

JO) = , pour tout Ae C-— Fy

ol Foo =M% Fy (support de &). Puisque ¢(}) est une fonction complexe conti-
nue sur Fy et que j(A) est une fonction & valeurs dans (&), holomorphe
dans € — Fry1, le produit $(2)j(X) est une fonction de X & valeurs dans
auF), continue sur Ty. Comme, d’autre part, AY(A) est bornée sur Fy et Aj(A)
est bornée sur C— Fyy., lo fonction X*P(X)j(A) de A est bornde sur I'y. Enfin,
comme la base { Fil est réguliére, par hypothése, la frontiére de I} est
rectifiable aprés inversion (on suppose, pour commodité, O ¢ I'y). Donc en
vertu de la prop. 7, U'intégrale de $(A)j(A) sur I'r exisie. Par conséquens, on
peut écrire (7.2) sous la forme:

=—j¢m< o [ o,
Ty

o Uintégrale est prise au sens de la topologie Gy de F) el ot I on suppose
la frontiére, Iy, de Fy orientée de facon & laisser Fx & droile.
Enfin, compte tenu de (7.1), on trouve

o)  (2—o)et

(7.3) 2m (J& —oFtt ()

dr  (au sens de Bu).

En conclusion:

La formule (7.3), valable pour toute e &l(Fy) et fout k=1,2.., dans
U hypothése o la base | Fr | est réguliere, fournil une représentation canonique
des éléments © de E(F) en fonction de U élément z, en termes de la siructure
d’ algébre topologique définie dans (F). Les valeurs ¢()) de o figurent au 24
meimbre seulement comme des scalaires, que U'on wulliplie par des vecteurs
construits au moyen de z.

Cette formule va nous permettre de trouver, non seulement une expres-
sion générale des homomorphismes continus de (&) dans une algébre loca-
lement convexe A, mais aussi une expression générale de toutes les appli-
cations linéaires continues de &(F) dans un espace localement convexe B
quelconque (semi-complet et séparé).
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Mais il convient encore d’observer que, dans certains ecas, il sera plus
commode d’employer la formule

(7.8) o=F= 9" o) a,

2mi Joo—op(z— N

Iy

ol on suppose les entiers k et p choisis de facon que ¢ed(Fy) et que
P(M)/(A - c)?~* so0it bornée sur Fy.

8. Applications lindaires continues de (F) dans E (°). - Soit & un filtre
admettant une base normale { Fr ! et soit E un espace vectoriel complexe, lo-
calement convexe, semi-complet et séparé. Pour la recherche des applications
lindaires continues de &(F) dans F, il suffit de voir comment la formule
(7.3) donne aussi une représentation des éléments ¢ de 1’espace (F), en
fonction des vecteurs de base (z—2A)"%, A& C— Fo,, en seuls termes vectoriel-
topologiques de cet espace [donc, sans employer la nofion de produit de deux
6léments quelconques de UF). A cet effei, il est commode d’employer le
définition suivante:

DaFINITION. - Soit M un sous-ensemble queleconque de C. On dit qu’ une
fonction F(A) de la variable complexe A, & valeurs dans E, est & décroissance
presque rapide sur M, si pour tout n =1, 2, ..., il est possible de représenter
f(}) sur M, sous la forme:

O = X%To + o (T:nxo)n + F2), pour A=),

ot X, est un point quelconque de C, ai,.., a, des éléments de E et £,())
une fonction de A & valeurs dans F telle que la fonction (A — A )"+ £, (X) soit
bornée sur M. Les éléments a; seront nommés les coefficients assympiotiques
de f par rapport & X, et la fonction £,, pour tout n, le reste d’ordre n de F
relatif a %, (cf. [14] et [16)).

Il est bien aisé de voir qgue, §’il existe un point A, vérifiant cette con-
dition, n’importe quel autre point de C vérifie une condition identique.
D’ ailleurs on a immédiatement:

ProrositioN 9. - 8¢ M w’est pas borné, les coefficients assymplotiques el
les restes de f par rapport a A, sont univoquement deferminds, o partir de f

(®) Comme on ’a dit dans I’Introduction, ce n.° n’est pas indispensable pour la com-
préhension de ce qui suit, concernant le sujet principal de ce travail (le ealeul symboligue).
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et de )y, au moyen des formules

FO)=FO), F0)=FO)— 5~ P sur M
8.1 1 (h—2o)

b Qnda = }\}:Ln};o [ — 2oyt F,(N)].

Si M est borné, il suffit que £ soit bornée sur M, pour que £ soit a
décroissance presque rapide sur M, d’aprés la définition. Alors, les coeffi-
cients assymptotiques sont compldtement arbitraires et la terminologie ci-
dessus introduite mangue de base intuitive; mais nous I’ adoptons, méme dans
ce cas, pour une raison de commodité.

ProrositioNn 10. - 8Si S est un ensemble speciral d’ un élément a de I al-
gébre A, la fonction (a — A)™* de ) est & déeroissance presque rapide. sur
C-—8.

En effet, de 1’ identité

1 e
-1—:7_1+r+...+r 1—}«1_7', avec r=1,
on déduit, dans 1’algébre A, quel que soit A€ C':
11 a—=X  {a—A)"t (@a— Ay
a— XA A—2X (A—2AF 7 A= " (A—A) a—2A’

pour A€ C — S, A== 1, en observant que, dans ces conditions, on a:

1 _ 1 _ 1 1
a—)\" 0‘"‘)\0)_"(!‘1—‘1@_— >\“”;\o 1__(1—)\0.
A — X

Donc, si "on pose

— (@ — 20"
T =2t a—2)

a, = —(a—2A)", £ pour n=1,2 ..,

il reste & prouver que la fonetion (A — X)*+£,(X) de A est bornée sur C— S
pour tout n. Mais cela est une conséquence immédiate de la prop. 1, attendu
que 1’application x — (a — )" x de A dans A est continue.

Il en résulte, compte tenu de la prop. 6:

COROLLAIRE. - Si la base de fillre | Fy | est distanciée, la fonclion j(A)=
=(2— N de %, & valewrs dans SUF), est & décroissance presque rapide sur
C — Fx, quel que s0it E.
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T.a démonstration de la prop. 10 nous montre que le reste d’ordre n
de j par rapport & un poinf A, quelconque, sera dans ce cas:

: (2 — A"
2N = e .
I = =

Donc, si I’on suppose la base { Fi | réguliére, la formule (7.3) peut main-
tenant &’ écrire:

1
. e p— 1 (N) dA.
®2 v =g | k(0
Pis
Or, dans le cas oy les C— Fr ne sont pas bornés, les fonctions 7 sont
déterminées & partir de j au moyen des formules (8.1). Domnc, nous avons
ainsi obtenu, dans ce cas, une représeniation canonique des éléments de Uespace

Q(&F), en fonction des vecteurs de base j(A)(hAe C— Fy,), en seule termes vecto-
riel-fopologiques de cet espace (°).

I’ aufre part, nous avons trouvé une description vectoriel-topologique de
la base j(A), an moyen des deux propriétés suivantes:

1) j est une fonction holomorphe dans C— Fu;
2) j est & décroissance presque rapide sur C— Fy, pour tout k=1,2....
Ces observations conduisent au résultat suivant:

TahorEME 1. - Supposons que le filire § admet une base | Fp} réguliére
et que C— Fr est non borné pour tout k. Alors, il existe ume correspondance
biunivoque U <—> u, entre les applications linéaires continues U de (F) dans E,
et les applications u de C— Fo, dans E, qui sont holomorphes dans C— Fy, et &
décroissance presque rapide sur C— Fr pour toul k. Cetle correspondance est
est donnée par les deux formules réciproques

u)=Ul(z — N, pour fout reC — Fy

1
Uly) = 5 f@(l)uk+1(l)dl, pour toute e d(F),
Ly

o k est un entier lel que pe Q(F ", upy. le reste dordre k -1 de u par rap-

(%) D’aprés la convention du n.° 8, nous désignons ici par par Foo 1’intersection des
By (support de &).
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port & un point X, quelconque de C— F,, et I'y la frontiére de Fy orientée de
fagon o laisser Fy & droite (7).

Démonstration:

a) Soit U une application linéaire continue quelconque de (&)
dans E ef posons

)= Ul(z— N, sur C— Fo.

Nous avons vu que la fonction j()= (2 —X)~* est holomorphe dans
C — F., et & décroissance presque rapide sur tout ¢ — Fr. Or il est bien
aisé de voir que ces deux propriétés, exprimables en lermes vectoriel-topolo-
giques de E(F), sont conservées par n’importe quelle application linéaire
continue de &(F) dans E; ¢’ est-d-dire, I’image u(A), de j(A) par U (4 valeurs
dans H) aura les mémes propridiés, et on voit aussitot que

Uil = un(r), sur C—Fy, n=1,2, ..,

oll j, et u, sont les restes d’ordre n de j et u, par rapport & un point 2,
arbitraire de C — F, .

Soit maintenant ¢ un élément quelconque de &(F). Il existe alors un
entier k tel que ¢ € f(Fi) et, par suife:

(8.2) ¢ :2%"; fcp(k)jHl (Mdx  (au sens de To).
I

k

Done, si I’on applique U aux deux membres de (8.2'), en tenant compte
que 1’application U est linéaire continue et que 1’intégrale considérée s ex-
prime comme limite, dans &(F), de sommes de produits de scalaires par les
vecteurs jr,(A), avec A€ I'x, on trouve aussitot:

1
U6 = 3o [ o0Vl )2
Ty

1

Ty

b) Soit, réciproquement, u(A) une fonction & valeurs dans E, holo-

{7} Ce théordme est une généralisation du th. 1 de [14], ot Pintervention des fonctions
& croissance presque rapide a 6té signalée par M. L. SCHWARTZ,
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morphe dans C—F,, et & décroissance presque rapide sur C— Fi, pour
tout k. Posons

1
8.3) Up) =

S P(A) are 1 (M)A

r,

pour toute ¢ € d(Fy) et tout k=1, 2, ..., ux(}) étant le reste d’ordre k de u())
relatif & un point 2, de C—F,. Il s’agit de démontrer que la formule (8.3)
définit, effectivement, une application linéaire continue U de &(F) dans E,
et que I'on a U[(# — A)""] = u(}) pour tout A€ C — Fr. Nous le ferons par D
étapes, en supposant, pour commodité, X, = O (sans perte de généralité):

1.2 L’intégrale du 2% membre de (8.3) existe dans FE. En effet, cocmme
¢ € d(F), la fonction ¢(X)/)\F est continue et bornée sur Fi; la borne supé-
rieure de son module sur ¥, peunt &tre prise pour |||l x. D’ autre part,
comme wux., est le reste d’ordre £+ 1 de u par rapport & X, = 0, la fonction
Ab+2g 150y de L est continue et bornée sur C-— Fr.;. Done, pour toute semi-
norme p continue sur K, il existe une constante Ly, , finie, telle que

(8.4) PN e aA(M] < Lie,p l ¢ 1, sur Fy.

En outre, 'image, I'y*, de I'y, par I’ application X — 1/X, est rectifiable,
puisque la base | Fi} est réguliere par hypothése. Par conséquent, d’apres la
prop. 7, Vintégrale en question existe effectivement.

2.° La transformation U est univogue, ¢ est-a-dire, U élément U(p) défini
par (8.3) dépend seulement de ¢ el non pas de k. Pour s’ en convaincre, il
suffit d’ observer que, si 2 >k, on a, en vertu du théoréme de CAUCHY,

f 900 (YN = f () tiops OV,

Fy T,

car la différence entre la premiére fonction intégrande et la seconde est une
somme de fonections de A de la forme a i)/}’ (a,€E, k 4+ 2=<s << h) et que,
ces fonctions étant continues sur Fp et holomorphes dans I’ intérieur de Fy,
leurs intégrales sur T sont nulles (cela est évidemment vrai pour les inté-
grales sur la frontiére, C,, de l'intersection de Fr avec le disque [#|<<7;
en outre, les intégrales sur la partie de C, n’appartenant pas 4 I'p tendent
vers zéro lorsque r — oo),

3.0 L’ application U est linéaire. 11 suffit d’observer que, pour tout
couple de fonctions ¢, ¢ & d(F), il existe toujours un % tel que ¢ et ¢ appar-
tiennent simultanéament & C(Fy), et d’employer les propriétés de linbarité
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des intégrales, qui subsistent évidemment pour les intégrales impropres défi-
nies au n.° 6.

4,0 L application U est continue. Comme (F) est la limite inductive
des espaces normés C\(Fy), il suffit de montrer que la restriction de U a
A(Fy) est continue (au sens de %) pour tout k. Or nous avons vun que, pour
tout entier %k et toute semi-norme p continue sur K, il existe une constante
Ly, finie, tel que 'on a (8.4) pour toute e d(Fy). Il en résulte, par la

prop. 7, que

1
P0G = 520 [ otan ) @

Fk

< o Lo | T4 [ ole

pour toute ¢ € d(Fr). Cela montre aussitét que p[U(p)] — O lorsque || ¢ ||x — O.
Donc, la restriction de U & El(F) est bien continue, au sens de Gr, quel que
soit k et par suite, U est continue sur S(F) an sens de T .

5.2 On a Uf(z — 2 = u(\), pour tout A€ C — Fy . Soit en effet A’ vn
point quelconque de C— F,. Alors il existe un % tel que '€ C— Fy, i.e.
tel que la fonction (# — 1)~ est un élément de C(Fx). On aura donc

[{z — At 1 J (A — Xy upqa(A)dA

1 k1
S f N a() — 2 ah—dA

T,

ot les a, sout les coefficients assymptotiques de u par rapport au point O.
On en déduit, compte tenu que u(}) est holomorphe et bornée sur C— Fry,,
et que la frontiére de Fj est orientée de facon a laisser C— Fyr & gauche:

_ 1 ra®)

T ] A — N
Pic

Ul(z — My dh = a(\), e q. £ d.

DEFINITION. - On appelle fonclion indicatrice &’ une application linéaire
continue U de &(F) dans E la fonction a qui, d’aprés le théoréme 1, la re-
présente de fagon biunivoque.
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NOTES COMPLEMENTAIRES AU THHOREME 1:

I. Cas ow & est constitué par les voisinages d’un compact. — Soit &F le
tiltre des voisinages d’un compact F de C; nous avons vu (n,° 4) que Von
peut dans ce cas choisir une base de & distanciée, et par suite une base
normale | Fy 1, constituée par des ensembles bornés; il en résulte que cette
base sera réguliére. On a alors Fo, = F. Or il est aisé de voir que, dans ce
cas, pour qu’ une fonction w(d) & valeurs dans E soit holomorphe et & dé-
croissance presque rapide dans C— Fy, pour tout %, il faut et il suffit que
elle soit holomorphe dans C — F et tende vers zéro lorsque A — oo, DY autre
part, il est évident que, quel que soit %, toute fonction ¢ e d(Fx) est mainte-
nant bornée sur Fi. Donc on aura tout simplement dans ce cas:

1 \
U = g7 [ atit) @,
Pk
pour toute ¢ e l(Fy) et tout k. Nous avons ainsi refrouvé, comme cas parti-

culier du théoréme 1, un des résulials fondameniaux établis dans [8] el géné-
ralisé dans [9).

II. Cas oit les ensembles C— Fy sont tous bornés. — Dans le théordme 1
nous avons introduit I’hypothése que fous les ensembles C— Fr sont non
bornés. Observons maintenant que le cas ou I'un au moins des ensembles
C — Py est non borné se raméne immédiatement au premier, car cette con-
dition se vérifie alors pour toutes les valeurs de % supérieures (vu que Fr C
C Fryy pour tout k) et on obtient encore une base de &, en éliminant les
Fy correspondants aux valeurs de k inférieures. Il resie donc le cas ov C— Fy.
est borné pour tout k; alors la thése du théoréme w’est plus valable.

En effet, nous avons vn que, dans ce cas, il suffit qu’une fonction w(})
soit bornée sur un ensemble M, pour qu’elle soit & décroissance presque
rapide sur M, avec des coefficients assymplotiques tout & fait arbitraires. On
voit alors que le théoréme 1 doit &fre remplacé par le théoréme suivant:

THEORBEME 1. - Supposons que le filire § admet une base | Fr} normale
et distancide, et que C — Fi est borné pour tout k. Alors il existe une corre-
spondance biunivoque entre les applications lindaires continue U de E(F) dans
E et le systémes (u, ai, as, ...), constitués par une fonction u(h) & valeurs dans
E, holomorphe dans C— F, et par une suite (a,) quelconque de wvecteurs
de E. Cette correspondance est donnée par les formules

a) =Ul(z—N", sur C—Fo; an=U[—(z— A

1 R
Ulp) = omi f(p(A) ury (MR,  pour toute ¢ e CUF),

By

Anneli di Matematica 3
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Ao étant un point arbitraire de C — F., k un entier tel que ¢ell(Fr) el

unA) =ull) — X a, (A — )%, pour n=1, 2 ....
1

Observons encore que toute fonction ¢el (Fx) peut s éecrire sous la
k

forme () = 94() + Zc,27, ofl le ¢, sont des constantes complexes et @, z) — O
0

lorsque 2 — oo. Il en décounle que le derniére formule peut encore se pré-
senter sous la forme

k 1
85) U =3 oea,+ 5 [dutia,

Ty

pourvu que @, = U(—E”"‘l), n=1,2, ...

III. L’ espace Q*(F); cas on il est dense dans El(F). - Nous désignons par
*Fy) (k =1, 2,..) le sous-espace vectoriel de E\(Fy) constitué par les é1é-
ments ¢ de cet espace fels que la fonction z¢(2) soit bornée sur Fi, et nous

poserons &¥F) = Cj E*(F).
i

Proposition 11. - Pour que Uespace A*&) soit dense dans UF), il faut
et il suffit qu' il existe aw moins un k iel que C — Fr s0it non borué.

Eu effet, supposons cette condition vérifie. On peut alors supposer, sans
perte de généralité, que tous les C— Fj sont non bornés. D’autre part, on
a évidemment j(}) € d*(Fry,) pour tout % et tout Ae C— Fi, et la prop. 10
montre que la fonction j(X), & valeurs dans &(Fx.,), est & décroissance lente
sur C— Fr, poar rapport & Gry,. Donc le restes jp se déduisent de j au
moyen des formules (8.1). Dans ces conditions, la formule (8.2) indique que
toute fonction ¢ e d(Fx) ¢ exprime comme limite d’une suite de vecteurs
dans U espace normé d*(F) et que, par conséquent, I*F) est dense dans J(F).

Supposons maintenant que tout ensemble C — Fj est borné et soit U*
une fonctionnelle lineaire continue dans 1’espace d*(F), muni de la topologie
induite par % (dans ce cas E= C). Alors on a

1
U*(pp) = 5 fcpg(l) u\)dr, pour g¢,e d¥Fr),
T,

en posant u(})= U*(z — A\)™"] sur C — Fy. Mais le théordme 1, ainsi que
la formule (8.5), montrent qu’il existe une infinité de fonctionnelles linéaires
U continues sur {(F), qui prolongent U#*, et cela veut dire, évidemment, que

A*F) n’ est pas dense dans (F).
c. q. . d.
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Done, dans le cas ot 'un Jan moins des € — Fj, est non borné, et
seulement dans ce cas, on peut simplifier 1’ expression des applications
linéaires continues U de &(F) dan E, en écrivant

(8.6) Uly) = %f p(Mua(Mdr, pour toute ¢ e E(F,),
Pk

si on pose, par définition:

[u(k)@(k)dl: Zlim u(MERdA,  avec (e dXF),

Ty Iy

ot la deuxiéme intégrale existe au sens la définition du n° 6.

La formule (8.6) met 'accent sur le fait que, dans ce cas, application U
est complétement déterminée par son indicatrice uw, ce qui n’est plus vrai
dans le cas olt les C— F, sont fous bornés.

IV. Observons enfin que 1’expression des applications linéaires conti-
nues U de &(F) dans E peut encore 8’ écrire, dans le cas général:

(8.7) U(cp)=§~71c—i [:p(l}up(l)dl, pour toute ¢e&l(§),
T

k

en supposant les entiers p et k choisis de facon que ¢el(F,) et que
oA} /(A — APt soit bornée sur F,. Pour s’en convaincre, il suffit de
rappeler la formule (7.3).

9. Homomorphismes continus de &|(§) dans A. - Supposons mainte-
nant que l’algébre A considérée an n° 2 est semi-compléte. Alors, les consi-
dérations des n®. 7 et 8 conduisent au résultat suivant(s):

THEOREME 2. - Si & est un filire de sous-ensembles de C admettant une
base réguliére {F,\, il existe une correspondance biunivoque ¥ <> a, entre
les homomorphismes continus ¥ de F) dans A, tels que H(1)=1, et les
éléments a de A dont le filire spectral est plus fin que &, cest-a~dire tel
que F, soit un ensemble spectral de a pour fout k. Cetle correspondance est

(®)) On peut toutefois &viter 1’analyse du n°8, en démontrant directement le th. 2 sans
s’appuyer sur le th. 1, comme on le verra.
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définie par les deux formules réciproques

a=H(z)

(a— 2o)? ¢(A)

o) = —5 | = a—)

dx, pour toute ¢ € &F),

Ao tant un point quelconque de C— Fy et k, p les entiers tels qne ¢ E(Fy)
et que @(A)/(h — A)P™" s0it bornée sur Fy; on suppose encore Iy, frontiére de
Py, orientée de fagon & laisser Fy o droife.

Demonstration:

@) Soit ¥ un homomorphisme continu de &i(F) dans A, faisant corre-
spondre & la fonction ¢(2) =1 !’élément unité de A, et posons H(2) =a.
Alors, puisque I’ on a, pour tout Ae C— F,

Z—X) —N"t=(@E— A" —N=1,
on aura aussi, pour tout AeC— F,
(@—NA[—N=R[E—N"a—N=1,

attendu que ¥ est un homomorphisme d’algébres et que, pour ceite raison,
on a Mz —)) =¥z — KA1l =a—2H(1)=a—>X En outre, quel que soit
kE, 1’ ensemble des éléments (@ — A)~* de &(F), lorsque A parcourt C— F,,
est borné dans cet espace (prop. 6); done, son image par [ application
linéaire continue M eost bornée dans A; cela veut dire que F, est un
ensemble spectral de a, quel que soit k.

Soit maintennant ¢ un élément quelconque de &(&). Alors il existe
deux entierts k et p tels que ped(Fy) et que p(A)/(A — A)P~* soit bornée
sur F,; done [cf. (7.37):

L= [ e
= "9m f h— APz — A) dX, au sens de B,

12

X, étant un point quelconque de C— F,. On en déduift aussitdt, compte
tenn que ¥ est un homomorphisme continu et que I intégrale s’exprime
comme limite de sommes de scalaires par les vecteurs (z — Ay~ lorsque
AeT,:

- (a — Ao CP(A)
o) ="5 1[ (X — hoPla — 1) aa
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b) Soit réciproquement, a un élément de A dont le filtre spectral
soit plus fin que &, ef posons:

_ (= 2+ P(A)dA
1) o) =—% (N — o)A — A)’
Fk
pour toute ged(F,), k=1,2, .., X étant un point fixé arbitrairement dans
C — F1 .

En raisonnant comme dans la démonstration du théoréme 1, b), on voit
que cette formule définit une application linéaire continue ¥ de &(F) dans
A et que (®

[z — N~ =(a— N~ pour tout re C — F.
D’ autre part, de (8.1) on déduit
(9.2) (e — M)l = (@ — 1)"H(w),
pour toute ¢e&l(F) et tout n=1, 2, ... On aura donc
Kz — 2oz — A== (@ — 20" H[(z — 2o~
=(a—i)*, n=1, 2, ..

Pour » =1, on trouve ¥(l)=1. Pour =2, on a Hiz— ) =a— X,
d’ott H(z)=a, vu que H(z — Ao)=H(2) — *H (1) = H(E) — X .
Il reste domc a prowver que ¥H(pip.) = Hip, H(w,).

Soient @,, v, € d(F). Alors il existe au moins un entier k tel que
@1, 2€ (F,); done si Ion pose

_ o (A) — $:(A)
(9.3) $:(A) = W=t $y(A) = O — dgFri

les fonetions (A — Ag)Ps(X), (A — Xo)d,(0) de A seront bornées et continues sur
F,, et on aura. évidemment:

R a) = 5 f i) ddy f Ya(ha) AN

a— )\ a— }»2
Trpy T

() On peut démontrer directement ces parties du théordéme, en évitant les considdrations
du n°® 8, comme nous I'avons déja observe.



246 J. Sgeastiao e Siwva: Sur le ealenl symbolique opérateurs, cte.

_ 1 [ { () [ da(Ro)dA,
- (2mi) a—X a— A
Fk+1 Fh

| .

[ [ : $a(A) oA s)dAs

= @wiy (@a—)a—2Xy)’

puisque ces intégrales sont des limites de sommes dans A et que le produit
dans A est séparément continu. Or on a, quels que soient A, A,&€ C—F,
avee A, == Ap:

1 1 ( 1 1 )
(a—*)\l)(a'-‘)\z)—)h—lz a'—)-l a‘—)\z

Il s’ensuit que 1’ on peut écrire ¥, ¥ (y,) sous forme d’uve différénce
¢ —d, en posant

— 1 4"1(7\1) ‘1’20\2)
C = (*2?2)2 /- d)kl[ d)kz

a— Ay A — Ay
Ph+1 Pk
[ [ iR ) (Ra)dA,
(2n (A — Ag)l@ — Ag)
Thyy

Mais alors on a, en vertu de la formule de CAUCHY:

— 1 [ 300 ds(de)
2757/ a— M k=
Ths

H ()

D’ autre part, on appliquant la proposition 8 et le théoréme de Cavomy
(pour des fonctions vectorielles), on trouve:

. 1 4)2(7 2) 10\1/
d“(2m‘)2 a-mk d) kl_lzdxl—()

Ty

En effet, puisque F,,, C F,, tout point A, de T, est extérieur & Fy. .
et, dans ces conditions, la fonetion (A;— X;)~*de A, est holomorphe sur Fiy,.,
ainsi que ¢;(&;) On a donc

%(4’1)%(4)2) = }C(q)lq)z)?
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d’ott "on déduit, compte tenun de (9.8) et (9.2):

Hp102) = W) ¥ (2), c. q. f.d.

Le théoréme 2 ne donne pas en général tous les homomorphismes conti-
nus de (&) dans A, mais senlement ceux qui font correspondre & la fonction
1 Pélément unité de A. Cependant, on peut en déduire I’expression de tous
les homomorphismes continus de (F) dans A.

Soit en effet J un tel homomorphisme. Alors, puisque 1.1 =1 dans
(&), on aura aussi

H(Ly K1) =%H1);

done, si 'on pose h=1H(1), h sera un projecteur de A ¢ est-a-dire A*=h,
et, par suite, I’élément unité de la sous-algébre fermée hA de A. Il s’ensuit:

COROLLAIRE. — Dans 0 hypotése du théoréme 2, il existe une correspon-
dance biunivoqne entre les homomorphismes continus ¥ de QUF) dans A ef
les couples (h, a) tels que h est un projectenr de A el a un élément de A,
dont le filtre spectral, par rapport a U algébre h A, est plus fin que &, Ces
deux éléments sont délerminés & portir de H par les formules Hil)=h,
H(2)=a. Réciproquement, X est donné & portir de h el de a par la deuxiéme
formule du théoréme 2, ew considérant, au liew de (a — })"* (qui peut ne

pas exister dans A), Uinverse de a— A dans Ualgébre hA, pour fout
reC — Fgy.

En particulier, si A est un domaine d’intégrité, le seal projecteur non
nul dans A est son élément unité 1. Donc, dans ce cas, on peunt supprimer
la condition ¥#{1)=1 dans !’énoncé du th. 2.

REMARQUE. - 1l est & souligner que, dans le th. 2, il n’est pas néces-
saire de supposer que I’un au moins des ensembles C—F, est non borné.
Cette hypothése est seulement nécessaire dans le th. 1.

10. Le caleul symbolique relatif & I’algébre &(F). -~ Sous les hypo-
théses et les conventions du théoréme 2, nous poserons par définition :

— Ao)? A
(10.1) pla) =Hip) = @ i ) [ i~ — 7\3’(“(21 — 2) @

k

pour toute ¢ e E(F).
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Cette formule est la base du calcul symbolique relatif a I’ algébre (),
applicable & tout élément a de U'algébre A, dont le fillre spectral soit plus
fin que §. La proposition «¥ est un homomorphisme continu de (&) dans
A tel que H(1)=1 et H(g)=a» se traduit par les régles fondamentales
du calcul symboligque:

L) Bi 9 =1¢+ 92, ¢la) = () + p:a)
2) Bi 9=qup, 9(a)= pla)p:a)

3) Sie=1lim g, , ¢la)=1lim ¢,{a)

4) Sigle)=2¢ o¢la)=a

5) Si ¢(#)=¢, avec ceC, alors ¢la)=c.

Ce sont ces régles qui justifient la définition (10.1) et qui permettent
d’appliquer le calcul symboligue a la résolution d’équations fonctionnelles.

Cette application du calcul symbolique se fait en général par I’une des
régles suivantes, que 1’on déduit des régles fondamentales 1)-5):

REGLE D’ INVERSION, St PVon a @) () =1, ¢’ est-& dire §(z) == [¢(@)],

avec ¢, $ € (&), on aura aussi gla)-dla) =1, ¢ est-a-dire Y(a)={¢(a)]™"

REGLE DE DRERIVATION. - Soit ¢(2,t) une fonction de la variable com-
plexe z el dela variable réelle ou complexe ¢, telle que, si I’ on pose D(t) = g(z 1),
on définit une fonction ® & valeurs dans (&) Alors, si @ admel dérivée
en fout poinl t, de son domaine

®u@=1m19@lig@

o9z
P Tt —t, 8t (® t) (au sens de Go)

et que U'on pose Y(z,1) ng (#, ), on aurc aussi:

2 teta, 0] = 2 (@, )= Ua

La rdgle d’inversion est une conséquence immédiate de 2) et de 5):
elle ne fait donc pas intervenir les topologies (&) et de A. Par contre,
la régle de dérivation est une régle essentiellement topologique, puisqu’elle
exige la condition 3), en méme temps que 1), 2) et D).

Toutefais, en général, le calcul symboliqgue & plusieurs variables et le
calcul symbolique relatif & des fonctions vectorielles permetient d éviter la
régle de dérivation, comme on le verra par la suite.
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ReEMARQUE IMPORTANTE. - Dan certains cas, on ne peuf pas, sans risque
de confusion, identifier 1’ élément unité, e, de A, an nombre 1. 1l faut alors
remplacer a —X,, et a— X, dans la formule (10.1), respectivement par
a@—2ie et a—>ie, et remplacer ¢la)=c, dans la condition b), par
pla) = ce. En outre, on doit utiliser plutdt la notation (a — A e)™*, pour
Pinverse de a— A e, bien que, dans ceriains cas, celle nolation, elle aussi,
puisse donner lieu & equivoque (cf. corollaire du th. 2).

11. Le calcul symbolique & »n variables (forme cartésienne). - Soit encore
A une algdbre vérifiant les hypotheéses indiquées au n° 1, et considérons

d’autre part n filtres &', ..., F" de sous ensembles de C, admettant »n
bases réguliéres, respectivement {Fi}, ..., {Fg}. Pour tout k=1, 2, ..., nous
poserons

F,=F; X Fi X ... XF¥%

On voit alors que ces ensembles [F, forment, eux aussi, une base de
filtre; nous désignerons par & le filtre de base { Fy}.

Pour tout %, nous désignerons maintenant par C(F,) 1’espace des fonc-
tions complexes

Cp(‘z) == cp(zly e zn}

définies et continnes sur F,, holomorphes dans Vintérieur de F, et telles
qu’ il existe pour chaque fonction ¢ une constante M finie vérifiant

lo@) | SMiz|* .. |2,|*" sur F,

Nous considérons cet espace fonctionnel muni des notions usuelles de
somme et de produit par scalaires, qui le rendent un espace vectoriel
complexe. D’autre part, en choisissant un poini ¢ = (¢, ..., ¢,) de C" tel
que ¢, € C — Fi, v=1,.., n, nous considérons d(¥,) muni de la topologie
G, définie par la norme

¢(2) |
= 8su
” ¢ “ .1 zel% (zl — c,l)h vee (Zn —— Gn)k

Cela posé, on généralise aisément & cet espace J(F,) les propositions
3 et 4. Si 'on identifie chaque fonction oe&(F,) & la fonction o* qui
est la restriction de ¢ & F,,,, on a encore El(F,)C A(Fyy,) et on voit que
la topologie induite par G,,, dans S(F),) est moins fine que G,. On pose
alors, par définition:

as) = U ary

Annali di Matematica 32
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ef, comme dans le cas oi # =1, on munit Y¢F) de la structure de limite
inductive localement convexe des espaces (F,). La prop. b se généralise
aussi, d’une facon immédiate, an cas de n variables; donc &(&) esi, dans
ce cas encore, un espace du type (Sy), ce qui implique les conséquences a),
b) et ¢) indiquées au n° 4, si l'on intérpréte (¢ — c)* comme le produit
(B — 0% .. (82— )" et |2*| comme le produit |2]*.. |#, "

Dans &U(&) on définit encore dans ce cas, de fagon évidente, une notion
de produit ¢f de deux fonctions ¢ et ¢. On voit alors aisément que J(§)
est une algébre commutative complexe, munie d'élément unité [la fonction
©@1, ey Bq) =1, que Uon désignera simplement par 1] el d une structure
d’ espace localement convexe, par rapport & laquelle le prodwit o) est continu.

La prop. 6 (n° 5) donne maintenant lien & la proposition suivante:

ProPOSITION 12. - Quel que soit s=1, 2, .., n, si le filire & est
distanciable, tout ensemble de &F° est spectral pour U élément z, de ().

En employant ce que I’on a établi au n®% 6, toute 1’analyse dévelloppée
au n°. 7 se réproduit, sans modifications essentielles, pour le cas de n
variables, On est ainsi conduit & la généralisation suivante du théoréme 2:

THEOREME 3. — Supposons que les bases | Fyl, pour s=1, .., n soni
régulicres, el que U algébre A, vérifiant les hypothéses formulées au no 2, est
en oulre semi-compléte. Alors, il exisie une correspondance biunivoque enire
les applications lindaires continues H de () dans A, ftelles que H(l)=1,
ot les systémes de n éléments a;, a», ..., an de A, qui soni permutables
et tels que le fillre spectral de a; est plus fin que &F° pour s=1,

Dans le cas o 0 C— F%, pour s=1, ..., n, cetle correspondance peut
étre définie par les formules réciprogues

qa; == j{(;;.); a; = %(é;)y ey My = }aé\n)

J’ﬂ ) ‘s azp“ oes ) dll see d)\n
(CP 271:2)"' )\pl . )\p” (01 — A ) (an —_ )\n) ’
r‘k

pour toule e llF), ow les entiers k, p,, .., p. sont choisis de facon que
la fonction ¢()/(z,P1 ... 2,02) de 2,, ..., #, Soil bornée sur F, et la frontiére,

%, de I'% est supposée orientée du facon & laisser Fy o droite (s =s1, .., n).
Dans le cas o U'on a wa pas O C — F; pour tout s il suffit de remplacer
abs et A\, dans la derniére formule, respectivement par (@, — ks o)Ps b
(hg — Xe, 0P, O As o est un point gquelcongue de C— Fi (s=1, 2, ... n).

Observons qu’il est loisible (et quelques fois commode pour les appli-
cations) de remplacer dans cet énoncé Fi, .., Fr, par F, .., Fi_, olt les
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entiers %, seront choisis de fagon que o(z)/(z" ... 2,P+~1) soit bornée sur
Fi, X ... X Fg_ (sans que ces entiers soient nécessairement égaux).

La démonstration de ce théoréme ne présente pas de difficultés essentiel-
lement nouvelles par rapport & celle du théoréme 2 (cf. [8], p. 78.79).

Dans les condifions du fhéordme 3, il est naturel de poser, par dé-
finition :

Yar, @ ., @) =Hg), pour toute ge AUF).

Alors, en posant a={(ai, .., a,), on aura les régles fondamentales
du calcul symbolique, qui justifient cette definition :

1) Si o=+ 9, 9@ = nla)+ ¢la)

2) Si 9=, 9(a) = p:(a)p:(a)

3) SBi p=1Iim¢,, 9a)=1im9,(a)

4) Si g)=2z,, ola)=a,, pour s=1, .., n

B) Bi ¢ =¢c, 9la)y=1, quel que soit ce C.

Cela étant, la régle d inversion et la régle de dérivation (@°. 10) se
genéralisent anssitot au cas de #u variables.

Du théoréme 3 on déduit un corollaire qui est la généralisation de
celni du théoréme 2.

Enfin, le théoréme 1, ainsi que son complément, le théoréme 1’, peut
aussi se généraliser, sous nne forme semblable, au cas de # variables. A
cet effet, il suffit d’employer la définition suivante de «fonction & décrois-
sance presque rapide »:

Btant donnés % sous-ensembles M, .., M, de C, on dit qu une
fonction £(A) = f(%;, ..., X,), & valeurs dans F, est & décroissance presque
rapide sur le produit M =TIM,, si, pour tout systéme d’entiers k = (k,,
k.) on peut représenter £(1) sur M sous la forme

veuy

S

FO)=3 3 (=%, ) Pay s () + F20)

s=1 p=1
olt A, s est un point quelcongue de C, ap, s(X) une fonction & valeurs dans

E indépendante de Afs=1, .., n; p=1, .., k,) et F£,(}) une fonction a
valeurs dans F, telle que la fonction de A

0\1 - 7‘0, 1)1+kl ree (}\n - l0, n)1+k“ fk(lh veey Kn)

goit bornée sur M,
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Y q 4 s

Observons de passage que ce résultat intervient essentiellement dans
D étude des ullra-distributions tempérées & plusieurs variables {cf. [2])

12. Types d’algébres auxquelles s’applique le calenl symboligue établi. -
Il y & un cas typique, assez général, d’algébres A pour lesquelles le calcul
symbolique établi se trouve naturellement indiqué. Ces algébres peuvent se
présenter fréquemment dans les applications (surtout dans plusieurs proble-
mes relatifs & des équations aux dérivées partielles), de la fagon suivante:

On a d’abord un ou plusieurs opérateurs, 4,, .... 4,, chaque opérateur
A, étant une application linéaire (en général non continue et non biunivoque)
d’vn sous-espace E, d’un espace localement convexe FE sur cet espace F.
Ces opérateurs sont en outre permutables entre eux, ¢’est-a-dire, on a:

ATV E) = ATVE,)

ot A, 4m = A,Au, pour tout ue ANE,), quels que soient r, s=1, 2, ..., n.

Dans certains cas (ceux auxquels s applique le calcul symbolique en
question), il existe, pour chacun de ces opérateurs A4,, un nombre complexe
As, 0, tel que A, — 12, est inversible, c’est-a-dire, une application biuni-
voque de E; sur E. Posons K,= A4, — A, ,, pour tout s. Alors il est aisé
de voir, en employant la mélhode générale d’extension algébrique exposée
dans [10], dans le cas simple considéré au n° 1:

Il est possible de construire un espace vectoriel E, tel que E soit un
sous-espace vectoriel de I el que U on puisse prolonger chacun des opérateurs
K, en wune application lindaire biunivoque K, de E dans E, de facon que:

1) K,.K,=K,K,, quels que soient r, s=1, 2, ... n;
2) ftoui élément w de E soit de la forme
w=K" ... K%u, avec uck, et p;, .., p, entiers.
Les régles de calcul dans E sont tout a fait simples. En général, on
peut identifier, sans danger de confusion, K, avec K, pour tout s. Deux
éléments de F,

u= K% .. K, v=K¥..Kiv (u, veE),

peuvent toujours s’ exprimer sous la forme d’ exposants communs. Par exem-
ple, si Pon pose

wt = (K ... Kinytu, v* = KV ... Ki»—,
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on aura u* v*eHE ot

U = Klih'l‘lh e I(£n+qn%*, D= Kfr‘-% Kﬂ,ﬂ-mv*

Posons, pour simplifier, p = (p;, ..., p,) et K? = KV'.. Ki~, pour tout
systéme d’ entiers p,, .., p.. Alors, en vertu de la linéairité des opéra-

teurs K, prolongés & K, la somme et le produit par scalaires se calculent

dans FE suivant les formules
(12.1) K?u 4 KPv = KP(u -+ v), a/KPu) = K?ou)

D’ autre part, les opérateurs K™, avec m = (m,, ..., m,), seront définis
dans B tout simplesment d’ aprés la formule

(12'2) Km(Kpu) = Km+pu’ ol m + p ~ (ml +p1 y e My + pn)
Enfin, le critére de 1 égalilé entre les éléments de E sera:
(12.3) K?y — K%, si et seulement si K% = K—%p.

Puisque 4, =K, + X, , pour tout s les opérateurs A, peuvent alors
eux-mémes se prolonger en des applications linéaires A, (non nécessairement
biunivoques) de E sur E, et il est aisé de voir que

ProposiTioN 18. - Le specire élémentaire de A, coincide avec la specire
élémentaire de A,, pour fout s.

Posons encore K=K, ... K,. D’aprés ce qui précéde, E sera Ia
réunion des espaces vectoriels K™(E), constitués par les éléments u tels
que u= K™u avec ueE (m=0, 1, 2, ... Donc

-~ o'}
E=UKm™E)
m=g
Suivant notre méthode générale de prolongement fopologique exposée dans
[10], § 2, nous considérons E muni de la plus fine topologie localement
convexe, To, qui rende continues les applications K, de E dans E et
induise dans E une topologie moin fine que la topologie = donnée sur K.

Dans les cas courants, F est un espace normé et K ;, pour chaque s,
une application de E sur E,, continue au sens de t. Alors E sera la limite
inductive localement convexe des espaces normés K™(E) images de E par
les puissances entiéres de K. Dans nombre de cas concrets, U application
identique de K™(E) dans K™+ E) sera complétement continue pour tout wm,
i.e. les ensembles bornés dans K™(E) sont relativement compacts dans Km+Y(E);
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alors B sera un espace du type (Sy), ce qui simplifie beaucoup les questions,
puisque Uon a dans ce cas les propriélés:

T) E est séparé, complet et véflexif.

II) Un sous-ensemble U de F est borné (aw sens de to), si el seulement
§'il existe un entier p et un sous-ensemble B de E borné au sens de , tel
que tout élément w de U est de la forme @ =KPu, avec ue B.

III) Une swile (ii;) &’ éléments de E converge vers élément © de E, an
sens de v, 8t el seulement sl existe un enlier p lel que ;. el T soient
de lo forme #; = K?u;, # =K?v, avec v =1limu; dans E au sens de t

Cela posé, considérons 1'algébre A = ,(F) des applications linéaires
continues de E dans . E, munies de la topologie de la convergence uniforme
sur les parties bornées de K. On voit aussitot que le produit dans cette
algdbre est séparément continn; en outre, si E est séparé et complet (resp.
semi-complet), i1 en sera de méme de €,(E): Dalgébre A= £,/E) vérifie
alors ftoutes les conditions exigées aux n® 2, 9 et 11.

Soit maintenant &F°, pour tout s, un filtre de sous-ensembles de C
admettant une base régulidre |{Fx} et tel que le filtre spectral de A, soit
plus fin que F°. Désigﬁons par & le filtre engendré par les ensembles
Fy=TF% X ... X F;, et supposons & abord que O e C— F; pour s==1,

Dans ce cas on peut prendre, évidemment, K, == A4, pour tout s, et
appliquer les resultats du n% 11 aveec A=¢,(E), a,= 4, pour s=1, .., n.
On aura alors, pour toute fonction ¢ e dU§):

by Py )\1, ey Ay dl d)\”
CF(AI’ see s An "“A A [ )
@rir AP L AEe (A — ) e (d— Ay)

I,

les entiers %, p;, ..., pn otant choisis comme 1’indique le théoréme 3.

S8i Yon a 0eC— &; pour tout s, il suffit de prendre arbitrairement
Asy o€ C — Fi pour chaque s, et de remplacer, dans la formule antérieure,
As par A, — Xy, o et A par (A, — %, 0%, s=1, 2, .., n

REMARQUE. - Posons o(4) = ©(4;, ..., 4,), pour abréger. Il est aisé de
reconnaitre que:

Si Despace E est normé (ou plus généralement, tonnellé), U application
(9, @) — (A& de &(F\XE dans E est Iy Jpocontmue relativement aux
parties bornées de S(F) et de E. En particuler, si E est un espace du type
(Sy), 1 existe; pour tout k et toul p, um entier m fel que la resiriction de
cette application o F,) X K? (E) soit une application de ce produit (normé)
dans U espace normé K™(I).
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ExempLEs - I. Soit E Vespace des fonctions numériques complexes
fie) = fle., ..., x,,) définies et continues dans R™ et nulles en dehors de
I’ensemble des points x>0 (¢’ est-a-dire, des points & coordonnées toutes
positives). Alors, si I'on pose, pour tout s:

d
D, = de,

(dérivation par rapport & x;),

on voit aussitdot que D, définit wune application linéaire binnivoque
d’un sous-espace E; de E sur I, et que ces applications sont permuiables.
On peut done construire !’ extension B de E, avec A,—K,—= D,, pour
s=1, 2 ..., n. Dans ce cas, II est [’espace des distributions sur R*
d’ordre fini et nulles en dehors de U ensemble x> 0. 8Si 'on prend dans E
pour topologie t celle de la convergence uniforme sur les bornés de R",
I'espace K. muni de la topologie T, de la limite inductive des espaces
D™ E) n’ est mdme pas semi-complet. I1 est alors plus commode de munir %
d’une topologie 7., moins fine, de limite projective d’ espaces (S;), suivant
une technique que nous avons ufilisée dans [10], [13] et [17], dans des
cas analogues; dans ces conditions, E peut atre complété, en y introduisant
les distributions d’ ordre infini, nulles en dehors de x > 0.

Cela posé, on trouve, pur toute distribution fe E, en supposant Ff= D7,
avec fe K.

D, — ls)——l ?: D.T'tnf flaen, v, o — ey ves Bn) e*ss ags ,
0

quels que soient A, e C, s=1, .., n. D’aillenrs, on démontre aisément
(cf. [13], p. 123) que la fonction (Dy — A)~' de A, & valeurs dans £,(F) est
bornée sur tout demi-plan droit F% defini par Re(l,)=k, pour k=1,
2, .., n; donc les Iy sont des ensembles spectraux de D,, et on pent
méme démontrer que le filtre speciral de D, est le filtre de base {F3}.
D’ ailleurs ce résunltat subsiste, si I’on remplace E par son complété.

Done, si I'on désigne par &, dans ces conditions, le filtre engendré par
les produits Fy= Fi X .. XF%, on peut définir les fonctions (D, ..., D,),
pour toute ¢e d(F). D’alleurs, en raisonnant comme dans [13], on trouve

$(Ds, . D) f=D ],

olt @ est image inverse de LaPLACE multiple de ¢ (cf. [15]):

2m)"f f s "X‘ Nk
j]n

k
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en supposant ¢e&d(&,). Alors ® aura la forme @:D’”’"’@, avec OekH, et
si f=D"f, avec fe E, on aura

41 z

@ s f = D7HrD x F) = D;”+”+2_f f Dx — y)f (y)dy.
1]

o

On voit ainsi que Uimage de toute distribution d ordre fini f, par
U opérateur o(D,, ..., D,), est encore une distribution &’ ordre fini: dowms
U intervention des distributions d ordre infini dans cetle étude est fout
a fait virtuelle.

Observons encore que I'on arrive & des résulials analogues, en con-
stdérant, au liew de D,, pour fout 8, plus généralement, un opérateur diffé-
rentiel du per ordre, D,, & coefficients variables, dépendant semlement de x,
et vérifiant les conditions indiquées dans [17], pour le cas d une seule
variable.

II. Soit maintenant E 1'’espace L? des fonctions complexes f(x) &
carré sommable sur R. Alors l'opérateur D de dérivation définit wune
application linéaire d’un sous-espace de E sur E. Pour résoudre I’ éguation
en u

(D—X u=Ff, avec f, uck,

on peut employer la transformation bilatérale de LAPLACE. On trouve alors
que D — X est inversible, si et seulement si Re(X)==0, et que V'on a,
pour toute feE (ce que I’on peut vérifier directement):

x

j M= flydy, si Re(d) < 0

D — = {
+ o

f M= fydy, si RBe(d) >0

x

Done, si I’on pose par exemple, K= D41, K sera une application
biunivoque d’ un sous-espace de E sur E (dont I'inverse est continue pour
la topologie de !’ espace de HiLBERT E = L?. On peut alors reconnaifre que
I’extension B = UFK"(E) de 'espace E n’est que l'espace des distributions
qui s’expriment comme sommes finies de dérivées de fonctions [ e K, espace que
ScEWARTZ désigne par Di.. Comme limite inductive des espaces normés K™(E),
E n’est pas dans ce cas, un espace (S;), ce qui rend plus difficile son
6tude topologique; mais on réussit & démontrer qu’il est séparé, complet
et méme réflexif (cf. [7], p. HB-B8).
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D’auntre part, on voit aussitot que la fonction (D — A)™" de A, & valeurs
dans Q,(E), est bornée sur les complémentaires de toute bande verticale
[Re(\)| << 1/k (k=1, 2, ...), bande que nous désignerons par Fj,. Done, si
& est le filtre de base {Fy}, on peut définir les fonetions symboliques ¢(D),
pour toute ¢ € &(F); d’ailleurs on trouve encore

(D) f:fi)*f, pour toute ek,

ot @ est I’image inverse de LAPLACE (bilatérale) de ¢..Si ¢ € E(F), on
aura ® = K*+*®, ® étant une fonction & décroissance rapide sur R, ef si,
en outre, f== K?f, avec fel, on aura

oo
s f= Kp+i+2(@ 5 f) = K£+k+2j O — y)f (y)dy

— 0

f=

Au lien de D on pourrait aussi considérer I’ opérateur iD, ce qui se
traduirait par une simple rotation, chaque ensemble F, devant éire rem-
placé par I’ ensemble — éF,, et la transformation bilatérale de LAPLACE
par la transformation de FouUrIBR. Mais, confrairement & D, iD est un
opérateur auto-adjoint. On peut donc appliquer & 4D le calcul symbolique
des opérateurs auto-adjoints (cf. par exemple [6], p. 337-30D), ce qui d’ailleurs
conduit & un résultat équivalent & 1’antérieur. Mais on s’ apergoit mainte-
nant du fait suivant:

Le calcul des fonctions «(iD), avec ge&(—iF) i. e. avec gliz)e UF)
peut 8’élendre aux fonctions p localement sommables et & croissance lente
sur R.

Ces résultats se généralisent immédiatement au cas o E est 1’ espace
de fonctions & carré sommable sur R”, et A4,, .., A, les dérivations
partielles. On pourra aussi considérer des opérateurs différentiels a coeffi-
cients variables, comme dans I’ exemple L

III. Soit E Vespace des fonections f(A)==f(As, .., An) & carré som-
mable dans un ouvert @ de R" et A le laplacien:

0? o?
A_a—a?f +---+g{;@5@:

associé a un probléme aux limiles relatif & Q; plus précisement, on considére
I équation en w

A—Nu=f avec u,fek,

en imposant & % certaines ‘conditions aux limites”, par exemple 1’annule-
ment sur la frontiére de Q. Soit K, le sous-espace de E constitué par les

Annali di Matemalica 33
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fonctions wu vérifiant ces conditions et pour lesquels Aw existe au sens
usuel (presque parfout). On démontre alors, sous des hypothéses assez
générales, que A, considéré uniquement comme application de E, sur I, est
un opérateur aunto-adjoint, dont le spectre élémentaire (discret om continu,
selon Q et les conditions aux limites) est contenu dans le demi-axe réel
négatif, R—. On peut prendre alors, par exemple, K=A —1. L’ espace
E correspondant, constitué par des distributions d’ordre fini a support
contenu dans R, est quelquefois un espace (S,) (dans le cas ot Q est borné)
et quelquefois non.

Soit maintenant F,. pour tout k=1, 2, ..., 1’ ensemble des points de
C dont la distance & R~ est < 1/k. Dans les cas usuels, on démontre que
tous ces F, sont des ensembles spectraux de A. On peut alors définir
les fonctions 9(4), avec ¢ € (F). L’expression que I'on obtient de cette fagon pour
¢(A) est équivalente & celle que I’ on dédnit en appliquant le calcul symbo-
lique des opérateurs auto-adjoints. Mais, dans ce cas, le calcul des fonctions
p(A) peul s élendre, au cas des fonctions ¢ conlinues sur B & croissance
lente vers U infini.

Au lieu de A on pourrait considérer d’autres opérateurs différentiels
du 2% ordre, a coefficients constants ou variables. Dans le cas oit ces opéra-
leurs me soni pas auto-adjoints, on sera ainsi conduit, bien probablement, &
des résultats uliles, essentiellement nouveau.

IV. Soit E 1l’espace des fonctions fla,, ..., ®,,%) =f(x, f), qui, pour
tout € R, sont des fonctions de « & carré sommable dans un ouvert @ de
R"™ et qui, pour presque tout xe€Q, sont des fonctions continues sur R et
nulles pour ¢> 0 [resp. & carré sommable dans R]. Soient d’ autre part A
le laplacien par rapport & x, dans les conditions de Vexemple III, et D
I opérateur de dérivation par rapport & ¢ On peut prendre alors, par
exemple, K;==A —1 et K,==D [resp. K, =D +4 1] et construire !’espace
E correspondant (espace de distributions). Cela étant, si I’ on désigne par
F% Y ensemble des points dont la distamce & R~ est =< 1/k, et par Fi
le demi-plan Re(z)= % [resp. la bande REe(®) > 1/k], on peut définir sous
certaines hypotheses, la fonction ¢(A, D), pour toute pe UF), ot & est le
filtre engendré par les ensembles Fj X Fi.

On peut encore considérer, au lien de A et D, des opérateurs de type
semblable, & coefficients variables.

13. Espaces 4 bornés et algébres & bornés (**). Avant d’ aborder 1 étude
de I’application du caleul symbolique & certains types d’équations fonction-
nelles, il convient d’ introduire quelques notions simplificatrices.

(19) On peut, si on le préfére, renvoyer ce n° & une lecture postérieurs.
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Les exemples antérieurs ont permis d’entrevoir que 1’ étude topologique
des espaces FE et, par suite, des algdbres £,(E), conduit souvent a des
difficultés, plus ou moins sérieuses, qui sont tout & fait & coté des proble-
mes auxquels on prétend appliquer le calcul symbolique. Or on peut éviter
complétement ces difficultés, en remplacant les structures de “espace loca-
lement convexe” et de ’algébre localement convexe”, par les structures,
beaucoup plus simples et maniables, de " espace 4 bornés” et de “algébre
a bornés”, proposées par L. WAELBROECK [26] el qui sont parfaitement
suffisantes pour les buts du calcul symbolique.

On appelle espace & bornés tout espace vectoriel complexe E, dans
lequel on ait choisit une famille & de parties de E, dites «bornées»,
vérifiant les axiomes suivants:

a) Tout ensemble formé d un seul élément de E appartient & $B.
B) Toute réunion finie d’ ensembles de & appartient aussi ¢ &B.

Y) Si Be&B Uenveloppe convexe cerclée de B appartient aussi & &B,
ainsi que loule partie de B et fout homothétique de B.

a) Aucun sous-espace vectoriol non nul de FE appartient a &B.

Soit E un espace & bornés . Pour tout BeB, désignons par B
I’ enveloppe convexe cerclée de B et par Ep le sous-espace vectoriel de E
engendré par B, muni de la norme correspondante & B, prise comme boule
unité: {ju || g =inf {«; weaB}. Si on considére dans E la topologie, Ca,
de la limite inductive localement convexe des espaces Eg, avec Be&®, tout
ensemble de & sera borné au sens de G®, mais la réciproque n’est néces-
sairement pas vraie, comme l'a montré WAELBROECK [26]. Donc la classe
des structures de «espace & bornés» est bien distincte de célle des strue-
tures de «espace localement convexe», méme si ’on se limite aux espaces
bornologiques.

On dit que I’ espace & bornés E est complet (cf. WAELBROECK, ibidem),
si, pour tout BedB, il existe un Ce&B tel que 'on a BC C et 1 espace
normé Ky est complet.

D’auntre part, on dit qu’ une suile (u,) d’élémenis de E converge vers
ve H, §'il existe un Be&B, tel que u,—v dans I'espace Ep, ¢’ est a-dire
si lu,—v[jg—0. Une suite (u,) est dite une suite de Cauchy dans E,
8’ il existe en Be B, tel que (u,) est une snite de CavucHY dans Ep. Il est
évident que, si I espace & bornés E est complet, toute suite de Cauchy dams
E est convergente; mais on ne sait pas si la réciproque est vraie. Evidem-
ment. cette notion de convergence peut s’ étendre, d’une facon tout a fait
analogue, & des fonctions w(#) d’une variable ¢, réelle ou complexe, et &
valeurs dans E; en outre, on voit que, si wune {felle fonction vérifie lo
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condition de convergence de Cauchy lorsque t tend wvers un point i,, ef si
Uespace L est complet, alors u(t) converge dans E lorsque {-—1,.

En particulier, la famille & peunt étre formée par tous les parties de E
qui sont bornées au sens d’une topologie localement convexe <, définie
dans E. Alors, dire que lespace & bornds FE est complet dquivaut o dire que
U espace localement convexe E est quasi-complel; ef la notion de convergence
des suifes dans [l'espace & bornés E coincide avec la nolion de convergence
«au sens de Mackey> dans U espace localement couvexe E. 11 faut done faire
attention & cette différence de terminologie dans les deux cas!

ExXEMPLE. - Soit E un espace normé, ou, plus génémlement, un espace
localement convexe métrisable, et soit A,, pour chaque s=1, ..., n, une
application linéaire biunivoque d’un sous-espace FE, de E sur E. Si ces
application sont permutables, on peut consiruire une extension E de E,
comme ’on a indiqué an n° 12, et E sera la réunion des espaces locale-
ment convexes K™FE), images de E par K™, oi K=KK, .. K, et m
est un entier quelconque. Alors, un sous-ensemble d’un tel espace K™(E)
est borné, si et seulement §’il est I’image, par K™, d’un borné de E. Cela
étant, convenons de dire qu un sous-ensemble U de E est borné, il
existe au moins un entier p tel que U soit borné dans 1’ espace normé
K?(E). Alors on voit aussitdot que E muni de cette famille d’ ensembles dits
borné s,est un espace & bornés, et que celui-ci sera complet, si B est lui-méme
complet (Ja réciproque n’est cependant pas vraie). En outre, la convergence
des suites dans E se traduit également par la convergence des suifes dans
un des espaces K™(E). Ces notions de borné et de convergence des suites
coincident avec les notions correspondantes, au sens de la topologie 7, si
Y espace 147 comme limite inductive des K™(E), est un espace (5;); alors il
n’y aura pas de vraie distinction entre les structures de «espace & bornés»
et de «espace localement.convexe» dans E. Mais il n’en sera pas de méme
dans le cas général comme le peuvent montrer les exemples du n° 12. En
effet, ' espace & bornés F peut tre complet, dans des cas ol 1 espace loca-
lement comvewe B n’est moéme pas semi-complet; les critéres pour recon-
naitre les ensembles bornés ou la convergence des suites sont en général
beaucoup plus compliqués au sens de la topologie 1, etec. ete.

Nous avons supposé que lespace E initial est un espace localement
convexe méirisable (qui s’identifie & un espace & bornés, puisqu’il est
alors bornologique). Mais si ’on suppose, plus généralement, que I’ espace E
donné est un espace & bornés quelconque, les conclusions seront les mémes.

Cela posé, considérons deux espaces & bornés F, F. On dit qu’une
application linéaire continne ® de B dans F est bornée (ou continue),
gi Vimage de tout borné de E par ® est un borné de F. On dit qu’ une
application bilinéaire ® de E X F dans un autre espace & bornés @G
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est borunée, si, pour tout couple (B,, B;), ou B, est un borné de E et B,
an borné de F, @®(B,, B;) est un borné de G.

Dans les mémes hypothéses, désignons par A(E;F) ’ensemble des
applications linéaires bornées de E dans F; on voit aisément que A(E;F)
est un espace vectoriel complexe, par rapport aux notions usuelles de
somme et de produit par scalaires. Il est en outre naturel de dire qu’un
ensemble H CA(E;F) est borné, si, pour tout borné B de E, il existe un
borné C de F, tel que ®(B)C C, pour foute ®e H. On voit aussitot que,
dans ces conditions, A(E; F') est aussi un espace & bornés (complet si F
est complet) et que

Provosirion 14. - Si lon pose L =AE; F), I’ application bilinéaire
(®, u)—D(u) de L X E dans F est bornde. Si I on pose, en outre, M =AF; G)
et N=AE; @), o G, est un troisiéme espace & bornés, I application
bilinéaire (@, U) — ®T de de L X M dans N est aussi bornée.

DerINITION. - On appelle algébre & bornés toute algébre complexe A,
munie d’une structure d’espace & bornés, par rapport a4 laquelle le produit-
¢’ est-d-dire 1’ application bilinéaire (@, y)—xy de A dans A - est borné.

De la prop. 14 on déduit:

COROLLATIRE. - Si E est un espace & bornés Uespace A(H)=AE; E)
des applications linéaires bornées de E dans E est une algébre o bornés, par
rapport aw produil usuel.

On dit qu'une fonetion £, & valeurs dans un cspace E & bornés, est
holomorphe dans un ouvert Q du plan, si, pour tout ouvert D borné tel que
DCQ, il existe un borné B de F tel que f est holomorphé dans D par
rapport & Ep. Les notions de “ensemble spectral” et de “filtre spectral”,
ainsi que leurs propriétés, se généralisent -anssitot an cas d’algébres
&4 bornés,

D’autre part, on voit aisément que les proposition 7 et 8 (n® 6) restent
vraies, si, au lien d’ un espace localemeni convexe E, semi-complet et sépars,
on considére un espace & bornés E complet, et si I’ on remplace dans I’ énoncé
de ces propositions Jes semi-norme p par lo norme || . || g relative & un
borné B quelconque ou la fonction A*F(A) [resp. A ... A2F(A)] prenne ses
valeurs, lorsque AeT.

Dans ces conditions, en observant que 1’algébre (&) considérée aux
n* 8, 9 et 11 est elle-méme une algébre & bornés, on arrive sans difficulté
4 la conclusion suivante:

ScOLIE. ~ Le théoréme 1 reste vrai, si, aw liew de supposer E wun espace
localement convexe semi-complet et séparé, on suppose E un espace & bornés
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complet. De méme, le théoréme 2 (ainst que sa généralisation, le théoréme 3),
reste vrai, si au liew de supposer A wune algébre localement convexe semi-
compléle el séparde, on le produit est séparément continu, on suppose A toul
simplemeni une algébre o bornés compléle. Il convient de rappeler d ailleurs
que, lorsqu’ il s agit de espaces & bornés et de algébres & bornés, «application
linéaire continues est synonime de «application linéaire bornée> et, par suile,
« homomorphisme continu > est synonime de < homomorphisme borné ».

ExemprLi. - Considérons encore une fois Vespace E & opérateurs 4,
ot son extension E. Il est aisé de voir que les 4,, prolongés a E, sont des
applications linéaires bornées, an sens de la structure d’ espace a bornés
définie dans E: cette strncture a été choisie précisément dans le but de
rendre ces applications bornées (cf. [10], théorezne 6). D’ autre part, la pro-
position 14 montre aussitdt que 1’algdbre A(E) des applications linéaires
bornées de B dans E (a laquelle appartiennent les A4,) est une algébre 2
bornés qui sera compléte si 1"espace E initial est complet. On peul donc
appliquer, dans ce cas. le caloul symboligue aux opérateurs A,, sans plus de
soucis relativement aux questions fopologiques. Par exemple, dans le cas on
E est 1 espace des distribations d’ordre fini nulles en dehors de >0 (cf.
no 12, exemple I), E est un espace & bornés complet, et on n’a donc
auncun besoin d’y introdumire les distributions d’ordre infini, pour s’ assurer
4 priori de pouvoir y appliquer le calcul symbolique.

14. Equations fonctionnelles du type (4 — B) u=/{. Comme application
importante du calcul symbolique établi, considérons le cas d’ une équation
du type

(14.1) (A—Byu=f

ot f est un élément connu d’un espace & bornés E complet, # un élément
inconnu de E et A, B deux applications permutables de deux sons-espaces
de E sur E.

(Yest 14 un type assez général d’équations fonctionnelles linéairess
anquel appartiennent 1’équation des ondes, I’ équation de la chaleur et
d’autres équations semblables, & coefficients constants ou variables, avec
des conditions initiales et conditions de frontiére (qu’il convient de supposer
introduites dans le 2% membre, en modifiant # et f par des techniqunes
bien connues).

Supposons qu’il existe deux nombres complexes 1, et 1, tels que
4 —2% et B—yp, soient deux applications binnivoques de sous-espaces
de E sur E. Alors on peut construire une extension E de E, telle que
A—2, et. B—yp, se prolongent en deux applications linéaires biunivoques
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de E sur E et que touf élément u de E soit de la forme
w = (A — A)™B — po)"u, avec uel et m, n entiers. En outre,
B sera muni 4’ une structure d’espace & bornés complet, comme on Va
indiqué au n° 13. Dans ces conditions:

THEOREME 4. ~ Si les opérateurs A el B, comme éléments de U algébre
o bornés AE), admeltent dewx ensembles spectraux S, e Sg, & frontiéres
rectifiables aprés inversion (cf. n° 6) et & distance non nulle un de
U autre, Uéquation (14.1) admet, pour tout feE, une el une seule solution
w dans E’, donnée par la formule (au sens de 1y):

(14.2) u=(4—Brif=y5" f(A-—-A“ — BYif da,

ot T est une ligne rectifiable aprés inversion, séparalrice de Sy et Sz,
orientée de facon o laisser & droite les points de S,.

Démonstration. Soient S, et Sp deux ensembles spectraux, respecti-
vement de A et de B, vérifiant }'hypotése. Alors, si lon désigne par
F% [resp. Fi], !’ ensemble des points de C dont la distance & S4 [resp. Sg)
est =1/k pour k=1, 2, ..., on obtient deux bases de filtre réguliéres,
{Fi} et {Fii] et on voit aussitot que la fonction (z —w)™ de 2z et de w
appartient & 1’espace (&), ol & est le filtre de la base F% X Fi. Plus
précisément, il existe un % tel que cette fonction est bornée sur Fi X Fi,
attendu que la distance entre Sy et Sp est > 0. Donc, en appliquant le
calcul symbolique basé sur le théoréme 3, compte tenu de la REGLE
D' INVERSION (cf. n° 10 et 11) et du scolie du n° 13, on trouve:

a_(A—a)(B— BIJ‘ (A— )~ da dp
A— B
(=25 2riy =l — B — @) (B — )
12

en prenant, par exemple € Sg et B& Sy (*). Or le 24 membre peut s’ écrire:

A‘*“J‘( "—7"'1( — B[ (B—p'dp) . =

2mi A—a 2mi p.—ﬁ(k——-pu -
Tk 1%

A—a [ (d—N"— B .

= 5 f g dr, aveec '=Ty

I

(*!) Bien entendu, I'* et T2 désignent le frontidres de Fy! et F,2, orientées de facon
& laisser & droite, respectivement, ¥! et F)2.
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Alors, puisqn’on a

A—a 1 1 {
T d A i—aTaAn

et que la fonection (A — a)"*A — B)™* de X est holomorphe dans !’ intérieur
de F}i, on trouve, en notant que les fonctions A(4 —X)~* et A (A — B)—*
de A sont bornés sur I' (en vertu de la prop. 1, no 2j:

11 ax
Zﬁ—%! (———“““--—-A — 1) (l“—B) C. 4. f. d.

REMARQUE IMPORTANTE. - Il faut bien souligner que, si la fonetion
A — MY A — BYf de A est bornée sur T, comsme fonclion & valeurs dans
U espace image de E par U application (A — «y"(B — B)*, alors la conver-
gence de Dintégrale de (14.2) a lieu dans cet espace, auquel appartiendra,
par consequent, la solution .

15. Le ecaleul symbolique relatif 4 des fonctions vectorielles. - Le
résultat que nous venons d’obtenir peut &tre amélioré, en employant une
nouvelle généralisation du calcul symbolique, relatif 4 des fonctions ¢(z) &
valeurs vectorielles.

Soit encore § un filtre de sous-ensembles de C admettant une base [Fj}
réguliére, et soit d’abord M wun espace de BaNacH. Pour tout k=1, 2, ...
nous désignons par d(Fy; M) 1’ espace des fonctions ¢(2) & valeurs dans
M, continues sur F,, holomorphes & !intérieur de F, et telles que
Je@ || <w]z]|?® ol p est une constante dépendante de ¢, et |j - || la norme
définie dans M; cet espace est muni des notions usuelles de somme et de
produit par scalaires, et de la topologie T, définie par la norme

ii?!iszggiig%ll,

ol ¢ est un point choisi arbitrairement dans € — Fy. On voit encore que
cet espace normé est complet.

Si Pon identifie chaque fonection o¢ed(F,; M) & sa restriction & Fj,4,
on a Q(Fy; M)CFra; M) et on voit que la topologie Ty, induit
dans E(Fy; M) une topologie moins fine que G,. Alors on pose

AUF; M) = U &(F,; M)

k=1
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et on définit dans &(&; M) la structure d’espace localement convexe, limite
inductive des espaces normés (F,; M) Les éléments ¢ de &(&F; M)
seront dits les fonclions & wvalewrs dans M, holomorphes et & croissance
lente sur les F,.

Cela posé, on démontre, en raisonnant & peu prés comme dans [18],
§2, que:

L’ espace wectoriel lopologique UF; M) est séparé el complet; il est
isomorphe aw produil tensoviel projectif complété UF)@ M. Pour qu’ un
ensemble soit borné dans cel espace il faut el il sufit qu’il soit borné
dans un des espaces normés CEL(F,; M).

[Ce théoréme est une synthése de plusieurs propositions, dont la démon-
stration est plutdt longue et pas trés facile. Mais, pour les applications au
caleul symbolique, on peut éviter complétement cette analyse, en considérant
tout simplement (&; M) comme wun espace & bornés, comme nous le
ferons plus loin].

Considérons maintenant un algébre A vérifiant les conditions indi-
quées aux n° 2 et 9, et d’autre part, un espace vectoriel complexe M,
et une application bilinéaire (a, u) ~aQu de A X M, dans M, tels que:

I)a ©ObQu)=1(ab)Ou, quels que soient a, bec A, uecMy;
II) 1 © u==wu, pour tout uwe M,

IIT) M est isomorphe & un sous-espace vectoriel de M,.

Nous pouvons donc identifier M & ce sous-espace de M,. Supposons
en outre M, muni d’une topologie d’espace localement convexe séparé,
semi-complet, qui conduise dans M une topologie moins fine que celle de
M et telle que I’ application © sott hypocontinue relativement aux parties
compactes de A et de M.

[Par exemple, on peut prendre, précisément
A=A Ma=aFM)=4F e M

et interpréter ¢ ©¢, avec pe(F) et &My, comme le produit pf de la
fonction scalaire ¢ par la fonction vectorielle ¢. [D’ ailleurs, quelle que soit
P algébre A vérifiant les conditions indiquées, on peut prendre pour M,,
par exemple, le complété du produift tensoriel A ® M muni de la plus fine
topologie qui rende !’ application canonique (a, u)—~a @ u de A X M dans
A ® M hypocontinue par rapport aux parties compactes de A et de M.
Mais, comme nous I"avons déja observé a plusieurs reprises, on peut com-

Annali di Matematica 3¢
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plétement éviter, dans le calcul symbolique, les considérations relatives aux
produits tensoriels|.

Cela posé, on arrive aisément au resulfat suivant
THEOREME 6. - 8¢ a est un élément de A dont le fillre spectral soit
plus fin que & et si W est I homomorphisme conlinu ¢— ¢(a) de (F) dans A, il

existe une et seulement une application linéaire continue Wy de A(EF; M)
dans M, qui prolonge N, ¢ est-a-dire telle que

Huloa) =H(p) O u, quels que soient ¢e(§F), ue M,

Cetle application est donnée par lo formule

(a — 7“o)p 0 1
2ni f(l — Xo)Pla — A)
Iy

pour toute pell(Fy; M)

(15.1) Hmlo) = O ¢(}) da,

oit A C — Fy, p élant choisi de facon gue ©(3)/(h — AP soit bornée sur Fy
et I, étant fronliére de Fy de facon & laisser I, & droife.

Pour reconnaitre que ¥, est nécessairement donnée par cefte formule,
il suffit d’observer que I’on a encore

® =<i:l>";*’f @(l)di , au sens de G,
2w A — Rz — 2)
r

k
pour toute 9ell(Fy; M), k=1, 2, ...

Pour voir que, réciproquement, la formule (15.1) définit une application
linéaire continue de &(F; M) dans M4, on peut raisonner & peu prés
exactement comme dans la démonstration du théoréme 1, en tenant compte
que l'application (@, u)—~a®@u de 4 X M dans M, est hypocontinue par
rapport aux parties compactes. Enfin, on voit aussitdt que ceite application
est en effet un prolongement de Jf.

Cela étant, on pose par définition:
ola) =Hme)e My, pour toute ¢e(F; M)

Pour une justification compléte de cette définition, considérons deux
espaces de BaxacH N, L, et deux autres espaces N4, Ly, vérifiant des
conditions identiques & celles imposées & M,. Supposons en outre que l'on
se donne une application bilindoire continue (u, v)—uBv de M X N dans
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L, et wune application bilindaire (u, v)— a®v, de My X Ny dans L,,
hypocontinue par rapport aur parties compactes de My et N,, qui prolonge
la premiére, ¢ est-a-dive telle que

@@ u)®bOv)=(ab)®uB v

quels que soient a, be A, ue M, veN.

On établit alors sans difficulté les régles fondamentales du caleul
symbolique avec des fonctions wveclorielles :

1) 8i o=1 49, avec v,,9,€(F; M), on a
ola) = px(a) + gla) € My
2) Si 9= ,0¢,, avec 9, e (F; M), 9,€l(F; N), on a
#(a)= (a) O gfa)e L.
3) Si ¢=lime, dans S(F; M), on a ola)= lim ¢,(a) dans M,.
4) Si 9(z)=2"u, 9la)=a*Ou, pour tout ueM, n=20 1 ..

Quant & la RBREGLE I’ INVERSION on en ftrouvera une forme dans le
théorsme 5, no 17,

16. Variante des résultats antérieurs en termes de <«espaces & bornés» -
Dans les considérations du n° 15, on a pris pour point de départ des

espaces de Banaouw M, N, L, ..., ainsi que V"algdbre A localement convexe,
et on a considéré ensuite des espaces localement convexes tels que M,,
Ny, ... On peut généraliser ces résultats au cas d’espaces M, N, L, ... loca-

lement convexes semi-complets, mais alors on se heurte & des difficultés
topologiques semblables & celles que I'on trouve dans 1’ étude des distri-
butions vectorielles; dans le cas général, on sera obligé a introduire des
entitds nouvelles - les fonctions holomorphes & wvaleurs dans M ou sens
large, d’aprés GROTHENDIECK (cf. [1], p. 49 et [18], Introduction). Mais,
une fois encore, ces difficultéds sont entiérement étranges aux buts du calcul
symbolique, et on peut les éviter par le recours aux notions de «espace &
bornés» et de «algébre & bornés ».

Soit M un espace & bornés complet (cf. n.o 13) et désignons par @ la
famille des bornés C de M pour lesquels M. est complet. Soit d’autre part
& un filtre admettant une base {F,} régulidére. Nous désignerons par (F; M)
Iespace vectoriel réunion de tous les espaces A(F; Mc), avec CeC, ces
derniers espaces vectoriels étant définis comme nous I’avons fait au n.°
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précédent. Nous dirons gu’un ensemble ¥ de fonctions appartenant a &(§; M)
est borné, s’il existe un entier & et un borné C de M tels que

(#)
pel(F,; M, et @ f_ o e,

pour toute ¢ el et tout ze F,, avec z e C— F,.

Alors il est bien aisé de voir que (F; M) devient ainsi un espace
o bornés complet.

Considérons maintenant une algébre & bornés compléte A, munie d’élé-
ment unité, un espace & bornés complet M, et une application bilinéaire
bornée (a, wy—a®u de A X M, dans M, tels que:

I) aObOu)=(ab)©Ou, quels que soient a, be A, uec M,.
II) 1Qu=u, pour tout uelM,.

IIT) Il existe une application lindaire biunivoque et bornée de M sur
un sous-espace de M, .

Dans ces conditions on peut identifier M & ce sous-espace de M, et on
arrive aisément & la conclusion sumivante:

SooLie. - Le théoréme 6 reste vrai, si au liew d’ un espace de Banach
M, d’'une algébre localement convexe A el d’um espace localement convexe
M,, on considére, respectivement, un espace & bornés M complet, une algébre
& bornés A compléle el un espace & bornés M, complet, tel qu il existe une
application bilinéaire bornée © de A X M, dans M, vérifiant les conditions
I), II) et III).

On en déduit des variantes des régles fondamentale du calcul sym-
bolique, toat & fait analogues & celles indiquées au n°. antérieur.

17. Kquations fonctionnelles du type P(4)u = f. - Considérons mainte-
nant, plus généralement, les équations du type

(17.1) P(A)yu =T

f étant un élément connu d’un espace & bornés F complet, » un élément
d’un sous-espace vectoriel E de F, A une application linéaire d’ un sous-
espace F* de F dans F et P(}) une fonction de A (variable complexe) dont
les valeurs soient des applications linéaires de E dams F, permutables
avec A, ¢ est-dire telles que

(17.2) POY(Au) = A[PQ) ul,
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pour tout nombre complexe A appartenant au domaine de P(A) et toutes les
fois que !’ un quelcongue de ces deux produits soit défini. [Si P(A) est un
polynéme, la condition (17.2) équivaut a dire que les coefficients de P(})
sont des applications linéaires de F dans F permutables avec 4].

Supposons en outre qu’il existe un nombre complexe « tel que 4 — «
soit une application biunivoque de F* sur F. Alors on peut construire,
comme on I'a indiqué aux n® 12 et 13, un espace & bornés F complet,
réunion des images de F par les applications (4 —a)”, n=0, 1, ..., et,
puisque on a (17.2), on pourra de mé&me prolonger les valeurs de P(A) en
des applications linéaires dé E dans F, permutables avec A: si u=(4 — a)"u,
avec u€E et m entier, on aura, par définition,

PO u = (4 — a)"[P\) w),

pour tout A du domaine de P(). (*))

Cela posé, considérons ¥ équation en u
(17.1) Plu=T{,

que 'on déduit de (17.1), en remplacant A4 par la variable complexe 2,
et supposons qu’il existe des valeurs de A telles que, pour tout fe F, cette
équation admet une solution unique we E. Alors, & chacun de ces valeurs
de A, correspond une application lindaire Q) de F sur E telle que

ou Ig et Iy désignent respectivement les applications identiques de E
sur K et de F sur F. Done, si l'on désigne par Z !’ensemble de ces
valeurs de A, on aura

QA =[PM]~", pour tout reZ

Cela étant, nous considérons 1’espace E muni de la moins fine structure
d’espace & bornés (**) qui rende bornées les applications linéaires P(}) de E
dans F, lorsque ) appartient & un ensemble non vide Z* C Z, et nous sup-

(*?y CL [10], p. 1141156 (Dans la condition Hy' il y a une erreur typographique: aun
lieu de «u € B> on doit lire « u € Ep »). l

(*3) Etant donndes deux familles &, et B, de sous-ensembles de E, vérifiant les con~
ditions «) —2), n°® 13, on dit que la structure & bornés définie par &, est moins fine que
celle définie par &, , si &, > &P, . Cette relation a des propriétés semblables & celles de la
relation correspondante définie entre topologies.
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posons que, pour fout heZ* QO) est unme application bornde de F sur E.
On aura donc, selon ces hypothéses:

PMeAE; F) ot QX eA(F; E), pour tout AeZ*

Voici maintenant la variante de la régle d’inversion, qui est en méme
temps une généralisation du théoréme 4 et du théoréme d’isomorphisme
de Lions ([4], p.99):

TatiorEME 5. - Supposons qu’il existe une base réguliére {(F,} d’ un
filire &, formée par des ensembles spectraux de opérateur A en tani
qu’ élément de A(ff’). Supposons d autre part que les foncltions PO) el
[PV, & valewrs respectivement dans AE;F) el AF; E), sont toufes
dewx holomorphes et & croissance lente sur un ensemble F,C Z*. Alors
P équation P(Ayu= [ admet, pour tout feF, une solution unique u dans E,
donnée par

=

1 _ (Amoe)’"f (A —NYP ] £

P(4) f 2mi (A — )™

Ty

ot o est un point quelconque de C—F, el k, m des enliers lels que
[P~ soit continue sur F, el holomorphe dans Uintérieur de Fi, et que
son quotient par (A — )™ soit borné sur F,; ou suppose encore que I, est
la frontiére de F, orientée de facon & laisser F, a droife.

Démonstration. Supposons vérifibe 1’hypothése. Alors on peut définir
p(A)e A(F) pour toute fonction ¢ed(F) Nous prendrons pour algébre 2
bornés A 1Vimage de Ualgébre d bornés (&) par Dapplication ¢ — ¢(4).
Nous pouvons maintenant appliquer le scolie du théordme 5 (n° 16) et les
correspondantes régles du calcul symbolique, avec

M=AE;F), N= AF; E,L=MAME), H=MAF)
et

My=AE; F), Na=AF;E), La=AE), Hy=A\F),

les applications bilindaires O, © et O 6tant simplement les opérations
usuelles de produit d’opérateurs [observons que tout opérateur ¢(4)e A CA(F)
définit, par restriction, un élément de A(F) et un élément de A(E). En
employant la prop. 14 (n° 13) et un tenant compte de la maniére dont on
a défini les espaces & bornés E, F, on voit que les conditions exigées &
4 ces applications bilinéaires (n° 16) sont vérifiées.
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Alors, si on pose, comme plus haut, Q)= [PQR)]~", cest-a-dire
(17.3) PO =Ir et QNPQA)=Ig,

pour tout A€Z, on aura, d’une part, en vertu de I’ hypothése:

— @ [ (A —NQp
=1 ]( L den,,

Ty

avee a€C— F;, et m, k suffisamment élevées; ef on aura d’autre part, en
vertu de (17.3) et des régles 2) et 4) du calcul symbolique

(17.4) PAHQA) =TI% et QAPA) =If,
puisque Pd)eM,, Igre L, Ire H et que
Al =15, A’Ir=1Iz.

Mais (17.4) veut dire, précisément, que Q(4)=[P(4)]"", comme appli-
cation de F dans E, ce qui achéve la démonstration.

REMARQUE. - Nous avons supposé que I est un sous-espace vectoriel
de F. MAis il est aisé de voir que les résultats obtenus s’ étendent au cas
ot B et I’ sont quelconques.

18. Cas ou 4 est ’opérateur de dérivation. - Soient maintenant E et F
deux espaces vectoriels constitués par les fonctions d’une variable réelle, &
valears dans deux espaces & bornés complets, respectivement FE, et F,,
nulles & gauche de O et continues sur I'intervalle [0, - co[(cf. REMARQUE
antérieure). On considére comme bornés dans E (resp. F) les ensembles de
fonctions qui sont bornés, au sens usuel, sur tout intervalle borné; alors
on voit aisément que E et F deviennent, eux aussi, deux espaces & bornés
complets.

Soit d’ autre part P(}) une fonction de la variable complexe A, & valeurs
dans A(E,; Fy), telle que

D P(x) u(t)] = P\ [Dyu(d)]

toutes les fois que 1’un quelconque des deux membre soit pourvn de sens.
Il est alors évident que les opérateurs P()) se prolongent univoquement en
des applications linéaires bornées de E dans F, permutables avec D.
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Cela posé, considérons 1’équation en wu
PDyu=1{f, avec fel et uek.

ot D est Uopérateur de dérivation par rapport a ¢

Puisque D est inversible, on peut construire les extensions E et F,
resp. de K de F, par rapport & D, et prolonger les opérateurs P(X) en des
éléments de A(E;F), permutables avec D. Supposons maintenant qu’il
existe des valeurs de A pour lesquelles 1’ équation en u,

Pu, = f,,

admet, pour tout f,€F,, une solution unique wu,&X,. Alors on définif,
pour chacun de ces valeurs, un opérateur Q1) ==[PA)|~, comme application
linéaire de F, sur E,. Supposons en oulre que celte application est bornée,
ice. un élément de A(F,; Ey. Alors QX)) définit aussi un 6lémént de
A(F; E) — donc wun isomorphisme enire les espaces & bornés F et E, qui
délermine & son tour un élément de A(F”; E) permutable avec D.

Or on sait que
t
D— = f eM=0fR)ds = MH() * f(1)

pour toute fonction feF, ainsi que pour toute fonction scalaire de méme
type (on désigne par H la fonction de HrAVISIDE, égale & 1 pour {>0 et
nulle pour ¢<<0). Il en résulte que, si I’on désigne par F,, pour tout
k=1, 2, ..., le demi-plan Re(A)=k, les F, sonft des ensembles spectraux
de D (on peut méme démontrer que le filtre spectral de D est le filtre de
base F,, réguliére).

Supposons enfin que les fonctions P(}) et Q(A), & valeurs respectivement
dans A(E,; F,) el dans A(F,; E,), sonlt holomorphes et a croissance lenle
dans un des ensembles F,. Alors il en sera de méme pour ces fonctions,
si on prolonge leurs valeurs en des éléments de A(E;F) et de A(F;E),
et le théordme b permet de conclure que, pour toute fonction feF, léqua-
tion P(D)u =f admet une solution unique % dans F, donnée par

- Q( )
u= 27: J = [ H{t) = f(t) ] dr

ol m et k sont des entiers suffisament élevés, pour que l'intégrale existe,
comme fonction continue de I, au sens du n° 6. Il en résulte aussitot que,
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si on pose

1 Q)
Xt —
p(i)_—zni]e S di, R=D"p,
Ty
ou aura

t

i =R » f(B) = D" f ot — ) f(x) de (%)

0

D’ ailleurs, si, au lien d’une fonction feF, on considére une disiribu-
tion fe F, f= DPf, on trouve un résultat analogue

w=R(l) +{(t) = D7 *Po(t)+ {(?)

Observons que R est une distribution & valeurs dans A(F,; E,), nulle
4 gauche de zéro, qu’il est naturel d’appeler image inverse de Laplace
de €()), en posant

R=8"Q

En effet, la théorie de la transformation de LAPLACE, telle que nous
Pavons présentée pour les distributions scalaires [13], se généralise trivia-
lement pour les distributions & valeurs dans des espaces & bornés complets.

En conclusion:

THEORBME 6. — Si les fonctions F(A) et [P(N)]™, & valeurs respectivement
dans A{Ey; F,) et AF,; E,)), sont holomorphes et & croissance lente dans un
demi-plan droit, U équation PDyu = f, admet, pour toule distribution feF,
une solution wunique u dans K, donnée par

- 1 - -
= pogy T = B0+ 1(0)

avec

P . 1

R(t) = £, 0 image inverse de Laplace de |

Ce résultat, conséquence du théoréme 5, est évidemment une généra-
lisation plus directe du théordme d’isomorphisme de LIoxs.

{**) Il va sans dire que, pou tout couple de nombres f, 1==0, le «produit» p(t — 1)f(z),
daps ce cas, est le vecteur de K, résultant de I’ opérateur p(¢ ~ 1) appliqué au veeteur f(x)
de ¥, .
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As ces travaux on doit ajounter encore I’article suivant, cité dans I'introduction :

J. Campros FrerrEIRA, Sur le caleuwl symbolique pour des fonctions vectorielles holo-
morphes & croissance lente & droife, b paraitre dans Portugaliae Mathematica.
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