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S u r  le calcul symbolique d'op4rateurs permutables, 
spec t r e  v ide  ou non  born6 .  

~[emoria di J. SEBASTIAO E SILVA (a Lisbona) 

A M. E~rico Bompiani pour son Jubild scientifique 

R ~ s u m 6 .  - II s'agit d 'un  calcul symbolique assez gdndral, qui s~applique ~ des opdrateurs 
diffdrentiels ~ coefficients constants ou variables, en des probl~mes de CAUCHY et pro. 
blames mixtes relatifs 4 plusieurs types d'dquations aux ddrivdes partielles. 

1. In t roduc t ion .  - Dans ce travail nous pr6sentons une synthi)se de plu- 
sieurs types de calcul symbolique, que nous avons consid6r4s dans quelques 
t ravaux pr6c6dents. 

D'abord,  nous avions 6tudi6 le calcul symbolique des op6rateurs h spectre 
born4, en eonsid6rant l 'alg~bre ~[K]  des fonctions ~(z) holomorphes sur un 
compact K du plan C, contenant  le spectre d ' u n  tel op~rateur, et nous avions 
g6n6ralis6 ces r~sultats au cas de n op~rateurs permutables~ A~, . . . ,  A~, en 
consid6rant l 'a lg~bre des fonctions ~(z~, . . . ,  z,), holomorphes sur le produit  
cart6sien de n compacts de C, contenant  les spectres de ces op6rateurs (voir 
Bibliographic, [8] et [9]). 0n  d4finit alors ~(A~, . . . ,  A , )  au moyen de la for- 
mule int~grale de CAuc~¥. P lus  pr~cis6ment, ces r~sults s ' appl iquent  ~ n 
616ments permutables,  At, . . . ,  A , ,  d ' uue  algbbre localement convexe, semi- 
complbte et s~parde, off le produit soit s6par6ment continu (~). 

Plus tard, nous avons 6tabli le ca lcu l  s y m b o l i q u e  d ' o p d r a t e u r s  (~ spectre  

v ide ,  tels que l 'op6rateur  D de d6rivat, ion et certains op6rateul/s diff6rentiels 
lin6aires du 1 er et du 2 d ordre ~t coefficients variables, agissant sur des dis- 
tributions nulles h gauche (el. [13]. [14] et [17]). A cet effet, nous avons uti- 
lis6, soit l 'espace A.  des fonctions holomorphes h croissance lente dans des 

0) I1 faut bien souligner que ce ealeul symbolique n' est qu'une g~ngralisation da 
caleul symbolique de ~ANTAPPI]~, dent la formulation abstraite (au moins dans le cas d'une 
seule variable) avait gtg ddj~ obtenue, essentiellement, par GELFAND, ~. DUNFORD, Jk. ]~. 
TAYLOR, E. LORCH~ etc. :Notre contribution darts [8] et [9 eoneerne surtout l'emploi d'al. 
g~bres non normables, dont les espaces ~[K]  sent un premier exemple (en langage mo- 
derne, les ~l~ments de ~t[K] sont les germes de fonction analytique sur K, que nous ap- 
pelions fonctions analytiques li~es c~ K).  
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demi-p lans  droits R e ( z ) ~ k ,  k - -  1, 2, . . . ,  soit l ' e space  ~ )  que l 'on  d~duit 
de ~ par  la t ransformation ~o(z)~ ¢p(~/z), changeani  les droites en des pa- 
raboles. 

Ensuite,  nous avous abord6 l '6 tude d 'opdrateurs  ~t spectre non born4, 
dont p lus ieurs  types d 'op~ra teurs  diffdrentiels, au to-adjo in ts  ou non, offrent 
des exemples [19]. 

Tous ce caleuls symboliques  se ressemblent  beauconp entre  eux et il ne 
fallait  q u ' u n  pus pour eonstruire  un schema g4n~ral dont i]s soient des eus 
part iculiers .  La  notion qui joue  ici le r01e nnif icateur  essentiel  est celle de 
(~ filtre spectral  >>, ~t la place de la notion 616mentaire de spectre, dont 1 ~in- 
suffisance, duns le eas des alg~bres localement  convexes, a 6t4 raise en lu- 
mi t re  par  M. LUCIEN WAELBROECK, au Colloque sur  l 'Analyse  Fonetionelle,  
tenu h Louvain  au mois de mat 1960 (cf. [25]). Cela nous a conduit  l~ eonsi- 
d6rer l'alg~bre ~ ( ~ )  des ~ fonctions holomorphes ~ croissance lente sur  un  
filtre ~: rdgularisable )) (n°.s 3, 4 et 5). 

Duns nos derniers  art icles sur le calcul symbolique,  nous avons ommis 
ou a peine esquiss6 les d6monstrations.  Nous profitons de cette opportunit6 
pour  donner  des d6monstrutions dStaill~es de ions nos r6sultats, pr6sent4s 
maintenant  sons sa forme la plus g4n6rale, ee qui  rend pratiquemen¢ dispen- 
sable la lecture de nos art icles pr$c6dents (cette lecture pent  avoir seulement  
quelque intSrSt, en ce qui concerne terrains  d6tails). 

Un  de nos r~sultats fondamentanx duns ce travail  est le th4ori~me 2 
(n °. 9), qui donne les homomorphismes continus ~ de ~(9") duns une algi~bre 
loealemen$ convexe ,4 (semi-eompl~te, s~par6e, munie d'414ment unit4 et 
produit  s~par4ment continu), tels qne l ' image  de la fonction ~(z)-----1 par 
est l '414ment unit~ de A. Ces homomorphismes :~ correspondent  biunivoque.  
merit aux 616ments a de A dont le filtre spectral est p lus  fin que ~, a ~tant 
l ' image  de la fonction ~ (z ) - - z  par  ~ .  Duns ces conditions, si l ' on  pose 
~(a)--~(¢~) pour  route ~0e~(~),  on obtient un calcul  symbolique de l'~16. 
ment  a. 

Les  th~or~mes 1 et 1' (n °. 8) donnent  une d~termination complete des 
applicat ions linSaires continues de l ' e spaee  ~ ( ~ )  duns un espace localement  
eonvexe E, semi-comple t  et s6par$;  mats ces rSsultats, bien que tr~s ~clair- 
eissants sur  la s t ructure  des espaees ~(~) ,  ne sont pus du tout essentiels 
pour  l '4 tabl issement  du calcul symbolique,  ce qui permet,  si on le pr~f~re, 
r416guer tout le n °. 8 h une lecture post6rieure. 

Duns le n o. 1i, le ealcul symbolique est g4n4ralis~ au eas de fonetio~s 
~(a~, ... , a,~) de n 61~ments permutables,  a~, . . .  , an, de l 'a lg~bre A ,  en con. 
sid4rant des fonetious ~(z~, ... , z.) holomorphes et ~ croissance lente sur  un 
filtre ~, engendr6 par  les produi t s  cartdsiens des ensembles de n filtres r6gu- 
lar isables  ~ , . . . ,  ~ (respeetivement plus fins que le fil tres spec t raux  de 
a~,  . . . ,  a~). Ce calcul  symbol ique de (( forme cart~sienne >~ est ~videmment 
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encore tr~s restreint,  mais il est d~ji~ assez utile, au point de rue  des appli. 
cations pratiques. 

Ces applications pratiques concernent surtout  ]e cas de n op6rateurs 
permutables (n ° . 12) qui sent des applications de sous-espaces d ' u n  espaee 
localement convexe E sur E, prolongeables en des applications continues 
d ' u n  sur-espace /~ de E dans /~, d 'apr~s notre m6thode g4nerale d 'extension 
alg~brique et topologique exposSe dans [10]. Un exemple typique en est celui 
du ]aplacien A, par rapport  h des variables spatiales, associ~ h l 'operateur  D 
de d4rivation par rapport ~ la variable temps, t e l s  qu ' i l s  se pr~sentent duns 
l ' equa t ion  des ondes, l '4quat ion de la chaleur, etc., avec des conditions ini. 
tiales et conditions aux ]imites;  dans ce cas, les entit~s que l 'on  adjont ~t E 
pour obtenir /~ sent des dis t r ibut ions;  mais il y a aussi des cas int4ressants 
d 'op~rateurs  ~t coefficients variables, conduisant  ~ des entit~s nouvelles, qui 
ne sent pas des distr ibutions (cf. [17] et [19]). 

Toutefois, l ' appl ieat ion du calcul symbolique est souvent encombr6e par 
des problbmes topologiques, en g6n~ral trbs difficiles, qui sent tout h fait 
~tranges aux buts de ce calcul. Pour  se d6barrasser de ces difficult6s super- 
flues, il suffit  de remplacer  les structures de << espace localement convexe )> 
et de << alg~bre localement convexe >>, par les structures,  beaucoup plus sim- 
ples et maniables, de << espace ~ born6s >> et de << alg~bre h born6s )>, propos6es 
par M. WA]~L]3RO]~C~ au Colloqne de Louvain.  Le n ° . 13 est consacr~f 
l 'exposi t ion de ces notions sirhplificatrices, qui rendent  dispensable toute 
connaissance sur la th(~orie des espaces localement convexes;  les r6sultats 
ant6rieurs y sent formulas en termes de ce structures.  

Dans le n °. 14 nous appliquons le calcul symbolique 6tabli, de << forme 
cartSsienne)>, aux ~quations fonctionelles du type ( A - - B ) u - -  f, off la donn4e 
f et l ' ineonnue  u sent des ~l~ments d ' u n  espace ~ born4s E et A, B des 
applications permutables de sous-espaces de E sur E (cf. th6or~me 4). 

Le dessein d 'am~liorer  ce r4sultat nous a conduit  ~t g~n~raliser le calcul 
symbolique au eas de fonotions ¢~(z) i~ valeurs dans un espace vectorie] E 
localement convexe [resp. i~ berries], ce que nous raisons aux n°s. 15 et 16. 
Cette g~n4ralisation du calcul symbolique aux 4quations du type assez g4- 
n6ral P(A)u--"  f, 4taut /)(z) une fonction de z dent ]e valeurs sent des op~- 
rateurs  permutables avee A. On obtient a]ors un resul tat  (thdori~me 5) qui 
g~n4ralise consid4rablement le <<th~or~me de l ' i somorphisme >> de LIo~s,  
ainsi que notre th~ori~me 3. 

Ge r~sultat est aussi une variante de la R~:C~LE D'I~VEI~SIO~ (Cf. n °. 10), 
qui joue un r01e essentiel dans l 'application du calcul symbolique aux 6qua- 
tions fonctionelles. Dans plusieurs cas concrets, elle peut ~tre remp]ac~e par 
la R~C~LE DE D~RIVATIO:N, qui n~exige pus de grands d~veloppements th6o- 
riques pour pr6ciser et just i f ier  son emploi. Mais la premiere est plus 
puissante, non seulement puree qu'elle s 'applique ~t des classes plus ~itendues 
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d '4quat ions  fonctionelles, mais aussi  puree qu'elle fourni t  une garantie a 
priori  d 'unici td de la solution ee qui n'est pas vrai en g4n4ral pour  r6gle de 
d4rivation, comme le montrent, par  exemple, les probl6mes relatifs i~ l '4qua- 
tion de la chaleur  (el. [19]). 

Dans le dernier  numero, nous montrons comment cette r6gle d ' invers ion  
s ' app l ique  au cas ou A est l ' op6ra teur  D de d~rivation, en faisant  intervenir  
la t ransformation de LAPLACE de distr ibutions vectorielles,  dont la th6orie 
est consid4rablement simplifi6e, si l 'on  emploie les s t ructures  de << espace 
born4s >> et la d6finition de distribution, comme d~riv~e formelle de fonction 
vectorielle continue. 

Le calcul symbolique que nous pr4sentons dans ce travail, quoique tr6s 
g6n6ral, peut  encore 6tre ut i lement 6tendu, suivant  plusieurs  directions. 
d ' apr6s  les ordres d ' id6es  esquiss6s duns [19] et [20]. D 'une  fagon g~n~ral, 
apr6s avoir d6fini les fonctions ¢~(a), off a est un 416ment ou un syst6me 
d' 616ments d 'une  alg6bre A e t  ~ un 616ment d ' une  alg6bre ~(~), on eherche 

prolonger l 'homomorphisme continu ~ + ( a )  h une sur-a lg6bre  de ~(ff), 
qui ne soit pas formic  uniquement  de fonctions holomorphes ou de fonctions 

croissance lente ou de fonctions d6finies sur  des produits  cart~siens de 
sous-ensembles  de C. Ces extensions, qui Out toujours  pour but  principal  les 
applicat ions aux ~quations fonctionnelles, feront l' objet de t ravanx prochains. 

I1 est encere h souligner que ee m6moire a 4t6 en part ie pr6c6d6 par 
un travail  de J. CAMPOS FERREIRA, ~t parai tre  dans Portugal iae  Mathematica, 
off Fauteur  s 'occupe  du caleul symbol ique relatif  h des fonctions vectorielles 
holomorphes h croissance lente sur des demi-plans  droits et donne, en 
part iculier ,  une th6orie directe de la t ransformation de LAPLACE pour des 
distr ibutions vectorielles.  

2. Spectre 6lgmentaire et  fil tre spectral  d ' un  dlgment d 'une  alg~bre. - 
Duns la suite, nous d4signerons par  A une algbbre complexe, munie d'616. 
ment unit6 e, et d ' une  topologie loealement convexe separ6e, par  rapport  h~ 
laquelle  le produit  soit s6pardment oontinu. Pous  simplifier, nous 4crirons 1 
au lieu de e et, en g6n6ral, X au lieu de Ze, pour tout hombre complexe ),, 

saul  duns le eas o1:~ il y aura possibilit6 de confusion. 

5Tons appellerons spectre dldmenlaire d ' u n  416ment a de A l e  sous-en- 
semble du plan C de la variable complexe, form6 par les valeurs  de X pour 
lesquels ( a - - ) . ) - I  n' existe pas (dans A). En particulier,  le spectre 614mentaire 
de a peut  ~tre le plan C o u  l ' ensemble  vide dans C. 
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D'au t r e  part, on appelle  ensemble spectral de a tout ensemble S de 
nombres  complexes,  v~rifiant les deux conditions su ivantes :  

I. L'  dldment a -  )~ de A est inversible pour tout k e C ~ S. 

II .  La fonclion (a - -X) - I  de ~, ~ valeurs darts A,  est bornde sur C - - S .  

On voit aussitSt que tout ensemble spectral de a eonlient le spectre dld. 
mentaire de a. En outre on voit q u e :  

PROPOSI~m~ 1. - Si  S est un ensemble spectral de a, la fonction k (a --  k) -1 
de k est bornde sur C ~  S. 

Supposons  v~rifi~e l 'hypoth~se.  Alors on a 

(2.1) 
a 

a - - ~ - - a - - k  1, pour  tout X e C - -  S. 

D 'apr~s  II ,  l ' ensemble  des ~l~ments ( a - - ) , ) - 1  de A, lorsque ), parcour t  
C -  S~ est borne. Done, il en sera de m~me pour  l ' ensemble  des ~l~ments 
a ( a ~ X )  -~, a~ec ~ e C ~ S ,  puisque l ' appl ica t ion  x ~ a x  de A duns A est 
continue, le produit  duns ,4 ~taut s~par~ment continu. Alors de (2.1) on d~- 
duit aussitSt la th~se. 

PROI'OSI~mN 2 . -  Si  S est un ensemble spectral de a la fonction ( a -  X)-I 
de k est holomorphe dans l 'intdrieur de C - - S  (cf. [14], p. 10, et [24]). 

Pou r  s ' en  convaincre,  il suffit  d ' employe r  l ' identit(i : 

1 1 1 1 
a ~ a k o - - ( k - - k ° )  - - . - -  pour  ~, ) , o e C - - S -  

- -  a - - ) , o  a ~  k'  

Elle nous montre d ' abord  que ( a - - ) , ) - I  est une fonction cont inue de ), 
en tout point ko de C - - S ,  at tendu que, dans le 2 a membre, la fonction 
( a - - ) , o )  - 1 ( a - ) 0  -1 de ), est born~e sur C - - S ,  le produit  duns A ~tant s(t. 
par~ment continu. Ensuite ,  en divisant les deux membres  par  k - - ) , o ,  on 
voit que le quotient  tend vers ( a -  ~o) -2 lorsque ), ~ ),o sur  C - - S .  

C O R O L L A I R E .  - Le compldmentaire de l'intersection de tous les ensembles 
spectrau~c fermds cte a est le p lus  grand sous-ensemble ouvert de C o i e  la 
[onction (a ~ ~)-1 de ), est holomophe. 

Eu effet, soil F l ' in tersect ion de t o u s l e s  ensembles  spect raux fermds 
de a. De la prop. 2 il r~sulte que la fonction ( a -  k)_l de ), est holomorphe 
clans C - - / 7 .  D ' a u t r e  part, si cette fonction ~tait encore holomorphe duns 
un autre  ouvert  contenant  C - - F ,  il exis terai t  un point  ~0 de F et un voi- 
sinage ouvert  V de ),o contenu dans F, off cette fonetion serait  d~finie et 
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born~e;  donc F ne serait  pas Fin tersec t ion  de t o u s l e s  ensembles speet raux 
ferm~s de a. 

COROLI, AIm~ 2. - La famille de tous les ensembles spectraux~ de a est un  
filtre (WAEL]~nOEC~ [24]). 

En effet, de la d~finition d ' ensemble  spectral  il r~sulte imm~diatement  
que : 

1) si S est un ensemble spectral  de a, tou~ S ' D S  est encore un 
ensemble spectral  de a ;  

2) si S~, S~ sont deux ensembles  speet raux de a, il en est de 
m~me de S~ ('t S~. D 'autre  part, si l ' ensemble  vide ~itait spectral,  la fonction 
( a - ) . ) _ 1  de ), serait  enti~re et, comme 

1 1 ), 
a - - X - -  ), a - - 2 '  pour  ).=!=0, 

sa limite lorsque ) , -  ~ serait  z~ro, vu que la fonction )~ (a--) , )_1 est born~e 
(prop. 1). On aurai t  alors ( a - - ) , ) -~  = 0 partout.  

DEFIni t ion .  - Nous appellerons fittre spectral de a l e  filtre des ensem- 
bles spect raux de a. 

3. F i l t r e s  normal isables  et filtres distanciables.  Support d'un f i l t r e . -  
Nous dirons qu 'un filtre 9" de sous-ensembles  de C est normalisable, lorsque 
9" admet une base constitude par  une suite d 'ensembles ferm~s /~'k (k -" 1, 2, ...), 
v~rifiant les deux conditions su ivan tes :  

1) C - - F 1  n ' e s t  pas v ide ;  

2) quel  que soit k, F int~rieur de E~ contient  Fk+l .  

Une base de filtre de sous-ensembles  de C sera dite normale, si elle 
est cons t i tu te  par  une suite d ' ensembles  ferm~s F~ de C v~rifiant les con- 
ditions 1), 2) et encore la condi t ions:  

3) quels  que soient k = I, 2, ... et p > 0, la frontii~re de F~ duns le 
disque I z l ~  ~ est fo rmic  par  un hombre fini d ' a rc s  simples rectifiables.  
I1 est ais~ de voir, en employan t  le th~or~me de t~OI~EL-L]~]3]!SGTJ]~, que tout  
fil tre normalisable admet une base normale. 

Nous dirons qu 'une  base de filtre de sous-ensembles  de C est distancide, 
si elle est form~e par  une suite d 'ensembles  FT: v~frifiant les deux condit ions 
suivantes : 

1') C - - F ~  n~est pus vide;  

2') quel que soit k, la distance de C-- /~ '~  ~ F~+~ est > 0. 
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Un filtre de sous-ensembles de C sera dit distaneiale, s ' i l  admet une 
base distanci6e. 0n  volt aussit6t que tout filtre disianc, iable est normcdisable; 
mais la r6eiproque n ' e s t  ~videmment pas vraie. 

I1 est encore trivial que, si un filtre f admet une base I Fk t  normale, 
l ' adh6rence de f est l ' in tersect ion des F~.  Nous l 'appe]lerons le support de 

et la d~signerons par /?'o~: 

CO 

F ~ =  n /~k= n f  

~_ la fin du n °. 4 on trouvera plusieurs exemples de filtres distanciables. 

4. L'espace des fonctions holomorphes ~ croissance l e n t e  s u r  u n  f i l t re  
normalisable.  - Soit f un filtre normalisable de sous-ensembles de C et 
soit I F~I  une base normale de 7. Pour  tout k nous d6signerons par ~I(F~) 
l 'espace des fonctions complexes % d~finies et continues sur Fk ,  holomor- 
phes h l ' in t6r ieur  de F~ et telles que [~(z) l ~ M l z l  ~ sur Fk,  M ~tant une 
constante finie d6pendante de % Nous consid6rons cet espace fonctionnel 
muni  des notions usuelles de somme et produit  par sealaires, qui le rendent  
un espace vectoriel complexe. D 'au t re  part, en prenant arbi t ra i rement  un 
point c de l ' ensemble  C - - F 1 ,  nous consid6rons ccI(Fk) mum de la topologie, 
~k,  d6finie par la norme 

II qo I,'k = sup ~(z) 
o e p k  ( z - - e )  k " 

On voit ais~ment qu ' i l  s 'agi t  en effet d ' u n e  norme et que :  

PROPOSITION 3. - L'espace C~(Fk) mun i  de eette norme est comptet, done 
un  espace de Banaeh. 

I1 suffit  d 'observer  que les fonctions ~(z)/(z--c) ~ de z, avec ~¢ e~(Fk) ,  
forment un sous-espace norm6 de l 'espaee de BANACIt des fonctions conti- 
nues et born~es sur Fk, et que ce sous-espaee est fermi,  en vertu du th6o- 
rgme de WEIERSTRASS relatif  h la convergence uniforme des suites de fone. 
tions holomorphes dans des domaines de C. 

PRoPosI~IO~ 4. - La topologie ~;k ne change pas si l' on substitue ~ e 
un autre point de C -  £'1. 

En effet, si l 'on  prend un autre point c' de C - - F ~ ,  on a 

(z--e ' )  k - \ z - d ]  ( z - -  c') k' pour tout z e F k ,  

et le premier  facteur  du 2 a membre est une fonction de z continue, born~e 

AnnaZi  ell M a t e m a t ~ e a  29 
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et diff6rente de z6ro sur F~. Done, si l 'on  pose 

II 10 II'~ - sup 10(~) i 
~e~  (z--c')  ~ I' 

il existe deux constantes 11I > 0 et N < -~ ~ telles que 

.MII  So I1,~ <--It ce I1',~ ~ 1 1  So Ii',,, 

et cela revient  ~ dire que les normes II so ll,~ et II so ll'~ sont topologiquement 
6quivalentes. 

Cela pos6, si l ' on  identifie ehaque fonetion q0 ~ ~(F~) /~ la fonetion SO* 
qui est la restr ict ion de ~0 ~ F~+~, on peut ~erire ~ (F~)C  ~(z+~) et on voit 
aussitSt que la topologie induite par  ~+~ dans ~(F~) est moins fine que ~ 
(quel que soi~ k). Nous poserons alors, par  d~finition: 

co 
6~(~) - -  u ~(F~) .  

Pour  commoditY, nons appellerons encore fondions aux 5l~ments de 
~(9.), en tenant  compte que chaque ~16ment de l ' ensemble  ~(9.) est repr6. 
sent6 par  une fonction SO appurtenant  h un espaee ~(F~) et que 10 eat identi- 
fi6e h sa restr ict ion h F~,, pour tout k ' >  k. MaiM, en r~alit6, chaque 61dment 
de ~1(9.) est la elasse des fonctions qui le reprdsentent  (2). 

Duns cet ordre d~id~es, les 61~ments 10 de ~(9.) seront nomm~s fonctions 
holomorphes & croissance lente sur 9. (ou sur des ensembles de 9.). 

Dans ~(9.) on d6finit d ' u n e  fa¢on ~vidente des notioBs de somme et de 
prodai t  par  scalaires, qui rendent  cet ensemble un espace vectoriel  eomplexe. 
D ' a u t r e  part  il est~ naturel  d ' in t rodui re  dans ~(9.) la topologie, ~ ,  de la 
limite induct ive des espaces norm6s ~(Fk), c 'est-~t-dire la plus fine topologie 
qui, pour tout k, induise dans ~(9.~) une topologie moins fine que ~ k .  

D'ai i leurs ,  il est ais~ de voir que cette s t ructure  vectoriel  topologique ne 
d~pend pas de la base I F~i  choisie, mais uniquement  dn filtre 9., vu que 
la base est, par  d~finition, co-f inale dans 9" par  rapport  i~ la relat ion 
(cf. par  exemple [11], n °. 2, d)). 

Duns ces conditions, ~(9.) sera nomm6 l'espace des fonctions holomorphes 
dt croissance lente sur ~. 

PROI~OSI~ON 5. - Quel que soit k, route partie de C~( F~), bornde par rapport 
d~ ~ ,  sera relativement compacte par rapport dt ~ + ~ .  

(e) P lus  prdcisdment,  si l 'on conv ien t  de dire  que deux  fonct lons ~ ~ ~(Fk) ot ~ e ~(Fk,  ) 
sont dquivalentes, lo r squ ' e l l e s  coincident  sur  F k (-'1 Fk'~ les 616ments de ~(~:)  seront  les 
classes determindes  par  eette re la t ion  d ' equ iva lence .  
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Soil en effet ~ une pat t ie  de ~(F~) be rn ie  pour ~ .  Ce laveu t  dire qu ' i l  
existe une constante M finie telle que 

f ¢~ (z)/(z - -  c) ~ t < M, sur F~, pour route ~ ~ ~(F,) .  

Alors, si l 'on  pose ~ ( z ) ~  ¢~(z)/(z - -  c) ~+~, on a 

M 
(4.1) 1 ~(z/ I < z ~ - c '  pour  tout z ~  F~ 

et on voit que ces fonctions ~b forment une famille normale, done dquicontinue 
en tout point de Fk, en ver tu  du th~ori~me de BOREL. Si l ' ensemble  F~ est 
born~ (done compact), on conclut  aussit6t que route suite (~ )  de fonctions 
de eerie famille contient une suite uniform~ment  convergente  sur  Ft:+1, ee 
qui vent  dire, pr~eis~ment, que ~ est re la t ivement  compacte par rapport  h 
~ ,+1 .  Si Fk n 'es t  pas borne, on p e u t l e  rendre compact  par  la seule adjonc. 
lion du point c,c; alors, si l 'on  prolonge tes ~ en posant ~(c,c)--0,  on d4- 
duit  de (4.1) que la famille de ces fonctions ~ est 4quicont inue aussi  au 
point =x~, et il en r4sulte, par  le th~or~me de AscoI~, que route suite (~b,) de 
ces fonetions contient une suite uniform~ment cohvergente sur  Fk+l:  cela 
vent dire encore que ~ est re lat ivement  eompacte  par  rappor t  ~ "~k+~. 

RE)~ARQUE. - I1 est ais4 de voir  que, dans le cas ou F~ est born4, la 
norme IlcpIlk est 4quivalente ~ celle que l ' on  obtient en prenant  snp t ¢~(z) 1 
sur  r k .  

La  prop. 5 peut  s '~noncer  en d isant :  

La limite inductive. ~(~:) des espaces normds ~(F~) est un espace du 
type ($2), c'est-&dire le dual d 'un  espace de Schwartz mdtrisable (ou un espace 
(LN*), comme nous disons dans [11]; cf. aussi  [15] et [27]). 

Ce fai~ entralne plusieurs  consequences  importantes,  dont il suffi t  de 
signaler les fails su ivants :  

a) ~(9") est un espace sdpard, complet et rdflexif. 

b) Pour qu 'une suite (¢p,) d'dldments de ~(~:), converge, au sens de 
~7o~, vers un  dldment ¢p de ~(~) ,  il faut et il suffit qu' i l  existe un k tel que : 
1 °. ~ et ~,, appartiennent ~ ~l(Fk)pour tout n ;  2 o. le quotient de ~ , ( z ) -  ~(z) 
par  ( z -  c) ~: converge vers zdro, uniformdment sur ~'~, lorsque n ~ co.  

c) Pour qu 'un  ensemble ~ C ~I(~:) soit bornd au sens de ¢goo, il faut  
et il suffi t  qu' i l  existe un k et un M tels que, pour route ~ ,  on air ~ ~ ( F ~ )  
el I~(z ) !<MIz]  ~ sur F~:. 
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EXEMPLES. - I. Soit F un sous-ensemble  ferm~ et born6, non vide, du 
plan C, et soit 9- la famitle des sons-ensembles  de C dont l ' in t4r ieur  con. 
tient F. I1 est ais4 de voir alors que 9- est un filtre d is tanciable :  en effct, 
si pour  tout k ~ 1, 2, .... un d~signe par  Fk l ' ensemble  des points de C dont 
la distance h F est <_ l / k ,  les F~ forment une base distanc~e de 9-. Dans ee 
cas, 1' espace ~(9-) n' est que l ' e spaee  des fo~ctions analytiques lides ~ l'en- 
semble F, que nous avons ~tudi~i en d~tail darts [8] et [9]~ et dont l'~itude 
topologique a (~t4 compl6t~ par  K(iT][tE, SILV2t DIAs, GROTHElgD:[ECK, etc. (of. 
par  exemple [1] et [311. Dans c e e a s ,  le support  de 9- est 4videmment F,  
c' est-h-dire Foo - -  F. 

II.  Soit maintenant  F u n  sous-ensemble  ferm6 et non bornd de C. Si 
l 'on  d4finit les ensembles F~ comme duns l ' exemple  I, I F~I sera une base 
distanei~ie d ' u n  filtre 9-, et l ' e space  ~(9-) correspoudant  est du type que 
nous avons 6tudi$ duns [19]. Le support  de 9- est encore F.  

III .  Soit F~, pour  tout k - - 1 ,  2, ..., le demi-p lan  R e ( z ) ~  k. Alors les 
Fk engendrent  an filtre 9- distanciable, dont une base normale et distanei4e 
est pr4cis~ment ~Fk 1, et ~(9-) est l ' e spaee  des fonctions holomorphes h 
croissance lente i~ droite, que nous avons ~tudi~ dans [13] et [14], en le d~- 
signant par  ~ .  Dans ce cas le support de 9- est vide. 

IV. Un autre exemple  encore, tr~s suggestif, est l' espaee ~ )  que l 'on  
d~duit de ~ par  la t ransformation ~(z)--* ~(VZ~, changeant  les droites en des 
paraboles  (el. [14], n °. 7, e) et [17], n °. 7). 

5. L ' a lgebre  ~ ( 9 - ) . -  Dans l ' e space  fonctionnel ~(9-), que n o u s  venons 
de munir  d ' une  s t ructure  vectoriel- topologique,  on d~finit aussi, de fa¢on 
~vidente, une notion de produit  ~o~ de deux fonctions ~o et 4- On volt alors 
ais~ment que ~(9-)  est une alg~bre commutative complexe, munie d'dldment 
unitd [la fonction ~(z)~--1, que duns la suite, nous ddsignerons simplement 
pas 1] et d' une structure d'espace localement convexe, par rapport ~ laquelle 
le produit  ~b est eontinu. On peut  done appl iquer  ~ l 'a lg~bre ~(9-) les con- 
sid~rations du n °. 2. 

En g~n~ral, ~tant donn~e une expression f(z), contenant  la variable z, 
nous d6signerons par  f I z )  la fonction f d~finie par cette expression, l 'ac- 
cent  ~ sur  une variable  indiquant  qu ' i l  s ' agi t  lh~ d ' u n e  var iable  mue t t e :  par  
exemp1% z 2 ~ 1 est la fonctiou de z d6finie par  l ' express ion  z~-[ - 1. 0bser-  
vons d ' a i l l eurs  que tout polyn6me en z repr~sente une fonction identifiable 

un  dldment de ~(9-), quel que soit le filtre 9" normatisable.  Cela ~tant, on 
pent ~noncer la proposition su ivante :  
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PROPOSITIOIg 6. - Si le filtre ~ est distanciable, tout F ~  ~ est un ensemble 
spectral de l'dldment z de dI(~) (8). 

Soit~ en effet, t Fk l  une base normale et distanci6e de 92 Alors, pour 
tout k, il existe un ~ > 0 ,  tel q u e  la distance de C - - F k  h Fk+~ est > ~ k .  
Done, pour  tout k e C - - F ~ ,  ( z - - k )  -~ est un ~16ment de dI(F~)CcCI(F) et, 
puisque 

I ( ~ - ) , ) - ~ t < l / ~ ,  pour k e C - - F ~ ,  zeFk+~, 

la fonction ( z - - ? , ) -~  de ), est born6e sur  C - - F ~ ,  au sens de la topologie 
~ + ~ .  done au sens de ~ .  Gomme k est arbitraire,  cela conduit  aussitSt h 
ta thbse. 

D' ailleurs, il est ais6 de voir que, rdciproquement, tout ensemble spectral 
de ~ appartient ~ ~=. Par  cons6quent :  

Si ~ est distaneiable, ~ est le filtre spectral de z~ considdrd comme dldment 
de C~(~). 

R E M A t l Q U E .  - La condition que ~ soit distanciable n 'es t  pas n6cessaire 
pour que g: soit le filtre spectral  de l '616ment z de ~ ( ~ ) .  I1 suffit, par  
exemple,  que ~ admette une base I F~} v6rifiant la condit ion:  pour tout k, 
il existe un ~ > 0 et un hombre naturel  p~, tels que la distance de C - - F ~  
/~ F~+~ est sup~rieure a ~ [ z  I--~.  

6. In tggra les  curvi l ignes  impropres.  - Consid~rons un therein  d' int6gra- 
tion P, qui, dans tout disque ! ~ ! ~ r  du plan C, soit form6 par  un nombre 
fini de lignes simples rect i f iables  orient6es. Soient d ' au t r e  par t  E un espace 
localement  convexe sdpard, semi-complet, et f()~) une fonction de la variable  
complexe )~, ~ valeurs  dans E, continue sur F. Si F est born6, on peut  parler  
de l ' int~grale de f sur P, et on salt que cette int6grale existe, f dtant conti. 
nue sur I' et E dtant semi-complet et sdpard' 

Supposons maintenant  que F n ' e s t  pas born& D~signons par  F,., pour 
tout r > 0 ,  la part ie de P contenue dans le disque [ k ! ~ r .  Nous poserons 
alors, par ddfinition : 

f f(X)dX - -  ,.lira f fO~)dX, 

I ~ I~r 

si eette limite existe dans E; nous l ' appe l le rons  l'intdgrale de f sur F (4). 

t s) B i e n  entend~ si l ' o n  i den t i f i e  z ~ u n  g lgment  d ' u n  a u t r e e s p a c e  ~ (~*)~  on  ne  p e u t  
p lus  a f f i r m e r  que  tou t  /~E  ~ soi t  u n e  e n s e m b l e  spec t r a l  de z ,  ~ moins  que  ~ *  n e s o i t  
e o n t e n u  d a n s  ~'. 

(4) On p o u r r a i t  d o n n e r  une  dd f in i t t on  plus  r e s t r i c t ive ,  en  eonsid~rant~ au  l ieu  des  
d i sques  de cen t r e  O, la fami l le  de t o u s l e s  d o m a i n e s  born~s.  3Iais  la dgf in i t ion  que nous  
adop tons  i c i e s t  su f f i s an te  pour  les app l ica t ions  que  nous  en  fe rons  dans  ce t r ava i l .  
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II nous suffit  6videmment de consid6rer le cas off 0 n ' appar t i en t  pas 
h. U (autrement  nous pourr ions d6eomposer I' en deux parties, une bornde et 
l ' au t r e  non born6e). Soient alors 1 ~* et P,.*, respectivement,  les images de F 
et de F,. par  la t ransformat ion k - ~  1/)~. I1 est 6vident que, dans le eas con. 
sid6r6, F* est bornd et que P.*, intersection de 17" avee l 'ensemble I )" I ~  1/r, 
est form~ par  un nombre fini de lignes simples rec t i f iables ;  on aura  done 

Fr Pr* 

Nous disons que r* est rectifiable, si la longuer  de r,.* (que nous no- 
tons / r, '*t ) tend vers une limite finie, lorsque r ~ ~ .  Alors nous appellerons 
longueur de r* cette limite, et nous poserons ] ]~*]--- lira I r , .*] .  

De (6.1[) on d6duit le r6sultat  su ivant :  

PROPOSITION 7 . -  Si  la fonction )?/:()~) de ). est bornde sur ]: (f dtant 
continue sur ~) et si r* est rectifiable, l'intdgrale de f sur ~ existe et on a, 
pour route semi-norme p continue sur E : 

If ] p f().) dk ~ L~, ! I, 

P 

Lv grant une constante finie d@endante de p, telle que p[k~f().)] ~ L ,  sur ]~. 

Ddmonstration. Supposons v6rifi4es les hypotheses.  Alors, pour  route semi-  
norme p continue sur  E, il existe une constante finie L~, telle que 

donc telle que 

p[)2f(k)] < Lr  s u r r * ,  

p [ f ( 1 ) ] <  L p l 2 ] z  sur P*. 

Par  suite, quels que soient r, s > 0, avec r < s, si l' on d6signe par  1?~* 
la part ie de r* contenue dans la couronne 1 / s ' ~  I k l ' <  1/r, on aura 

(6.1) 
Pr* Fs* 

If = p  ¢ ~ - ~  - ~, . I .  

r* 
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Or, puisclue I]~* I t end  vers une  l imi te  f inie  lorsque  r ~ c ~ ,  l I ~* ~, ~ I t end  
vers  z6ro, lorsque  r, s--+ o z ;  donc,  i l  en sera  de m~me pour  Ie 1 er membre  
de (6.1), quel le  que soit la  s e m i - n o r m e  p con t inue  sur  E. Comme l ' e space  E 
est s emi - comple t  et s~par~, il s' ensu i t  que l' int~igrale 

Fr* F r 

lo r sque  r ~ ~ ,  tend vers un  41~ment de E, qui  est pa r  d~ifinition i ' in t~grale  
de f sur  l~ 

D ' a u t r e  part ,  on a 

I'r*. 

d'ofl ,  en passan t  /~ la l imite ,  lorsque  r ~ c~ :  

pl f f(~)d~]~_'L,,[~*l q. e. d. 
L ~ A 

r 

D~FI~IT~ON. - Nous di rons  .clue ;[~ est rectifiable aprds inversion, lo rsque  
l ' i m a g e  de r par  une  t r ans fo rma t ion  ). ~ ( ) . -  c) -1, avee c q ]?, est rect i f iable .  

Consid~rons ma in t enan t ,  plus g4n6ra lement ,  n chemins  d ' i n t 4 g r a t i o n  r~, 
] ? 2 , . - ,  1~,, qui,  dans  tout  d isque  ] k l ~ r  du  p lan  C, soient  form4s par  un  
hombre  fini  de l ignes  s imples  rec t i f iab les  orient~es.  Soient  d ' a u t r e  par t  E 
uu  espace loca lement  convexe  semi -comple t  et s~par6, f()0 - -  f()~,  . . . ,  ).,) une  
fonc t ion  complexe  de n var iab les  complexes  ).1, . . . ,  )~**, tt va leurs  dans  E, 
continue sur le produit r ~ ]~ X I~2 X ... X r , , .  Si les I~+, sont  bombs ,  on 
peu t  par ler  de l'intdgrale multiple de f sur l~, 

f f ( z )a ) ,= f . . . f f ( z , ,  ..., ).,,)d~...d).,, 

Comme f est con t inue  sur  I~ et que l ' e space  E est semi compte t  et s~t. 
par~, cet te  in t~grale  exis te  et on a 

f f(x)az _-_ f azl f ... f dZj(zl , ... , ),,), 

d 'of l  l ' o n  d~duit  que, dans  ce cas, l'ordre des intdgrations peut ~tre changd 
arbitrairement. 
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Supposons  m a i n t e n a n t  que l ' u n  au  moins  des 12 i n ' e s t  pas born6. Desi- 
gnons  par  I~i,,j, pour  tout  j - -  1, . . . ,  n et tout  rj > 0, la pa t t i e  de ]?j con tenue  
dans  le d isque ] ). I <- ri ,  et posons I~,. = l?~,,~ X ... X I:., r avec r - -  (r~, .. . ,  r,.). 
AAors on peut  poser, pa r  d6f in i t ion :  

f f(k)dk - -  lira ff(X)dX, lorsque  r -~ ( ~ ,  c~, . . . ,  ~ ) .  

Comme daus  le cas d ' u n e  variable,  on peut  6car ter  le cas off 0 appar- 
t ient  au  moins  h u n  des l?j et on 6tablit,  sans diff icul t6,  la g6n6ral isa t ion 
su ivan te  de la  prop. 7 :  

PRoPosI~o~¢ 8. - Si  la fonetion ~ ... ~ f(k~, .. . ,  ~,,) de ~ . . . .  , ~ est bornde 
cur 1: ( f  grant continue cur ]?) et si po~r tout j ,  1?~* est rectifiable, l' intdgrale 
de l: cur r existe el on a, pour  toute semi-norme p continue cur E, 

p l  f~(×)d×] ~ -L~  ] l?~* [ • [ 17,* I ... ] rn* ], 
r 

L~ dtant une constante finie d~pendante de p telle que p[),~.., k~f(k)] _< Lp 
cur ~. En oulre, on aura  

r r~ I'~ r n 

ce qui  implique, dvidemment,  que l' ordre des intdgrations esl arbitraire. 

Pour  la  d6monst ra t ion ,  on peut  suivre  une t echn ique  semblabte  ~ celle 
de la d6mons t ra t ion  de la prop. 7, et on pent  so borner  au  car  de d e u x  
v a r i a b l e s , . p u i s q u e ,  dans  le cas g6n6ral,  la d6mons t ra t ion  est pa r f a i t emen t  

ana logue .  

7. Repr( isenta t ion canonique  des d ldments  de l ' a lg~bre  gi(~:).-  Soil t F~} 
une  base d ' n n  f i l t re  9" de sou r - ensembles  de C (k = l,  2, ...). Nous pouvons  
supposer ,  sans  per le  de .g6n6ralit6, que les f ront i6res  de ces ensembles  ne 
con t i ennen t  pas l ' o r ig ine .  Dane ces cond i t ions :  

DEFINItIOn. - On dit  que la base 1F~} est rdgulidre, si elle est normale  
et dis tanci6e,  et st, quel  que soil k, la f ront i~re  de Fk est rec t i f iable  aprils 
invers ion.  Nous d i rons  alors  que  le f i l t re  ~ engendr6  pa r  cet te base est rd- 

gularisable. 
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Dans les cas qui ia t6ressent  aux applications,  les frontibres des Fz sont 
compos6es de lignes droites, ares de cercle, arcs de parabole,  etc., et la con- 
di~ion ind iqufe  se v6rifie en g6n6ral. Ainsi, dans les exemples  I et I I I  du 
n o. 4, les bases /~!z consid6r6es sont 6videmment r6guli6res;  dans Fexemple  II, 
la base serh r6guli~re si l ' ensemble  t7 une droite, une demi-droi te ,  une suite 
de points isol6s une parabole,  etc. etc. 

Soit dons F~ une base rdgulidre et choisissons un point s e C - - F ~ .  Pour  
route fonetion ? e g ( 9  ~) iI existe un k tel que ~ s ~ ( F ~ ) ;  donc, si l ' on  pose 

~(z) sur  F z  
(7 .  I )  + (z )  - -  ( z  - -  c ) ~ +  ~ ' 

la fonction (z--c)+(z) de z sera born6e sur Fk et, par  suite, la fonction z+(z) 
de z sera aussi  born6e sur  Fk .  D6signons par  C,. la fronti6re de l ' inter-  
section de F~ avec le disque [ zl ~ r ,  pour tout r < O; nous supposerons C, 
orientde de facon ~ laisser ~ droite les points de cette intersection. Alors on 
aura, par  la formule de CAUcE¥: 

1 ~ ~().) d,~, pour  tout z int~rieur ~t C,. 
,~(z) = . ~ i  j ~ _ )~ 

C~ 

D ' au t r e  part, si l ' on  d~signe par  D,. la part ie de C~ n ' appar tenan t  pas 
h la fronti~re de F~ ,  on au ra :  

l i r a  J ~ d X - - O ,  

Dr 

pour tout z int~rieur h F k .  

En effet, on a I D,~ I ~  2r~r et, puisque la fonction ).~0-) de ), est born~e 
sur Fk,  on peut  fixer, pour tout z int~rieur ~ F~, une constante M~ finie 
telle que : 

r 2 , 
pour  tout ). eD~ et tout r > 0. 

Alors, si l 'on  d6signe par rk la frontidre de Fk,  orientde de fa~on 
laisser ~t droite F~, on peut  ~crire 

(7.2) ~(z) - -  2r:i J z  - -  ~. d)~, 
£k 

pour tout z int~rieur ~ F~ .  

Or, d 'apr~s  la prop. 6, la fonction (z__k)_ l  de ~, h valeurs  dans ~(~) ,  

Anna~i di Matemat ica  30 
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est born6e sur C - - F ~  (quel qne soit k). I1 en d6coule que cette [bnction est 
holomorphe duns C -  F~ (prop. 2) et que let fon~tion ).(z--),)-~ de ~ est aussi 
bornde sur C - - F ~  quel que soit k (prop. 1). 

Nous d~signerons par j(~) la fonction ( z - -  ~)-~ de ~ h valeurs duns ~(g:), 
c'est-/t-dire nous poserons 

1 
J ~ __ pour tout ) ~ C ~ F ~  

(z - -  z) '  

off F ~ - - N ~ / 7 ' k  (support de 9"). Puisque ~().) est une fonction complexe conti- 
nue sur / ~  et que j(~.) est une fonction h valeurs duns ~(9.), holomorphe 
clans C - - F k + ~ ,  le produit  ~(),)j().) est une  fonction de ). /~ valeurs dans 
C~(9.), continue sur ]:k. Comme, d 'autre  part, )..6(),) est born~e sur Fz  et ).j().) 
est born6e sur C - - F k + ~ ,  la fonction ).~(k)j(),) de ). est bornde sur I:~. Enfin, 
comme la base / F z t  est r6guli~re, par hypothbse, la fronti~re de F~ est 
rectif iable aprbs inversion (on suppose, pour commodit6, 0 $ ]:z). Done en 
ver tu  de ta prop. 7, l'intdgrale de ~(k)j()~) sur ~ existe. Par  cons6quent, on 
peut  ~crire (7.2) sous la fo rme:  

1 f 1 ~ ( k ) ~ d k  = ~ ~(~)j(~)d~ = ~ j z _ ~  ' 

~k ~k 

oi~ r intdgrale est prise au sens de la topologie ~ de C~(9.) et oi~ l 'on suppose 
let frontidre, rk ,  de F~ orientde de fa~:on dt letisser Fk ~ droile. 

Enfin, compte tenu de (7.1), on trouve 

1 ~ ¢~(~) ( z ~ c )  k+~ 
(7.3) ~ - -  ~- i  ,~ (~ - -  c) k+~ ( z - ) . )  

:Pk 

d~. (au sens de ~;~). 

En conclusion : 

La formule (7.3), valable pour route ~ e ~(Fk) et tout k ~ 1, 2 ..., duns 
l' hypoth~se oi~ la base { Fk f est rdguli~re, fournit  une reprdsentation canonique 
des dldmenls ~ de ~(9.) en fonction de l' dldment z, en lermes de la structure 
d'alg~bre topologique ddfinie duns C~(9.). Les valeurs ~(~) de ~ figurent au 2 d 
membre seulement comme des scalaires, que l 'on multiplie par  des vecteurs 
conslruits au moyen de z. 

Ce~te formule va nous permet t re  de trouver, non seulement  une expres- 
sion g~n4rale des homomorphismes continus de ~ ( ~ )  duns une alg~bre loca- 
lement  convexe A,  mais aussi une expression g4n~rale de routes les appli- 
cations lin6aires continues de ~(9.) dans un espace localement convexe E 
quelconque (semi-complet  et s6par6). 
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Mats il convien t  encore  d ' o b s e r v e r  que,  dans  ce r ta ins  cas, il sera  p lus  
commode d ' e m p l o y e r  l~ fo rmule  

(7.3') 
2~:i . (k - -  c) ~ (~ - -  )~) 

off l ' o n  suppose les cut lers  k et p choisis  de fa¢on que ~ e ~ ( F k )  et que 
+ ( k ) / ( k -  c) ~-~ soit born~ie sur  F , .  

8. Applications lindaires continues de ~ ( a )  darts E (~).- Soit ~ un  f i l t re  
a d m e t t a n t  une  base normale  I Fk} et soit E u n  espace vectoriel complexe, to. 
calement convexe, semi-complet et sdpard. P o u r  la r echerche  des appl ica t ions  
l in6aires  con t inues  de ~ ( ~ ) d a n s  E, il suff i t  de voir  commen t  la  fo rmule  
(7.3) donne  aussi  une  r e p r ~ s e ~ a t i o n  des 616ments ~ de l ' e s p a c e  ~I(~), en 
fone t ion  des vec teurs  de base ( z - - k )  -~, k ~ C - -  F ~ ,  en seuls termes vectoriel- 
topologiques de cet espace [done, sans  employer  la not ion  de p rodu i t  de deux  
616ments que lconques  de ~(~)].  _~ eet effet,  il est commode  d ' e m p l o y e r  le 
d6f in i t ion  su ivan te  : 

D]~FI~'ITIO~. - Soit  M un sons - ensemble  que l conque  de C. On dit  qu'  une  
fonc t ion  f(),) de la var iab le  complexe  ),, h va leurs  dans  E, est i~ ddcroissance 
presque rapide sur  M, si pour  tout  n - -  1, 2, . . . ,  il est possible de r ep resen te r  
f(k) sur  M, sous la f o r m e :  

al an 
f(),) - -  ), _ X0 -C ... -}- (~, _ Xo)~ ~ + f~(),), pour  )~ =4= )~o, 

off ko est un  point  que l eonque  de C, a l , . . . ,  an des ~14ments de E et f~()~) 
une  fonc t ion  de )~ h~ va leu r s  dans  E tel le que la fonc t ion  (), - -  ~o)~+ lf,+(k) soit  
bornde sur  M. Les  41~iments aj  seront  nomm4s les coefficients assymptotiques 
de f par  rapport  & ~o et la fonct ion  f,,,  pour  tout  n, le reste d 'ordre  n de f 
re lat i f  a ~o (el. [14] et ~ [16]). 

II est b ien  ais6 de voir  que, s ' i l  exis te  u n  point  ),o v4r i f ian t  cet te con- 
di t ion,  n ' i m p o r t e  quel  au t r e  point  de C v6rif ie  une  condi t ion  ident ique .  
D ' a i l l e u r s  on a i m m ~ d i a t e m e n t :  

PRoPosI~Io~  9. - Si  M n' est pas  bornd, lee coefficients assymptotiques et 
les testes de f p a r  rapport  & ~o sont univoquement determinds, ~ par t i r  de f 

(5) Comme on l?a dit dans  l 'Tnt roduct ion ,  c e n .  ° n 'es¢ pas ind ispensable  pour  la com- 
prdhens ion  de ce qui  suit, concernant  le suje t  pr inc ipa l  de ce t rava i l  (le calcul symbolique).  
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et de ko, au moyen des formules 

(8.1) 
t ' o ( ~ )  - f ( z ) ,  f . ( z )  = f ( z )  - -  ~ a~ 

(~- -  ko) ~ ' 

a , + l  = l ira [(~ - -  ) ,o )~+ ~ f . ( ) , ) ] .  

s u r  M 

Si M est  borne ,  il su f f i t  que  f soit  bo rn4e  su r  M, p o u r  que  f soi t  h. 
d / fcro isaance  p r e a q u e  r ap i de  sur  M, d 'apr i~s  la  d4f in i t ion.  Alora, les  coeff i-  
c ien t s  a s a y m p t o t i q u e s  sont  c o m p l ~ t e m e n t  a r b i t r a i r e s  et la  t e r m i n o l o g i e  e i -  
desaus  i n t r o d u i t e  m a n q u e  de base  i n t u i t i v e  ; ma ia  nous  1' adop tons ,  m ~ m e  d a n s  

ce cas,  p o u r  u n e  r a i s o n  de commodi t6 .  

P n o t ' o s I ~ I O ~  10. - Si  S est un  ensemble speotra~ d' un  dldment a de l 'al .  
g~bre A ,  la fonction ( a -  ~)-~ de )~ est ~t ddcroissance presque r a p i d e - s u r  
C - - S .  

E n  effet ,  de l ' ident i t~i  

1 r n 
a v e c  r =4= 1 i - - r  = 1 + r -{- "'" + r " -~  + 1 - -  r '  ' 

on d~duit ,  dans  l ' a l g b b r e  A ,  q u e l  que  aoit koe C :  

1 1 a - -  ko (a - -  7,o) '~-1 (a - -  ).o) ~' 1 

a - - X =  X--ko (~--~)~ "'" (X-->,o) ~ +O, -xo)  ~ ' a - x '  

p o u r  )~ ~ C - - S ,  ~ =~ ko, en  o b s e r v a n t  que ,  dana  ces condi t ions ,  on a :  

1 1 1 1 

a -  ), - -  (k  - -  ko)  - -  ( a  - -  ~-o) ), - -  ),o 1 a - -  ),o 

) , M  ko 

Donc,  si l ' o n  pose  

( a  - -  ko) '~ 
a~ - "  - -  (a - -  ).o) ~ , fn()') " -  0. - -  )'o) '~ (a - -  ).) '  p o u r  n --  1, 2, . . . ,  

il r e s t e  -h p r o u v e r  que  la  f onc t i on  ()~-)~o)~+lf~().) de k est  bo rn6e  su r  C - - S  
p o u r  tout  n. Mais  ce]a  e a t  u n e  c o n s 6 q u e n c e  i m m e d i a t e  de la  prop.  1, a t t e n d u  

que  l ' a p p l i c a t i o n  x ~ ( a -  k0) '~ X de A dans  A est  con t inue .  

I1 en  r6aul te ,  e o m p t e  t e n u  de la  p rop .  6 :  

CO:aOLLAIRE. - Si  la base de filtre t F k l  est distancide, la fonction j ()~)~-- 
~_ (-~_)~)-1 de k, ~t valeurs dans ~(5:), est ~ ddoroissanoe presque rapide sur  

C -  Fzc, quel que soit k. 
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L~ dbmons t r a t i on  de la prop.  10 nous  m o n t r e  que  le r e s t e  d ' o r d r e  n 
de j p a r  r appo r t  h u n  po in t  )~o q u e l c o n q u e ,  se ra  dans  ee c a s :  

j~(~) - (~ - ko)" 
(z - ~ o ) ~ ( ~ _  z)" 

Done, si l ' o n  suppose  la base  1Fkl  rdguli~re, la  f o r m u l e  (7.3) p e u t  main-  
t enan t  s' ~e r i r e  : 

( 8 2 )  ¢P = ~ ¢f(),)jk+~ (),) d).. 
['k 

Or, dans le cas oi~ les C - - F k  ne sont pas  bornds, les fonc t ions  ;k sont  
d6 te rmin4es  ~t p a r t i r  de j au  m o y e n  des  f o rmu l e s  (8.1). Done, nous avons 
ainsi  obtenu, dans ce eas, une reprdsentation canonique des dldments de l'espace 
~(~) ,  en fonction des vecfeurs de base j(~)(~ ~ C - - F ~ ) ,  en seule termes veeto- 
riel-topologiques de cet espace (6). 

D ' a u t r e  par t ,  nous  avons  t rouv6  une  description vectoriel-topologique de 
la base  j()~), au  m o y e n  des  d e u x  propr i6 t6s  s u i v a n t e s :  

1) j es~ une  fonc t ion  h o l o m o r p h e  dans  C - - F ~ ;  

2) j e s t  h d6e ro i s sance  p r e s q u e  r ap ide  su r  C - -  F~, p o u r  tout  k = 1, 2 .. . .  

Ces obse rva t ions  c o n d u i s e n t  au  r~sul ta t  s u i v a n t :  

T ~ E O n ~ E  1. - Supposons que le filtre ~ admet une base I Fkl  rdguli~re 
et que C - - F k  est non bornd pour  tout k. Alors, il existe une correspondanee 
biunivoque U ( - ~  u, entre les applications lindaires continues U de ~ (~)  dans E, 
el les applications u de C - -  F~ dans  E, qui sont holomorphes daus  C - -  F~  et 
ddcroissanee presque rapide sur C - - F k  pour  tout k. Cetle correspondance est 
est donnde p a r  les deux formules rdciproques 

u().) = U[(z  - -  ),)_1], pour  tout ), ~ C - -  F~ 

U(~) = ~ ~()~)uk+l(X)dX, pour  route ~ ~ C~(f), 

Fk 

o2 k est u n  entier tel que ~ ~ ( ~ ,  uk+l le reste d 'ordre k + 1 de u par  rap- 

(6) :D'apr~s la convention d u n .  ° 3, nous d4signons ici par par /~'w ]'intersection des 
2"~ (support de ~). 
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port ~ un  point )~o quelconque de C -  F~, et l:k la fronti~re de Fk orientde de 
fa;on ~t laisser Fk ~t droite (~). 

Ddmonstration: 

a) Soit U une application lin6aire continue quelconque de ~ (~)  
dans E et posons 

u 0 , )  = U [ ( z  - -  ~)-t], sur  C - -  Foo. 

Nous avons vu que la fonction j O , ) = - ( z - - ) , ) - i  est holomorphe dans 
C - - F ~  et ~t d6croissance presque rapide sur  tout e - - F k .  Or il est bien 
ais~ de voir que ces deux propri6t6s, exprimables en termes vectoriel-topolo. 
giques de ~(Y), sont conserv6es par  n ' impor te  quelle  application lin6aire 
continue de ~ (~ )  dans E ;  c'est-h-dire, l ' image u(),), de j(),) par  U (h valeurs  
dans E) aura les m~mes propridtds, et on voit aussitOt que 

U[j,,()~)] = u,(X),  s u r  C - -  F ~ ,  n = l ,  2, . . . ,  

of i j n  et u~ sont les restes d 'o rd re  n de j e t  u, par  rapport  ~ un point ;% 
arbi t raire  de C - -  F~. 

Soit maintenant  ~ un 616ment quelconque de ~(9:). I1 existe alors un 
entier k tel que ~ e ~ ( F k )  et, par  su i te :  

(8.2') ~ = ~  ~(X)jk+~(X)d~ (au sens de ~oo). 

F k 

Donc, si Fon  appl ique U aux deux membres  de (8.2'), en tenant  eompte 
que l ' appl ica t ion  U est lin6aire continue et que l ' int6grale  consid4r6e s~ex - 
prime eomme limite, dans ~(~) ,  de sommes de produits  de scalaires par  les 
veeteurs  ja+~(),), avec k e ]7~, on trouve aussit6t : 

Fk 

if --  27:i ~0(~,)uk+l @)d), 
F k 

b) Soit, r4ciproquement,  u(;~) une fonction ~ valeurs  dans E, holo- 

(7) Ce thdorbme  es t  une  gdn~ra l i s a t ion  du  th. 1 de [14], off t ' i n t e r v e n t i o n  des  fone t ions  

h e ro i s sance  p r e s q u e  r ap ide  a dtd s igna l~e  p a r  M. L.  SCHWARTZ. 
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morphe duns C - - F ~  et h d6croissance presque rapide sur  C - - F k ,  pour  
tout k. Posons 

(8.3) if U(~) -- ~ ~(~,)~+~(),)d~, 

Pk 

pour  toute ~ e ~I(F~) et tout k - - 1 ,  2, ..., u~()~) ~tant le reste d 'ordre k de u()~) 
relat if  h un point ),o de C - - F ~ .  I1 s 'agi t  de d4montrer  que la formule (8.3) 
d~[init, effect ivement,  une appl icat ion lin4aire continue U de ~ (~ )  dans E, 
et que 1' on a U[(z ~ ),)-~] ~= u(),) pour tout ), e C - - F ~ .  Nous le ferons par 5 
~tapes, en supposant,  pour  commoditY, ~o-----0 (sans per te  de g4n4ralit4): 

1. ° L'intdgrale du 2 a membre de (8.3) existe dans  E. En effet, ccmme 
e~(F~),  la fonction ~(),)/),~ est continue et born4e sur F~;  la borne sup4- 

r ieure de son module sur  Fa pent  ~tre prise pollr [I ¢¢1t ~. D ' au t r e  part, 
comme uk+~ est le r e s t e d '  ordre k -}- 1 de u par rapport  "a ),o -" 0, la fonction 
).~+~k+~().) de ). est cont inue et born4e sur  C ~  F~+~. Donc, pour  route semi-  
norme p continue sur  E, il existe une constante L~,lo finie, telle que 

(8.4) 

En outre, l ' image, l?k*, de Fh, par  l' appl icat ion )~--~ 1/k, est rectifiable,  
puisque ta base 1Ft:l est r~guli~re par hypoth~se. Par  cousSquent,  d 'apr~s  la 
prop. 7, l ' int~grale en quest ion existe effeetivement.  

2. ° La  transformation U est univoque, e' est-it.dire, l' dldment U(~) ddfini 
par  (8.3) ddpend seulement de ~ et non pas  de k. Pour  s' en convaincre,  il 
suffit  d 'obse rver  que, si h > k, on a, en ver tu  du th6orbme de CAVCE¥, 

f ~(),) uk+~(k)dk -- f ~(),) uh+~ (),)d),, 
1~ k F h 

car la difference entre la premiere fonction int~grande et la seconde est une 
somme de fonetions de k de la forme a~('~)/kS(a~eE, k Z c 2 ~ s  ~ h) et que, 
ces fonctions ~tant continues sur  Fk et holomorphes darts l ' in t4r ieur  de Fk,  
leurs int~grales sur ]?k sont nulles (cela est 4videmment vrai pour  les int~i. 
grales sur  la frontier% Cr, de l ' in tersec t ion  de Fk avec le disque Iz i ~ r ;  
en outre, les inttfgrales sur  la purtie de C,. n ' appar t enan t  p a s h  l?k tendent  
vers z~ro lorsqne r ~ ~ ) .  

3. ° L'algplicalion U est lindaire. I1 suffit  d ' obse rve r  que, pour  tout 
couple de fonctions ~, ~ e ~(5) ,  il existe toujours  un k tel que ¢~ et ~ appar- 
t iennent  s imultan6ament  ~ ~(Fk), et d ' employe r  les propri6t6s de lin6arit6 
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des int6grales, qui subsistent 4videmment pour les int4grales impropres d4fi. 
nies au n. ° 6. 

4. ° L'application U est contin~e. Comme ~(~)  est la limite inductive 
des espaces norm~s C~(Fk), il su[fit de montrer  que la restrict ion de U h 
~(F~) es~ continue (au sens de ~ )  pour tout k. Or nous avons vu que, pour 
tout entier k et route semi-norme p continue sur E, il existe une constante 
L~,~ finie, tel que l 'ou  a (8.4) pour route ~pe~(F~). Ii en r~sulte, par la 
prop. 7, que 

] p [ u(¢p)] = p ~( ~.~+~ (x) dX 
Pk 

< 1  

pour route ~p e ~(F~). Cela montre aussitSt que p[U(~,p)] - -  0 lorsque It ~P IIk ~ 0. 
Donc, la restriction de U it ~(Fk) est bien continue, au sens de ~k,  quel que 
soit k et par suite, U est continue sur ~ (~)  au sens de ~ .  

5. ° On a U[(~ --  ),)-~] --" ~(),), pour tout k a C - -  F~ .  Soit en effet k' un 
point quelconque de C - - F ~ .  Alors il existe un k tel que k ' e  C - - F k ,  i .e .  
tel que ta fonction (z - - ) J ) -~  est un ~l&nent de ~(Fk). On aura  done 

Yk 

- -  27:i ~_-1 
]7 k 

off les a8 sour les coefficients assymptotiques de u par rapport au point 0. 
On en d~duit~ compte tenu que u(k) est holomorphe et bern ie  sur C - - F k + ~ ,  
et que la fronti~re de Fk est orient~e de fagon h laisser C - - F k  ~t gauche: 

u [ ( ~ -  z') -1 1 ~ .(~) 
= 27:--i ~ - _ _ - ~  d)~ = u (Y), 

F k 

c. q. f. d. 

D~FI~I~Ioz~. - On appelle fonction indicatrice d'une application lin6aire 
continue U de ~ (g )  darts E la fonction u qui, d~apr~s le th6or~me 1, la re- 
pr~sente de fa¢on biuuivoque. 
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~-OTES COMPL~iME:NTAIRES AU TI~OR~ME 1 :  

I. Cas o~ Y est constitud par  les voisinages d' un  compact. - Soil  ~: le 
f i l t re  des  vo i s inages  d ' u n  comp a c t  F de C ;  nous  avons  vu  (n, ° 4) que  l ' o n  
peu t  dans  ce cas  cho i s i r  une  base  de ~ dis tanci~e,  et p a r  su i te  u n e  base  
n o r m a l e  I F k l ,  cons t i tu6e  p a r  des e n s e m b l e s  bornds; il eu  r6su l te  que  ce t te  
base  se ra  rdguli~re. On a a lors  F ~ - - F .  Or il est  ais4 de vo i r  que,  dans  ce 
cas, p o u r  q u ' u n e  fonc t ion  u(),) h v a l e u r s  dans  E soil  h o l o m o r p h e  et  ~ d6- 
c ro i s sance  p r e s q u e  rap ide  dans  C - - F k ,  p o u r  tout  k, il f au t  et il suff i t  que  
elle soit holomorphe duns C -  F et tende vers zdro lorsque ~ ~ ~ .  D' a u t r e  
par t ,  il est  6v iden t  que,  que l  que  soit  k, route  fonc t ion  ~ e ~(Fk)  est  ma in te .  
n a n t  born6e  su r  F k .  Done  on a u r a  tou t  s i m p l e m e n t  duns  ce cas :  

F k 

po u r  route  ~ e ~(Fk)  et tout  k. Nous  avons ainsi  retrouvd, comme cas parti .  
culier du thdor~me 1, un  des rdsultats fondamentaux  dtablis dans [8] et gdnd. 
ralisd duns [9]. 

I I .  Cas oh les ensembles C - -  F~ sont tous bornds. - D a n s  le th~or~me 1 
nous  avons  i n t rodu i t  l ' h y p o t h ~ s e  que  t o u s l e s  ensembles C - - F ~  sont non 
bornds. Observons  m a i n t e n a n t  que  te cas  oil l ' u n  au  moins des ensembles 
C - - F ~  est non bornd se f a m i n e  i m m 6 d i a t e m e n t  a u  p r e mi e r ,  ca r  ce t te  con- 
d i t ion  se v~r i f ie  a lors  p o u r  tou tes  les v a l e u r s  de k su p 6 r i e u re s  (vu que  Fk C 
CF~+~ pou r  tout  k) et  on ob t i en t  e n c o re  u n e  base  de ~, en  41iminant  les 
Fk c o r r e s p o n d a n t s  a u x  va l eu r s  de k inf~r ieures .  I l  reste donc le cas oi~ C - - F k  
est bornd pour  tout k ;  alors la th~se du thdor~me n'est  p lus  valable. 

En  effet ,  nous  avons  vu  que,  duns ce cas, il suff i t  q u ' u n e  fonc t ion  a(),) 
soil  bornSe  sur  un  ensemble  M, p o u r  q u ' e l l e  soil  h d~ero i s sance  p r e s q u e  
rap ide  su r  M, avec des coefficients assymptotiques tout ~ fa i t  arbitraires. On 
voit  a lo rs  que  le th4or~me 1 doi t  ~tre r emplac~  p a r  ]e th~or~me s u i v a n t :  

TIt]~OR~[E 1'. - Supposons que le filtre ~: admel une base {F~:} normale 
et distaneide, et que C - - F k  est bornd pour  tout k. Alors it existe une corre. 
spondance biunivoque entre les applications lindaires continue U de ~I(~) dans  
E et te sysl~mes (u, a~, a2, ...), constituds p a r  une fonetion ~(~) ~ valeurs dans  
E, holomorphe dans C - - F ~ ,  et p a r  une suite (a~) quelconque de vecteurs 
de E. Cette correspondance est donnde par  les formules 

~(~) = u [ ( ~ - -  ),)-~], s u r  C - -  ~'~ ; a~ = ~ [ - -  (~-- ~o)~-~] 

1 I U(~) = ~ ~(X) ue+~ (X)dX, p o u r  toute  ~ e ~(9"), 

AnnaU di Matemat iea  31 



2~2 J. SEBASTIA0 e S~LVA: Sur le calcul symbolique d~opdrateurs~ etc. 

~o dtant un  point  arbitraire de C - - F ~ ,  k un  entier tel que ~eC~(F~) el 
~4 

u,~(~) "- u(~) - -  V a~ (~ - -  )~o) -~ , pour  n - -  1, 2, . . . .  

Observons encore que route fonction ? e ~ ( F ~ )  pent  s '4orire sous la 
k 

forme ~(z) --  %(z) -4- E c~z ~, o~ te e.~ sent des constantes complexes et ~o (z )~0  
0 

lorsque z ~ x ~ .  I1 en d~coule que ]e derni~re formule peut encore se pre- 
senter so us la forme 

(8.5) U@)-- ~ c~_~a~ + ~ ~(~)u(~)d)~, 
J. 

P k 

pourvu que a ,  --  U(-- z'-~), n -- 1, 2, .... 

I I I .  L'espace ~*(~) ;  cas oi~ i l  est dense duns ~(~ ' ) . -  Nous d~signons par 
~*(Fk) (k----1, 2, ...) le sous-espace vectoriel de ~(Fk) constitn4 par les ~14. 
merits ~ de cet espace tels que la fonction z~(z) soit born6e sur Fk, et nous 

poserons ~*(9")"-" U ~*(Fk). 
1 

PROPOSITIOh ~ 11. - Pour  que l 'espace ~*(~)  soit dense duns ~(~) ,  il  fau t  
et i l  suff i t  qu' il  existe au  moins  u n  k tel que C -  Fk soit non bornd. 

En effet, supposons cette condition v~rifi4e. On peut alors supposer, sans 
perte de g6n~iralit~, que t o u s l e s  C - - F k  sent non born~s. D 'au t re  part, on 
a 4videmment j ( ) , )e~*(Fk+~)pour  tout k et tout k e C - - F k ,  et la prop. 10 
montre que la fonction j(),), ~ valeurs  dans  ~(Fk+d, est it d~croissance lente 
sur C - - F ~ ,  p a r  ra~gport ~ ~ + ~ .  Donc le testes j~ se d~duisent de j a u  
moyen des formules (8.1). Duns ces conditions, la formule (8.2) indique que 
route fonction ¢~e~(F~) s~exprime comme limite d ' une  suite de vecteurs 
duns l 'espace normd ~*(F) et que, par consequent, ~*(~) est dense duns ~'I(5:). 

Supposons maintenant  que tout ensemble C - - F ~  est born~ et soit U* 
une fonetionnelle l ineaire continue clans l 'espace ~*(F), muni de la topologie 
induite  par ~ (dans ce cas E - -  C). A]ors on a 

if U*(%) -" ~ %(),) u()~)d),, pour ~o e ~*(F~), 

r k 

en posant u(~,)= U*[(~--~)-1] sur C - - F ~ .  Mais le th~or~me 1', ainsi que 
la formule (8.5), montrent  qu ' i l  existe une infinit~ de fonctionnelles lin6aires 
U continues sur ~I(~), qui prolongent U*, et eela vent dire, ~videmment, que 
~*(~) n ' e s t  pas dense duns ~(~).  

c. q. f. d. 
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Done, dans le cas oh F u n  [au moins des C - - F  a est non borne, et 
seulement  dans ce cas, on peut simplifier l' expression des applications 
lin6aires continues U de ~(~)  dan E~ en ,gcrivant 

(8.6) _if U(~) --  ~ ~@)~()~)dk, pour route q~ e ~(Fa), 
F~ 

si l ' on  pose, par ddfinition: 

f u@)~(~)dk-- lim fu(k)~@)dk, avee ~eC~*(~:), 

off la deuxibme int~grale existe au sens la d6finition d u n  o 6. 

La  formule (8.6) met l 'accent sur le fair que, dans ce cas, Papplication U 
est compl~tement d6termin6e par son indicatrice u, ce qui n~est plus vrai 
dans le cas off les C - - F k  sont tous born6s. 

IV. Observons enfin que l 'express ion des applications lin6aires conti- 
nues U de ~(~)  dans E peut encore s '6crire,  dans le cas g6n6ral: 

(8.7) 1( 
U(~) - -  2 ~  ~p(),) u~(),)d),, pour route q~ e ~(~) ,  

en supposant les entiers p e t  k choisis de fa~on que q0e~(F~,) et que 
q0(),)/(),--),o) ~-~ soil born6e sur F~. Pour  s ' en  convaincre, il suffit  de 
rappeler  la formule (7.3'). 

9. Homomorphismes  cont inus  de ~(~)  dans A .  - Supposons mainte- 
nant  que l 'a lg~bre A consid6r6e ~u n o 2 est semi-complY're. Alors, les consi- 
d6rations des nOL 7 et 8 conduisent  au r6sultat suivant(8): 

Tt~OR:~]ME 2. - Si  ~ est un  filtre de sous-ensembles de C admet tant  une 
base r~guli~re I Fa I, il existe une correspondanee biunivoque J~ ~-> a, entre 
les homomorphismes continus ~ de ~(~)  darts A ,  tels que :~(1)----1, et les 
dldments a de A dont le filtre spectral est plus fin que 7, c'est-dt-dire tel 
que F~ soil un  ensemble spectral de a pour tout k. Cette correspondance est 

(3) O n  loeut t o u t e f o i s  g v i t e r  l ' a n a l y s e  d u n  ° 8, e n  d 4 m o n t r a n t  d i r e c t e m e n t  le th.  2 s a n s  
s '  a t ) p u y e r  s u r  le  th .  1, c o m m e  on  le  v e r r a .  
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ddfinie par  los deux. formules rdciproques 

(a --2v~i )'°)v f (). __ ).o)V(a¢~()') _ ) , )  d),, pour toute ¢~ ~ ~(~), 

),o dtant un point quelconque de C -  F~ et k, p :los entiers tels qne ~ ~ ~(F~) 
et que ~(~) / ( ) , -  ~o)~ -~ soit bornde sur F~ ; on suppose encore ~ ,  fronti~re de 
F~,  orientde de facon ~ laisser F~: de droite. 

Demonstration: 

a) Soit  :E un h o m o m o r p h i s m e  con t inu  de ~($:) duns  A ,  fa isant  eorre- 
spondre  i~ la fone t ion  ~ ( z ) ~  1 l '61~ment uni t6  de A ,  et posons  : E ( ~ - - a .  
Alors, pu i sque  F on a, pour  tout  ). ~ C - - F c ¢ ,  

on a u r a  aussi ,  pou r  tout  ) , e C - - F ~ ,  

a t t endu  que :E est un  h o m o m o r p h i s m e  d'algi~bres et quo, pour  eet te  raison,  
on a ~E(z - -  ).) ---~ ~E(~ - -  ~(L1)  - -  a - -  ~ ( 1 )  ~ a - -  )~. En outre,  quel que  soit 
k, 1' ensemble  des 416ments ( a - - ) , ) - I  de ~(~) ,  lorsque  ), pa reour t  C - - F a ,  
est  born~ dans  cot espace  (prop. 6); done,  son image  pa r  P application 
lindaire continue ~ est born6e duns A ;  cola veut  dire  que  Fh est un 
ensemble spectral de a, quel que soit k. 

Soit m a i n t e n n a n t  ~ un  616ment que leonque  de ~($:). Alors il existe  
d e u x  ont ior ts  k ot p tels quo ¢~e~(Fh)  ot que  ~(),)/(~.- ),o) ~-~ soit born6o 
sur  Fk;  done  [cf. (7.3')]: 

27:i (), - -  ~o)V(z - -  ~) 
r~ 

dk. au sons de ~ ,  

),o 4tant  un  point  que l conque  de C - - F 1 .  On en d~dui t  aussitOt, compte  
tenu  que :E est un  homomorphisme continu et que  l ' iu t6gra le  s ' expr imo 
eommo l imite  de sommes  de sca la i res  pa r  les vec te~rs  (z M) , ) - I ,  lorsque  

~, e V  h : 

_ ( a  - -  ~o) ~ f ~(~) ~(~) 
- -  27:i . ]  (~ - -  ~o~P(a -- ),) 

d~ 
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b) Soit  r4c ip roquement ,  a un  ~lSment de A dent  le f i l t re  spec t ra l  
soit  p lus  f in que  ~, et p o s o n s :  

(9.1) ~ ( ~ ) - -  
(a - -  ),o)~+~ / ~(),)d~ 

2 ~  J ( z  - -  Zo)'÷~(x - -  ~o)' 
F~ 

p o u r  route  ~ e~(F~) ,  k ~ 1, 2 . . . .  , )~o ~tant  un  po in t  fix~i a r b i t r a i r e m e n t  dans  
C - -  F~. 

En r a i s o n n a n t  eomme  dans  la d~mons t ra t ion  du  th~or~me 1, b), on voit 
que  ee t te  fo rmule  d~finit  une  app l i ca t ion  l in~aire  con t inue  :~ de ~(~')  dans  
A e t  que  (~) 

~f[~ - -  )~)-~] - -  (a - -  ~)-~ p o u r  tout  ), e C - -  F ~ .  

D ' a u t r e  par t ,  de (8.1) on d6dui t  

(9.2) ~ [ ( ~  - -  ) ~ o ) % ]  - -  ( a  - -  Z o ) ~ ( ~ ) ,  

p o u r  route  ¢~e~(~:) et  tout  n - - 1 ,  2, ... On a u r a  done  

~ [ ( ~ - -  ; ~ o ) n ~  - -  ; ~ o ) - ~ ] =  ( a  - -  ) ~ o ) ' ~ [ ( ~  - ;~o) - ~ ]  

- - ( a - - ~ o )  n-~, n = l ,  2, ... 

P o u r  n - - l ,  on t rouve  ~ ( 1 ) ' = 1 .  P o u r  n - ~ 2 ,  on a ~ t Z - - ~ o ) - - a - - ~ o ,  
d 'of i  H(~)  - - a ,  vu que  ~ - -  ~o) - -~ (~)  - -  ).o~(1) = ~ ( ~ ) - -  ~,o, 

II reste done a prouver que ~ ( % ~ 2 ) - - ~ ( ~ ( ~ 2 ) .  

Soient  ¢P~, . ~ 2 ~ ( ~ : ) .  Alors  il exis te  au moins  un  en t ie r  k tel que  
~ ,  ~ ,E~I (F , ) ;  done si l ' o n  pose  

~(),) %(~) 
(9.3) ~()~) ___ (), __)~o)*+~, ~(~) - -  (k _ ko )a~ ,  

tes fonc t ions  ()~-),o)~1()~), ( ) . -  ko)~(),) de ), se ron t  born~es  et con t inues  sur  
Fh, et on aura .  ~ividemment:  

~ ¢ ( ~ 1 ) ~ t ( ~ , )  - -  ~ - ~  a - -  ~1  ~ " a - -  ~2  

rk.4_ l Pk 

(9) On  p e u t  d d m o n t r e r  d i r e c t e m e n t  ces p a r t i e s  du  thdor~me,  en  6~ i t an t  les  cons idd ra t ions  
d u  n ° 8, eommo nous  1' a v o n s  dgj~ obs~erv6 
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1 
--(2=i)' f [ +~(~1) +.(~=)dZ.] 

F~+ i F~ 

1 d),~ 
- -  (2  ~ i ) ' .  ( a  - -  ; ~ ) ( a  - -  ),~)' 

Pk+t r~. 

puisque  ces int4grales sont des l imites de sommes dans A et que le produit  
dans A est sdpardment continu. Or on a, quels que soient ~1, ),~e C- -Fo~ ,  
a v e c  ),1 =l = ),~: 

(a  - - ,  Xl) (a  - -  ),~) - -  ;,~ - -  ;,, a - x l  a - -  

I1 s ' ensu i t  que 1' on peut  6crire ~(+,~iE(+~) sous forme d' u~e diff~r4ncc 

c - - d ,  en posant  

d = ~ d ~  (~1 - -  ) ,~)(a  - -  ).2) 
r~÷~ r~ 

)Iais alors on a, en ver tu  de la formule de CAUCE¥: 

D ' au t r e  part, on appl iquant  la proposit ion 8 et le th$or~me de CAvc~¥ 
(pour des fonctions vectorielles), on t rouve :  

d ~ (2r:i)~ a ~  k2 . ~1-- ~2 

En effet, puisque F k + I C F ~ ,  tout point k2 de Fa est ext~rieur i~ Fh+, 
et, darts ces conditions, la fonction (~,--),2) -1 de Xl est holomorphe sur  Fk+~, 
ainsi que ~,0,~) On a done 



J. S E ~ S ~ 0  e S ~ w :  Sur le calcul symbotique d'op~rateurs, etc. 247 

d 'o~  l 'on d6duit, eompte lena  de (9.3) et (9.2): 

~ ( ~ ; ~ )  - -  : ~ ( ~ ) ~ ( ~ ) ,  c. q. f .d.  

Le th6orbme 2 ne donne pas en g6n~ral tous les homomorphismes conti- 
nus de ~(~)  dans ,4, mais seulement  ceux qui font correspondrc h la fonction 
1 l'616ment unit6 de A. Cependant,  on peut  en d6duire l ' express ion  de tons 
les homomorphismes  cont inas  de ~(~:) darts A.  

Soil en effet ~ un tel homomorphisme.  Alors, puisque 1.1----1 dans 
~(9"), on aura  aussi  

i~(1) • ~ ( 1 )  - -  ~f(1) ; 

done, si l 'on  pose h-----~(1), h sera un pro jee teur  de A c 'est- i~-dire h~-.~h, 
el, par  suite, l '616ment unit4 de la sous-alg~bre ferm4e h A  de A. I1 s 'ensui t :  

COROLLAIBE.- Dans l'hypoldse du thdordme 2, il existe une correspon- 
dance biunivoqne entre les homomorphismes continus ~ de ~(~) darts A et 
les couples (h, a) tels que h est un projectenr de A e t  a un dldment de A ,  
dont le filfre spectral, par rapport & l' alg~bre h A, est plus fin que Y. Ces 
deux dldmenls sont ddterminds ~ partir de ~ par les formules :~!l)-~-h, 
~(z) ~ a. Rdciproq~ement, J~ est donnd ~ partir de h et de a par la deuxi~me 
[ort~tule du thdor~me 2, e~ co~sid&:ant, au lieu de (a-)~)-~  (qui peut ne 
pas exister dans A)~ l~inverse de a--)~ darts l'algdbre h A ,  pour tout 
) . e C -  F~. 

En part iculier ,  si A est un domaine d' int6grit6,  le seul projee teur  non 
nul dans A est son 616ment unit6 1. Done, dans ee cas, on pea t  suppr imer  
la condition :~ (1 )=  1 dans l '6nonc6 du th. 2. 

RE~[ARQUE. - Ii est ~ souligner que, dans le th. 2, il n ' e s t  pas n6ces- 
saire de sapposer  que l ' a n  an moins des ensembles  C - - F k  est non born6. 
Cette hypoth~se est seulement  n6cessaire dans le th. 1. 

10. Le caleul symbol ique  re la t i f  ~ l ' a lgbbre  Ct ( f f ) . -  Sous les hypo- 
thbses et les convent ions du th6orbme 2, nous poserons par ddfinition: 

(10.1) ~(a) = ~f(~) - -  (a - -  ).o) p f ~()') 2r:i (). --).o)P(a - -  ~) d~, 
P~ 

pour  toute ¢p ~ ~I(9"). 
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Cette formule  est la base du  e~leul symbol ique relat i f  h. I' alg~bre ~(~), 
applicable d~ tout dldment a de l'alg~bre A,  dent le filtre spectral soil p lus  
fin que ~. La proposi t ion (~:E est un  homomorph i sme  eont inu  de ~(~) clans 
A tel que ~ ( 1 ) - - 1  et J~ (~=a)>  se t radui t  par  les r~gles fondamentales 
du calcul symbolique : 

1) Si ~ --  % -[- ~2, ~(a) - -  %(a) q-- ~2(a) 

2) S i  ~ ----- ~ , p ~ ,  ~ (a )  = ~(a)~(a) 

3) Si ~ = l im ~,,,  ¢~(a)-- l im ¢~,(a) 

4) Si ~ ( z ) ~ z ,  ~ ( a ) - - a  

5) Si ~ ( z ) ~ c ,  avee c ~ C ,  alors ~ ( a ) - - c .  

Ce sent  ces r~gles qui j as t i f i en t  la d6fini t ion (10.1) et qui  pe rmet ten t  
d ' a p p l i q u e r  le calcul symbol ique h la r6solution d '~quat ions  fonctionnelles.  

Cette appl icat ion du calcul  symbol ique se fair en g~n~ral par  l ' u n e  des 
r~gles suivantes,  que l ' on  d~dait  des r~gles fondamenta les  1)-5) :  

R~IGLE D' INVERSION. S i  l' on  a ¢~(~). ~(z) ~ 1, c' est-dt dire ~(z) = [~(z)] -~, 
avec ~, ~ e ~(ff), on aura aussi ~ ( a ) . ~ ( a ) -  1, c'est-6,-dire ~ (a )=  [~(a)] -~. 

REGLE DE D]~RrvxTroN.- Soit ¢p(z, t) une fonction de la variable com. 
plexe z et de la variable rdelle ou complexe t, telle que, si l' on pose @(t) = ~(z, t), 
on ddfinit une fonction (I) ~ valeurs dans C~(~). Alors, si ~P admet ddrivde 
en tout point to de son domaine 

• '(to) --  l im (I)(t) - -  (I)(to) _ 3 3 (z, to) 
t~ to  t - -  to ~t 

(au sens de ¢~) 

et que l 'on pose ~(z, t)-=-3[ (z, t), on aura aussi: 

d ~ 
h~ [~(a, t)] - -  ~ (a, t) = ~(a,  l) 

La r~gle d ' inve r s ion  est uae  consequence  immedia te  de 2 ) e t  de 5): 
elte ne fair done pas iutervenir les topologies ~(~r) et de A .  Pa r  centre,  
la r~gle de ddrivation est une r~gle essentietlement topologique, puisqu '  elle 
exige la condi t ion 3), en m(~me temps que 1), 2) et 5). 

Toutefais, en gdndral, le calcul symbolique d~ plusieurs variables et le 
calcul symbolique relati f  d~ des fonctions vectorieUes permettent d' dviter la 
r~gle de ddrivation, comme on le verra par  la suite. 
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[~EI~ARQUE ] ~ } [ P O R T A N T E .  - Dan eertains cas, on ne peut  pus, sans r isque 
de confusion, identif ier  l '616ment unit~, e, de A, au nombre 1. II faut aiors 
remplacer  a - - ) . o ,  et a - - ~ ,  duns la formule (10.1), respect ivement  par  
a - - ) . o e  et a ~ ) . e ,  et remplacer  Cp(a)=c, dans ]a condition 5), par  
~(a) = c e. En outre, on doit ut i l iser  plutSt la notation ( a - - ~ e )  -~, pour  
1' inverse de a ~ ~ e, bien que, dans  cerlains eas, cetle notation, elle aussi, 
puisse donner lieu ~ equivoque (cf. corollaire du th. 2). 

11. Le caleul symbol ique  h n variables (forme ea r t6 s i enne ) . -So i t  encore 
A une alg/~bre v6rifiant les hypotheses  indiqu~es au n °. 1, et consid6rons 
d ' au t r e  part  n fi l tres ~ ,  ..., ~n de sous ensembles  de C~ admet tant  n 
bases r~guli~res, respect ivement  { F~}, ..., {F~'*}. Pour  tout k = 1, 2, ..., nous 
poserons 

\ /  .~1*$ 

On voit alors que ces ensembles  Fa forment, eux aussi~ une base de 
fi l tre;  nous d6signerons par  ~ le fil~re de base t F h l .  

Pour  tout k, nous d6signerons maintenant  par g(Fk) l ' e space  des fonc- 
tions complexes 

~ ( z )  = ~ ( z l ,  . . . ,  z , , )  

d6finies et continues sur  F , ,  holomorphes dans l ' in t6r ieur  de Fh et 
qu' il existe pour chaque fonction ¢~ une constante M finie vdrifiant 

I ~(z)[  " ~ A I l Z l l  "~... lz,,[ ~ sur _F h 

telles 

Nous consid6rons cet espace fonctionnel  muni des notions usuel les  de 
somme et de produit  par  scalaires, qui le rendent  un espace vectoriel  
complexe. D ' a u t r e  part, en choisissant un point c = (c~ ,  ..., c,) de C ~ tel 
que c~ e C -  F [ ,  v = i , . . . ,  n, nous consid6rons ~(Fh) muni de la topologie 
~h d6finie par  la norme 

Ii~[ih=sup I ~(z) i 
o~r~ ( ~ -  c~) ~ ... ( z ,  - -  ~,,)~ 

Ceta pos6, on g6n6ralise ais6ment h cet espace C~(Fa) les proposit ions 
3 et 4. Si l ' on  identifie chaque fonction ~ e ~ ( F k )  /~ la fonction ¢~* qui 
est la restr ict ion de cp 'h F , + I ,  on a encore ~ (F~)C  ~(Fh+l) et on voit que 
la topologie induite par  ~ + ~  clans C~(F~) est moins fine que ~;k. On pose 
alors, par d6fini t ion:  

Oo 

~(~) = U ~ ( F h )  
k = l  

A n n a U  gf, M a t e m a t ~ v a  3a 
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el, eomme dans  le cas oh n = 1, on m u n i t  0~(~) de la s t ruc tu re  de l imi te  
induc t ive  loca lement  convexe des cspaces ~(F~).  L a  prop. 5 se g6n6ralise 
aussi~ d ' u n e  fa~on imm~diat% au cas de n var iab les ;  donc ~ ( ~ )  est~ dans  
ce cas encore,  un  espace du type  ($2), ce qui  impl ique  les consgquences  a), 
b) et c) indiqu6es  an  n o . 4, si l ' o n  int6rprbte  ( z ~ c )  ~ comme le p rodui t  
( z ~ c )  ~ . . . ( z z - c . )  ~ et ]z ~I comme le p rodu i t  Iz~l ~-.. I z"/~" 

Dans  ~I(~) on d~fini t  encore  dans  ce ca% de fagon ~vidente, une  notion 
de p rodu i t  ~q~ de deux  fonct ions  ~ et ~. On volt alors a is~ment  que ~ ( ~ )  
eat une alg~bre commutative complexe, munie  d'dldment unitd [la fonction 
~(z~, . . . ,  z ,)  ~ 1, que l 'on ddsignera simplement par  1] et d ' une  structure 
d' espace localement convexe, par  rapport ~ laquelle le produi t  ~ est continu. 

L a  prop. 6 (n °. 5) donne  m a i n t e n a n t  l ieu h la proposi t ion s u i v a n t e :  

PROPOS~O~ 1 2 . -  Quel que soil s = 1, 2, ..., n, si le filtre ~ est 
distanciable, tout ensemble de ~ est spectral pour  l'dldment z~ de ~(~) .  

En employan t  ce que l ' o n  a ~tabli au n o . 6, toute l ' a n a l y s c  d~vellopp~e 
au  n~. 7 se r~produit ,  sans  modi f ica t ions  essentiel les ,  pour  le cas de n 
var iables .  On est a insi  condui t  h la g~n~ral isat ion su ivan te  du thdor~me 2: 

Ttt]~ORI~ME 3 . -  Supposons que les bases I F~I, pour  s : 1, . . . ,  n sont 
rdguli~res, el que l'alg~bre A~ vdrifiant lea hypott~ses formuldes au n°. 2, eat 
en oulre semi complete. Alors, il existe une correspondance biunivoq~te entre 
lea applications li~daires continues ~ de ~(~)  dans A ,  telles que X(1)--  1, 
et lea sysl~mes de n dldments a~, a~, ..., a ,  de A ,  qui sont permutables 
et tels que le filtre spectral de as est ph t s  fin que ~ ;  pour  s - - 1 ,  ..., n. 
Dans le cas oi~ O ~ C - -  F ~ ~, pour  s - -  1, ... n, cetle correspondance peut  
~tre ddfinie par  les formules rdciproques 

a l  - = . . . ,  a ,  - 

pour  route ¢p ~ ( ~ ) ,  o/~ les entiers k, p l ,  .... p., sont choisis de fagon que 
la fonction ~(z)/(zlP ~-1 ... z~,p~ -1) de zl, ..., z~ soit bornde sur  ~ el la fronti~re, 
i~  de _F ~ , ~ est supposde orientde du fagon 4 laisser F~ ~ droite (s -~  t , . . . ,  n). 
Dans le cas oi~ l'on a n ' a  pas  O e C - -  F~ pour  tout s il suffi t  de remplacer 
a p~ et ?~,  dans la derni~re formule, respectivement par  (a s --).s,o)p~ et 
().~--)~,o)p~, o/t ~ ,o  est u n  point  quelconque de C - - F ~  (s==l ,  2, ... n). 

0bservons  q u ' i l  est loisible (el que lques  lois commode pour  les appli- 
cations) de r emplaee r  dans  cet  ~inonc~ 1 ~ ,  . . . ,  17"k, pa r  F ~ ,  ... , F ~k~ , off les 
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entiers k~ seront ehoisis de fagon que ~ ( z ) / ( z ~ - l . . . z , , ~  -~) soit born~e sur 
F ~  X ... }( F ~. ~ (sans que ees cutlers soient n~eessairement ~gaux). 

La  d4moastrat ion de ee thgorbme ne prdsente pas de diffieult~s essentiel- 
lement nouvelles par rapport /~ celle du th6orbme 2 (el. [8], p. 78-79). 

Darts les conditions du th~orbme 3, il est naturel  de poser, p a r  dd. 

f in i t ion  : 

~.(a~, a~ . . . .  , a , )  ~ :E(~), pour route ¢~ ~ ~(~).  

Alors, en posant a=(a~, ..., a , ) ,  on aura les r~gles fondamentales  
du caleul symbolique, qui jus t i f ient  cette def ini t ion:  

1) Si ~ = ~ + ~ ,  ~(a) = ~(a) + ¢~(a) 

2) Si ~ - -  ~ % ,  ~(a) - -  ~(a)~(a) 

3) Si : p ~ l i m ~ . ,  ~(a)-- l im%~(a) 

4) Si ~(z)~z.~, ~ (a ) - - a~ ,  pour s ~ l ,  ..., n 

5) Si ~ (z )~c ,  ~(a)-----l, quel qne soit c e C .  

Cela ~tant, la r~gle d ' i nver s ion  et la r~gle de ddrival ion (n o . 10 ) se  
gen~ralisent aussit6t an cas de n variables. 

Du th~or~me 3 on d~duit un  eorollaire qui est la g~n~ralisation de 
celui du th~orbme 2. 

Enfin, le th~or~me 1, aiusi que son compl~ment~ le th~or~me 1', pent 
aussi se gtfn~raliser, sons une forme semblable, au cas de n variables. ~_ 
cet effet, il suffit  d~employer la d~finition suivante de ~(fonction ~t d~erois- 
sance presque rapide >>: 

]~tant dorm,s n sons-ensembles /1/1, ..., M,  de C~ on dit qu ' une  
fonction f ( ) . ) ~  f().~, ..., )~.), ~ valeurs dans E, est ~t d~eroissanee presque 
rapide sur le produit  M ~  II~M~, si, pour tout syst~me d'en~iers k ~ ( k l ,  ..., 
k,) on pent representer  f()~) stir M sons la forme 

= ~ (;~ - -  ),o, ,)-~'ap,8(X) + f~(X), 
8 = 1  p = l  

o~:t ko,~ est un point quelconque de C, ap, 8(k) une fonction h vateurs dans 
E inddpendan te  de ),s(s----1, ..., n ;  p = l ,  ..., k~) et fh(~) une fonction /~ 
valeurs dans E, telle que la fonetion de )~ 

soit born~e sur M. 
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Observons de passage que ce r~sultat intervient  essentiel lement  dans 
l' ~tude des ultra-distributions tempdrdes & plusieurs variables (ef. [2]) 

12. Types d 'alg~bres auxquelles s 'applique le ealeul symbol ique dtabli.  - 
I1 y a u n  cas typique, assez gdn6ral, d 'algbbres A pour lesquelles le calcul  
symbol ique ~itabli se t rouve nature l lement  indiqu6. Ces algbbres peuvent  se 
pr6senter  f r6quemment  dans les applicat;ons (surtout dans plusieurs  probl6- 
rues relat ifs  h des 6quations a ux ddrivdes partielles), de la fa~on suivante:  

On a d ' abord  un ou plus ieurs  op6rateurs,  A,,  .... A , ,  chaque op6rateur 
A, 6taut une applicat ion lin6aire (en g6n6ral non continue et non biunivoque) 
d'tin sous-espace E~ d ' u n  espace loealement  convexe E sur cet espace E. 
Ces op6rateurs sont en outre permutables  entre eux, c 'est-h-dire,  on a: 

A~-I)(E~) = A<-~)(E s \ r /  

et A, .A~u= A~A~u, pour tout ueA(~-Z)(E,), quels  que soient r, s =  1, 2, ..., n. 
Dans certains cas (ceux auxquels  s ' app l ique  le calcul symbol ique en 

question), il existe, pour  chacun de ces op~rateurs As, un hombre complexe 
),~,o, tel que A~--).o,~ est inversible, e 'est-h-dire ,  une application biuni. 
voque de E~ sur E. Posons K , = A s - - ~ s , o ,  pour  tout s .  Alors il est ais6 
de voir, en employant  la mdthode gdndrale d 'extension algdbrique expos~e 
dans [10], dans le eas simple consid6r6 au n o I :  

l l  est possible de construire un espace vectoriel E, tel que E soit un 
sous-espace vectoriel de E e t  que l' on puisse prolonger chacun des opdrateurs 
K,. en une application lindaire biunivoffue K,. de E dans E, de facon que: 

~ M N 

1) K,.K~ - -  K , K , ,  quels que soient r, s = 1, 2, ... n ;  

2) tout dldment ~t de E soit de la forme 

- - K ~  ~... K ~ u ,  avec n e E ,  et pt,  ..., p ,  cutters. 

Les r~gtes de ealcul  dans E sont tout h fait  simples. En g~n6ral, on 
peut  identifier, sans danger de confusion, ~=~ avec Ks, pour  tout s. Deux 
6himents de /~, 

(~ = K71 ... z P u ,  ~ = K ?  ... K~,,"v (u, v e E ) ,  

peuvent  toujours  s ' expr imer  sous la forme d ~exposanls communs. Par  exem- 
ple, si l 'on  pose 

u* = ( K ~  1 ... K ~ ) - ~ u ,  v* - -  (K71 ... K P ) - l v ,  



J. SEBASTIA0 e SILVA: S/~r le calcul symbolique d'op~rateurs~ etc. 253 

o n  a u r a  ~$ ,  v $ ~ E e t  

u = K T , + ~  ... K ~ , ~ + ~ u * ,  v --= Z ~ + ~ ,  ... K ~ + ~ v *  

Posons, pour simplifier, p = (p~, ..~, p~) et KP = K~ ~ ... K~ ~, pour tout 
syst~me d' entiers p~, ..., p., ,  Alors, en vertu de la lin4airit4 des op~ra- 
teurs K~ prolong6s ~ /~, la somme et le produit  par  scalaires se ealculent  
dans /~ suivant les formules 

(12.1) K~u + KPv = K~(u + v), a(KPu) = K~( ,u)  

D' autre  part, les op~irateurs K "~, avec m = (m~, ..., m,), seront d~finis 
dans /~ tout simplesment d' aprbs la formule 

(12.2) Km(K~u)  - -  Km+~u, off m ~ p = (m~ ~ p~ , ... m ,  ~- p , )  

Enfin, le crit~re de l'dgalitd entre les dldments de E sera : 

(12.3) K~u  = Kqv, si et seulement  si K - q u  -~- K - P v .  

Puisque A, = Ks ~-),,, o pour tout s les op6rateurs A~ peuvent alors 
eux m~mes se prolonger en des applications lin~aires A s (non n6cessairement 
biunivoques) de /~ sur /~, et il est ais6 de voir que 

Pno]~osITIO~ 13. - Le spectre dldmentaire de ~t~ coincide aveo la spectre 
dldmentaire de A, ,  pour tout s. 

Posons encore K = K ~  ... K , .  D'apr~s ce qui precede, E sera la 
r~union des espaees veetoriels K'~(E), constitu6s par les ~ldments u tels 
que u = K ~ ' u  avec u e E  ( m = 0 ,  1, 2, ...). Done 

Suivant  notre mdthode gdndrale de prolongement topologique expos~e dans 
[10], § 2, nous consid(~rons E muni de la plus fine topologie localement 
convexe, x~, qui rende continues i e s  applications / ~  de E dans /~ et 
induise dans E une topologie moin fine que la topologie z donn~e sur E. 

Dans les cas courants, E est un espace norm~ et K - ~ ,  pour chaque s, 
une application de E sur Es, continue au sens de ~. Alors /~ sera la limite 
inductive localement convexe des espaces normds KIn(E), images de E par 
les puissances enti~res de K. Darts hombre de cas concrets, l' application 
identique de K " ( E )  darts Km+I(E) sera compl~tement continue pour tout m, 
i.e. les ensembles bornds darts K " ( E )  sont relati tement compacts dans Km+~(E); 
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alors F, sera un espace du type ($2), ce qui simplifie beaueoup les questions, 
puisque l'on a dans ee cas les propridtds : 

I) E est sdpard, complet et rdflexif. 

II) Un sons-ensemble U de E est bornd (au sens de ~ ) ,  si et seulement 
s ' i l  existe un entier p el un  sous-ensemble B de E bornd au sens de z, tel 
que tout dldment ~ de U est de la forme ~ t ~ u ,  avec u e B .  

III) Une suite (~j) d'dldments de E converge vers dldment ~ de E, au 
sens de ~ ,  si et seulement s ' i l  existe un entier p tel que ~j. et ~ soient 
de la forme ~i ---- KVu¢, ~ = l~Vv, avec v --~ lim u i dans E au sens de z. 

Cela pos~, consid~rons F alg~bre A ~ ~b(E) des applications lin6aires 
continues de E dans . /~ ,  tunnies de la topologie de la convergence uniforme 
sur les part ies  born6es de E. On voit aussit6t  que le produit  dans cette 
alg#bre est s~par~ment cont inu;  en outre, si E est sdpard et complet (resp. 
semi-complet), il en sera de m#~he de ~ ( E ) :  l 'a lg~bre A - - ~ g E )  v~rifie 
alors routes les conditions exig6es aux n °* 2, 9 et 11. 

Soit maintenant  ~ ,  pour  tout s, un filtre de sous-ensembles  de C 
admettant  une base r~guli~re IF~I et tel qve le fil tre spectral  de A~ soit 
plus fin que ~'. Ddsignons par ~ le filtre engendr~ par les ensembles 
F~ - -  F ~ X . . .  X F~ ,  et supposons d ' abord  que 0 e C - - F ~  pour  s - - l ,  ..., n. 

Dans ee cas on pent prendre, ~videmment, Ks ~---As pour  tout s ,  et 
appl iquer  les resul tats  du n o . I t  avec A - - ~ d E ) ,  as : A~ pour s--~ 1, ..., n. 
On aura alors, pour toute fonction ~ e ~ ( ~ ) :  

~(A1, ... , A.) - -  
A p •  A P a  [" 

J "" 

f 9(),~, ... , )~,)dk~ ... dk ,  
),~ ... k,, ( &  - -k l )  ... ( A . - -  ~,~) 

les entiers k, Pl, ..., P~ 6taut choisis comme l ' ind ique  le th6or~me 3. 

Si l ' on  a 0 e  C--~:~ pour  tout s, il suffit  de prendre  arbi t ra i rement  
ks, o e C - - F [  pour chaque s, et de remplacer,  dans la formule ant~irieure, 
A, par  As- - ) , s ,o  et k~ ~ par  ( k s - -k s ,  o)VS~ s ' - - l ,  2, ..., n. 

REI~ARQUE.- Posons ~ (A)=~(A1 ,  ..., A,), pour abr6ger. I1 est ais6 de 
reconnaItre  que : 

Si l'espace E est normd (on plus gdn&alement, tonnelld), l' application 
(% ~) ~ ¢p(A)~ de ~ ( F )  X E dans ]~ est hypocontinue relativement aux 
parties borndes de ~ (F)  et de E. En particuler, si E est un espace du type 
($2), il existe; pour tout k et tout p, un  entier m tel que la restriction de 
eette application ~ ~(F~) X K ~ (E) soit une application de ce produit (normd) 

dana l' espace normd K'~(E). 
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EXEI~IPLES - I. Soit E t ' e spaee  des fonctions num~riques  complexes 
f~x ) -~ f ( x~ ,  ..., ~cn) d~finies et continues duns R n et nulles en dehors de 
l ' ensemble  des points x > 0 (c'est-'~ dire, des points h coordonndes routes 
positives). Alors, si l 'on  pose, pour tout s: 

d 
D~ = dx~ (d~rivation par  rappor t  h x~), 

on voit aussitOt que D, d~finit une appl icat ion lin~aire b iunivoque 
d ' u n  sons espace E~ de E sur E, et que ces applications sont permutables .  
On pent done construire  1' extension /~ de E, avee A , - - - K ,  ~ Ds, pour 
s = 1, 2, ..., n. Dans ce cas, E est l 'espaee des d is tr ibut ions  sur  R ~ 
d 'ordre  fird et nu l les  en dehors de l 'ensemble  x ~ O. Si l ' on  prend darts E 
pour  topologie z celle de la convergence uniforme sur les born6s de R n, 
l ' e space  /~. muni de ia topologie "ca de la limite induct ive des espaees  
DIn(E) n ' e s t  m~me pus semi-comptet .  I1 est alors plus commode de munir  
d ' u n e  topologie ¢. ,  moins fine, de limite project ive d ' espaces  ($2), suivant  
une technique que nous avons utilis~e duns [10], [13] et [17], dans des 
cas analogues;  duns ces conditions, E peut  ~tre compldt~, en y introduisant  
les dis tr ibut ions  d' ordre inf ini ,  nul les  en dehors de x ~ O. 

Cela pos~, on trouve, pur  toute dis t r ibut ion T e E ,  en supposant  f - - -D '* f ,  
avec f ~  E: 

x, 

(n~ ).,)-~ f D" I 
0 

quels que soient ) ~  C, s = 1, ..., n. D 'a i l leurs ,  on d~montre ais~ment 
(cf. [13], p. 123) que la fonetion (D s --)~s) -~ de k~ /~ valeurs  darts ~b(/~) est 
born~e sur tout demi-p lan  droit F~ defini par  R e ( k s ) ~  k~ pour  k - -  1, 
2, n;  done les F ~ ..., ~: sont des ensembles spect raux de D~ et on peut  
m~me d~montrer que le filtre spectral  de D~ est le filtre de base t F~}. 
D' ail leurs ce r~snlt~t subsiste, si l ' on  remplace E par  son compl~t(i. 

Done, si F on d~signe par ~, duns ces conditions, le filtre engendr~ par 
les produits  /;h F ~ ... k X X F k ~  on peut  d~finir les fonctions ~(D~, ..., D~), 
pour  toute ~ e ~ ( ~ ) .  D'a l leurs ,  en raisonnant  comme duns [13], on t rouve 

... D, , )  f - - •  • f ,  

off ~) est l ' image inverse de L~Pr~CE mult iple de q~ (el. [15]): 

= . . .  . . .  , 
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en supposant ~ ( g ~ ) .  Alors ~P aura  la forme ~P--~D~+~, avec q~eE, et 
si /~= D'f, avec feE' ,  on aura  

Xl ~n 

~) • f = D"+a+2((I) • E) = _~ j ... ¢(x - -  y)f(y)dy. 
o 0 

On volt ainsi que l ' image  de route distr ibution d 'o rdre  fini f par 
l ' op6ra teur  ~(D~, ..., D.,), est encore une distr ibution d 'o rdre  f in i :  done 
l'interventior~ des distributions d'ordre infini dans cette dtude est tout 
dt fail virtuelle. 

0bservons encore que l 'on arrive ~ des rdsultats analogues, en con- 
siddrant, au lieu de D s , pour tout s, plus gdndralement, un opdrateur diffd- 
renliel du per ordre, D~, d~ coefficients variables, ddpendant seulement de x~ 
et vdrifiant les conditions indiqudes duns [17], pour le cas d'une seule 
variable. 

II. Soit maintenant  E l 'espace L 2 des fonetions complexes f(x) h 
carr6 sommable sar  R. Alors l 'opdra teur  D de d~rivation ddfinit une 
application lin6aire d ' u n  sous-espace de E sa t  E. Pour r6soudre l '6quat ion 
e l l  u 

(D- - k )  u ~ - f ,  avec f~ u e E ,  

on peut employer la t ransformation bilat6rale de LAPLACE. On trouve alors 
que D - - k  est inversible, si et seulement si Re(k):@O, et que l ' o n  a, 
pour route f e E  (ce que l ' on  peat  v6rifier directement) :  

(D -- )~)-lf __ 

I f eZ(~-Y)f(y)dy, si Re(k) < 0 
- -  O D  

e~(~-y)f~y',dy, si Re(),) > 0 

Donc, si 1' on pose par exemple, K =  D - ~  1, K sera une applicat ion 
biunivoque d' un sous-espace de E sur E (dour l ' inverse  est continue pour 
la topologie de F espace de •ILBERT E ~  L2). On peut alors reconnai tre  que 
l ' ex tens ion  E ~ U~Kr'(E) de l 'espaee E n'est que l 'espace des distributions 
qui s 'expriment comme sommes finies de d6riv6es de fonetions f e  E, espace que 
SChwARtz ddsigne par 6)).~. Comme limite inductive des espaces norm6s K'~(E), 

n ' e s t  pus duns ee cas, uu espace ($2), ce qui rend plus difficile son 
~tude topologique; mais on r6ussit /~ d6montrer qu' il est s6par6, complet 
et m~me r6flexif (cf. [7], p. 55.58). 
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D ' au t r e  part, on volt aussitSt que la fonction ( D - ) , ) - ~  de )., ~ valeurs  
duns ~o(E), est born~e sur les compl~mentaires de route bande vert ieale 
l Re()~)]~ i /k  ( k ~  1, 2, ...), bande que nons d~signerons par Fk.  Done, si 

est le filtre de base tFa/, on peut  d~finir les fonetions symboliques  ¢~(D), 
pour  toute ~ e ~ ( f f ) ;  d ' a i l l eurs  on trouve encore 

¢p(D) / - ~  ~) * ]~ pour  route ? s/~, 

off (~ est l ' image  inverse de LAPLACE (bilat~rale) de ~. S i  ¢pe~(F~), on 
aura  ~ - - K ~ + S ~ ,  • ~tant une fonction h d~croissance rapide sur  R, et si, 
en outre, f ~ K P f ,  avec f s E ,  on aura  

J I b  

, ~ K~+~+~(¢, f) = I i~  +~+2 j (D(x - -  ylf(y)dy 

An lieu de D on pourrai t  aussi consid4rer l 'op~ra teur  iD, ce qui se 
t raduirai t  par  une simple rotation, chaque  ensemble Fh devant  ~tre rem- 
plac~ par  l' ensemble - - i F h ,  et la t ransformation bilat~rale de LAPLACE 
par  Ia t ransformation de FOUR~ER. Mais, contrairement ~ D, iD est un  
opdrateur auto-adjoint. On peut  done appl iquer  ~ iD le calcul symbol ique 
des op~rateurs auto-adjoiuts  (el. par  exempte  [6], p. 337-355), ee qui d 'a i l leurs  
conduit  ~ un r~sultat ~quiwdeat  h l ' antdr ieur ,  l-~ais on s' aper¢oit  mainte- 
hunt du fait su ivant :  

Le calcul des fonctions ¢~(iD), avec ~ ( - - i F )  i. e. avec ~ ( i z ) ~ ( ~ )  
peut s'dtendre aux  {onctions ~ localement sommabtes et ~ croissance lente 
sur R. 

Ces r~sultats se g~n~ralisent imm~diatement  au cas off E est 1' espace 
de fonctions ~t carr~ sommable sur  R ~, et A~, ..., A~ les d~rivations 
partielles. On pourra  aussi  consid~rer des op6rateurs  diff~rentiels h coeffi- 
cients variables,  comme duns 1' exempte I. 

I I I .  Soit E l ' e space  des fonctions f(Z)--f(Z~, ..., ),~) ~ carr~ som- 
mable  duns un ouvert  ~2 de R n e t  h le lap lac ien:  

~2 ~2 
= + '" + 

associd ~t un probl~me aux limites relatif i~ ~2; plus pr6eisement,  on considbre 
1' ~quation en u 

(~ - -  )~) u = f, avec u, f e E, 

en imposant  h u certaines "condi t ions  aux l imi tes ' ,  par  exemple l 'annule-  
merit sur  la fronti~re de ~. Soit  Eo le sous-espace de E consti tu4 par  les 

A n n a U  d i  M a t e m a t ~ v a  33 
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fonctions u v6rifiant ces conditions et pour lesquels h u existe au sens 
usuel (presque partout). On d4montre alors, sous des hypotheses assez 
g~n~irales, que 5, cvnsiddrd uniquement  comme application de Eo sur  E, est 
un op~rateur auto-adjoint,  dont le spectre ~l~mentaire (discret ou continu, 
selon Q et les conditions aux limites) est contenu dans le demi-axe r6el 
n~igatif, R - .  On peut prendre  alors, par exemple, K - - - - 5 - - 1 .  L'  espace 
E correspondant,  constitu4 par  des distributions d~ordre fini & support  
contenu duns ~, est quelquefois un espace ($2) (dans le cas off i~ est borne) 
et quelquefois non. 

Soit main tenant  F~. pour tout k ~ 1, 2, ..., l ' ensemble  des points de 
C dont la distance ~ R -  est ~ 1/k. Dans les cas usuels, on d6montre que 
tous ces Fh sont des ensembles spectraux de h. On peut  alors d6finir 
les fonctions ~(5), avec ~ e ~t(~). L~expression que Fon obtient de cette fa~on pour 
¢~(h) est 6quivalcnte h celle que 1 ~ on d~duit en appliquant le calcul symbo- 
lique des op~rateurs auto-adjoints.  Mais, duns ce cas, le calcul des fonetions 
~(h) peut  s'dtendre, au  co~s des fonctions ~ continues sur  R - 4  croissance 
lente vers l' infini. 

Au lieu de h on pourrai t  consid6rer d' autres  op~irateurs diff6rentiels 
du 2 a ordre, ~ coefficients constants ou variables. Da~s le cas ote ces opdra- 
teurs ne sont pas  auto-adjoints, on sera ainsi  conduit, bien probablement/ 
des rdsultats utiles, essentiellement nouveaux~. 

IV. Soit E l ' espace des fonctions f(x~, ..., x , ,  t ) - -~f(x ,  t), qui, pour 
tout t e R ,  sont des fonctions de ~ it carr~ sommable dans un ouvert ~ de 
R '~ et qui, pour presque tout x e ~ ,  sont des fonctions continues sur R et 
nulles pour t ~ 0 [resp. it earr~i sommable duns R]. Soient d , a u t r e  part  h 
le laplacien par rapport  it x, dans les conditions de l ' exemple  III ,  et D 
l 'op~rateur  de d6rivation par rapport  it t. On peat  prendre  alors, par 
exemple,  K 1 - - A - - 1  et K 2 ~ D  [resp. K ~ : D - { - t ]  et construire  l ' espace 
_E correspondant  (espace de distributions). Cela 6rant, si 1' on ddsigne par  
F~  F ensemble des points dont ta distance it R -  est ~ .  1/k, et par F ~  
le demi-p lan  Re(z)~_ k [resp. la bande R e ( z ) ~  l/k], on peut d~finir sous 
eertaines hypotheses, la fonction ~(5, D), pour route ~ e ~ ( ~ ) ,  off ~ est le 
filtre engendr$ par les ensembles F~ X F~.  

On peut  encore considSrer, au lieu de 5 et D, des op4rateurs de type 
semblable, it coefficients variables. 

13. Espaees [t borngs et algbbres ~ bornds (lo). Avant d' aborder l '6 tude 
de F apptieation du calcul symbolique it certains types d '6quat ions fonction- 
nelles, il convient d' introduire quelques notions simplificatrices.  

(t0) O n  p e u t ,  s i  o n  le  p r d f ~ r e ,  r e n v o y e r  ce  n ° ~ u n e  l e c t u r e  p o s t d r i e u r e .  
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Les exemples  ant6rieurs ont permis d ' en t revo i r  que 1 ~6tude topologique 
des espaces E et, par  suite, des algbbres ~(/~), conduit  souvent  h des 
difficult/is, plus ou moins s6rieuses, qui sont tout /~ fair /~ c8t6 des problb- 
rues auxquels  on pretend appl iquer  le calcul  symbolique.  Or on peut  6viter 
complbtement  ces difficult4s, en remplagant  les s t ructures  de "espace  loca- 
lement convexe"  et de " a l g b b r e  localement convexe ' ,  par  ]es structures,  
beaucoup  plus  simples et maniables,  de " e spaee  ~ born6s"  et de "alg~bre 
h born6s", propos~es par  L. WA~LBROECK [26] et qui sont parfa i tement  
suff isantes  p o u r  les buts  du ealcul symbolique.  

On appelle espace ~ bornds tout espace vectoriel  complexe E, duns 
lequel  on air choisit une famille 23 de part ies  de E, dites Cborn6es>), 
v6rifiant ]es axiomes suivants :  

~) Tout ensemble formd d' un seul dldment de E appartient ~ 23. 

~) Toute rdunion finie d' ensembles de 23 appartient aussi ~t ~ .  

y) Si B~23  l'enveloppe convexe cerclde de B appartient aussi ~ 23, 
ainsi que route partie de B et tout homothdtique de B. 

~) Aucun sou~ espace vectorial non nul  de E appartient ~ 23. 

Soit E un espace h bombs  23. Pou r  tout Be23 ,  d6signons par  2~ 
l' enveloppe convexe eercl4e de B e t  par  EB le sons-espace vectoriel  de E 
engendr4 par  B, muni de la norme correspondante  /~ /~ prise comme boule 
unit4: 1] u [] B --- inf { ~; u ~ ~/~}. Si l' on considbre duns E la topologie, ~ 3 ,  
de la limite induct ive localement  convexe des espaces EB, avec B e ~ ,  tout 
ensemble de 23 sera born4 au sens de ~ 3 ,  mats la r6eiproque n ~est n6ces- 
sairement  pus vraie, comme t ' a  montr6 WAEL13ROECK [26]. Done la classe 
des s t ruc tures  de <~espace h born6s)> est bien distincte de celle des s t ru t .  
tures de (¢espace localement  convexe>>, mOme si F on se limite aux espaees 
bornologiques.  

On dit que l' espace h born4s E est complet (el. WAELBaOECK, ibidem), 
st, pour  tout B~23,  il existe un C~23 t e l  que l 'on  a B C  C et l ' e space  
norm6 Ec est complet. 

D ' a u t r e  part, on dit qu 'une  suite (u,,) d'dldments de E converge vers 
v e E ,  s ' i l  existe un B~23,  tel que u , , ~ v  dams l ' e space  EB, c ' e s t  /~ dire 
si [ ] u , ~ - - v [ ] t 3 ~ 0 .  Une suite (un) est dire une suite de Cauchy duns E, 
s ' i l  existe en B~23,  tel que (u,,) est une suite de C ~ u c ~ ¥  dams EB. I1 est 
4vident que, si l' espace ~ born~s E est complet, toule suite de Cauchy dans 
E est convergente; mats on ne suit pas si la r4ciproque est vraie. Evidem- 
ment. cette notion de convergence peut s 'dtendre,  d ' u n e  fagon tout /~ fair 
analogue, "~ des fonetions u(t) d~une var iable  t~ r~elle ou complexe, et /~ 
valeurs  duns E;  en ontre, on volt que, si une telle fonction vdrifie la 
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condition de convergence de Cauchy lorsque t tend vers u n  poin t  to, et si 
l' espace E est complet, alors u(t) converge duns E lorsque t---~to. 

En particulier,  la famille ~ peut 4tre form6e par tous les parties de E 
qui sont born6es au sens d ' une  topologie localement convexe ":, d6finie 
duns E. Alors, dire que l'espace ~ boruds E est complet dquivaut ~ dire que 
l 'espace localement convexe E est quasi-complet; et ta notion de convergence 
des suites duns l'espace & bornds E coincide avec la notion de convergence 
<(au sens de Mackey)) duns l'espace localement couvexe E. ]l faut  done faire 
attention '~ cette diff6rence de terminologie dans les deux cas! 

EXEMPLE. - Soil E un espaee normS, ou, plus g6n~ralement, un espaee 
localement convexe m4trisable, et soil As, pour chaque s - - - l ,  ..., n,  une 
application lin6aire biunivoque d ' u n  sous-espace E~ de E sur E. Si ces 
application sont permutables,  on peut construire une extension E de E, 
comme 1' on a indiqu~ an n o . 12, et E sera la r6union des espaces locale- 
merit convexes K'~(E), images de E par K "~, off K ~ K 1 K 2  ... Kn et m 
est un entier qnelconque. Alors, un sons-ensemble d~un tel espace K'~(E) 
est born6, si et seu lement  s ' i l  est l!image, par K m, d ~un born6 de E. Cela 
6taut, convenons de dire q u ' u n  sons-ensemble U de E est borne, s ' i l  
existe au moins un entier  p tel que U soit born6 duns l ' e space  norm6 
KP(E). Alors on volt aussitSt que/~,  muni  de cette famille d' ensembles dits 
born~ s,est un espace ~ bornds, et que celui-ci sera complet, si E est lui-m~me 
complet (la r4ciproque n ' es t  cependant pus vraie). En outre, ]a convergence 
des suites duns E se t radui t  4galement par la convergence des suites duns 
un des espaces K"(E) .  Ces notions de born4 et de convergence des suites 
coYncident avec les notions eorrespondantes,  au sens de la topologie z~, si 
l' espace ~ comme limite inductive des K~(E) ,  est un espace ($2); alors il 
n~y aura pas de vraie distinction entre les s tructures de ~ espace h born~s~ 
et de (<espace localement convexe)> duns /~. ]~Iais il n ' e n  sera pus de m~me 
dans le eas g6n6ral, comme le peuvent  montrer  les exemples du n o 12. En 
effet, l' espace ~ bornds E peut ~tre complet, duns des cas off 1' espace loca- 
lement conve,xe E n 'es t  m~me pus semi-complet;  les erit~res pour recon- 
naltre les ensembles born~s ou la convergence des suites sont en g4n~ral 
beaucoup plus compliqu~s au sens de la topologie zoo, etc. etc. 

~ous  avons suppos~i que l 'espace E initial est un espace loealement 
convexe m~itrisable (qui s ' ident i f ie  i~ un espace h born6s, puisqu'  il est 
alors bornologique). Mais si l' on suppose, p lu s  gSndralement, que l' espace E 
donnd est un  espace ~ bornds quelconque, les conclusions seront les m~mes. 

Cela pos6, consid~rons deux espaces h born6s E, /7. On dit q u ' u n e  
application lin6aire continue (I) de E duns F est bornde (on continue), 
si l ' image  de tou~ born~ de E par ~P est un born~ de F. On dit q u ' u n e  
application bilin6aire ¢ de E X  F duns un autre espace h born4s G 
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est bornde, si, pour tout couple (B~, B2), off B~ est un born~ de E et B 2  

un born6 de F, ~9(B~, B~) est un born$ de G. 

Dans les m~mes hypotheses, d4signons par  A(E;  F)  l ' ensemble  des 
applications lin~iaires born4es de E dans f ' ;  on volt ais~iment que A(E;/7 ')  
est un espace vectoriel complexe, par rapport  aux notions u s u e l l e s  de 
somme et de produit  par scalaires. I1 est en outre naturel  de dire q u ' u n  
ensemble H C A ( E ; F )  est borne, si, pour tout born~ B de E, il existe un 
born~ C de F, tel que Ca(B)C C, pour route eacH.  0n  voit aussit6t que, 
dans ces conditions, A(E; F )  est aussi un espace ~ born~s (complet si F 
est eomplet) et que 

PaoPos I~m~ 14. - Si  lo~ pose L ----- A(E; F), l' application bilindaire 
(~p, u)~Ca(u) de L X ~, darts F est bornde. Si  l' on pose, en outre, M---A(F;  G) 
et ~ A ( E ; G ) ,  o~ G, est u~ troisi#me espace ~ bornds, l 'application 
bitindaire (Ca, II~ ~) ~ ~ de de L X M dans N est aussi bornde. 

D~FI~I~Io~¢. - On appelle alg~bre ~ bornds route alg~bre complexe A, 
munie  d 'une s t ructure  d'espaee ~t born~s, par rapport  fi~ ]aquelle le produi t -  
c'est-i~-dire 1' application bilin~iaire (x, y ) ~ x y  de A dans ,4 - est born6. 

De la prop. 14 on dSdui t :  

COROLLAIRE. - Si E est un  espace ~ bornds l' espace A(E)----- A(E; E)  
des applications lindaires borndes de E dans E est une alg~bre ~ bornds, par  
rapport au produit usuel. 

On dit qu ' une  fonetion f. ~t valeurs dans un espace E h born6s, est 
holomorphe dans un ouvert ~ du plan, si, pour tout ouvert D born~ tel que 
D Cf i ,  il existe tin born6 B de F tel que f e s t  holomorph~ dans D par  
rapport h EB. Les notions de "ensemble spect ra l"  et de "f i l t re  spectral" ,  
ainsi que leurs propri~t~s, se g~n~ralisent anssi tOt  au cas d'alg~bres 

born~s. 

D 'au t re  part, on voit ais6ment que les proposition 7 et 8 (n o 6) restent 
vraies, si, au lieu d' ua espace localement convexe E, semi-complet el sdpard, 
on consid~re un  espace ~ bornds E complet, et si 1' on remplace dans l '~nonc~ 
de ces propositions les semi-norme p par la norme II" II B relative h u n  
bornd B quelconque off la fonction )2f(k)[resp.  ).2 i ... k~f().)] prenne ses 
valeurs, lorsque k e v .  

Dans ees conditions, en observant que l 'alg~bre ~l(~) consid~r6e aux 
n °* 8, 9 et 11 est elle-m~me une algbbre i~ bornbs, on arrive sans difficult~ 
h la conclusion su ivante :  

SCOLIE. - Le thdor~me 1 reste vrai, si, au lieu de supposer E un espace 
localement convexe semi-eomplet et s@ard, on suppose E un  espace a bornds 
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complet. De m~me, le thdor~me 2 (ainsi que sa gdndralisation, le thgor~me 3), 
reste vrai, si au lieu de supposer A une alg~bre localement convexe semi-  
complete el sdparde, oil le produi t  est sdpardment continu, on suppose A lout 
simplement une alg~bre ~ bornds complete. I l  convient de rappeler d' ailleurs 
que, lorsqu' il s' agit de espaces ~ bornds et de alg~bres it bornds, <<application 
lindaire continue~> est synonime de <<application lindaire bor~de~> el, p a r  suile, 
<( homomorphisme continu >> est synonime de << homomorphisme bornd )). 

EXE~[PLE.- Consid~irons encore une lois l ' espace E ~ op6rateurs A~, 
et son extension /~. I1 est ais6 de voir que les A~, prolong6s h /~, sont des 
applications lin6aires born6es, au sens de la s t ructure  d' espace a born6s 
d6finie duns E: cette s t ructure  a 4t6 choisie pr6eis~tment dans le but de 
rendre  ees applications born4es (cf. [10], th6oreme 6). D' autre  part, la pro- 
position 14 montre  aussit6t que l 'a lgbbre A(/~) des applications lin6aires 
born6es de E duns /~ (h laquelle appar t iennent  les As) est une algbbre h 
born6s qui sera complbte si l ' espace  E initial est complet. On peut  done 
appliquer, duns  ce cas. le calcul symbolique aux  opdrateurs A~, sans p lus  de 
soucis relativement aux  questions topologiques. Par  exemple,  duns le cas off 

est l ' espace  des distributions d 'o rd re  fini nulles en dehors de w ~  0 (el. 
n o 12, exemple I), E est un espaee i~ born6s complet, et on n ' a  done 
aucun  besoin d ' y  introduire les distr ibutions d' ordre infini, pour s' assurer  
h priori de pouvoir y appliquer le caIcul symbolique. 

14. l~,quations fonctionnelles du type ( A -  B)u-----f. Comme application 
importante du calcul symbolique ~ftabli, consid4rons le cas d' une 4quation 
du type 

(14.1) (A - -  B) u = f 

ot~ f est un 616ment connu d ' u n  espace ~ born6s E complet, u un 616ment 
ineonnu de E et A, B deux applications permutables  de deux sous-espaces 
de E sur E. 

C'est  l~t un type assez g6n6ral d '6quat ions fonctionnelles  lin6aires, 
auquel  appar t iennent  l '6quat ion des ondes, 1' 4quation de la chaleur  et 
d ' au t res  6quations semblables, h coefficients constants ou variables, avee 
des conditions initiales et conditions de frontibre (qu' i l  convient de supposer 
introduites duns le 2 a membre, en modifiant u et f par des techniques 
bien connues). 

Supposons qu ' i l  existe deux nombres complexes )-o et t~o tels que 
A-- ) .o  et B-- t~o  soient deux applications biunivoques de sous-espaces 
de E sur E. Alors on peut construire  une extension /~ de E, telle que 
A--~,o e t  B m ~to se prolongent en deux applications lin6aires biunivoques 
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de E sur  /~ et  que  tout  ~l~ment  u de J~ soil  de la fo rme  
u ~-- (A - -  ko)m(B --  ~o)nU, avec u e E  et m, n ent iers .  En  out re ,  

se ra  mun i  d ~ une  s t r u c t u r e  d~espace "~ born~s comple t ,  c o mme  on F a 
indiqu~ a u n  o 13. Dans  ces con d i t i o n s :  

TI-H~OREME 4. - Si les opdrateurs A et B, comme dldments de l' algObre 
bornds A(/~), admettent deux ensembles spectraux SA el SB, ~t fronti~res 

reetifiables aprOs inversion (of. n o 6 ) e t  ~t distance non nulle l 'un  de 
l'autre, l'(~quation (1~.l) admet, pour tout f e E ,  une el une seule solution 
(t dans J~, donnde par la formule (an sens de ~ ) :  

(14.2) u ---- (A - -  B)-~f  - -  2~i (A - -  ~ ) - - 1 ( ) ~  _ _  B)_~f d),, 

F 

oh F est une ligne rectifiable apr~s inversion, sdparatrice de SA et SB, 
orientde de fa~on ~ laisser ~ droile tes points de S.~. 

D~mons t ra t ion .  Soien t  SA et SB d e u x  ensembles  spec t r aux ,  respec t i -  
vem en t  de A et de B, v~r i f ian t  F hypot~se.  Alors,  si F on d6signe p a r  
/ ~  [resp. F ~ ] ,  1 ~ensemble  des  poin ts  de C dont  la d i s t ance  h SA [resp. SB] 
est ~_ l/k, p o u r  k ~ l,  2, ..., on ob t i en t  d e a x  bases  de f i l t re  r~guli~res,  

F ~ t / ~ t  et t kt] et on volt  auss i tSt  que  la fonc t ion  ( z - - w )  -1 de z et de w 
a p p a r t i e n t  ~ F espace  ~(~),  off ~ est le f i l t re  de la base  F ~ 2 k X F k .  P l u s  
pr~cisSment ,  il ex is te  un  k tel que  ce t te  fonc t ion  est born~e sur  F ~  X F ~ ,  
a t t e n d u  que  la d i s t ance  en t r e  S.~ et Ss  est  ~ 0. Donc,  en  a p p l i q u a n t  le 
ca lcu l  symbo l ique  bas~ sur  le th~orbme 3, compte  t enu  de la RE~LE 
D' I]NVERSIO~ (Cf. n°s 10 et 11) et du  scol ie  du  nO 13, on t r o u v e :  

( A _ B ) _ I  ( A - - ~ ) ( B - - ~ ) f  f (~-- ~) -~dkd~ 
(2r~i) ~ (), - -  :¢)(~ - -  ~)(A -- a) (B - -  ~)' 

en p renan t ,  pa r  e x e m p l e  a e S s  et ~ e S A  (~1). Or le 2 a m e m b r e  p e n t  s ' 4 c r i r e :  

A - - e l  ( A - - X ) - I ( B - - ~  (B--~)-~d~)~ 

A - - a f  (A - -  X) - I (X- -  B) -1 1 
----- 2T:i ~ _ ~  d),, avec  F_--_F k 

£ 

(~i) Bien entendu, rk ~ et Fke deisignent le fronti~res de Fk ~ et Fk e, orient~es de fa~on 
h laisser h droite, respectivement, z~k~ et Eke. 
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Alors, pu isqu '  on a 

A- -*¢  1 1 l 
) , - - : ¢  A - - ) ,  X - -  ~ d- A - - ~ ,  ' 

et que la fonct ion (). ~ a)-~0 ~ -  B) -~ de k est ho lomorphe  dans  1' in t4r ieur  
de P'~,  on trouve,  en no tan t  que les fonct ions  )~(A--) . )  -~ et ?~ ( k - - B )  -~ 
de ). sont born4s s u r r  (en ver tu  de la  prop. 1, n o . 2): 

1 1 f dk 
A - -  B - -  ~ (A - -  ),) (~,-- B) c . q . f . d .  

R E i ~ A R Q U E  I M P O R T A N T E .  -- II fau t  b ien  soul igner  que, si la fonct ion  
) ~ ( A -  )~)-~0~ ~ B / f  de ). est born~e sur  F, eomme fonction ~ valeurs dans 
l'espace image de E par  l' application ( A -  ~ ) ~ ( B -  ~)n, alors la  conver- 
gence de l ' i n t4gra le  de (I4.2) a l ieu dans  eet espaee, auque l  appar t i endra ,  
par  consequent ,  la so lu t ion  u. 

15. Le ealeul  s y m b o l i q u e  r e l a t i f  ~ des fonc t ions  vector iel les .  - Le  
r6sut ta t  que nous  venons  d ' o b t e n i r  peut  ~tre am41ior6, en employan t  une  
nouvel le  g~n4ral isat ion du  calcul  symbol ique ,  re la t i f  i~ des fonct ions  qc(z) 
va leurs  vector ie l les .  

Soit  encore  ~ un f i l t re  de sons -ensembles  de C a d m e t t a n t  une  base {F~I 
r6guli~re, et soit d ' a b o r d  M un  espace de BANACI-I. P o u r  tout  k :  1~ 2, ... 
nous  d6signons pa r  dl(Fk; M) 1' espace des fonct ions  ¢~(z) it va leurs  dans  
M, con t inues  sur  Fh ,  ho lomorphes  h l ' i n t 6 r i e u r  de Fk et tel les que 
It ~(z)I] ~ ~ I z [ a, off ~ est une  cons tan te  d6pendan te  de ~, et 1] • [] la norme 
d6finie  dans  M;  cet espace est muni  des not ions  usue l tes  de somme et de 
produit  par  sealaires, et de la topologie gk  d~tfinie par  la no rme  

i l ~ l l h = s u p t l  ~(z) ti 
~eF~ ( z - - e )  ~ ' 

off c e s t  un  point  ehoisi  a rb i t r a i r emen t  dans  C - - F 1 .  On voit  encore que 
eet  espace norm4 est eompleto 

Si l ' o n  ident i f ie  ehaque  fonct ion  ~ e ~ ( F h ; M )  ~ sa res t r i c t ion  ~ Fh+ l ,  
on a ~ ( F k ;  M ) C  ~ ( F h + I ; M )  et on voit  que la topologie ~h+~ indui t  
daas  ~ ( F ~ ; M )  une topologie moins  f ine  que ~7~. Alors on pose 

o o  

$(~V; M) = U ~(FA ; 2,/) 



J. SEm~SW~O e S~,w: Sur le calcul symbolique d'op~rateurs~ etc. 265 

et on d6finit duns ~(~;  M) la structure d 'espace localement convexe, limite 
inductive des espaces norm6s ~(Fh; M). Les fil6ments ~ de ~(~;  M) 
seront dits les fonctions ~ valeurs duns 31, holomorphes et ~ croissance 
lente sur les Fh. 

Cela pos~, on d4montre, en raisonnant h peu pros eomme duns [18], 
§ 2, que : 

L'espace veotoriel topologique ~(~:; M ) e s t  sdpard et complet; il est 
isomorphe au produit  tensoriel projectif compldtd ~ (~ )  ~ M. Pour qu' un 
ensemble soit bornd dans cet espave il faut  el il sufit qu'il  soit bornd 
dctns un  des espaces normds <~(Fh; M). 

ICe th6or~me est une synth~se de plusieurs propositions, dont la d6mon- 
stration est plut0t longue et pas tr/~s facile. Mais, pour les applications au 
calcul symbolique, on peut 6viter eompl~tement cette analyse, en consid~rant 
tout simplement ~(~;  M) comme un espace i~ born6s, comme nous le 
ferons plus loin]. 

Consid6rons maintenant un alg(~bre A ~4rifiant les conditions indi- 
qu4es aux n °s 2 et 9, et d 'autre  part, un espace vectoriel complexe MA 
et une application bilin~aire (a, u ) ~ a  Q u de A Y, MA duns MA tels que:  

I) a G ( b  Q u) -~ (ab) (D u, quels que soient a, b ~ A,  u ~ MA ; 

II) l ~ u - - - u ,  pour tout u e M A  

III) M est isomorphe h u n  sous-espace vectoriel de MA. 

Nous pouvons donc identifier M h e e  sous-espace de MA. Supposons 
en outre ~/'A muni d 'une  topologie d~espace localement convexe sSpar4, 
semi-complet, qui conduise duns ~l une topologie moins fine que celle de 
M et telle que 1 ~ application ~ sort hypocontinue relatD]ement aux parties 
eompactes de A e t  de M. 

[Par exemple, on peut prendre, pr~cis~ment 

et interpr6ter ¢~ (D ~, avee ¢p e ~ ( ~ )  et ~ eMA, comme le produit ~o~ de la 
fonction scalaire ~ par la fonction vectorielle ~. [D'ailleurs, quelle que soit 
l 'algbbre A v6rifiaat les conditions indiqu~ies, on peut prendre pour M.a, 
par exemple, le eompl~it6 du produit tensoriel A ® M muni de la plus fine 
topologie qui rende l 'application eanonique (a, u)--~a ® u de A X M duns 
A ® M hypocontinue par rapport aux parties compactes de A e t  de M. 
5Iais~ eomme nous l 'avons d~j~ observ~ h plusieurs reprises, on peut com- 

AnnaZi d~ MatemaUca a4 
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pt~tement ~viter, dans le calcul symbolique,  les considerations relat ives aux 
produi ts  tensoriels ]. 

Cela pos~, on arrive ais4ment au resul ta t  suivant 

T ~ o ~ E  6 . -  Si  a est un  dldment de A dont te filtre spectral soil 
plus fin que ~ et si ~ est l ~ homomorphisme continu ~ ( a )  de ~t(~) dans A ,  il 
existe une et seulement une application lindaire continue ~M de ~ ( ~ ;  M) 
dan8 MA qui protonge Jr, d est-~-dire telle que 

~M(C~U) - -  ~(~) Q) U, quels que soient ~ ~ ~('J), u ~ M, 

Cetle application est donnde par  la fo~mule 

(15.1) :EM(V)- (a - -  )~0) ~ Q f (  1 
2r:i )~ - -  ko)~(a - -  )~) ~ ~(~) dk, 

pour toute V e ~ ( F a ;  M) 

oit ),o ~ C -  F~, p dtant choisi de fa~on que ~(~)/()~- ),o) v soit bornde sur l~'k 
et [h dlant fronti~re de Fh de fagon ~ laisser Fh ~ droite. 

Pour  reconnaltre  que ~M est n6cessairelnent donn6e par cette formule,  
il suffit  d' observer que 1' on a encore 

= 2 ~  J (k - -  )'0)a+~(~ __) , ) '  au sens de ~5~, 

P k 

pour route ~ e ~ ( / ~ ;  M), k - ~ l ,  2, ... 

Pour  voir que, r6ciproquement,  la formule (15.1) d6finit une application 
lin6aire continue de ~ ( ~ ;  M) dans MA, on peut  raisonner h peu prbs 
exactement  comme dans la d/~monstration du th6orbme t, en tenant  compte 
que Fappl ica t ion  (a, u)--*a(Du de A X M dans Ma est hypocont inue par  
rapport  aux parties compactes.  Enfin, on volt aussitOt que cette applicat ion 
est en effet un prolongement  de ~. 

Cela 6rant, on pose par  ddfinition: 

~(a) -" ~(¢P) ~ MA,  pour toute ~ e ~ (~ ;  21/). 

Pour  une jus t i f ica t ion compli~te de cette d6finition, consid~rons deux 
espaces de BA~Ac~[ iV, L, et deux autres  espaces NA, LA, v4rifiant des 
conditions ident iques  h celles impos~es "~ -~IA. Supposons en outre que l 'on 
se donne une application bitindaire continue (u, v ) ~ u O v  de M X 2V dans 
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L, el une application biliudaire (u, v) ~ u(9 v, de M A X  NA darts LA, 
hypocontinue par rapport aux parties compaetes de MA et Na, qui prolonge 
la premiere, c' esl-~-dire telle que 

(a ® u) 0 (b 53 v) --- (ab) 53 (u 0 v) 

quels que soient a, b e A ,  u~31, v ~ N .  

On 4tabl i t  a lors  sans d i f f icul t~  les r~gles fondamentales du calcul 
symbolique avee des fonctions vectorielles : 

1) Si ~ - -  ~ -}- ¢72 avee  "~ ,¢72~(~;M) ,  on a 

~(a) ~-~ %(a) -+- ?ga)  e M.a. 

2) Si ~----.%(9%, avec  ? ~ ( , ~ ; M ) , ~ ( $ : ; N ) ,  on a 

¢?(a) "- ¢9~(a) O ¢~(a) ~ LA. 

3) Si ? - -  l im ¢?n dans  ~ ( F ;  M), on a ~?(a)--" lira %~(a) dans  M A. 

4) Si ~p(z)------znu, ¢~(a)--a n 53u, p o u r  tou t  u e M ,  n ~ - -0 ,  I ... 

Quant  ~ la R ~ ] G L E  D ~ I~VERSION on en t r o u v e r a  u n e  fo rme  dans  le 
th~ori~me 5, n o 17. 

16. V a r i a n t e  des rdsu l t a t s  a n t d r i e u r s  en t e r m e s  de <<espaces ~ bornds)> - 
Dans  les cons id6ra t ions  d u n  o 15, on a pr i s  p o u r  po in t  de d~par t  des  

espaces  de BANAC]~ M, N~ L, . . . ,  a insi  que  F a l g b b r e  A l o e a l e m e a t  convexe ,  
et on a consid~r~ ensu i t e  des espaces  l o c a l e m e n t  convexes  tels que  MA, 
NA, ... On peu t  g6n4ra l i se r  ces r~su l ta t s  au  cas d ' e s p a c e s  M, N, L, ... loca- 
l em en t  convexes  semi -comple t s ,  mais  a lors  on se h e u r t e  ~t des diff icul t~s  
topo log iques  semblab]es  ~t cel les  que  Fort  t rouve  clans l ' 4 t u d e  des  dis t r i .  
b u t i o n s  vec to r i e l l e s ;  dans  le cas g4n4ral ,  on sera  oblig4 ~ i n t r o d u i r e  des  
ent i t4s  n o u v e l l e s -  lee fonctions holomorphes ~ valeurs darts M a u  sens 
large, d ' a p r ~ s  GRO~EZ~DIEC]~ (cf. [1], p. 49 et [18], I n t roduc t ion ) .  Mais, 
un e  lois encore ,  ces d i f f icu l t4s  sont  e n t i ~ r e me n t  4 t ranges  a u x  bu t s  du ca lcu l  
symbol ique ,  et  on p e u t  les 4vi ter  p a r  le r e c o u r s  a u x  no t ions  de (~espace ~t 
born6s))  et de << alg~bre  ~ bombs)>. 

Soi t  M un  e space  '~ born4s  complet (cf. n. ° 13) et  d~signons  p a r  @ la 
fami l l e  des  born~s C de M p o u r  l e sque l s  ~I<: est  comple t .  Soi t  & a u t r e  p a r t  

un  f i l t re  a d m e t t a n t  une  base  IF~ t r~guli~re.  Nous  d~s ignerons  p a r  ~ ( ~ ;  M)  
t ' e s p a c e  vec to r i e l  r dun ion  de tous  les e spaces  ~ ( ~ ' ; M c ) ,  avec  C e C ,  ces 
de rn i e r s  e spaces  vec to r ie l s  ~tant  d~finis  c o mme  nous  l ' a v o n s  fa i l  au  n, ° 
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pr4e~dent. Nous dirons qu' un ensemble :~ de fonetions appur tenant  i~ ~(~;  M) 
est borne, s ' i l  existe un entier  k et un born~ C de /tj tels que 

¢pe~(F~;Me)  et ( Z - - Z o  ~C '  

pour  route ¢~e~ et tout z e F h ,  avec z o e C - - / 7 ' l .  

Alors il est bien ais~ de voir que ~ ( ~ ; M )  devient ainsi un espace 
bornds complet. 

Consid~rons maintenant  une alg~bre /~ born6s complete A,  munie d'dl~- 
merit unit6, un espace h born~is complet  MA et une application bilin6aire 
born6e (a, u ) - * a Q a  de A X MA dans MA tels que:  

I) a (D (b ® u) - -  (ab) C) u, quels que soient a, b e A ,  u E MA. 

II) l ® u ~ u ,  pour  tout u e M A .  

III) I1 existe une applicat ion lin6aire b iunivoque et born6e de M sur 
un sous-espace  de MA. 

Duns ces condit ions on peut  identif ier  M ~ ee sous-espace  de MA et on 
arr ive ais6ment /~ la conclusion suivante :  

ScoLI]~. - Le thdor~me 6 reste vrai, si au lieu d' .un espace de Banach 
~1, d 'une alg~bre loealement convexe A et d ' u n  eapace localement convexe 
MA, on consid~re, reapectivement, un espace & bornds M complet, une alg~bre 

bornds A complete et un  espace ~ bornds MA complet, tel qu' il exisle une 
application bilindaire bornde (D de A X MA dana MA vdrifiant lea conditions 
I), II) et III). 

On en d~duit des var iantes  des r~gles fondamentale du calcul aym- 
bolique, tout /~ fail analogues ~ eelles indiqu4es au n 0. ant4rieur. 

17. ]~quations fonet ionnel les  du type P ( A ) u - - f .  - ConsidSrons mainte- 
hunt, plus g~n4ralement, les ~quations du type 

(17.1) P (A)u  ---~ f, 

f 6rant un 616ment connu d ' u n  espace ~ born6s F complet, u un 616ment 
d ' u n  sous-espace  vectoriel  E de F, A une applicat ion lin~iaire d' un sous-  
espace F *  de F duns F et P(),) une [onction de ), (variable complexe) dont 
les valeurs  soient des applications lin6aires de E duns F, permutables  
avee A, c~est-dire telles que 

(17.2) P(),)(Au) - -  A[P(),) u], 
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pour  tout nombre complexe ). appur tenant  au domaine de P(;~) et toutes les 
lois que 1' uu queleonque de ces deux produi ts  soit d~fini. [St P()~) est un 
polyn6me, la condition (17.2) ~quivaut h dire que les coefficients de P().) 
sont des appl icat ions lin~aires de E duns F permutables  avec A]. 

Supposons en outre qu ' i l  existe un hombre complexe ~ tel que A - -  
soit une applicat ion b iunivoque de F* sur F. Alors on peut  construire~ 
comme on l ' a  indiqu~ aux n o 12 et 13, un espace h born~s ~ complet, 
r~tunion des images de F par  les appl icat ions ( A - - ~ ) n ,  n :  0, 1, ..., et, 
puisque l 'on  a (17.2), on pour ra  de m~me prolonger les valeurs  de P().) en 
des applicat ions l in4aires de /~ dans F, permutables  avec A: si u - -  (A - -  a)~ u, 
avec u e E  e t n  cutter, on aura, par  d~finition, 

P(),) ~e = (A - -  :¢)n[p(~) u], 

pour  tout ), du domaine de P(),). (~2) 

Cela pos~, consid~rons l '~quat ion  en u 

(17.1') P(X) u = f, 

que l 'on  d6duit de (17.1), en remplaCant A par la var iable  complexe ),, 
et supposons qu ' i l  existe des valeurs  de ). telles que, pour  tout f e  F, re t ie  
~iquation admet une solution unique u e E. Alors, i~ chacun de ces valeurs  
de ~, correspond une applicat ion lin~aire Qi).) de F sur  E tetle que 

Q()~)P(),) - -  IE et P~),)Q(~) ---- I~ 

off IE et IF  d~isignent respeet ivement  les applicat ions ident iques de E 
sur E et de F sur  F. Donc, si l 'on  d6signe par  Z l ' ensemble  de ces 
valeurs  de ),, on aura  

Q().) ~ [P(k)]-~, pour  tout )~ e Z 

Cela 4tant, nous considtirons l ' e space  E muni  de la moins fine s t ructure  
d ' e space  i~ born4s (i8) qui reade  born~es les applications lin4aires P().) de E 
dans P, lorsque k appartient ~t un ensemble non vide Z * C  Z, et nous sup. 

(is) Of. [10], p. I[~.115 (Dans la  condi t ion  Hs'  il y a u n e  e r r eu r  t y p o g r a p h i q u e :  au 
l ieu de c u e E ~ >  on doit  l i re  ~uEE¢~>) .  

(lsi E t a n t  donuges  d e u x  famil ies  ~ t  et ~3.~ de sous -ensembles  de E, vdr i f ian t  les con-  
dit ions :¢)--~),  n ° 13, on dit  que la s t ruc ture  "h bornds d~fiuie par  ~31 est moths fine que 
eelle ddfinie pa r  ~3~, si ~3i D ~.2. Cette re la t ion  a des propridtds semblables  h eel les de la 
re la t ion  cor respondante  deifinie ent re  topologies.  
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posons que, pour tout ) ,eZ*,  Q(k) est une application bornde de F sur E. 
On aura don(;, selon ces hypothSses: 

P(),)~A(E;F) et O(~)eA(F;E), pour tout ) ,~Z* 

Voici maintenant  la variante de la r~gle d ' inversion,  qui est en m~me 
temps une g/in~ralisation du th6or~me 4 et du th~or~me d ' isomorphisme 
de L~o~s ([4], p. 99): 

T m ~ o n ~ E  5 . -  Supposons qu'il existe une base rdguli~re {F~t d 'un 
filtre $:, formde par des ensembles speetraux de l'opdrateur A en tant 
qu'dldment de A(~7). Supposons d'autre part que les fonctions P(~) et 
[P(),)]-~, (~ valewrs respeetivement dans A(E;F) et A(F; E), sont routes 
deuw holomorphes et & eroissance lente sur un ensemble F~ C Z*. Alors 
F dquation P(A)u-----f admet, pour tout f e F, une solution unique u dans E, 
donnde par 

1 (A - - a ) "  ~ (A - -  ;~)-~[P(~)]-~ 
u --  P(A) f -  2~i J (~ __ ~),, f ak 

Pu 

oil, a est un point quelconque de C - - F j  et k, m des enliers tels que 
[P(),)]-~ soit continue sur Fh et holomorphe darts l' intdrieur de Fh, et que 
son quotient par ( )~-  a)m soit bornd sur Fk; ou suppose encore que gk est 
la fronti~re de Fh orientde de fa~ou ~ laisser Fk & droite. 

D6monstration. Supposons v~rifiSe l 'hypoth~se. Alors on pent d~finir 
~(A)~A(F) pour route fonction ~ e ~ ( ~ ) .  Nous prendrons pour alg~bre 
born6s A l ' image de l'algdbre d bornds ~(~) par l 'application ~ - ~ ( A ) .  
~Nous ponvons maintenant  appliquer le scolie du th4orbme 5 (n o 16) et ies 
correspondantes r~gles du calcul symbolique, avec 

et 

M - - A ( E ; F ) ,  N~--- A(F; E),L----A(E), H - - A ( F )  

MA=A($;~'), NA---A(R;~), LA----A(~), HA--A([~), 

les applications bilin6aires Q, 0 et 0 6rant simplement les op6rations 
usuelles de produit  d'op6rateurs [observons que tout op~rateur ~(A)eA  cA(F)  
ddfinit, par restriction, un  416ment de A(F) et un 616ment de A(E)]. En 
employant la prop. 14 (n o 13) et un tenant compte de 1~ mani~re dont on 
a d~fini les espaces ~ born4s /~, /~, on voit que les conditions exig~es i~ 
/~ ces applications bilin6aires (n o 16) sont v6rifi~es. 



J. SEBASTIAO e SILW: 2ur lc caleul symbollqtee d~opgrateurs, etc. 271 

Alors, si l 'on  pose, comme plus hunt, Q(,()-~--[P(),)]-~, e ' es t -~-d i re  

(17.3) P(),)Q(),) --- IF et Q(~.)P(),) - -  IE, 

pour  tout k e Z, on aura, d ' u n e  part, en ver tu  de l ' hypoth~se :  

Q ( A ) -  (A --_y)"~ [ (A --  k)-~Q(?~) d)~eNA, 

~k 

avee aE C - - F 1  et m,k suff isamment  61ev6es; et on aura  d ' au t r e  part, en 
ve r ta  de (17.3) et des r~gles 2) et 4) du calcul  symbol ique 

(17.4) P(A)Q(A) -= I'F et Q(A)P(A) -- I~, 

puisque  P~A)~MA, I E e L ,  I F e H  et que 

A°IE--  I~, A°IF--- I~. 

Mais (17.4) vent dire, pr6cis6ment, que Q(A)--[P(A)] -1, comme appli- 
cation de ~' dans E, ce qui ach~ve la d6monstration. 

R E : I ~ A R Q U E ,  - 

de F. MAIS il est 
off E et F sont 

~Nous avons suppos6 que E est un sous-espace  vectoriel  
ais6 de voir que les r6sultats obtenus s '6 tendent  an cas 
quelconques.  

18. Cas oh A est  l 'op(!rateur  de ddrivation.  - Soient maintenant  E et F 
deux espaces vectoriels  consti tu6s par  les fonctions d ' une  variable  r4elle, h 
valeurs  duns deux espaces & born6s complets, respeet ivement  Eo et Fo, 
nulles h gauche de 0 et continues snr l ' in terval le  [0, + co[(cf.  RE~AI~QUE 
ant6rieure). On consid~re comme born6s darts E (resp. F)  les ensembles  de 
fonctions qui sont born6s, au sens nsuel, sur  tout intervalle  born6;  alors 
on voit ais6ment que E et F deviennent,  enx aussi, deux espaees & born6s 
complets. 

S o i t d '  autre  part  F(),) une fonetion de la variable complexe ),, i~ valeurs  
duns A(Eo;/7'0), telle que 

Dt[PO,) u(t)] = PO,) [Dtu(t)], 

toutes les fois que 1' un quelconque des deux membre  soit pourvu de sens. 
I1 est alors 6vident que les op6rateurs P(),) se prolongent univoquement  en 
des applicat ions lin6aires born6es de E duns F, permutables  avec D. 
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Cela pos~, considdrons l '~quat ion en u 

P ( D ) u - - f ,  avee f e F e t  u e E .  

off D est Fop~irateur de d6rivation par  rapport  /~ t. 

Pu i sque  D est inversible, on peut  eonstruire  les extensions /~ et F .  
resp. de E de F,~par rappor t  h D, et prolonger les op6rateurs  P(),) en des 
414ments de A(E;F),  permutables  avec D. Supposons maintenant  qu ' i l  
existe des valeurs  de )~ pour lesquel les  F ~quation en Uo 

P(k)Uo = fo,  

admet, pour  tout fo~Fo,  une solution unique uoeEo.  Alors on d6finit, 
pour  ehaeun de ces valeurs,  un op6rateur Q(k)--[P~k)] -~, eomme application 
lindaire de Fo sur Eo. Supposons en outre que cette application est bornde, 
i.e. urt dldment de A(Fo;Eo). Alors Q~.) d6finit aussi  un 614m6nt de 
A(F; E ) - - d o n e  un isomorphisme entre les espaces ~ bornds F et E, qui 
ddtermine ~ son tour un dldmertt de A(F ; E) permutable avec D. 

Or on salt que 

t 

(D - -  k)-~f = I eX(t-~)f(z)dz = e~tH(t) * f(t) 
0 

pour  route fonction f e F ,  ainsi que pour route fonetion scalaire de m~me 
type (on d6signe par  H la fonction de HEA¥ISIDE, 6gale /~ 1 pour t ~ 0 et 
nulle pour  t d 0 ) .  I1 en r4sulte que, si F on d6signe par  Fh, pour  tout 
k = 1, 2, ..., le demi-p lan  Re(~)~_k, les F~ sont des ensembles speet raux 
de D (on peut  m~me d~montrer que le filtre spectral  de D est le filtre de 
base Fh, r6guli~re). 

Supposons entire que les fonctions P(k) et Q(),), ~ valeurs respectivement 
darts A(Eo;Fo) et darts h(Fo; Eo), sont holomorphes et ~ croissartce lente 
dans un  des ensembles E~. Alors iI en sera de m~me pour  ces fonetions, 
si l ' on  prolonge leurs valeurs  en des ~16ments de A(E;/~) et de A ( F ; E ) ,  
et te th6orbme 5 permet  de conelure  que, po~lr toute fonction f e F ,  l '6qua- 
tion P ( D ) u - - f  admet  une solution unique u darts E, donn6e par  

D7 
/. Q(~.) 

2 ~  ~- ~ leitH(t) • f(t) ]dk 
F~ 

off m et k sont des entiers suff isament  /ileitis, pour que l~iDt~grale existe, 
comme fonetion continue de t~ au sens d u n  o 6. I1 en r~isulte aussit6t qu% 
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si l ' o n  pose  

o u  a u r u  

f Q().) 
1 e z t - ~ - d x ,  R = D m o ,  p( t) = 

i' k 

t 

0 

~(t - -  ":) f(~:) &: (~)  

D ' a i l l e u r s ,  st, au l ieu  d ' u n e  fonction f e F ,  on cons idbre  u n e  d is t r ibu-  
t ion  f e F, f =  DPf, on t r ouve  u n  r6su l t a t  a n a l o g u e  

0 b s e r v o n s  que  R e s t  une  d i s t r i bu t ion  i~ va l eu r s  dans  A(Fo;  Eo), nul le  
gauche  de z6ro, q u ' i l  est  n a t u r e l  d ' a p p e l e r  l ' image inverse de Laplace 

de Q()~), en  posan t  

En  effet ,  la  th6or ie  de la  t r a n s f o r m a t i o n  de LAPLACE, te l le  que  nous  
l ' a v o n s  pr6sent6e  p o u r  les d i s t r ibu t ions  sca la i r e s  [13], se g6n6ral ise  t r iv ia .  
l e m e n t  p o u r  les d i s t r ibu t ions  i~ v a l e u r s  duns  des  e spaces  h born6s  comple ts .  

E n  conc lu s ion  : 

Tm~OREME 6. - Si les fonctions F()~) et [p()~)]-i  & valeurs respectivement 
duns A(Eo; Fo) el A(Fo; Eo) , sont holomorphes et ~ croissance lente duns ur~ 
demi-plan droit, l' dqualion P~D)u = f, admet, pour route distribution f e ?, 
une solution unique u duns E, donnde par  

u =  1 
P(D) ? - -  R(t) • f(t),  

ave~ 

R(t) - -  ~ - l f i ~ )  image inverse de Laplace de f ,~ )  . 

Ce r6sul ta t ,  cons6quence  du  th6or6me 5, est 6 v i d e m m e n t  u n e  g6n6ra-  
l i sa t ion  p lus  d i r ec t e  du  th6orbme d ' i s o m o r p h i s m e  de LIoNs.  

(i4) I1 va sans dire que, you tout couple de nombres t, z ~ 0 ,  le ((produit 7) ~(t--~)f(~), 
da~s ee cas, est le vocteur de E0 rdsultant de l'opdrateur p(t - -c) appliqud au veeteur f('0 
de /~o" 

Annal i  di  Matematgoa S5 
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