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Matematica. — Swr le calcul symbolique des opérateurs différen-
tiels & coefficients variables. Nota 11 ® di José SEBASTIAO E SILVa,
presentata dal Socio M. PicoNE.

6. LES PARA-DISTRIBUTIONS ASSOCIEES AUX OPERATEURS DIFFERENTIELS
DU 29 ORDRE. — Soit C;" l'espace des fonctions # (x) nulles pour x <Zoq,
admettant dérivée seconde localement sommable sur R. Nous désignerons
maintenant par le symbole ® tout cpérateur du type

(6.1) Du =a(x)D*u 4 6 (x) Du + ¢ (x) u, pour zeC},

ou a(x), b6(x), c¢(x) sont des fonctions localement sommables sur R, la
fonction 1/a (x) étant supposée localement sommable et localement bornée.
Chaque opérateur de ce type définit une application linéaire biunivogue de C:'
sur L,. En effet, I’équation différentielle en x

a(x)u 4+ b(x)u + c(x)u = f(x)

admet, pour toute feL,, une solution unique dans C., donnée par 'ex-
pression

x

u (%) = /'R (x,B)f(E)IE =D " F,

.~

[¢]

ou la «fonction de Green» R (x, &) est, pour tout § << x, une solution de
I'équation homogene a (x) 2’ + & (x)w’ + ¢ (x) u=o0, telle que R (£, §) =0,
R.(§,&) =1 pour tout E&; nous supposerons en outre R (x,&)= o0, pour

On peut donc concevoir une extension I:o de I.,, comme nous l'avons
fait pour les opérateurs différentiels du 1e ordre: les entités formelles du
type ®7/, avec f eL, et m entier seront appelées para—distributions (nulles
a gauche de o) assocides a ['opérateur D, défini par (6.1).

7. NOUVELLE FORME DU CALCUL OPERATIONNEL. — La formule (2.1)
n’est pas directement applicable aux opérateurs différentiels du 29 ordre.
Au lieu de I'espace %, il faut considérer son image (vectoriel-topologique)
par le changement de variable ¢ (2) — ¢ (J2), Re 2 > 0, ot on prend Jz posi-
tive sur le demi-axe réel positif. Nous désignerons par A% cet espace
image. Soit ¢ € AL et § (2) = ¢ (22). Alors ¢ €9, et, puisque

I I 2A

2—A T 7_.‘_)\ = 22— )\2 ) pOUI‘ Z?!:)\’Z_—_}:_)\,

(*) Pervenuta all’Accademia il 25 giugno 1959.
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on démontre que l'on a, en un sens généralisé, par rapport a la topologie

de AP

at-o007

I Ao (A2 .

© = — [ P )a’ A,
7T Z— 22
o—007

avec o > 0, dépendant de ¢. On en déduit la formule

a-+00 7

(7.1) ¢ (@) = = /_)‘39‘_)47)\

oa—007

ou a est encore un élément d’une algébre A vérifiant les conditions indi-
quées au n° 2. On démontre que, pour que cette formule soit applicable,
il faut et il suffit que les conditions suivantes soit vérifiées:
I) Pour tout \e€C, I'élément a— \*> de A est inversible.
I1) 77 existe une fonction f(N), a valeurs dans A, bornée sur tout demi—
plan gauche, telle que
1 _ f)—=f(=N

a—>i 2A

[On vérifie aprés que f(A) = (Ja— N)—1].

Cela étant, la formule (7.1) définit un homomorphisme continu ¢ — ¢ (a)
de A% dans A, faisant correspondre 4 la fonction ¢(2) =z I'élément a et
a la fonction ¢ (2) =1 I'élément unité de A.

8. LE CALCUL SYMBOLIQUE DES OPERATEURS ' DIFFERENTIELS DU 29
ORDRE. — Soit maintenant a 'opérateur différentiel du 2¢ ordre ® défini par
(6.1) et A= Q(io) ot L, est I’espace des para—distributions associées a D
(nulles 2 gauche de o). L'élément D — A de A est évidemment inversible
pour tout A, puisque l’équation

a @’ +b @)+ [c@)—Nu=F,

admet, pour toute f eL,, une solution unique dans C;":
= [RE ENOE=— 515 f

Il reste a voir si la condition Il du n°® précédent est vérifiée par cet opé-
rateur 9, a la place de a. A cet effet nous avons divisé notre étude en trois
étapes successives:

1°) Supposons & (x) = ¢ (x) = o, donc D = a(x) D% On trouve alors
le résultat suivant:

La condition 11 sera vérifiée, si log a (x) est une fonction reelle de x & varta-
tion localement bornée.
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La démonstration, plutdét longue, que nous avons obtenue, découle des
considérations heuristiques suivantes: 1) si I/z(x) est une fonction positive
en escalier, le noyau de (D —r)—7*, nul pour x <&, est de la forme

R (x , E s 7\) = _)I\_ [AE O\) ekx Vija(x) _l_ BE O‘) e—)«.x]/;[/a(x)}

dans chaque intervalle & droite de & ou 1/a (x) est constante, les coefficients
Az (\), B¢ (\) étant de forme semblable en A dans lintervalle précédent et
ainsi de suite jusqu’au premier intervalle a4 droite de & ou ils ne dépendent
pas de A; 2) on en déduit que, dans ce cas, la condition II est vérifiée; 3) dans
le cas général, la fonction log a (x) peut étre aprochée par des fonctions
en escalier et on voit alors, compte tenu de I’hypotheése, que la condition II
est encore vérifiée.

2°) Supposons seulement &4 (x) = 0. Ce cas est plus compliqué: la
condition II sera vérifié, si, non seulement log @ () est une fonction réelle
a variation localement bornée, mais aussi la fonction log |AN*—¢ (x)| de x
est localement a variation bornée, uniformément par rapport a A avec
| ReA| borné. Cela se vérifie, en particulier, si, pour tout 4, lintervalle
[0, #] se décompose en un nombre fini d’intervalles ou a (x) et ¢ (x) sont
des fonctions positives et monotones.

3°) Le cas général peut se réduire a l'antérieur par le changement

— %f(é/a) dx

et b (x) soient absolument continues. Il serait intéressant de faire, dans

classique d’inconnue # = vexp ; malis cela exige que a (x)

ce cas, une étude directe, qui évite cette restriction.

9. LE CALCUL OPERATIONNEL DE BASE EXPONENTIELLE. — Le calcul opé-
rationnel relatif & 9, nous permet en particulier de définir 'exponentielle
symbolique, ¢—% ou exp (— Za), ou ¢ est un paramétre réel >o (cfr. [6],
n° 8). On peut alors définir ¢ (a), pour toute ¢ e,, en partant de I'ex-
ponentielle symbolique, par la formule d’intégration réelle:

+ o0
(9.1) ¢ (@) = / exp (—za)® (¢)d¢, ou ®=2""¢,
J
I'extréme inférieur — co pouvant étre remplacé par o pour toute ¢ € -

Or la formule (9.1) peut étre appliquée a d’autres espaces au lieu de .
Dans [6] nous avons considéré le cas de l’espace 9, des fonctions ¢ (2) =
= ¢*{ (2), avec Y €W, et a>0, muni d’urie topologie convenable; alors les
images inverses de Laplace, 2= ¢, de ¢, sont les distributions de support
borné a gauche. Mais il y a encore d’autres cas quiont beaucoup d’intérét,
surtout pour la résolution de problémes de Cauckhy. 1l en est ainsi, par exemple,
de l'espace (que nous désignerons par $°) des fonctions ¢ (2) définies sur
I’axe imaginaire, Re z = 0, indéfiniment dérivables et 4 décroissance lente
sur cet axe; £ est donc l'image, par la rotation z — zz, de 'espace O des
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fonctions qui ont les mémes propriétés sur ’axe réel: nous lui donnerons la
topologie image de celle de O, par cette rotation. La transformation de
Laplace £ coincide alors avec la transformation de Fourier § suivie de la
rotation 2z — 7z (cfr. [7], n° 8) et la formule (9.1) sera applicable a un
élément a de A, si, et seulement si, les conditions suivantes sont vérifiées:
I) L’équation o' (f) = — av(¥) admet, pour t réel quelcongue, une

solution v (¢), que I'on désigne par exp (— ta), telle que v(0) = I.

IT) Pour tout t véel, exp (— ta) est un élément inversible de A com-
mutant avec a.

IIT) La fonction exp (— ta) de t, a valeurs dans A, est a décroissance
lente sur R.

On peut encore considérer d’autres espaces fonctionnels (algebres topo-
logiques, comme ¥, et O?), que nous désignerons en général par . La
condition III) varie avec ; dans le cas ou § est 'espace des fonctions
entieres de type exponentiel sur les horizontales et a croissance lente sur
les verticales (exemples: ¢, sinh z, etc.), la condition III sera simplement
supprimée, la distribution @ étant toujours a support borné.

Pour appliquer utilement ces résultats au cas des opérateurs différentiels
® du 1° ordre définis au n° 3, il convient de considérer ’espace, que nous
désignerons par L, de zoutes les fonctions f (x) localement sommables sur R,
et d’envisager une extension formelle, L, de L qui permette de prolonger
D en une application linéaire de L su» L. Il y a maintenant une différence,
par rapport a L,: Zapplication D n’est plus biunivoque, son noyau étant
formé par les fonctions C exp 7 (x), C constante arbitraire. Mais notre mé-
thode générale d’extension algébrique et topologique est encore applicable
A ce cas. Les éléments de L seront dits les para-distributions asso-
ciées a D.

Simplement, si I'on veut employer la formule (9.1) avec ¢ appartenant
a 'espace £, il faudra se borner a un sous—espace de L formé par les para—
distributions a croissance lente, c’est—a—dire, de la forme D2/, ol f est une
fonction el a croissance lente, cet espace étant muni d’une topologie sem-
blable 4 celle de I'espace des distributions tempérées, qui en est un cas parti-
culier.

L’exponentielle symbolique exp (— #®) peut étre dvaluée de deux ma-
niéres différentes: ou bien directament, en résolvant le probléeme de Cauchy
pour I’équation

d
;;—I—@xvzo, avec v(x,0)=19,(x),v, €L

[on aura alors v = exp (—#D)v,]; ou bien indirectement, en employant
Pantérieur calcul opérationnel au cas des espaces %, et L,, en décomposant
chaque élément F de I en une somme F(x)=F,(x) + F,(—=x), avec
F.,F, el (ce qui est toujours possible) et en posant exp (—?D.) F (x) =
=exp (— D) F;(x) 4 exp (— D) F, (1), exp (¢D)= 1/exp (—¢D), pour
tout ¢ réel.
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REMARQUE. — Le calcul opérationnel de base exponentielle pourra encore
s’appliquer au cas des opérateurs différentiels du 24 ordre, mais cela exige des
détours qu’il ne serait pas facile de résumer ici.
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