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Introduction

«[...] ce n'est qu'en donnant droit de cité a des élé-
ments formels que plusieurs branches de I’Analyse
ont pu avancer».

(VoLTERRA, Legons sur la composition)

Le fait que toutes les fonctions ne soient pas dériva-
bles est a 'origine d’une grande partie des complications
que l'on trouve dans l’analyse réelle. La critique des
fondements, entreprise surtout vers la fin du siécle xix,
a conduit a une délimitation précise entre ce qui est permsis
et ce qui est défendu. Mais le perfectionnement logique
a entravé en quelque sorte l'imagination créatrice, et ce
sont les «esprits indisciplinés» — surtout des physiciens,
insoucieux de la rigueur mathématique et orientés plutot
vers la nature des questions concrétes —qui ont con-
tribué, d’une fagon plus efficace, a I’élargissement des
cadres. Le calcul symbolique des électriciens, la méca-
nique ondulatoire, etc. ont introduit des étres bizarres
(comme la fonction ¢ de Dirac et ses dérivées), dont la
définition mathématique était dénuée de sens, mais qui,
tout de méme, servaient de base a des méthodes fruc-
tueuses. «Quand une telle situation contradictoire se
présente» dit M. L. Scuwarrz dans l'introduction de son
ouvrage [17]("" «il est bien rare qu’il n’en résulte une

(*) Regu le 2 octobre 1954.
(**) Les numéros entre crochets se rapportent a la Bibliographie,
qui se trouve 2 la fin de ce mémoire.
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théorie mathématique nouvelle qui justifie, sous une
forme modifiée, le langage des physiciens; il y a méme
la une source importante de progrés des mathématiques
et de la physique».

La théorie des distributions de SciwarTz n’a pas per-
mis seulement de donner une justification compléte a ces
procédés audacieux: elle englobe et précise, en méme
temps, des conceptions hétérogénes qui poussaient, d’une
fagon plus ou moins affirmée, souvent incorrecte, dans
plusieurs domaines des mathématiques: théorie des équa-
tions aux dérivées partielles, théorie de la série et de
l'intégrale de Fourier, topologie algébrique, etc. (voir [17],
introduction). Elle s’impose donc comme une nécessité
historique, et c’est ce qui explique, en partie, son rapide
succes, surtout parmi la jeune génération.

La notion de distribution généralise la notion de fonc-
tion, comme, par exemple, la notion de nombre complexe
généralise celle de nombre réel. Il s’agit la de phénomeé-
nes trés semblables. Lorsqu’une opération est impossible
en certains cas, il y a une tendance naturelle a4 enfreindre
l’ordre établi, en continuant a opérer formellement, sui-
vant des régles de calcul qui sont valables (parfois avec
des restrictions) dans le domaine classique. Cela peut ne
conduire a rien d’autre qu’a des erreurs ou des contra-
dictions; mais, quelques fois, on parvient de cette
maniére a un ordre nouveau — plus riche et plus har-
monieux.

Pour construire une théorie des nombres réels ou des
nombres complexes, on peut suivre plusieurs orientations:
il y a pour cela des méthodes synthétiques, des méthodes
analytiques et des méthodes axiomatiques.

Pour construire sathéorie desdistributions, M. ScHwartz
a choisi le point de vue fonctionnel (que l'on pourrait
aussi nommer synthétique): il présente les distribu-
tions comme fonctionnelles linéaires continues dans cer-
tains espaces de fonctions indéfiniment dérivables. Mais,
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en vérité, les premiéres tentatives pour créer une théorie
des distributions suivent l'orientation formelle ou axio-
matique, d'une fagon plus ou moins consciente. A propos
des méthodes de BocHner dans l'étude de l'intégrale de
Fourier, ou «l'introduction des distributions est inévitable,
sous une forme directe ou camouflée», Scuwarrz observe
(loc. cit.): «Les «distributions» de BocuNer sont, au fond,
définies comme dérivées de fonctions continues n’ayant
pas nécessairement de dérivée usuelle; notre théoréme
XXI du chapitre III exprime justement qu'une distribu-
tion est, localement, une dérivée d’'une fonction continue.
Il nous parait bien préférable d’avoir cette propriété
plutdt comme théoréme que comme définition (a cause de
I'indétermination de l'ordre de dérivation et de la fonc-
tion continue, surtout pour plusieurs variables)».

Eh bien, nous nous proposons de donner ici une défi-
nition du concept de distribution, au moyen d’un sys-
teme d’axiomes, qui revient a concevoir une distribution,
au point de vue local, précisément comme une «dérivée
formelle» d’une fonction continue. On verra par la suite
comment il est possible d’obvier a l'inconvénient de
I'indétermination, signalé par M. Scuwartz. On réussit
alors, il nous semble, a rendre plus accessibles les fon-
dements de la théorie et on obtient une méthode plus
directe pour s’attaquer a plusieurs problémes.

Il faut remarquer que la possibilité d'une construction
directe, purement formelle, de la théorie des distributions
avait déja été indiquée par M. H. Koxic dans sa These,
[14]) Toutefois ce travail, tout en étant décisif, n’est pas
encore définitif, dans cette ligne de recherches qu’il a
ouverte d’'une fagon remarquable. En effet, M. Konic ne
donne pas une vraie axiomatique des espaces de distri-
butions (c’est-a-dire, un ensemble d’axiomes définissant
ces espaces a moins d’un isomorphisme), bien qu’il ait
déja tous les éléments pour le faire: il construit, pour
chaque ouvert Q de R”, une structure formelle munie de
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notions de «somme», «dérivées» et «limites de suites» et
il démontre que cette structure est isomorphe a I’espace
des distributions dans Q. D’autre part, 'étude topologi-
que de ces espaces n’est pas encore approfondie dans [14],
ce qui ne permet pas de voir la possibilité de refaire
entierement la théorie des distributions, d’aprés ce point
de vue.

Notre idée initiale a été indépendante de celle de
Ko6niG, mais il faut bien dire que la lecture de son travail
nous a influencé en plusieurs points; d’ailleurs, bien que
nos méthodes soient différentes, la source en est la méme:
elles sont directement suggérées par l'ceuvre de M.
Scuwartz. En vérité, on ne fait que renverser l'ordre
logique établi dans [17], en choisissant pour points de
départ certaines propositions qui, dans cet ouvrage, se
présentent comme des théorémes, des résultats: M. Konig
s’est inspiré au th. XXX, tandis que nous avons choisi le
th. XXI (déja cité) et le principe du recollement des
morceaux (th. IV).

Le principe heuristique qui nous a guidé dans les
recherches est celui de la conservation des regles de
calcul. Soient f,g,--- des symboles de fonctions conti-
nues de # variables réelles, définies dans un intervalle Q
de R*; si 'on se tient a la définition habituelle de déri-

vée, les expressions ()—f, ﬁ, g ,-++ D'auront pas
0%’ %% dxy 0w,

de sens en général. Mais on trouve une situation analogue
a propos de l'expression Va, qui n’a pas de sens, dans le
domaine réel, pour @< 0; et on sait que, si 'on opére sur
les expressions de ce type suivant les régles usuelles
(avec quelques modifications en ce qui concerne les radi-
caux), on n’arrive jamais a une contradiction: c’est la
lorigine du concept de nombre complexe.

De méme, on peut opérer sur les dérivées formelles
suivant certaines régles («la dérivée d’'une somme est.la
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somme des dérivées», «il est permis d’intervertir I’ordre
des dérivations», etc.), sans jamais se heurter a une con-
tradiction. Seulement, pour que ce calcul puisse étre
utile, il faut choisir une définition convenable d’égalité
pour les dérivées formelles (ou mieux, d’équivalence, pour
les expressions considérées). D’abord, on doit rappeler
que, pour chaque fonction continue f et chaque indice 7,
il existe une infinité de fonctions F telles f=D..F (au
sens usuel), deux d’entre elles différant toujours d’une
fonction indépendante de «x;. Alors, si 'on a, par exemple,
deux symboles de dérivation D.,,D.,, avec i~ £, et deux
fonctions continues f,g, il sera toujours possible de
trouver deux fonctions F, G, telles que 1’on puisse écrire,
formellement, D,, /=D, D, F, D,,g=D,,D,, G. En rai-
sonnant de la sorte, on s’aperc¢oit que, en général, deux
dérivées formelles peuvent toujours étre ramenées a la
forme de dérivées avec un méme symbole composé de
dérivation. (On observe un fait semblable avec les frac-
tions numériques: deux nombres rationnels peuvent tou-
jours étre représentés par des fractions avec un dénomi-
nateur commun. Cette analogie n’est pas accidentale:
elle nous a fourni les premieéres intuitions décisives;
nous avons pris pour modele la théorie analytique des
nombres rationnels). Considérons le symbole composé de
dérivation DP=DZ' D% ... DZ". Sil’on veut que les régles
usuelles soient conservées, on devra considérer DP f—
—DP g, si (et seulement si) D?(f—g)=0. On est donc
ramené 2 fixer, pour chaque #-uple p d’entiers, I’ensemble
des fonctions continues 6 vérifiant DP8=0. Il n’est pas
difficile de voir que cet ensemble [que nous désignons
par N (DP)) doit contenir toutes les fonctions de la forme
(1.1) (§ 1, n.° 1); d’autre part, il est naturel de se borner
a ces fonctions. Avec le choix des ensembles N (DP), le
critere d’égalité pour les dérivées formelles reste fixé et
on obtient les premiéres distributions dans l’intervalle
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Q de R”, sous la forme de classes d’équivalence d’expres-
sions du type considéré O,

Mais il faut que les distributions ressemblent le plus
possible aux fonctions — spécialement aux fonctions indé-
finiment dérivables. On définit une fonction dans un
ouvert & de R*, en faisant correspondre un nombre a
chaque point x de Q. Cela n’est plus possible, en général,
pour les distributions. Mais on peut se demander ce que
doit devenir une distribution T dans un voisinage V, de
chaque point x de son domaine QQ — c’est-a-dire, ce que
I'on doit entendre par restriction de T a un intervalle
Q*cQ. Or, il est déja possible de définir, d’'une fagon
assez naturelle, un concept de restriction d’'une distribu-
tion, en exigeant que certaines régles soient conservées,

spécialement celle-ci: «La restriction d’'une dérivée DP est

la dérivée DP de la restriction». Et finalement, pour rap-
procher le concept de distribution de celui de fonction, on
est porté a introduire la regle suivante, que M. ScuwarTz
a nommé suggestivement le principe du recollement des
morceaux: «On définit une distribution T dans un ouvert
Q de R”, lorsqu’on fait correspondre, a chaque point x
de Q, une distribution T, définie dans un voisinage V,
de x, de fagon que ces distributions coincident dans les
parties communes de leurs domaines; la restriction de T
a V, sera T, pour tout x e Q». Mais alors une distribution
dans Q ne sera plus, en général, une dérivée d’une fonc-
tion continue dans Q! Seulement dans un voisinage con-
venable de chaque point de Q on laissera subsister cette
propriété.

Voila, en peu de lignes, la génese de l'axiomatique
que nous présentons au n.° 14 et que ’on pourra lire tout

(1) Cette deéfinition d’égalité ne figure pas d'une fagon explicite,
dans l'ouvrage de ScawarTz. Mais les ensembles de fonctions que
nous désignons ici par la notation N (DP) jouent déja un role essentiel
dans la Theése de Kénia.
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de suite, sans préparation. Il est a souligner que, dans
cette axiomatique, on n’a employé aucune structure topo-
logique des espaces de distributions. Pour définir le con-
cept de distribution on n’a besoin que de considérations
algébriques.

Il s’agit la, tout d’abord, d’un probléme d’extension
algébrique, que ’'on est induit a poser et a résoudre sous
une forme tres générale, suivant les méthodes de 'algebre
abstraite. Cela explique l'orientation que nous avons
choisie, le caractére abstrait des considérations des
n.°s 1, 2, 5 et 7. Nous aurions pu rendre beaucoup plus
breve la rédaction du § 1 (et d’'une partie du § 2), si nous
avions renoncé a cette généralité. Mais nous avons pré-
féré cette orientation, d'une part, parce que nous l'avions
suivie effectivement dans nos recherches, et d’autre part,
parce qu’'on ne sait jamais si d’autres applications ne
seront pas possibles.

Le résultat central est le théoréme 1, qui, en parti-
culier, sert a justifier le calcul des dérivées formelles que
nous avons esquissé ci-dessus (distributions d’ordre fini)..
Ensuite, le besoin de définir la notion de restriction nous
a conduit, dans le méme ordre d’idées, au théoréeme géné-
ral d’homomorphisme (th. 2). La notion de limite projec-
tive algébrique de groupes (n.° 7) a été introduite pour
définir la notion de distribution d’ordre arbitraire (fini
ou infini), dans un ouvert quelconque de R”. Enfin, la
notion de produit multiplicatif est définie au n.° 9 d’une
facon formelle, d’apres les idées de Konig dans [14].

Dans le § 2 nous étudions le probléme de l’introduc-
tion de topologies convenables dans les espaces de dis-
tributions et nous obtenons des résultats qui nous sem-
blent essentiellement nouveaux. M. ScuwaRrTz avait intro-
duit, dans l'espace (D') des distributions dans R*, la
topologie forte par rapport a l'espace (D), des fonctions
indéfiniment dérivables a support compact, dont (D) est
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le dual; il ne s’est pas préoccupé de définir cette topo-
logie directement, sans recourir a 'espace (D). Mais dans
[17] il donne des critéres directs pour les limites des
suites et une caractérisation des ensembles bornés dans
(D). Avec ces ressources et quelques résultats contenus
dans le mémoire [10] de DieunoNNE-ScHuwarTZz (prop. 14 et
th. 5) il ne manquait plus rien pour la définition directe
de cette topologie, si ce n’est le concept général de limite
inductive d’espaces localement convexes, qui a été con-
sidéré seulement plus tard.

Pour introduire et étudier la topologie des espaces de
distributions, nous utilisons un résultat (th. 7) que nous
avions déja signalé dans [20], a propos de certains espa-
ces fonctionnels analytiques, trés semblables aux espa-
ces de distributions €.(A) ici considérés. Le th. 7, avec
le théoréme de Ascor sur les familles de fonctions équi-
continues, nous donne la clef de la question topologique
dans les espaces de distributions.

En particulier, nous montrons (n.° 20) que la considé-
ration des limites de suites est suffisante pour détermi-
ner la topologie de ces espaces (prop. 18 et son corollaire).
Cette remarque nous semble assez importante, puisque,
pour les applications, on pourra se borner a la notion de
limite d’une suite, plus accessible aux techniciens que
celle d’un filtre convergent quelconque, employée par
M. ScHWARTZ.

Enfin, dans le § 8, nous cherchons les espaces duals
topologiques des espaces de distributions et nous retrou-
vons les espaces de fonctions indéfiniment dérivables
d’ou M. ScHwartz est parti pour construire sa théorie.
A cet effet, nous employons des méthodes parfaitement
analogues a celles que nous avions déja suivies dans
notre systématisation de la théorie des fonctionnelles
analytiques (voir [19]) et qui peuvent également servir
pour la recherche des applications linéaires continues
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d’'un espace de distributions dans un espace localement
convexe quelconque. Cette recherche est en rapport
direct avec 'étude des noyaux distributions (voir [18]) et,
en particulier, avec le concept de produit de composition.
Nous indiquons aux n.°s 21, 22 et 25 les premiers résultats
dans cette direction. Il s’agit 1a essentiellement de carac-
.tériser certaines fonctions indéfiniment dérivables, a va-
leurs dans un espace fonctionnel donné. Avec cette orien-
tation, l'analogie entre la théorie des distributions et la
théorie des fonctionnelles analytiques se réveéle tres
étroite, plus encore que l'on pourrait l'imaginer apres
les travaux [15], [16], [18], [22] et [23], de KOTHE, GRro-
THENDIECK, SiLva Dias et TiLLMANN.

Mais il y a plusieurs classes importantes de distribu-
tions (distributions a support compact, distributions
bornées, distributions tempérées, etc.), comme il y a plu-
sieurs classes de fonctions (fonctions continues, fonctions
a carré sommable, etc.). Et, pour chacune de ces classes
de distributions (comme pour chacune de ces classes de
fonctions), il existe une structure topologique, spéciale-
ment indiquée. Il s’agirait donc, maintenant, de faire
I’étude directe de ces espaces particuliers de distributions,
dont M. ScHwartz a fait des applications profondes. Nous
nous bornons a esquisser cette étude pour les espaces de
distributions a support compact (n.° 26).

Il reste aussi a examiner le cas des distributions dans
une variété indéfiniment différentiable quelconque. Nous
croyons que, dans ce cas, on devra faire un usage plus
étendu du principe du recollement des morceaux, avec
les méthodes de la topologie algébrique.

Nous tenons a remercier ici vivement Monsieur G.
KotHe de l'aide précieuse qu’il a bien voulu nous préter,
soit en nous faisant connaitre la These de Konig apres
que nous avons obtenu nos premiers résultats, soit en
nous renseignant sur plusieurs points de la théorie des
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espaces localement convexes, soit encore en acceptant de
faire la revision critique de notre manuscrit, qui a pu
étre amélioré en plusieurs points aprés ses remarques,
surtout dans ’analyse logique du n.° 14.

Nous tenons aussi a remercier vivement Monsieur
L. Scawartz des renseignements et des conseils éclairés
qu’il a été bien aimable de nous donner. Cest lui qui,
dans une lettre, nous a suggéré le «recollement des mor-
ceaux» comme moyen pour gagner les distributions
d’ordre infini en partant des distributions d’ordre fini.
Nous avions essayé de le faire par complétion topologi-
que, ce qui est possible, mais moins naturel.

§ 1 —L'extension algébrique

1. Préliminaires — D’une fagon générale nous adoptons
ici la terminologie et les notations de l’école Boursaki
(cf. [2], (8], [4], [5], [6] et [7]). Mais nous avons essayé
de réduire l'étendue des connaissances nécessaires au
préalable. D’ailleurs, la nature spéciale de ce travail
exige quelques considérations préparatoires.

a) Soit ® une application d'un ensemble A sur un
ensemble B et soit  un élément de B. Nous désignerons
par ®-Y () l'image réciproque de v par ®, c’est-a-dire
I’ensemble de tous les éléments » de A tels que @ (#)=v.
Analoguement, si C est une partie de B, nous désignerons
par D (C) l'image réciproque de C par @, c’est-a-dire,
la réunion de tous les ensembles ®(-"(z), avec veC.

b) Soit E un ensemble quelconque et soit A un
ensemble d’applications de parties de E sur E. Pour tout
élément ® de A, nous poserons E ;=) (E) et nous
dirons que E; est le domaine de .
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Etant donnés ®,¥eA, l'expression ® (¥ (#)) n’aura
de sens que si #ueEy et ¥ (#)e E;,. Nous désignerons par
Eyy lensemble des éléments ne E vérifiant ces deux
conditions, c’est-a-dire, nous poserons

Egy =YV (Ey),

et, cet ensemble n’étant pas vide, nous appelerons pro-
duit de ® par ¥ l'application u -~ @ (¥ (#)) de Egy sur E,
que nous noterons ®¥. Il s’agit donc ici d’un cas spécial
de la notion de produit de deux applications, ou il faut faire
attention. Ce produit est encore associatif: (P¥)0=90(¥0),
quels que soient ®,¥,®e A. Deux applications ®,¥eA
seront dites permutables si 'on a V=Y, ce qui exige
en particulier Epy—=Ey, .

c) Il est nécessaire aussi de préciser la notion de
prolongement d’une application. Considérons deux ensem-
bles E, F tels que ECF et soit ® une application d’une
partie E; de E sur E. Alors:

DermniTion 1. Nous disons qu’une application & de F

dans F est un prolongement de ® a F, si 'on a & (u)=®(u),
pour chaque # e E,.

Dirmvition 2. Nous disons qu’une application ® de F
dans F est un prolongement strict de ® a F, si 'égalité

v — ®(u), pour u,v e E, est équivalente a 'égalité v—=(u).

Naturellement, un prolongement ® de ® a F ne sera
pas un prolongement strict, si (et seulement si), il existe

au moins un élément  de E tel que ® () eE, avec u ¢ E,.

d) Nous aborderons, maintenant, sous un angle parti-
culier, le probleme que nous étudierons en détail au n°
suivant. Soit E un groupe abélien, noté additivement et
soit A un ensemble de homomorphismes de sous-groupes
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de E sur E. (Dans la suite nous désignons par le sym-
bole 0 I’¢lément nul dans tous les groupes additifs que
l'on aura a considérer). Le domaine E; de chaque opéra-
teur ®e A sera donc un sous-groupe de E et on aura

S+ v)=>(#) + ®(v), quels que soient u#,veEy.

Il est évident que le produit de deux opérateurs ®,¥ e A
sera encore un homomorphisme d’'un sous-groupe de
E sur E.

Pour tout ® € A nous poserons

N (®) =90V (0) (noyau de D).

Supposons en outre que, pour tout ®e A et tout Ve A,
on a encore P¥ e A (c.a.d., que A est un semi-groupe) et
QY =Y (c.a.d., que le semi-groupe A est abélien). Suppo-
sons enfin que A contient 'opérateur identique, I. Dans
ces conditions, nous nous poserons le probléme suivant:

Construire un sur-groupe E de E dans lequel on puisse
dé finir, pour chaque application ®e A, un prolongement.
®de ® a E, de facon que: 1) ® soit encore un homomor-
phisme (donc, un endomorphisme de E); 2) 0¥ — V¥,
quels que soient ®,¥YeA.

Le probléme admet une infinité de solutions; mais il
deviendra déterminé, a moins d’un isomorphisme opéra-
toire @, s’il on y adjoint les conditions suivantes: 3) pour
tout élément u de E il existe un ueE et un ®e A, tels que
u—9(u); 4) si ®(u)=0, avec ue E, alors ®(u)=0; c’est-a-
-dire, EN N (®)=N(®). La condition 4) est équivalente a
celle-ci:

) Etant donnés deux groupes E,, E,, munis d'un systéme
commun A d'opérateurs @,¥,---, on appelle isomorphisme opéra-
toire de E, sur E, toute application biunivoque % de E; sur E, tel que
h(u+v)=h(u)+h (), (du)=>(hu), quels que soient #,veE;,deA.
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4') Pour tout ®e A, O est un prolongement strict de ® .

Drailleurs, si ces conditions sont vérifiées, on pourra
démontrer que l'on a précisément N ()= N (®).

Nous indiquerons ici une maniere de construire le
groupe E a partir de E et A, de facon que les conditions
1)-4) soient vérifiées. Mais nous n’entrerons pas dans les
détails, parce que cela devient superflu aprés l'analyse
qui sera développée au n° suivant.

Considérons l’ensemble A ><E de tous les couples
(®,u), avec PeA et ueE. Nous définirons dans cet
ensemble une relation o de la fagon suivante:

(@,u) > (¥,v) si, et seulement si, ¥ (1) — @D (v)c N (V) B,

On voit sans peine que cette relation est réflexive, symé-
trique et transitive—donc une rélation d’équivalence.
Notre ensemble E sera précisément I’ensemble quotient
de A< E par cette relation d’équivalence; nous désigne-
rons par [®,x] 'élément de E déterminé par le couple
(P,u), c’est-a-dire, la classe de tous les éléments de AX<E
équivalents a (®,#). Mais, pour que la condition ECE
soit vérifiée, il faut encore identifier chaque élément «
de E avec I’élément [I,u] de E.

Dans I'ensemble E nous définissons une addition de la
maniére suivante:

[(@,u]+ [V,v]=[®Y,u* +2*], avec u*e ¥ (u),v* e PN ().

On démontre sans peine que I’ensemble E est un groupe
abélien, qui admet E comme sous-groupe.

() Etant donnés deux parties A,B d'un groupe additif E nous
désignons par A +B (resp. A —B) I'ensemble des éléments % +v
(resp. #—v) de E, avec #eA, veB. Etant donnés deux ensembles
M, N quelconques, nous désignons par M ~ N le complémentaire de N
par rapport a M, c.a.d, I'ensemble des éléments de M n'apparte-
nant pas a N.
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Enfin, nous définissons pour chaque ® e A, une appli-
cation ® de E dans E, par la formule

(¥, u] = [0V, u]

et il est aisé de voir que les conditions 1), 2), 3), 4) de
notre probléme sont toutes vérifiées avec cette définition.

e) Le résultat précédent s’applique, par exemple, au
cas ou E est le groupe additif des fonctions f(x), réelles
ou complexes, continues dans R!, et A le semi-groupe
multiplicatif des puissances D° D!, ... , D>, ... de l'opéra-
teur D de dérivation. Le domaine de D™ est constitué
par les fonctions m fois continament dérivables, tandis
que le noyau N(D™) est [‘ensemble des polynomes en x de
degré in férieur a m. Dans ce cas on obtient, par extension
de E, 4 moins d’un isomorphisme opératoire, le groupe des
distributions d’ordre fini sur R\

Soit maintenant E le groupe des fonctions f(x)=
= f(%1,--+,%,), réelles ou complexes, continues dans R”,
avec n»>1, et soit A le semi-groupe engendré par les
opérateurs de dérivation partielle

Dxn Drn"'; Dxn-

Ces opérateurs ne sont pas permutables, deux a deux,
puisque, par exemple, si f(x) se réduit a une fonction de
la seule variable x;, qui n’admette pas de dérivée au sens
usuel, on aura D, D,, f(x)=0, tandis que D,,D. f(x)
n’existe pas. Le résultat précédent n’est donc plus appli-
quable tel quel et, si Fon veut le généraliser de facon que
les opérateurs prolongés deviennent permutables deux a deux,
on doit renoncer a la condition que les prolongements des
opérateurs donnés soient tous des prolongements stricts.

Mais remarquons que, pour chaque opérateur D,,, on
peut choisir un inverse a droite ¥.,, donné par
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DSV =[, [y, b, apayooe, ) dEs
et que 'on a
8x By =0y, Bx;, quels que soient 7,7—=1,...,7.
Plus généralement, chaque opérateur différentiel
D DI:... DI

ou py,---,p, sont des nombres entiers, admet l'inverse
a droite

o ob... g

et il est évident que les opérateurs intégraux de cette
forme sont permutables deux a deux. D’autre part, ’opé-
rateur différentiel ci-dessus considéré a son noyau contenu
dans la classe des fonctions 9 du type

pi1 pe-1 pn71
(1.1) 8= 2 271, () + 2 K72, () + -0 + 2 7, (%),

ou y;,,(x) est une fonction continue dans R”, indépendante
de x;(1=1,2,-..m;v=0,1,... p;—1).

Voila les données concrétes qui nous ont guidé dans
les recherches, dont les résultats sont exposés par la suite.

2. Lle théoréme général d'extension algébriqgue — Soit de
nouveau E un groupe additif abélien et soit A un semi-
-groupe multiplicatif (mais non nécessairement abélien!)
de homomorphismes de sous-groupes de E sur E.

Reprenons le probléme de l'extension algébrique sous
la forme suivante:

Plonger le groupe E dans un groupe E, dans lequel on
puisse définir, pour chaque ®e A, un prolongement ® de ®
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a E, de facon que @ soit un endomorphisme de E et que I'on
ait OV =0V =V, quels que soient ®,¥YeA.

Supposons d’abord le probléme résolu et posons, pour
tout PeA:

(2.1) N(®)—=E n N (@),
ot N () est le noyau de &. Alors, on doit avoir
(2.2) N(@¥)=NWo) o> o-(N(¥)) + Yed(N(®)+N(@)+N(w).

(2.8) Si v=0(u) et ueN((D‘I’), alors veN(‘I’).

Pour établir (2.2) il suffit d’employer la permutabilité

des opérateurs ®,¥ et d’appliquer ® ¥ a la derniere
expression, en tenant compte de (2.1). Quant a (2.8), il
suffit de remarquer que ¥ (o) =® ¥ (), si v =9 ().

Les conditions (2. 2) et (2. 3) sont donc nécessaires pour
que le probléme soit possible. Il s’agirait maintenant de
chercher d’autres conditions, jusqu’a trouver un ensemble
de conditions suffisantes.

Nous renoncerons a résoudre la question en toute
généralité et considérerons d’abord quelques circonstan-
ces particulieres qui peuvent se présenter dans l'étude
du groupe E, muni du semi-groupe A d’opérateurs (homo-
morphismes de sous-groupes de E sur E).

Etant donnée une famille |Bilier d’éléments de A,
nous dirons que ces élément emgendrent ou sont des
Sénérateurs de A, si tout ®eA est égal a un produit
dont tous les facteurs (en nombre fini) soient des éléments
de cette famille, éventuellement répétés. D’autre part,
nous dirons que les B; sont indépendants, si les semi-
-groupes engendrés par deux sous-familles disjointes
quelconques de |B;| sont aussi disjoints.
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Prorosition 1. Supposons que A admet un systéme fini 4)
de générateurs B, Bz, ---, B, indépendants, tel que I'on puisse
faire corvespondre a chacun des B; un endomorphisme Y;
de E qui soit un inverse a droite de B;, de facon que
Y.Y;=Y;Y: quels que soient i,7=1,2,... ,n, e que
B:Y;u=Y;Biu, pour i+ j,ueB{V(E). Dans ces condi-
tions, on peut associer @ chaque opévateur ®e A un (et un
seul) inverse a droite O de O de telle sorte que lon ait:

I) (<I>‘lf);1 — V] o — ! ‘l’;l, quels que soient ®, Ve A
Iy Si®=B;alors ¥;'=Y, (=1,2,-.-,n).

Chaque opérateur 7' admet alors une représentation
unique du type

O =YY YD

Pour la démonstration, il suffit de remarquer que, si ®
s’exprime en fonction des B; par un produit P(B,,-..,B.,),
dont p; facteurs soient égaux a B, p; facteurs égaux a
Bs, .-+, pu facteurs a B,, on doit avoir ®;' =Y Y%... Y%,
d’apres I,) et I;). En employant la définition de «inverse
a droite» et la permutabilité des Y;, on reconnait aussi-

tot que ®9;' —I1. Supposons maintenant que l’on a aussi

O — YUY Y7,

() Les propositions que nous démontrerons relativement a des
systémes finis de générateurs peuvent se généraliser immédiatement
au cas des systémes infinis. Il va sans dire que, dans le seul cas con-
cret considéré par la suite, les B; deviendront les opérateurs Dx; de
dérivation, tandis que les Y; deviendront les opérateurs 3, d'intégra-
tion (sur R*). Mais, comme nous l'avons déja observé dans l'intro-
duction, nous ne savons pas encore si d'autres applications ne seront
pas possibles; et il se peut que I'hypothése d’une infinité de généra-
teurs indépendants ne soit pas dépourvue d'intérét (cas des distri-
butions sur un groupe topologique quelconque).
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Alors on aura
Bif‘ B;f"Yi” YZ"=I

et, si l'on pose Y —_II,B-% pour p;=q;, @=II,B# % pour
pi = q:, on en déduit, compte tenu de I'’hypotheése, que
Yu —Ou, pour chaque ueE,. Dautre part, ®;' étant
inverse a droite de B{'...Bf*, on voit de méme que
®Ou=Yu pour chaque #eEy. Donc, s’il n’était pas p,—gq;
pour tout #, les B; ne seraient pas indépendants. (On
exclut le cas trivial ou 'un de ces B; est I).

ProposiTioN 2. Si les hypothéses de la proposition 1
sont vérifides, on peut faire corvespondre a chaque opérateur

De A un (et un seul) sous-groupe N(®) de E de telle facon

que lon ait:

Ny N@¥)—&;' (N(¥)+ ¥ (N@)+ N @)+ N(¥),(®,¥eA).

N:) Si ®=B;, alors N(@)=N@)=0D(0) (i=1,2,...,%).
Dans ces conditions, si (Df{”=Y{” Y5 ... Y2, le groupe

N((D) sera constitué par tous les éléments u de E tels que

1 1 Pl
(2.4) u= Eo Yi(er,,) + EO Y (e,)) + - + §0Yn(e,,,v)

avec ¢;,,e N(B) (i=1,---,n;v=0,...,p,—1).

D’ailleurs on aura N (@) N(®) pour chaque PeA.

Démonstration. Supposons donnés les groupes N ()
vérifiant les conditions N;) et N;) et désignons par
K(p1,-++,p») 'ensemble des éléments » de E de la forme
(2.4) pour chaque détermination des exposantes py,--+, pu.

Pour montrer que, si ®;' = Y%'...Y%", on doit avoir
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N(@)—K(p.,---,ps), il suffit de montrer que l'égalite
N(@)=K (p1, -, ps) implique

N(Bi®)=(p1,-- s pity L+piypirty -y Pu),

quel que soit ¢=1,...,# (voir la note qui suit cette
démonstration). Supposons donc N(®)= K (p1,---,pn).

D’apres N,) et N;), les éléments de N(B;CD) doivent étre
tous ceux de la forme

Yiu+ 7' e; + o + ¢}, avec u,u'eN(tl)),e,-,eéeN(B,-).
En employant 'expression (2.4), on a

-1 pml pml
Yiu=2Yi(Yier)+ -4+ S Y @)+ -+ 2 Ya(Yien,,)
v=0 v=0

v=0

et, en tenant compte de l’hypothése formulée dans la
prop. 1, on voit que

B (Y;ek,v)=Y,- (Bkek,v)=0 pour Z:/:k.

D’autre part, on a
—1 : x ™ i— i+ "
D' e;==Y%¢;, avec ei=Y{ ... YET' YL ... Yire,

et on reconnait aussitdt que B,e;=0.

Maintenant il est aisé de voir que tous les éléments
de N(B,®) appartiennent a K (py, -+, pit, 14-pi, ity -+, Pn)
et, si I'on tient compte de l'arbitrarieté de u,#',¢;,¢;, on
voit de méme que, réciproquement, tous les éléments de
ce dernier ensemble appartiennent a N(B,-(D).

Par conséquent, si les conditions N;) et N;) sont rem-

plies, le groupe N (®) ne peut étre que l'ensemble



98 J. Sebastido ¢ Silva

K(p1--+,ps). Réciproquement, il est immédiat que, si 'on
construit de cette facon les groupes N (®), les conditions
N,) et N;) sont vérifiées.

La derniere partie de la these s’établit sans difficulté.

Note. Le semi-groupe A, dans ’hypotheése considérée,
posséde un principe d’induction finie qui peut s’énoncer
comme il suit: Si une propriété PB(®) est vraie pour
®—B;, quel que soit i—1,-..,n et si, d’autre part, L (?)
implique P(B:P) pour tout 7, alors P(P) est vraie quel
que soit PeA.

Observons encore que, dans la condition Nj), les opé-
rateurs ®;', V7' peuvent étre remplacés par les opérateurs
plurivoques @D, WD, puisque l'on a ¢V (u)— ;' (u) +
+ B0 (0) € 97 (u) + N @), pour tout #eE, et de méme
pour V.

Maintenant nous pouvons établir notre théoreme fon-
damental:

TueoreMme 1. Soit E un groupe additif abélien et soit A
un semi-groupe d’homomorphismes ®, V¥, ... de sous-grou-
pesde E sur E. On suppose vérifiées les conditions suivantes :

H)) A contient Uidentité, 1.

Hs) Pour chaque opérateur ®e A, on peut choisir un
inverse a droite 7' de ® qui soit un endomorphisme de E
et tel que (DY);'—@7' V' =V5' 07", quels que soient ®, Ve A.

Hs) A chaque opérateur ®e A, on a fait correspondre
un sous-groupe N(®) de facon que

Hy N@=iol.

HY) N(@¥)—oc (N () + ¥ (N (@) + N (9) + N (¥).

HY) Si v—®u ot ueN(®Y), alors ve N(V).
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Dans ces conditions, il est toujours possible (et d’une
seule facon, @ moins d’'un isomorphisme opératoire laissant

fixes les éléments de E), de construire un sur-groupe E de E
et de définir, pour chaque e\, une application ® de E sur E,
de sorte que les conditions suivantes soient vérifides :

P)) ® est un prolongement de ®, pour tout de A.

Ps) ®(u+0)—=®u)+ B(v), quels que soient u,veE,deA;

Py) OV —=0¥—¥®, quels que soient ®,¥eA;

P) En N@):N((I)), c’est-d-dive, on aura du—0 avec
ueE, siet seulement si ueN (®);

Ps) E est la fermeture de E par rapport aux opérateurs
prolongés 8,9, ..., cest-d-dire, pour chaque ue E il existe
un ueE et un ®e A tels que u—dv.

Démonstration. a) En premier lieu montrons que la

construction d’un groupe E avec les opérateurs @,V,...,
vérifiant les conditions indiquées ci-dessus, ne sera possi-
ble que d’'une seule maniére, 2 moins d’'un isomorphisme
opératoire laissant fixes les éléments de E. Supposons
que l'on a réussi a faire une telle construction. D’apres

P;), chaque ¢lément » de E peut se représenter sous
la forme

u—%u, avec ueE, DeA.

Soient alors #—®u, —=%v deux éléments de E,
avec u,veE, ®,WeA. Puisque E est un groupe on aura

®(u)—"¥(v) si et seulement si & (u) — ¥ (v)—0.
Mais, a cause de H;), on a

b (u)— V¥ () = 6‘1“1/;‘(“)—?@@;‘@),
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ou, en employant P,), Py), P3):
b () — ¥ (v) — OV [¥3' (u) — 93" (2)].
Par conséquent, d’apres P,), on aura
(2.5) ®(u)=¥(2) si et seulement si ¥5'(u)— ' (v)eN(@¥).

On a donc ici un critére d’egalité entre les éléments

de E, qui est parfaitement déterminé par la seule donnée
du groupe E avec les opérateurs A. Donc, si l'on se

donne un autre groupe E'a opérateurs &, ¥, ... vérifiant
les mémes conditions, on obtient une application biuni-
voque % de E sur E' en faisant correspondre a chaque
élément @« de E I'élément ®'u de E, on @ et &' désignent
les prolongements de @ respectivement a E et E'; et il
est évident que /4 laisse fixes les éléments de E. On voit
d’autre part, en tenant compte de P;), P;) et P;), que

(2.6) P (u) + ¥ () = OV [ V7' (») + 93" (v)]
2.7 D (F (u)) — OV (u)

et cela montre que les régles formelles pour effectuer

Uaddition et les opérations ® sur des éléments de E sont
déja fixées d’avance par la donnée du groupe E avec les

opérateurs A. Il en découle que l'application % de E

sur E', dont il est question plus haut, sera nécessairement
un isomorphisme opératoire ® (le seul existant), c’est-a-

-dire, on aura, quels que soient #,veE:

hu+o)y=h(u)+h(@), h@@w)=9 (@w).

(%) 11 est essentiel a la démonstration de désigner par des sym-
boles différents, d et @/, les prolongements de @ a E et E/, ce qui
exige un concept de «isomorphisme opératoire» un peu plus général
que le concept usuel [cf. (1)].
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b) Montrons maintenant qu’il existe au moins un
groupe E a opérateurs ®,¥, ..., vérifiant les conditions
indiquées. Les considérations développées dans a) nous
indiquent une maniére de trouver une solution (la seule
possible, a un isomorphisme pres). Nous pourrions pren-

dre comme éléments de E les classes d’équivalence déter-
minées parmi les expressions “® (#)” par la relation d’éga-
lité définie dans (2.5) et adopter (2.6) et (2.7) comme les

regles de l'addition et des opérations ® dans E. Mais il
est préférable de raisonner avec les couples (®,#) au lieu

des expressions “® (#)”, comme nous 'avons déja fait au
n° 1 (au fond c’est la méme chose sous une forme plus
nette et plus commode).

Considérons donc 'ensemble A><E de tous les couples
(®,u) et introduisons dans A><E une relation oo d’apres
la définition suivante:

(@, u)o(¥,v) si et seulement si V3'u—07'veN (V).

On doit démontrer que cette relation est une relation
d’équivalence. La réflexivité et la symétrie sont des con-

séquences immeédiates du fait que N (®) est un groupe,
pour tout e A, et que N (®¥) =N (¥®). Quant a la tran-
sitivité, supposons que (®,u)co(¥,2) et (V,v)0(0,w);
cela veut dire que

Vi'u —07'v e N@¥) et 0;'v —¥;'w e N(¥O);
on aura donc
07" (V7' u — 07 0)+ 97 (07' v—¥3' w)e 07 N(@¥)+07' N (¥0)
et par suite, en vertu de Ho),

V3 (07w — 07' w) e 07' N (0¥) 4 07' N (v0),

d’ot, en tenant compte de HY): ¥;' (07" u—®;' w) e N (9¥0)
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et, a cause de HY): 0;'u—&;'we N (00), c’est-a-dire,
(®,u)(0,w).

Cela étant, nous désignerons par [®,#] la classe de
tous les éléments de A ><E équivalents a (®,u) et par E
I’ensemble de toutes les classes d’équivalence [®,u].
Dans E nous définissons une addition d’apres la regle
suivante:

[q)»u]'l‘[ly)v]=[q>qf7qf;1”+(p;l7j]'

On doit démontrer d’abord que c’est la une opération
univoque, c’est-a-dire, que, si (®,u) > (?,%') et (¥,v) 0
~ (Y, 7"), alors

@Y, Y7'u + 7' 0) 0 (DY, 0" ' + ;' 0');

mais cela est une conséquence immédiate de Hy) et de HY),
Ensuite, on voit aussitdt que cette addition est une opé-
ration associative et commutative. Et comme, pour tout
deA, ona

(@,u] +[1,0] = [®,u], [®,u] +[—P,u] = [9% 0] = [I,0],

on voit de méme que cette opération est inversible. Donc,
E est un groupe additif abélien.
D’autre part on définit, pour tout ®e A, une applica-

tion © de E dans E, d’apres la regle

OP,u] —[PO,u].

Voyons d’abord que © est une opération univoque. Sup-
posons que (?,u)~o(¥,2), c.a.d. que ¥3'u — ®;'v e N(@Y).
Puisque, selon HY), 67 (N (dY)) c N (¢¥0), on aura:

(VO);' u — (00);' v e N (®¥O), c’est-a-dire (90, u) o (Y0, ).

Maintenant, si 'on observe que deux couples (®,%) et
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(¥, #) peuvent toujours étre remplacés par des couples,
OV, V7' u) et (PY,P;'v), avec le premier élément com-
mun, il est immédiat que I'application ® est un homo-
morphisme (endomorphisme du groupe E). On voit de
meéme que P¥ — OV —= ¥ &, quels que soient ®,¥eA.

Mais nous devons encore montrer que E peut étre
considéré comme un sur-groupe de E et que l'opérateur ®
est un prolongement de ®, quel que soit ®eA. A cet
effet observons que lapplication #-[I,«] de E dans E
est biunivoque, puisque [I,#]=[I,?] implique w=wv;
et on voit tout de suite que cette application est un iso-
morphisme. On peut donc identifier # avec [I, %], ce qui
rend E un sous-groupe de E. D’autre part, si I'on a v—u
dans E, on aura du—=9[I,u]—[®,u]—[1,2]; ® est donc
un prolongement de ® ®). On voit en méme temps que
[@,u]=Pu c’est-a-dire, que chaque élément de E estde
la forme ®x avec ueE, ®eA: la condition P;) est donc
vérifiée.

Il reste a montrer que la condition P,) est vérifiée.
Soit alors ®# =0 avec ueE; cest-a-dire, supposons que
[®,u#]=[I,0]; mais cela équivaut précisément a la con-
dition ue N (). —

Nous désignerons par A ’ensemble des opérateurs @
dont il s’agit dans cette démonstration. Nous pouvons
completer le th. 1 avec la

ProposiTioN 3. Tout opérateur ®e X est un application
de E sur E, c’est-a-dire, pour tout veE, Péquation Su=7
admet au moins une solution uye E. Les solutions de cette
équation sont alors précisément les éléments de ensemble

(6) Mais on ne peut plus garantir que ce soit un prolongement
strict.
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uo+ N(®). A leur tour, les éléments de N (@), solutions de
Pégquation homogéne ®u—o0, sont tous les éléments u de E
de la forme u—Ou, o © est un élément arbitraire de A
et u un élément arbitraire de N (90).

Soit en effet v—W¥o, avec veE, WeA. Alors une

solution de ®u—v sera uo—¥®z'v. Il est maintenant
immédiat que '’ensemble des solutions de cette équation

est #o+ N(®). Pour la dernié¢re partie de la proposition,
on peut raisonner de la facon suivante: soit # —®u une
solution de #%—0, avecueE, ®e A; alors on a ®Ou=0

et par suite ueN(CI)@), ce qui achéve la démonstration.

ProposiTioN 4. Supposons que les hypothéses de la prop. 1
sont vérifices et qu’il en est de méme pour les hypothéses du

théoréme 1, les groupes N(®) ayant été construits d’apreés
les conditions N,) et Ne) de la prop. 2. Alors, on peut affir-
mer que :

(2.8) Silon a B;(du)—o0, avec ue E, ©—B{'... B,
il existe un élément ¢; de E tel que B,;e;=0, du—P (YF e
(ft=1,---,m).

En effet, si 'on a B;@x)=0, avec ueE, on aura
ueN(®B)), et, si =B/ ...Bf", I'ensemble N(9B;) sera
constitué par les éléments # de E de la forme

pi—1 Pl
M=(v§0 Y:elv + +v§0 Y:, env) + th €y
avec B,—e,~=0 Blcekv:()’ (k:1, R ”=0) "'rﬁk_l)'

En appliquant & a cette expression, on obtient tout
de suite du—(Y/¢). —

Nous établirons maintenant une proposition qui joue
d’une certaine fagon le réle de réciproque de la précé-

dente et dont nous aurons besoin pour présenter 'axio-
matique des distributions d’une fagon plus naturelle:
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Prorosition 5. Soit E un groupe additif abélien, muni
d’'un semi-groupe N d’opérateurs, vévifiant les hypothéses de

la prop. 1, et soit E un sur-groupe de E, auquel ont ait pro-
longé chaque opérateur ®e N comme endomorphisme & de E,
de facon que OV =V —=V&. Alors, si la condition (2.8)
est vérifiée et que Pon ait construit les groupes N (@) d’apres
les conditions Ny) et Ny) de la prop. 2, on aura E N N($)=
—N(®) pour tout deA.

On peut raisonner par induction sur ®. La these est
vérifiée pour ®=1I1. Supposons maintenant qu’elle est
vérifiée pour un opérateur ® donné; nous montrerons
qu’elle est vérifiée encore pour l'opérateur B;®, quels
que soient ® et 7. En effet, soit (B;®)u—=0, avec ueE,
& —B#"... B{"; alors, d’apres (2.8), on aura du—&(Y? ¢;),
avec B;¢; =0, et, par suite, d’aprés ’hypotheése d’induc-
tion, ue Y¥e; + N(@), ce qui veut dire que EnN N(B;@) c
c N(B;®). D’autre part, il est immeédiat que N(B,-CD)C
cENN(B;®), méme sans (2.8) [cf. (2.1), (2.2)]. —

Nous avons vu que, si les hypothéses de la prop. 1
sont vérifiées et si les groupes N (@) sont construits
d’apres les conditions N;) et N;) de la prop. 2, les hypo-
theses du th. 1 sont aussi vérifiées, exception faite, even-
tuellement, de H;), Hj) et HY"). Le critere que nous allons
établir, relativement a la condition HY’), nous sera utile
dans la suite.

On appele projecteur défini dans le groupe E tout
endomorphisme P de E tel que P?=P. Le contredomaine
d’un projecteur P dans E est évidemment le sous-groupe
de E constitué par les éléments # tels que (I—P)u=0.

Prorposition 6. Supposons que les hypothéses de la prop. 1
sont vérifides et que l'on a construit les groupes N (®) d’apres
les conditions Ny) et Ng) de la prop. 2. Supposons en outre
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que, pour chaque indice i—1,---,n, et pour chaque exposant
p—=1,2,.-., il existe un projecteur P de E sur N(BF),
de telle facon que tous ces opérateurs soient permutables

deux a deux et que P sost permutable avec B, pour i+k.
Alors, quels que soient ®,YeA et u,veE, si v=V¥(u)

el ueN(CD‘{f), on aura 'ueN(CI)).
Il suffit évidemment de faire la démonstration pour

le cas ou ¥ est un des générateurs B,,.--,B,. Pour fixer
les idées, nous supposerons i— 1, dans le cas général,

la démonstration est tout a fait analogue. Soit ®=B{" - ..
... Bf et posons P®—I1—(I1—P{#)... (I —P?)); il est
aisé de de voir que P® est un projecteur de E sur N (@)=
—N(Bf")+ --- + N(B2"). Soit maintenant % un élément de
N(Bﬂb) appartenant au domaine de B, et posons v=DB,u.
On aura, d’une part, u—u, + us+-- - + u,, avec u, e N(BZ™),
u:e N(BY) pour 7=£1. D’autre part, en vertu de I'hypo-
thése on a

(I—P®) B, — (I—P{#) B, (I—P{*) ... I—P?") yu—
— (I—P®)B,u,—o0,

et cela veut dire que ve N(CD), c.q.f.d.

3. les distributions d'ordre fini sur un intervalle de R* —

Etant donnés deux points x — (w1, ey Xn)y Y = (P1yrey V)
de R*, on dit que x précéde y et on écrit x <y, si les
conditions x; < y; sont vérifiées pour /=1, ..., n. Soient

a et b deux points de R*; nous appelons intervalle fermé
d’extrémes a, 6 et nous désignons par [a,b] ’ensemble
des points x e R” tels que a = x < b; nous appelons inter-
valle ouvert d’extrémes a, 6 et nous désignons par Ja,b[,
I'intérieur de [a,b]. On peut considérer encore des inter-
valles a un extréme infini ou méme a deux extrémes
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infinis (par exemple, I'espace R”); alors, les intervalles
du premier type seront les intervalles bornés (d’adhérence
compacte).

Soit Q un intervalle quelconque de R*. Nous repré-
senterons par €(Q) la classe des fonctions complexes @
F(X)=f(%1,---,x2), définies et continues dans 'intervalle Q.
Dans € (Q) nous considérons d’abord seulement la struc-
ture de groupe additif abélien détérminée par l’addition
usuelle.

Si Q est ouvert, nous désignerons par % ou par D,

l'opérateur usuel de dérivation partielle par rapport a la
variable x; ({=1,...,n). Naturellement, 'opérateur D,,
définit un homomorphisme d’un sous-groupe de €(Q)

sur €(Q).

Si Q est fermé, nous considérons l'opérateur D,, défini
dans le sous-groupe de € (Q) constitué par les fonctions
qui admettent a l'intérieur de QQ dérivée partielle conti-
nue par rapport a x;, prolongeable comme fonction con-
tinue a Q. Donc, a chaque fonction fe € (Q) vérifiant ces
conditions, D,, fait correspondre la fonction ge € (Q), qui,
a Pintérieur de Q), est la dérivée partielle de f par rapport
of

a x;; et nous écrirons encore g=D,, f= S
i

Soit Q un intervalle quelconque de R” (ouvert ou
fermé). Choisissons, pour chaque 7=1,...,%, un hyper-
plan x;=¢,; de R* coupant Q) et posons

Be fO)= [ [ 1y, Ziay By %51, %) dEs, pour fe €(Q).

L’opérateur 3., est évidemment un inverse a droite de
D., et on a, suivant des théorémes classiques:

(M Pour fixer les idées nous considérons ici le cas des fonctions a
valeurs complexes. Mais tout ce qui sera établit par la suite est immé-
diatement applicable au cas des fonctions réelles.
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(8.1) By By = T By quels que soient 7,k=1,...,%.
(3.2 Tx, Dy, f=Ds, By, f, pour i==£ et s’il existe D, fe€(Q).

Nous adopterons encore les notations de L. Schwartz.
Etant donnée une #n-uple p=(p1,---,p») de nombres
entiers non négatifs, nous poserons

Qprtpate. +pn
DP — D2 D% ... DI —

oxl oxf* .- oxk

Pour toutes les déterminations possibles de p, les
opérateurs DP constituent un semi-groupe multiplicatif
d’homomorphismes de sous-groupes de € (Q) sur €(Q),
qui admet un systeme fini de générateurs indépendants ®,
constitué par les dérivations partielles D,,,---,D,, et par
l'opérateur identique [correspondant a p=(0,---,0)].
On voit aussitot que ce semi-groupe vérifie les hypo-
theses de la prop. 1. Construisons alors les groupes N(Dv)
d’apres les conditions N;), N,) de la prop. 6; en parti-
culier on aura N(I)zl(-l)(0)= {0}. Pour pouvoir appli-
quer le th. 1 il reste donc a2 montrer que ’hypothése HY')
est vérifiée.

A cet effet nous employerons la prop. 7. Pour chaque
indice 7 et chaque exposant p;, nous définissons I'opéra-
teur P de facon suivante: Soient a= (ai,---,a,) et
b=(b1,---,0b,) les extrémes de l'intervalle QQ; choisissons
dans lintervalle [a;,6,], arbitrairement, p; points dis-
tincts a1, a9, - -+, @, alors, pour chaque fonction fe €(Q)

p-1
il existe une, et seulement une, fonction 6; (x)= 2 ; y(x),
v=1

avec les coefficients y,(x) indépendants de x; et tels que

(8 Cela résulte de la théorie des équations différentielles.
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pi-1
f(xly cee W X1y kg Xitly oo )xn)E 2 a}k.yiv(x),
v=0

pour A=1,2,...,p;.
En effet, si 'on pose

f;'k(X)Ef(xly cee g X1y Xiky Xig1y o !xn)’

on aura, d’apreés la formule d’interpolation de LAGRANGE:

i (mi—at)e e (Xi— i) (Bi— oty ppr)» - - (Xi—tip;)

(3.3)  8:(x) =k§l (i —0tir)+ - (cti—tip1) (ctie—tigs1)* + + (@i —ip;) Jalx).
Nous désignons par P{? précisément l'application
[0 (=1,2,...,n), de €(Q) sur N (D#). On voit aussi-
tdt que ces applications sont des projecteurs. Montrons
qu’elles sont permutables deux a deux; nous le ferons
seulement pour le cas de deux variables, la démonstra-
tion dans le cas général étant essentiellement la méme.
Soit donc #=2 et posons ¥ =%, X2 =21y, ap=oy, dz;=

=Bj, pr=p, p2=q (k=1,...,p; j=1,---,9). Si l'on

p—1
pose P{? f(x,y)EvZ_Ox“ 7,(), cela veut dire que

(8.49) floN=70)+6n0)+ - +ay,,00),
k=1,2,...,p.

D’autre part, la fonction PYP{” f sera un polynome

-1 g-1

v
32 3 ¢, y
p=0 v=0 ¥

a coefficients ¢uy constants (indépendants de x,y), tel que

-1 g1 -1

2 ) CHvﬁ;x"'E 2 xv}'v(ﬁj), j=1,2’...,q.

=0 v=0 v=0
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On aura donc, a cause de (3.4):
-1 gl

E‘2=0 \EO va“}l:.ﬁ;' :f(“/,-vﬁj)i k=1)"')P; /.=1)"'rq'

On a ici un systéme de pg équations linéaires qui
permet de calculer les inconnues cuv & partir des valeurs
S, Bj), et il est évident que I'on parviendrait au méme
systéme pour déterminer les coefficients ¢,, du polynome
PP PY £. On a donc bien P P{?— P P,

Il reste a montrer que P¥) est permutable avec D,,
pour 7==%. Pour s’en convaincre, il suffit de remarquer
que, pour tout v, le coefficient y,»(x) de ' dans la fonction
6, — P{? f est, d’aprés (3.3), une combinaison linéaire a
coefficients constants des fonctions que l'on obtient en
remplacant x; dans f(x) successivement par o;i,as,- -, ap,.

On peut donc affirmer:

Toutes les hypothéses du théoréme 1 sont vérifiées si l'on
interpréte E comme €(Q) et A comme le semi-groupe des
opérateurs de dérivation, D°, avec N (D,)= N(D.,), pour
i=1,2,..-,n.

Cela étant, nous désignerons par €, (Q) le sur-groupe
de € (Q) vérifiant les conditions indiquées dans la thése
du th. 1 et construit suivant la méthode employée dans
la démonstration de ce théoréme. Chaque opérateur de
dérivation DP, considéré comme application d’'une partie

de €(Q) sur €(Q), aura donc un prolongement DP a
¢x(Q), qui sera un endomorphisme de € (Q). Quand il
n'y aura pas danger de confusion, nous employerons sim-

plement la notation DP au lieu de DP (en particulier D,,

. 0 .
au lieu de 5 > pour les opérateurs

1 12

au lieu de D, ou

de dérivation prolongés a €u(Q).
Nous appelerons distributions d’ordre fini dans Q les
éléments de €. (Q); si Q est compact, on pourra dire sim-
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plement «distributions dans Q», en ommettant le restric-
tif «d’ordre fini» qui devient superflue dans ce cas,
comme on pourra le comprendre par la suite. D’autre part,
si 'on a T=DPU, avec U,Te€u(Q), p=(p1,:++,pu), on
dira encore que T est une dérivée d’ordre py+ --- + pu de
la distribution U (au sens étendu), en particulier, si
T=D.,U, on dira que T est /a dérivée partielle (premiére)
de U par rapport a x;.

Par la suite nous désignerons par D lopérateur
D, D.,-...D.,, c’est-a-dire, nous posons

0 0 0
b= 0x, 0%z 0%,
D’autre part, pour chaque p=1,2,..., nous désignons

par €,(Q)’ensemble des distributions T telles que T=D?f,
avec fe€(Q). On aura évidemment

€(Q)=0&Q)-

Enfin, puisque, d’aprés ce qui précede, on aura D? f=D? g,
avec f,ge€(Q), si, et seulement si, f—geN(DP), on
voit aussitdt que 'homomorphisme f -~ D? f de €(Q) sur
¢,(Q) détermine un isomorphisme

S+ N (D) Drf

de €(Q)/N(D?) sur €,(Q).

4. Les distributions d'ordre fini comme dérivées de fonclions
localement sommables — Soit encore Q un intervalle quel-
conque de R”. Nous désignerons par L!'(Q) I'ensemble
des fonctions localement sommables dans Q, en considé-
rant comme identiques deux fonctions qui soient égales
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presque partout (c. a.d., différant au plus sur un ensemble
de mesure nulle) ®,

Dans L'(Q) nous envisageons d’abord seulement la
structure de groupe qui dérive de la notion usuelle
d’addition de deux fonctions.

Soit f un élément de L'(Q); alors, si 'on fixe un point
c=(¢1,-++,c,) dans Q, la fonction

(1) L= [T [ fC, By e B B dEe-e

sera un élément de € (Q); plus précisément, f* sera une
Sfonction absolument continue sur Q. D’ailleurs on aura

J 0 J

- 0X1 0X2 PP

f

au sens de la théorie des fonctions.
D’apres les conventions du n.° précédent, nous dési-
gnons par €:(Q) le groupe des distributions T tels que

T=Df avec fe€(Q). Or, on a Ia

PropositionN 7. [/ existe un isomorphisme x, et un seul,

de LY (Q) sur un sous-groupe de €,(Q), tel que »Df*—=Df*,

pour toute fonction absolument continue f*.

En effet, pour que la condition xDf*—=Df* soit véri-
fiée, I'application x doit faire correspondre a chaque fonc-
tion feL!(Q) une distribution T telle que T=Df*, ou f*
est une fonction absolument continue telle que f=D/f*
(au sens usuel). Mais, pour chaque f, il existe une seule
distribution T vérifiant cette condition. En effet, si 'on

(® Plus précisément, si I'on appelle équivalentes deux fonctions
qui coincident presque partout, L' (Q) sera I'ensemble quotient de
I'ensemble des fonctions localement sommables dans Q, par cette
relation d’équivalence.
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a f=Df"=Dfy, la différence f," — f2* sera une fonction
continue de la forme 2 7;(x) ou 7;(x) est une fonction
i=1

indépendante de x; appartenant a L!'(Q). Alors, si 'on
désigne par ¢=(c;,--+,¢,) un point de Q et si I’'on pose

8o =f1*—f2k, 0 (x) = 0, (X)—ek—l (xly"' yXk—1, Ck,xk+1,"~,xn)
pour kA=1,...,n,

on voit par induction que 6, (x) est une fonction continue
n
de la forme 2 yi(x), avec yix(x) indépendante de x; et
7=k+1

appartenant a L'(Q) (#=0,1,.-.,n—1; i=k+1,-..,n).
Il en résulte que 0,(x) est identiquement nulle. D’ailleurs,
il est évident que 6;_; (x)—0;(x) est une fonction continue
indépendante de x, (#=1,.--,%). Alors, puisque 'on a

S == (Bo—0) + (B1—B2) + -+ + (B,-1—0,) + 6,

il s'en suit que fi*—/f;*e N(D) et, par suite, Dfi*=Df>".
Le reste de la these est trivial. —

Cela étant, nous pouvons identifier chaque fonction

fe LY(Q) avec la distribution Df* on f* est une fonction
absolument continue telle que f=Df* (au sens usuel).

Observons alors que, € (Q) étant une partie de L(Q),
les éléments de €., (Q) sonmt les dérivées (au sens étendu) des
Sfonctions localement sommables dans Q. On voit d’ailleurs
que, pour chaque p= (pi,---,pn), lopérateur DP est encore
un prolongement de 'opération DP de dérivation, en considé-
rant DP comme application d'une partie de L' (Q) sur L'(Q),
définie de la facon usuelle.

Considérons par exemple la fonction de Heavisipe

H(x)={1 pour x;=0, j=1,-.-,n.

0 ailleurs
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Il est évident que si ¢ est un point de Q, la fonction
H(x —c) représente un élément de L'(Q) (nommé la
fonction de HeavisiDE relative au point c). La distribution

o 9 9

()x1 ()x2 ()xn

DH=

est appelée /a fonction de Dirac; on la représente par o.
Plus généralement, on nomme fonction de Dirac relative
au point ¢ la distribution D, H(x — ¢); on la représente
par d¢) ou méme par ¢(x—c), s’il n'y a pas danger de
confusion (car il s’agit d’'une distribution qui n’est plus
une fonction).

5. Le théoréme général d’homomorphisme — Pour établir
ce théoréme, nous utiliserons le lemme suivant:

Lemme. Soit E un groupe additif abélien et soit A un
semi-groupe multiplicatif d’homomorphismes de sous-grou-
pes de E sur E. St les hypothéses Hs), HY) du théoréme 1
sont vérifides, pour que lon ait Y (u) — OV (v)c N (DY)
avec u,veE et ®,VeA, il suffit qu’il existe au moins un
élément u* e YO (u) et un élément v*e O (v), tels que
u*—v*eN((D‘If).

En effet, si 'on a ®(u*)=u, ¥ (v*)=v, avec u* —v*e
e N (@Y), alors @ () =u*+d1(0), ¥ (v)=0*+ ¥ (0)
et, par conséquent

O (1) — WED () = u* —v*+-0ED (0) + WD (0) N (V).

TueoremMeE 2. Soient E, E* deux groupes additifs abé-
liens et A, A* deux semi-groupes multiplicatifs, constitués,
respectivement, par des homomorphismes de sous-groupes de
E sur E et par des homomorphismes de sous-groupes de E*
sur E* tels que:
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H,) Le semi-groupe A sur E et le semi-groupe A* sur E*
vérifient les hypothéses du théoréme 1.

Hz) 1/ existe un isomorphisme @ «-0* entre les semi-
-groupes A et A*.

Hs) On se donne un homomorphisme h de E dans E*,
tel que

8) h(Pu)=90*(hu) quels que soient ueE, deA.

HY) 2N (@)cN(@*%), pour tout deA.

Alors, si Pon construit le groupe E avec les opérateurs
O, ¥, ... et le groupe E* avec les opératewrs &%, ¥*, ...
d’aprés les conditions indiquées dans le théoréme 1, il est
toujours possible (et d’une seule maniére), de prolonger h

en un homomorphisme h de E dans E* tel que

h(@u)=0*(hu), quels que soient ueE, deA.

Démonstration. Remarquons d’abord que, s'il existe

un tel homomorphisme %, il est nécessairement donné
par la formule

(5.1) h(®u)=®" (hu) pour ueE, deA.

Maintenant, il faut montrer, en premier lieu, que
l'opérateur % ainsi défini est univoque, c'est-a-dire, que
l'égalité du=% v, avec u,veE, implique 2®u=/%¥v.
Supposons donc ®u=¥v; alors on aura

YD (4)— 06D (2) < N (DY),

D’autre part on a h(N(CD‘F))CN(CD*‘Y*), en vertu de HY).
Donc, si #'e¥) (%), v'e®-N(v), on doit avoir % (u')—
—h(v’)eN(‘D*‘Y*). Et comme, en vertu de Hj), 4u' e ¥*) (u),
hv' € @*CV (hv), on aura, d’aprés le lemme,
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WD) () — D*D (o) < N (0% W),

ce qui veut dire, d’apres (5.1), que 2®u—/%F 0.
Le reste de la thése est trivial.

Proposition 8. La condition HY) du théoréme 2 est impli-
quée par les autres hypothéses du méme théoréme, si le
semi-groupe N admet un systéme de générateurs indépendants

By, .--,B, et que l'on ait N(Bi)zBﬁ-'l)(O), i=1,---,m.

Il suffit d’employer le principe d’induction de A, en
observant que /4 (®Yu)c &Y (hu), quels que soient
ueE,deA.

ProposiTioN 9. Supposons que, les hypothéses du théo-
réme 1 étant vérifides, on a construit le groupe E d’aprés les
conditions indiquées dans ce théoréme. Alors, si I'on se donne
un anneau A d’endomorphismes o, ... de E, permutables
avec les éléments de A et tels que o« N(®)c N (®) pour tout
ae N et tout ®e A, il est toujours possible (et d’une seule
maniére) de prolonger chaque ae A en un endomorphisme
« de E permutable avec le prolongement & de chaque ®e A.
On aura en outre:

;\G/:;g) af‘l\'b:;‘l‘g'

Cette proposition est essentiellement un corollaire du
th. 2; dans ce cas particulier on a E*=E,A"=A. La
derniere partie de la proposition est triviale.

Notes—I. D’apres la prop. 8, la condition ««N(®)c N(®)
pour tout ae A» sera vérifiée, si le semi-groupe A admet
un systeme fini de générateurs indépendants By,...,B,
et que ’on ait N(B,):BE-_’)(O), i=1,...,m.

II. La prop. 9 nous intéresse en particulier dans le
casou A est un corps. Alors E peut étre considéré comme



Counstruction axiomatique de la théovie des distributions 117

un espace vectoriel sur A, tandis que A sera un semi-
-groupe multiplicatif d’applications linéaires de sous-espa-
ces vectoriels de E sur E; si, en outre, on identifie chaque

« avec «, £ sera encore un espace vectoriel sur A et A
un semi-groupe multiplicatif de applications linéaires de
I'espace E sur lui-méme. Tous les résultats précédents
restent donc valables, en remplagant partout «groupe
additif abélien» par «espace vectoriel», <chomomorphisme»
par «application linéaire», «<sous-groupe» par «sous-espace
linéaire». En particulier, s’il on effectue ces substitutions
dans le th. 2, on doit préciser que E et E* sont des espa-
ces vectoriels sur un méme corps A de scalaires.

6. La notion de restriction pour les distributions d'ordre fini
dans un intervalle — Pour introduire cette notion, nous
employerons le th. 2. Soient Q,, Q, deux intervalles quel-
conques de R” et supposons que Q:C Q. Nous désigne-
rons par pq,q, l'opération qui, a chaque fonction f(x)
définie et continue dans ., fait correspondre la restric-
tion f*(x) de f(x) a Q. Il est évident que pg,, est un
homomorphisme du groupe €(Q:) sur le groupe € (Q,),
permutant avec les opérateurs de dérivation, c’est-a-dire,
tel que

?0.0.(Dx, /) =Dz (p00. /),

pour toute fonction fe@(Q:) dérivable par rapport a
% ({=1,...,n). (Suivant l'usage, nous représenterons
chaque opérateur de dérivation par un méme symbole,
quel que soit le domaine fonctionnel considéré).

Cela étant, nous pouvons appliquer ici le th. 2
avec la prop. 8: 'homomorphisme pg,9, de €(Q) sur
€ (Q.) est prolongeable en un homomorphisme pg,o de
€0 (Qq) sur €u»(Qi), qui permute encore avec les opéra-
teurs de dérivation (prolongés). Nous écrirons simplement

00,0, 2u lieu de pg o, puisque il n’y a pas danger de confu-
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sion. Donc, a chaque distribution T e € (Q:), 'opérateur
00,0, fait correspondre une distribution T*e€u(Q1), que
nous nommerons la restriction de T a Q,. En tenant
compte du th. 2, on voit que, si T=D?f, avec fe€(Q),
on aura T*=D? f* ou f* est la restriction de f a Q.
En conclusion:

Dans le cas considéré, la notion de restriction pour les
distributions est dé finie (univoquement), de tel facon que la
restriction d’une dérivée de T est toujours égale a la dérivée
de la restriction de T.

Si 'on tien compte des notes précédéntes, on voit que
les opérateurs de restriction sont méme des applications
linéaires.

7. Limites projectives de groupes [sans topologie) — Nous
avons ici besoin d’un concept de «limite projective» un
peu différent de celui généralement adopté (cf. [24], pp. 24).
Soit J un ensemble ordonné(®® par une relation < (on
exige pas que J soit filtrant, et c’est ici qui se trouve la
différence par rapport a [24]). Supposons que 'on ait fait
correspondre, a tout 7€ J, un groupe (additif) E; et a tout
couple 7,7 tel que 7<;7, un homomorphisme 7%; de E;
dans E; de fagon que

hiw="hijhp pour 1 <j <k,

‘on dit alors que les groupes E; forment un spectre pro-
Jectif par rapport aux applications hi;.

(10) On dit qu'un ensemble A est ordonné, si I'on a défini pour
certains couples d’éléments x, ¥y de A une rélation x <y, telle que:
) si x<yet y<z,ona x<s5; II) si x<y et y<x, ona x=y
et réciproquement. On dit que l'ensemble ordonné A est filtrant a
droile (resp. & gauche), si, quels que soient x,y ¢ A, il existe ze A,
tel que x<z et y<2z (resp. & <x et 2<y). Un sous-ensemble A’
de 'ensemble ordonné A est dit co-fina/ dans A, si, pour tout x <A
il existe un x/ < A/ tel que x < «x/.
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Dans cette hypothése, désignons par E l'ensemble
des éléments #=—=|u;} du produit II E; qui vérifient la
ied

condition:
w; = hi;j(u;) lorsque 7<7.

En tenant compte du fait que les 4;; sont des homomor-
phismes, il est aisé de voir que E est un groupe par
rapport a 'addition définie dans le produit des E;:

utov=\u;+v}, si u=|u| et v=|v.

Le groupe E est est appelé la limite projective algébri-
que ou le groupe composé des groupes E; par rapport aux
applications /%,;. Nous désignerons par /%; 'homomorphis-
me de E dans E; qui fait correspondre a chaque élément
u=|u;{ de E la coordonnée 7 de x, c’est-a-dire, nous
poserons x; = /;(x); et nous dirons que %; est la i-projec-
tion de E. On aura évidemment A;= h;;h; pour i<j.

Tueoreme 8. Considérons deux spectres projectifs de
groups {Ei, hijlijeqy | By Ay fapese et sotent E, E*, respecti-
vement, leurs groupes composés. Soit d’autre part 8 une
application biunivoque de g sur J* telle que 8(2)<0(s), st
(et seulement si) i <j, et soit O; pour chaque i€ J, un homo-
morphisme de E; dans Eoq) tel que

(5.1) Oy =1y, ©;, pour A=0(i), p="0().

Alors, il est toujours possible (et d'une seule maniére)
de définir un homomorphisme O de E dans E* de facon
que h, ®=0;h; pour 1=10(7).

Démonstration. Si I'on veut que la derniére condi-
tion soit vérifiée, on doit avoir %, (Ou)=0,(4;u), pour
1=10(z), quel que soit ue E, et I’application ® de E dans E*
reste determinée, puisque l'on connait, pour tout ieJ*
la projection de ®x sur E, (¢ est une application de J
sur J*). Réciproquement, posons:
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#, =0;(u;), pour chaque #eE et chaque 7eJ,
avec A=0(i).

Alors, si 'on a A<pu, avec p=0(7), on aura aussi:
Py o =Ty (O %) = ©; (hj ;)= O (w;) = u,

ce qui veut dire que |, | est un élément »* de E* Dési-
gnons par © l'application #-u*, c’est-a-dire, posons

®M= }@,u,f;

on voit tout de suite que ® est un homomorphisme de E
dans E* tel que 4,©®=0;%4;, pour 1=0(7).

Notes —I. Ce théoréme peut étre généralisé immeédia-
tement au cas ou 9 est une application (pas nécessaire-
ment biunivoque) d’une partie Jo de J sur g*. Mais alors
on doit supposer en plus que: 1) O, 4;=0;4;, pour 8(;)=
=0(y); 2) si A<, il existe 7,7ed, avec 7<j, A=0(7),
p=8(7).

II. En particulier, les deux spectres peuvent coincider
(9§=9%). Supposons, dans cette hypothése, que l'on se
donne deux applications permutables 0, 6 de J sur J, et,
pour chaque 7e J, un homomorphisme ©; de E; dans Ey)
et un homomorphisme ®} de E; dans Eg(;) de fagon que la
condition (5.1) soit vérifiée dans les deux cas et que
O'yt) O, = O/ ;) O quel que soit 7eJ. Alors, il est aisé de
voir que les opérateurs ©, ®, qui prolongent ©; et @;
a E sont aussi permutables.

III. Le cas le plus simple est celui ou l'application 6
se réduit a I'identité. Alors, I'égalité v—=0u, avec u=/|u,|,
v=|v;|, signifie simplement que v,=®; %, pour chaque 7ed.

IV. Dans quelques cas concrets que nous aurons a

considérer, les opérateurs ©; d’'un méme systéme sont
représentés par un symbole commum © et il en sera de
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méme pour leur prolongement a E. Clest ce qu’il arrive,
par exemple, s¢ tous les E; sont des espaces vectoriels sur
un méme corps K et que tous les hy; soient des applications
linéaives; alors on voit, dans cet ordre d’'idées, que le
groupe E devient lui-méme un espace vectoriel sur K.
On le nomme la limite projective algébrique des espaces E;
par rapport aux h;;. La multiplication scalaire est tout
simplement définie par la formule:

au=|au,;| en supposant u=/|u;|.

8. Les distributions définies dans un ouvert de R”. La notion
de mesure comme distribution. Notion de translatée—Soit Q un
ouvert quelconque, non vide, de R” (en particulier on
peut avoir Q=R"). Par la suite, nous désignerons par Q(Q)
Vensemble des intervalles compacts Q de R* contenus dans Q.
L’ensemble Q(Q) est ordonné par la relation Q,cCQ;.
D’autre part, pour tout Qe Q({), on a défini au n. 38 le
groupe €,(Q)des distributions dans Q, et, pour tout couple
d’intervalles Q;, Q. Q(Q) tels que Q,cQ:, on a défini
(n. 4) Popérateur de restriction pgg,. D’ailleurs il est
immeédiat que

0QiQ: = 0Q.Q: - PQ:Qs) si QlCQ2CQ3'

On voit donc que les groupes €s(Q), avec Qe Q(Q), for-
ment un spectre projectif par rvapport aux opérateurs 0q,.
Nous désignerons par €x(Q) le groupe composé de ce
spectre et nous appelerons distributions dans Q les élé-
ments de €x(Q); I'ensemble Q sera dit le domaine de ces
distributions. Donc:

On définit une distribution T dans Q, lorsque on se
donne, sur chaque intervalle compact Q contenu dans Q,
une distribution Tq (dérivée d'ume fonction continue) de
Sagon que, st Q1 C Qs la restriction de Tq, a Q, soit précisé-
ment Tg,. On posera Tg=pq(T) et on dira encore que Tg
est la restriction de T 4 Q.
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Quant aux opérateurs de dérivation DP, on les définit
tout de suite dans €x(Q), en appliquant les théorémes 2
et 3 (voir n.° 6 et notes Il et IV au th., 8). La définition
est donnée de fagon que la restriction d’une dérivée soit
encore la dérivée de la westriction ou, plus précisément:

po(DPT)=Dr (o T) pour tout Te€x(Q) et tout Qe Q(Q).

D’ailleurs, ces opérateurs resteront encore permutables
deux a deux (voir note II au th. 3).

On voit de méme que, les groupes €, (Q) étant des
espaces vectoriels sur le corps complexe, C, le groupe
composé €:(Q) devient lui aussi un espace vectoriel sur
C, tandis que les opérateurs de dérivation deviennent
des applications linéaires de cet espace sur lui-méme.

Enfin, soit Q* un ouvert contenu dans Q. Etant donnée
une distribution T dans Q, on appele restriction de T a Q*
la distribution T*, dont la restriction a chaque intervalle
Qe Q(Q*) coincide avec la restriction de T a Q. Nous
désignerons par pgx (Ou par pgxq, s'il est nécessaire d’in-
diquer le premier domaine, Q) I’application T T* de €x(Q)
dans €x(Q%); on voit aisément qu’s/ s’agit d’'une application
linéaive, permutant avec les opévateurs de dérivation.

Nous dirons que deux distributions T,;, T, dans Q
sont égales ou coincident dans un ouvert Q*CQ si la res-
triction de T,—T, a Q* est zéro () [définition analogue
pour un intervalle Qe Q (Q)].

En particulier, Jes fonctions complexes f(x) définies et
localement sommables dans Q, peuvent toujours étre con-
sidérées comme distributions dans Q, d’aprés l’identifi-
cation effectuée au n.° 4. On appele mesure dans Q toute
distribution T de la forme

(11) Il faut rappeler que, pour chaque ouvert @, I'élément nul du
groupe Cx(Q) est la fouction identiquement nulle de domaine Q: nous
la désignons par 0 quel que soit Q.
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0o 0 0
ox, oxs 0%,

F,

ou F est une fonction a variation bornée dans toute par-
tie compacte de Q. La justification de cette désignation
se trouvera au n.° 25. La «fonction» J, de Dirac (n.° 4)
est une mesure dans R”?, nulle partout au dehors de ¢
(masse 1 placée au point c).

Enfin, nous pouvons introduire la notion de translatée
d'une distribution. Soit h un vecteur quelconque de R* et
Q un intervalle compact de R” [resp. Q un ouvert de R*].
En employant les théorémes 2 et 3, on voit qu’il est pos-
sible, d’une fagon unique, de définir une application
linéaire 7, de €u(Q) sur €u(Q-+h) [resp. de €x(Q) sur
€= (Q+h)] telle que

Ti) f(x)= f(x —h) pour toute fonction continue f
Ts) D, T=D, 1T, quels que soient la distribution
T et l'indice 7.

Eh bien, on appele ,T la translatée de la distribution T
par h. De T)) et T;) on déduit tout de suite la propriété

(8.1) th DP f(x)=Dr f(x — h),

qui fournit une définition constructive de translaté =,
pour le cas des distributions dans Q. Quant au cas des
distributions dans Q, on aura, d’aprés le th. 3:

La translatée <, d’une distribution T e €x(Q) est la dis-
tribution domt la restriction a chaque intervalle compact
Q*cQ+h est la translaté ~, de la restriction de T a

Q=0Q*—h.

Quand il n’y aura pas danger de confusion, on pourra
écrire une distribution T avec la notation d’une fonction,
T (x), et sa translaté r, avec la notation correspondante
T(x—h). Cette écriture est assez commode, mais elle
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manque de cohérence, puisque, en général, T (x) n’a pas de
sens pour une valeur particuliére de x. Par exemple, la
«fonction» de Dirac d, est la translaté 1. de J; nous
I’avions déja écrite au n.° 4 avecla notation d’une fonction:

Oe) (x) =0 (x —c).

9. La notion de produit multiplicatif, pour les distributions—
L. Scuwartz a montré qu’il n’est pas possible de définir,
dans le cas général, une notion de produit de deux dis-
tributions qui prolonge, d’une facon naturelle, la notion
de produit de deux fonctions. On peut au plus définir
«produit d’une fonction par une distribution» et cela
méme, en imposant a cette fonction des conditions assez
restrictives; nous nous bornerons au cas ou la fonction
est indéfiniment dérivable.

Le concept de produit multiplicatif sera ici introduit
d’une facon formelle, comme l’a fait déja Konic dans [14],
suivant l'esprit du principe de la conservation des régles de
caleul. Dans le cas présent, nous chercherons a conserver
la végle de dérivation du produit; comme conséquence,
autres regles usuelles seront alors conservées.

Soit encore Q un ouvert de R* et soit Q un intervalle
compact contenu dans Q. Nous désignerons par € (Q)
l'anneau des fonctions indéfiniment dérivables dans Q et
par €(Q) ’anneau des fonctions ¢e€(Q) pour lesquelles
il existe Drgpe € (Q) quel que soit le n-uple p d’entiers
(c’est-a-dire, ’anneau des fonctions ¢ qui sont la restric-
tion 3 Q des fonctions indéfiniment dérivables dans un
ouvert quelconque contenant Q).

TukoreME 4. a) [/ est possible (et d’une seule maniére)
de définir une application untvoque («,T)-aT de €(Q)><
< €u(Q) dans €u(Q), de facon que les conditions suivantes
soient vérifiées :
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P Si T est une function fe€(Q), «T est le produit
af au sens usuel.

Ps) Pour tout «e€(Q) et tout TeCu(Q) on a

d 0 oT
% (aT)-—d—T-{— 24

X; dxi

0

Alors, le groupe additif €»(Q) devient un module sur
€ (Q) par rapport a cette application («,T)-aT.

b) Tout ce que on af firme dans a) reste vrai, si lon

remplace partout Q par Q,€(Q) par €(Q), €x(Q) par €= (Q).

Démonstration. a) Supposons d’abord qu’il existe
une application (2, T) - aT de €(Q)><€.(Q) dans €. (Q)
vérifiant les conditions Py) et Py). Alors, cette application
reste automatiquement déterminée par le schéma de récur-
rence suivant:

«T=oaf (au sens usuel) si T=/e€(Q),
{ a(D,, T)=D,,(«T)—(Dxa)T, pour tout Te€u(Q), i=1,-++,%.

Réciproquement, employons ce schéma pour définir la
fonction «T; cela revient a définir, pour chaque ae € (Q)
et chaque p=(p1,---,p.), un opérateur différentiel

linéaire « DP—aD?! ... DZ", de facon que

aDP=z, si p=(0,---,0),
(«D,, DP) f=D,, («Dr . f)— (D, «) D?. £, pour tout
fe@(Q), i:l,---,%.

(9.1)

En utilisant ce procédé de récurrence, on trouve

(9.2) («Dp) f—

¥l P ”
= 3 2 (-1)?1—k1+"'+15n"‘n <€:> PN <‘2“>D(k:y"'skn) [a(?i—ku"‘,Pn—kn)f]’

k=0 ken=0
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ou
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La linéarité de l'opérateur « DP est bien visible dans
la formule (9.2) (12,
Posons, par définition:

(9.8) aT=(aDr)f, quand T=Dr f.

On voit aussitét que, pour Te€(Q), le produit «T,
que nous venons de définir, coincide avec le produit des
fonctions «, T au sens usuel: la condition P,) est donc
vérifiée. Mais nous devons encore démontrer que, dans le
cas général, «T est, pour tout «, une fonction univoque
de T. A cet effet montrons d’abord que, si f=Da3f, avec
f,f€€(Q), on a («aDP) D3 f—aDr+a. 7. Cela peut se faire
par induction: cette formule est valable pour p=(0,-.-,0);
supposons qu’elle est valable pour p=(py, ---, #»); alors,
on déduit de (9.1):

(@D,,DP) D3 f =D, («DP+a f) — (D, «) DP+a f = («D,, Dp+9) £;

la formule est donc valable pour p=(p1,---,pia1, 1+ 2:,
Dirry+- -, pu) €t, par suite, pour une valeur quelconque de p.

Supposons maintenant que I'on a T = Dpf = Dag,
avec f,ge6€(Q); cela veut dire qu'il existe deux fonc-
tions f,he€(Q) telles que f=Daf,g=Dr(f+ k), ke
e N (De-9); alors on a, d’aprés (9.3), en tenant compte de
lla inéarité de «DP+9 et de la remarque précédente:

a(DPf)= a(Dr+8 f) = a(DP+a( f + h)) = a(Dag),

ce qui montre 'unicité du produit «T.

(12) Cette formule est donnée par Konic dans [14]; on I'établit
aisément par induction sur p.
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La condition P;) est aussi vérifiée, a cause de (9.3) et
de la deuxiéme des conditions (9.1).

Il reste 4 montrer que € (Q) devient un module sur
¢ (Q), c’est-a-dire, que l'on a toujours, pour «,fe@€(Q)
et T,T e€u(Q):

I) «(T+T)=aT + «T" (distributivité a droite).

I («a+B)T=aT + BT (distributivité a gauche).

III) («f) T=a«(PBT) (associativité).

IVv) 1. T=T.

Les propriétés II) et IV) découlent immédiatement de
(9.2). Pour démontrer I), il suffit d’employer la linéarité
de «DP, en observant que l'on peut représenter T et T*
sous la forme T =DPf, T'= DPf*, avec f,f"e€(Q).

Quant a la propriété III), elle est vraie, évidemment,
pour Te€(Q). Supposons maintenant qu’elle est vérifiée
pour une distribution T (avec «,f quelconques); nous
montrerons qu’elle est vérifiée aussi pour la distribution
D, T, quel que soit i=1,..-,%n. En effet, on a

(o) DT = - [a(6T) — 20 1

_a—(ﬁT)"r (BT) <:;5>T—< dﬁ)

0x;
[dx, ED— 5 T]=a(BD,iT),

La propriété III) est donc vraie quel que soit T e €u(Q),
puisque € (Q) est la fermeture de €(Q) par rapport aux
opérateurs D, . Et la démonstration de a) est achevée_

b) Supposons donnée une application («,T)-aT de
¢ (Q)><€Cu(Q) dans €u(Q), vérifiant Py) et P;). Alors, en
tenant compte des considérations du n° 4, on voit que
les restrictions «g, Tq, («T)g a chaque intervalle QeQ(Q)
vérifient encore Py) et P;) et que, par suite, on a néces-
sairement:

(@T)g=aTq.
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Réciproquement, il est aisé de voir, en tenant compte
du th. 3, que cette formule définit dans Q une distribu-
tion «T, fonction univoque de « et de T vérifiant P,)
et P;), et que €x(Q) devient un module sur €(Q) par
rapport a cette fonction. —

Il est donc naturel de poser la définition suivante:
On appele produit multiplicatif de la fonction indéfiniment
différventiable « par la distribution T la distribution «T,
dont 'existence univoque est affirmée par le th. 4.

10. Lle passage du «local» au «global». Support d'une dis-
tribution—Le concept de distribution dans un ouvert Q
quelconque de R* est éclairci et simplifié par la propo-
sition suivante, que M. ScHwarTz a nommé le principe du
recollement des morceaux :

TuEoreME 5. Soit |Q;| une famille quelconque d’ouverts
de véunion Q (i € J). Supposons donnée, dans chaque ouvert
Q;, une distribution T;, de fagcon que, si Q; et Q;, ont une
intersection non vide, T; et T; coincident dans cette intersec-
tion; alors il existe une distribution, et une seule, T e C=(Q),
qui coincide avec T; dans chaque onvert Q.

Pour démontrer ce théoréme, il suffit de traduire
dans le nouveau langage la démonstration donnée par
M. Scuwartz dans [17]:

D’apres le lemme de Heine-Borer, on pourra toujours
choisir un nouveau recouvrement {Q,},.e de Q, locale-
ment fini (3 constitué par des intervalles ouverts et bor-
nés de R*, tels que chaque Q, ait ’adhérence contenue
dans un ouvert Q; du premier recouvrement. Dans cette

(13) On dit qu'un recouvrement de Q par des ouverts est loca-
lement fini, si tout compact contenu dans Q est rencontré par un
nombre fini seulement de ces ensembles (cf. [17], p. 23).
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hypothese (Q, € Q)), désignons par T, la restriction de
T,' a Q)L'

Appliquons maintenant le théoréme de la «partition
de l'unité» (cf. [17], p. 28): a chaque 1e.L on peut faire
correspondre une fonction «, € &(Q), de fagon que:

a) (x)=0 pour xeQ, «(x)—0 pour xeQ-~Q,;

b) 2 «(x)=1, pour xeQ.
reL

Choisissons, pour chaque le.£, un prolongement T,
de T, a Q4 et posons

T=2aT
)\eEax A

c’est-a-dire, désignons par T la distribution sur Q qui,
dans chaque intervalle Qe Q(Q), est égale a la somme

des distributions , T, qui sont différentes de zéro dans Q
(comme ces distributions sont en nombre fini pour tout Q,
il s’agit la d’une notion purement algébrique). Il est aisé
de voir que T est en effet une distribution dans Q, au
sens de la définition du n° 6. On doit maintenant mon-
trer que la restriction de T a chaque ouvert Q; est T;.

Prenons arbitrairement Q®We Q(Q,). En vertu de ’hypo-
these, T, et T, coincident dans Q® N Q, (si cette inter-
section n’est pas vide), quel que soit 2e £. Il s’ensuit que
T=7L§.szlTx coincide dans Q) avecxfﬁeaATi=(A§Eak)T;=T,—,
puisque, d’aprés (9.2), on doit avoir «T,=aT; dans
Q®, pour tout ie.l, la fonction «, étant nulle au dehors
de Q,.

(14)  Toute distribution dans un intervalle compact Q est prolon-
geable a R". Pour s’en convaincre, il suffit de remarquer que toute fonc-
tion continue sur Q est prolongeable 4 R* comme fonction continue.
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Réciproquement, soit T* une distribution égale a T;
dans Q;, pour tout ZeJ. Alors on aura nécessairement

T'= 3 T'= 3 T, =T. —
reL rel
Ce théoreme (ou, plus précisément, la proposition
d’unicité qu’il contient) permet d’introduire la notion de
«support d’une distribution» (cf. [17], pp. 27-28):

Si T est une distribution de domaine Q, la réunion
de tous les ouverts Q" C Q dans lesquels on a T=0 est
encore, nécessairement, un ouvert Qo ou T=0: clest /e
plus grand ensemble ouvert ow T est nulle. On appele
support de T le complémentaire de cet ensemble dans Q,
c’est-a-dire, 'ensemble Q ~Q,. En particulier, le support
d’une fonction continue f(x) sera I'adhérence des points

ou f(x)=0.

11.  Distributions dans I'adhérence d'un ouvert borné —
Considérons maintenant un ensemble A CR” qui soit
l’'adhérence d’'un ouvert borné, c’est-a-dire, un ensemble
compact A tel que A—intA. Nous désignerons par € (A)
I'espace des fonctions complexes f(x) définies et conti-
nues sur A.

Soit f un élément quelconque de € (4). S’il existe un
élément de €(A) qui, a Vintérieur de A, soit la dérivée
partielle de f(x) par rapport a x;, au Ssems usuel, nous
représenterons encore cet élément par D, f (i=1,---,#).
Avec cette convention, le symbole D, acquiert une nou-
velle interprétation: il désigne une application linéaire
d’un sous-espace de € (A) sur € (4).

ProposiTioN 10. Pour toute valeur de i, on peut fixer
un inverse a droite, 3, de lopérateur D.,, inter prété comme
application d'une partie de € (A) sur €(4), et on aura encore
Bz, e, = B, O, quels que soient 1, k=1,... n.



Counstruction axiomatique de la théovie des distributions 131

En effet, posons, pour toute fonction fe€(A):

f(x) pour xeA
0 pour xeR*~A.

f(x)z{

Il est évident que 7 sera localement sommable dans R".
Alors, si 'on pose

(11.1) Bxif(x):f:if(xlt“')xi—lyzz’)xﬂ—ly"'an)dai)

on voit tout de suite que D, T, f=f, T Vs, = T i)
quels que soient 7,=1,2,...,n.

ProvosiTionN 11. Soit Q un ouvert quelconque de R*. Dans
chaque ouvert borné Q' tel que Q' C Q, toute distribution
T eCx(Q) est une dérivie d’'une fonction continue dans @,
c’est-a-dire, il existe ume fonction fe@(Q') et une n-uple
p =P,y pn) (dépendantes de T et de Q") telles que T=DPf
dans Q°.

Démonstration. Soit T une distribution sur Q et
soit Q" un ouvert d’adhérence compacte contenue dans Q.

Considérons un recouvrement fini de Q" constitué par des

intervalles ouverts bornés Q; tels que Q,c Q (i=1,...,p).
I1 est alors possible de choisir pour chaque 7 une fonction
indéfiniment dérivable «;(x), 4 support contenu dans Q;,
de fagon que 3! o (x)=1 pour tout xeQ. On a donc
T=2{'«;T dans Q. Mais, quel que soit 7, la distribu-
tion T coincide, dans lintervalle Q;, avec une dérivée
d’une fonction f;(x) continue dans Q;, qui est prolongea-

ble comme fonction continue a Q. Alors, en tenant
compte de la formule (9.2), on voit que T admet dans Q"
une décomposition du type

Tor= 2 DPig,,
k=1
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ot g, 6 € (Q") et p. est une #-uple d’entiers. Mais, en appli-
quant, a chaque fonction g, des puissances convenables
des opérateurs g, définis d’apres (11.1) (pour A=2Q"), on
réussit a mettre To* sous la forme d’une dérivée d’une
seule fonction ge € (Q).

CoroLLaRE.  Soit Q un ouvert quelconque de R et soit
Q" un ouvert borné d’adhévence contenue dans Q. Pour toute
distribution T dans Q, il existe une distribution T dans R”
qui coincide avec T dans Q.

Pour s’en convaincre il suffit de rappeler que toute
fonction définie et continue sur Q" est prolongeable
comme fonction continue a R*. —

Cela étant, considérons de nouveau dans R* un com-

pact A qui soit 'adhérence d’un ouvert et désignons par A
son intérieur. Nous conviendrons de désigner par €. (4)

Pensemble des distributions dans A qui sont prolongeables
@ R Il est aisé¢ de voir que €u(A) est un sous-espace

vectoriel de €« (Z) et, si I'on désigne par €(A) 'ensemble

o
des fonctions « e &(A) qui sont prolongeables comme
fonctions indéfiniment dérivables a R”? on voit de méme

que €o(A) est un sous-module de €= (3) sur I'anneau € (4).
Mais la prop. 11 nous permet d’identifier les éléments
de €u(A) avec les dérivées des fonctions continues sur A:
considérés de ce point de vue, les éléments de €. (D) seront
nommés distributions dans A. Mais il ne faut pas confondre

«distribution dans A» avec «distribution dans A»: on a
o o
Cu(A) S €x(A), mais non €x(A)C €u(A).
En particulier, dans les cas ou A est un intervalle
compact, on retrouve les espaces €o(Q) d’ou nous som-

mes partis. Nous pouvons également identifier les éléments
de Cu(A) aux dérivées des fonctions feL'(A) (fonctions
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sommables sur A), comme nous l'avons fait pour €u(Q)
au n° 4.

En appliquant la prop. 11 et son corollaire, on voit
aussitodt, que, pour tout ouvert Q, l'espace vectoriel €x(Q)
est isomorphe a la limite projective algébrique des espaces
Cu(B), avec AeQ, par rapport aux opérateurs de restriction.
Une distribution T e €x(Q) est dit d’ordre fini, si T est
une dérivé d’une fonction continue dans Q; autrement,
on dira que T est d’ordre infini. (Sur le concept d’ordre,
VOir NOTES FINALES, 1V).

Il est encore utile d’étudier la nature du noyau res-
treint N(DP) =N (DP) N €u(A), C'est-a-dire, lensemble des
fonctions fe€(8) dont la dérivie DPf est nulle (p étant
une z-uple quelconque d’entiers non négatifs). On recon-
nait aussitdot que, dans tout intervalle Qe A, chacune de
ces fonctions est de la forme (1.1) déja considérée, et réci-
proquement (compte tenu du th. 5). En particulier, si ’on
a D, f=0 avec fe€(d), f sera une fonction Jocalement
indépendante de x;.

13. Distributions 8 support compact— Soit K un compact
de R*. Nous appelerons distribution sur K [resp. mesure
sur K) toute distribution [resp. mesure] dans R?, dont le
support soit contenu dans K, et nous désignerons par
€w(K) l'espace des distributions sur K. Si K est I'adhé-
rence d’un ouvert, il ne faut pas confondre €. (K) avec
Cu(K) — c’est-a-dire, il ne faut pas confondre «distribu-
tion sur K» avec «distribution dans K». En effet on trouve
immeédiatement le résultat suivant:

ProposiTion 12. Soit A ladhérence d'un ouvert dans R*
et soit T la frontiére de A. Alors on a 'isomorphie

Co(A) == €0 (8)/€u(T).

Par exemple, la distribution nulle dans l'intervalle
[0,1] est la restriction a l'intervalle ]0,1[ de toutes les
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distributions (mesures) sur [0,1] de la forme aH®)(x)+
+ H@ (x—1) (p,g=0,1,---; a,beC; H = fonction de
Heavisipg).

D’autre part, si Q est un ouvert quelconque de R?

nous désignerons par €.(Q) I'’ensemble des distributions
a support compact contenu dans Q. Il est immédiat que

€ (Q) forme un sous-espace vectoriel de €«(Q) [et méme
un sous-module de €x(Q) par rapport a I'anneau € (Q)].

Nous pourrions pousser plus loin I'étude de la struc-
ture des distributions a support compact, mais cela nous
éloignerait de l'object essentiel de ce travail.

14. Définition axiomalique du concept de distribution dans
un ouvert— Nous sommes parvenus au point de pouvoir
formuler une axiomatique des distributions, en termes
de «fonctions continues», «domaine d’existence», «res-
triction», «addition» et «dérivations». L'universe logique,
pour cette axiomatique, sera l’ensemble de toutes les
distributions définies dans des ouverts Q de R”. Notre
axiomatique se compose des 8 axiomes suivants:

Axiome 1. Chaque fonction complexe f(x), définie et
continue dans un ouvert de R”, est une distribution.

AxiovE 2. A chaque distribution T correspond un ouvert
Q de R*, nommé le domaine d'existence (ou seulement le
domaine) de T, de facon que, si T est une fonction continue,
le domaine de T est le domaine d’existence de cette fonction
aun sens usuel.

AxioME 8. [l existe une opération, nommée addition, qui,
a chaque couple de distributions T,,T,, @ domaine Q commun,
fait correspondre une distribution de domaine Q, nommée
la somme de T, avec T, et notée T1+Ts, de facon que, si
T, et T; sont des fonctions continues, T, + Ts est la somme
de ces fonctions au sens usuel.
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AxioMe 4. A chaque distribution T de domaine Q et a
chaque indice i=1,... ,n, corvespond une distribution de
domaine Q, nommée la dérivée partielle de T par rapport
3 x; et notée DT, de facon que: 1) si T est une fonction
qui admet dévivée partielle par rapport @ x;, continue dans Q
(au sens usuel), DT coincide avec cette dérivée; 11) si T,
et Ty sont deux distributions a domaine commun, on a
D..(T1+Ts)=D,T,+D,Ts, pour i=1,...,n; III) D,,D, T=
=D, D, T, quels que soient la distribution T et les indi-
ces 1,k.

Axiome 5. A chaque distribution T de domaine Q et a
chaque ouvert Q' CQ, corvespond ume distribution Tar de
domaine ', nommée la restriction de T a Q" de facon que:
I) si T est une fonction continue, Tar est la restriction de
cette fonction a O, au sens usuel; 1II) si Q™ est une partie
ouverte de Q°, on a (Ta*)ar* = Ta* pour toute distribution T
de domaine Q; 1III) (TH U)a* =Ta* + Uqa*, pour tout couple
de distributions T,U de domaine Q; V) (D, T)a* = D, Ta,
quels que soient la distribution T dans Q et 'indice 1. (%

Axiome 6. (Principe du recollement des morceaux)-
Si, étant donné un ouvert Q de R*, on fait correspondre a
chaque x € Q, un voisinage ounvert Qy de x et une distribution
Ty de domaine Q,, de facon que, si les voisinages Qx,Q, de
deux points x,y de Q ont une intersection non vide, les res-
trictions de Ty et Ty a Q, N Q, coincident, alors il existe une
(et une seule) distribution T de domaine Q, dont la restric-
tion a Q, est Ty, quel que soit xeQ.

ConvenTIONs. Si p est une #-uple quelconque (py,---,p4)
de nombres entiers non négatifs, nous posons DP=D?'.
... DI* ot D% désigne la p,-ieme puissance de 'opérateur
D,, (i=1,...,#). Etant données p=—(p1,---,p») € q=

(15) M. Konig a été bien aimable de nous signaler la condition II)
qui manquait dans notre manuscrit.
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=(¢q1,-++,¢xs), On écrit p<=q comme abréviation de p;=
=q1, -y pn=¢gn. Nous disons qu'une distribution T
est indépendante ©) de x;, si sa dérivée D,T est nulle
(i=1)"')n)'

Ax1oME 7. Pour toute distribution T et tout intervalle Q
de R* ouvert et borné, dont ’adhérence est contenue dans le
domaine de T, il existe une fonction f(x) définie et continue
dans Q et une n-uple p, tels que Tg=DPf.

AxioMe 8. Si T est une distribution indépendante de x;
ayant pour domaine un intervalle Q de R* et si l'on a

T=DP/f, f étant une fonction définie et continue dans Q
et p une n-uple d’entiers, il existe une autre n-uple p <p
et une fonction f continue dans Q, indépendante de x; au

sens usuel, telles que T— D‘;f (f=1,...,m).

L’analyse développée dans tous les n°® précédents
nous permet d’établir que cette axiomatique est compa-
tible et catégorique; c’est-a-dire: a) elle admet au moins
une réalisation; b) deux réalisations de cette axiomati-
que sont nécessairement isomorphes. L’axiome 8 est peut-
-étre le plus délicat et le plus décisif dans cette axioma-
tique — la vraie clef de toute la théorie; il se relie aux
propositions 4 et 5.

Une réalisation de cette axiomatique est précisément
I’ensemble

U €r (Q))

QcRe
muni des notions, que nous y avons introduites, de
«somme», de «restriction» et de «dérivation»: nous le
désignerons par €% Il n’y a plus de difficulté a voir que
cette structure formelle vérifie les axiomes 1-7. Quant a

(18) Ici imndépendante de x; doit s'interpréter en général comme
localement indépendante de x,;, lorsque T est une fonction continue.
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l'axiome 8, il suffit d’employer la prop. 4. Si Q est un
intervalle ouvert de R* et si l'on a D,,DPf(x)=0, avec

fe€(Q) et p=(p1,---,ps), On aura DPf(x) =DP [#? 7:(x)]=

= Drf(x), ou fzp,-!y; est une fonction continue indé-
pendante de x; et p=(}51,-”,Pi-lyoyP:’+1;"‘yﬁn)'

Montrons maintenant que l'axiomatique est catégori-
que. Soit TI*) une de ses réalisations. Désignons par Q

un intervalle compact de R*, par é I'intérieur de Q et
par T[Q] 'ensemble des éléments de T qui sont les

restrictions a é d’éléments de T(*l dont les domaines Q
contiennent Q). Les axiomes 1-5et 7nous permettent d’affir-
mer que T[Q] est un surgroupe abélien de €(Q), auquel se
trouvent prolongés les opérateurs de dérivation, devenus
permutables deux a deux; et que, en outre, T[Q] est la
férmeture de €(Q) par rapport a ces opérateurs. Désignons
par DP l'opérateur DP prolongé a T[Q], pour toute #-uple p.
L’axiome 8 nous permet de conclure que, si T est un élé-
ment de T[Q] indépendant de x; et tel que T—=DPf, avec
fe€(Q) et p=(p1,---,px), on aura T=DP[x} y;(x)], o y;
est une fonction indépendante de x;. Mais cela implique,
d’apres la prop. 5, que l’ensemble des fonctions fe € (Q)
telles que DPf=0 est précisément I’ensemble N (DP) des
fonctions de la forme (1.1), restreintes a Q. Alors, si 'on
applique le théoréme d’unicité contenu dans le th. 1, en
tenant compte des considérations du n° 3, on reconnait
qu’il existe un (et seulement un) isomorphisme gy du
groupe T[Q] sur le groupe €.(Q), laissant fixes les élé-
ments de € (Q) et permutant avec les opérateurs de déri-
vation. D’ailleurs, si Q" est un intervalle fermé contenu
dans Q, et que 'on désigne par Tg- la restriction de T a
I'intérieur de Q" on aura ag«(Tg«) =(5gT)g+, quel que soit
TeT[Q], puisque cela est déja vrai pour Te €(Q) et que
6o est permutable avec les dérivations.
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Cela étant, désignons par T (Q) ’ensemble des éléments
de T"] de domaine £, avec sa structure additive. Les
axiomes 5 et 6 nous portent a conclure que les isomor-
phismes og (avec Q € Q) déterminent un isomorphisme
opératoire o, de T(Q) sur le groupe €x(Q), c’est-a-dire,
sur la limite projective des groupes €.(Q), par rapport
aux opérateurs pg,q, (QiC Qs Q). D’ailleurs, on aura
encore

aq* (Ta*) = (eaT)o~,

pour tout élément T de T(Q) et tout ouvert Q" Q. Mais
alors on peut affirmer que la correspondance

T «» a,T (© = domaine de T),

avec  variable, est un isomorphisme entre les deux

ensembles T et €%, par rapport aux notions primitives
de l'axiomatique considérées, c.q.f.d.

Il resterait a examiner le probléme de l'indépendance
de ces axiomes. Quoiqu’il en soit, ce qui intéresserait
plutdt serait de rendre cette axiomatique plus naturelle,
plus intuitive encore, si cela est possible (cf. NoTEs FINA-
LES, III).

Remarquons, en terminant ce paragraphe, que la notion
de «produit d’une distribution par un scalaire» et, plus
généralement, celle de «produit multiplicatif» ne sont
pas vraiment des notions primitives dans l'universe des
distributions, tel que nous venons de le construire: elles
se définissent logiquement d’une fagon univoque, en ter-
mes de «fonctions continues», «<somme», «restriction» et
«dérivations». Il en sera de méme pour les notions topo-
logiques que nous introduirons dans le paragraphe
suivant.
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§ 2 —Lle prolongement topologique

15. Le théoréme général de prolongement topologique —
Considérons deux ensembles E et E tels que EcCE. Il
est naturel de poser les deux définitions suivantes (cf.
définitions 1 et 2, n.° 1):

DeriniTion 8. On dit qu’une topologie ¥ sur E prolonge
ou est un prolongement d’'une topologie ¥ sur E, si tout
point adhérent 4 un ensemble X, par rapport a ¥ est

encore adhérent a X par rapport a ¥, quel que soit XCE;

ou, ce qui revient au méme, si ¥ induit dans E une topo-
logie moins fine que ¥.

DfriviTion 4. On dit qu’une topologie T sur E prolonge
strictement ou est un prolongement strict d’'une topologie

T sur E si T induit dans E la topologie T.

Soit maintenant E un espace vectoriel complexe muni
d’un semi-groupe multiplicatif A d’applications linéaires

de sous-espaces de E sur E et soit E un sur-espace de E,
dans lequel on ait définit, pour tout ®e A, un prolonge-
ment ® de ® comme application linéaire de E sur E de
fagcon que O — PV =73, Désignons par A I’ensemble
des opérateurs prolongés ® et supposons que E est la
fermeture de E par rapport aux opérateurs ®e A, c’est-a-
-dire que

E= u 9@E).
deA

Alors, si l'on pose N(®) =EnN @) pour tout ®e A,
l'application # + N(@) «->®(u) de E/N (®) sur & (E) sera un
isomorphisme (application biunivoque linéaire).

Toutes ces notions sont de nature algébrique. Si, d’au-
tre part, on suppose définie dans E une topologie ¥, nous

aurons a considérer le probléme suivant: Prolonger I a E,
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de fagon que les opérateurs ® e N deviennent continus. Nous
nous bornerons au cas ou ¥ est une topologie d’espace
localement convexe (1), en exigeant qu’il en soit de méme
pour la topologie prolongée. La réponse précise a notre
probléme est donné par le

THEOREME 6. Soit T une topologie d’espace localement
convexe sur E. Supposons que, pour tout ®e A, Lensemble
N (@) est fermé, par rapport & I et désignons par To
la topologiec sur ©(E) qui rend bicontinue Plapplication
u+ N(®) - & (u) de Lespace quotient E/N (9) (E étant muni
de X) sur Uespace ® (E). Alors, parmi les topologies d’espace
localement convexe sur E qui prolongent I et rendent con-
tinus les opérateurs ®,V, ..., il en existe une I, plus fine
que toutes les autres: c’est la borne supévieure de toutes les
topologies d’espace localement convexe qui induisent sur
chaque espace ® (E) une topologie moins fine que Io pour
tout e .

Démonstration. Considérons d’abord ®e A, u#eE,
X cE et supposons que # est adhérent a X par rapport

a T. Alors, si ¥ est un prolongement de ¥ a E rendant
continue 'application &, on aura encore

& (#) adhérent a ®(X) par rapport a I,

(17 On dit que l'espace vectoriel E, muni de la topologie ¥, est
un espace localement convexe, si les applications (#,v)—>u+v, («,u)>au,
resp.de E<E sur E et de C<E sur E, sont continues par rapport ¥
et si, en outre, il existe un systéme fondamental de voisinages de 0
constitué par des ensembles convexes (pour les détails voir [7]). On
pourrait aussi poser le probléme du prolongement topologique dans
le domaine, plus général, des groupes topologiques; les raisonne-
ments seraient tout a fait analogues.
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c’est-a-dire, l'application ® de E[T](® dans E[Y] sera
continue. Mais l'application # - ®(x) de E sur ®(E) se
décompose en un produit ®=, ou x est I'application cano-
nique de E sur E/N(®) et & lapplication biunivoque
# + N (®) > ® (u). La plus fine topologie sur & (E) qui rend
continue l'application & de E[Z] sur &(E) est donc la topo-
logie To qui rend bicontinue I'application & de E[i]/N (®)
sur & (E).

On voit alors que, si I est une topologie d’espace
localement convexe sur E prolongeant ¥ et rendant con-
tinues les applications ® ¢ A, ¥ doit induire dans chaque
sous-espace 9 (E) de E une topologie moins fine que To.

Soit ¥ la borne supérieure (c.a.d. la plus fine) des topo-
logies d’espace localement convexe sur E qui induisent
dans ®(E) une topologie moins fine que T, pour tout
®eA; si 'on réussit a montrer que toute application ® e A
est continue par rapport a ¥, le théoréme est démontré.

D’apres une propriété connue (voir (7], pp. 59-63), une
application linéaire L de E[%] dans un autre espace loca-
lement convexe sera continue si (et seulement si) la res-

triction de L a ®(E) est continue dans & (E)[Te] pour tout
®e A. Nous pouvons appliquer ce critére aux éléments

de A (applications linéaires de E sur E). Soient ®,0 deux
éléments quelconques de A et soit #ne®(E), Xc® (E),

u étant adhérent a X par rapport a To; cela veut dire,
d’aprés la définition de To, qu’il existe un #eE et un

X cE tels que # = & (u), X = (X), « étant adhérent a X
par rapport a I. Mais, puisque ©9 est une application
continue de E[I] sur (:)\&’(E)[fieq»] il s’ensuit que O (%)

(18) Nous désignons par E (3] 'espace vectoriel E munide la topo-
logie .
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est adhérnet a ®(X) par rapport 2 Tee, donc par rapport
a 3. Comme @ est arbitraire, cela signifie que l'opéra-
teur © est continu, c.q.f.d..

Note. Il est aisé de voir que, si les opérateurs ®e A

ne sont pas tous continus par rapport a ¥, la topologie ¥
ne sera pas un prolongement strict de ¥. La réciproque
est vraie dans certains cas particuliers, mais elle ne ’est
peut-étre plus dans le cas général.

Prorosition 18.  Si, les hypothéses du théoréme 6 étant
vérifiées O, tout opérateur ® e A admel un inverse a droite
7' continu par rapport a I, la topologie Tov de &J\‘I’(E) est
un prolongement de la topologie ITv de YV (E), quels que
sotent ®,VeA.

En effet, supposons vérifiée I’ hypothése et soient
ue ¥V (E), Xc V¥ (E), #étant adhérent a X par rapport a Iv.
Cela veut dire qu'il existe un e E et un X C E, tels que
u=W(u), X=V¥(X), u étant adhérent a X par rapport
a ¥. Alors @' () sera encore adhérent a @' (X) par rap-
port a ¥ et, par suite, I’¢lément ﬁl’(@}l u)=u sera adhé-
rent a ﬁ’(@,}l (X)) = X, par rapport a Tov.

Note. Dans le cas ou la topologie Tow est un prolon-
gement de la topologie I, quels que soient ®,¥' e A, on
peut dire que E[Z] est la limite inductive des espaces
® (E)[Ze] (voir [7], pp. 61-63).

ProrosiTioNn 14. Supposons que les hypothéses du théo-
réme 6 sont verifides et qu’il existe un systéme fini de géné-
rateurs By, ---,B, de A, tels que B; admet un inverse a

(19) 11 ne faut pas oublier que les hypothéses sur E et A ont été
formulées avant d’énoncer le th. 6.
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droite Y; continu par rapport @ I, pour i=1,.--,n. Alors,
Vespace localement convexe E[Z] est la limite inductive de la
suite des espaces B’ (E)[3ps], p=1,2,---, ot B=B, ... B,.

I suffit d’employer la proposition précédente et la
définition de limite inductive.

16. Limites inductives de suites d'espaces normés vérifiant
certaines conditions — Pour appliquer les résultats précé-
dents a la théorie axiomatique des distributions, nous
utiliserons un théoréme dont nous avons esquissé la
démonstration dans un travail précédent (voir [20],
pp. 43-44) et qui a donné origine au travail [21].

THEorREME 7. Soit S un espace localement convexe qui
S’exprime comme limite inductive d’une suite (S,) d'espaces
normés, tels que:

H,\) La topologie T, de S,i1 induit dans S, une topo-
logie moins fine que la topologie T, de S, .

H:) La boule de S, est relativement compacte dans S,.1.

Dans ces conditions, on peut affirmer que:

Ty) L’espace S est séparé, complet et véflexif. Son dual
fort est un espace (IM).

T:) La topologie Io de S peut étre définie d partir des
suites convergentes, dans ce sens que les ensembles fermés
par rapport @ Tw sont les ensembles fermés par rapport aux
limites des suites Tu—convergentes.

Ts) Pour qu'une suite (w.) d’éléments de S converge
vers O par rapport a Io, il faut et il suffit qu’'il existe au
moins un entier n tel que les u, soient tous contenus dans S,
et on ait lim w, =0 par rapport @ T, .

Ts) Pour quwun ensemble HC'S soit borné par rapport
a T il faut et il suffit qu’tl existe un entier n tel que H soit
contenu dans S, et borné par rapport a I,.

Dans [21] on trouvera les démonstrations détaillées
de toutes les parties de cette proposition.
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17. Les espaces vectoriels topologiques €,(A) et €w(d) —
Considérons, d’'une part, ’espace vectoriel € (A) des fonc-
tions définies et continues dans un compact A qui soit
I’adhérence d’un ouvert de R* et, d’autre part, ’espace
vectoriel €. (A) des distributions T—= D’ f ou fe€(A)
et D=D,,D,,--- D.,, en interprétant ici les symboles D,
comme nous l’avons fait au n. 12, On aura donc

Co(d) = U € (4).
2=0

Dorénavant, sauf mention expresse du contraire, nous
considérons définie dans 'ensemble €, (A) = € (A), outre
sa structure d’espace vectoriel, la topologie déterminée
par la norme usuelle

||f||=n:3:t|f(x)|,

qui le fait devenir un espace de Banacu. Nous désignons
par I cette topologie.

Nous poserons encore N(DP) =N@®D#»n €(A) ou D est
l'opérateur D prolongé a €o(A). Alors, l'application
f+ N (D?) -~ D¢f est un isomorphisme algébrique de
€ (A)/N(D?) sur €,(4). On a en outre:

ProrosiTion 15. Quel que soit p, N(D?) est fermé dans
C(A) topologique.

Démonstration. a) Considérons d’abord le cas ou A
est un intervalle Q de R*. Posons

P =I1—(1I—P{) 1-PY) ... 1—PY);

alors P(#) sera, pour p=0,1,-.-, un projecteur de €(Q) sur
N (D?), les P étant définis comme nous l'avons indiqué
aun° 3. Observons que, pour toute fe &(A), le coefficient
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7w (x) de x, dans P(? f est une combinaison linéaire de
fonctions que 'on obtient de f(x) en remplagant x; par
des constantes (#=1,...,#; v=0,1,...,p—1); alors on
voit aussitdt que le projecteur P est continu et, par
suite, N(D?) fermé dans € (Q).)

b) Considérons maintenant le cas général. Soit ( f%)
une suite d’éléments de N(DP)C@(A) convergeant vers
foe € (A); alors, quel que soit l'intervalle compact Q C A,
on aura likrnfk(x)=ﬁ)(x) uniformément sur Q, et par

conséquent, d’apres a), la restriction de fo(x) a Q est de
la forme (1.1). Mais, suivant les considérations du n° 12,
cela veut dire précisément que foeN(DP), c.q.f.d.

Cette proposition nous permet d’affirmer qu’s/ est pos-
sible de définir sur Pespace vectoriel € (A)/N (D?) une norme
donnant la topologie quotient de celle de € (A) par N(D?)
(cf. [4], pp. 45-46). Nous prenons pour boule ouverte de

centre O et rayon 1, dans cet espace quotient, I’'ensemble
des classes

f=f+ND? avec ||f||<1 dans €(A).

Donc, si l'on considére comme boule ouverte de centre 0O
et rayon 1, dans €,(A), 'ensemble des distributions

T=Dz¢f, ou fe€®), [fI<1

€, (D) devient un espace normé @Y (méme un espace de BANACH)
dont la topologie rend bicontinue lapplication f + N(DP) -
~ D?f de € (A)/N(D?) sur €,(A). Nous désignerons par I,

(20) Soit en effet (f,) une suite d’éléments de N (D?) convergeant

vers f,e€(Q). Alors f,=P® f, ~Pwf,—f e N(D).
(1) La norme de chaque distribution T sera définie par la for-
mule || T||=inf|[f||; D°f=T|.
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cette topologie. Cela étant, nous pouvons établir le résul-
tat fondamental suivant:

TuEoreME 8. Quel que soit p=1,2,-.., on peut affir-
mer que: 1) Ty induit dans €,(A) une topologie moins
Sfine que T,; 11) la boule de Pespace normé €,(A) est rela-
tivement compacte par rapport @ Iy, .

Pour démontrer I) il suffit d’appliquer la prop. 13.
Posons, pour chaque fonction fe@(A):

f(x)=f(X) sur A, f(x):() sur Rn_A’
et

8xff=forif(x1)"'yxi—1’ Ez’)xiH) )x")daf‘

On voit aussitdét que J,, est un inverse a droite de D,,,
continu par rapport a I.

Pour démontrer II), nous utiliserons le théoreme de
Ascol1 sur les familles de fonctions équicontinues dans
un compact. Posons

Foo=/ [ o [,k B dEids . dE,

c’est-a-dire, F=9,,.-- ¥, /. Pour tout x=(x,---,x,)eR”
et tout h=(%,---,4,) eR? on aura

Fx4+h—Fx=
= -;o [F(x1+h1)' ) x1’+hi7 Xirlye 'y xn)_F(xl“—hl;' ) xi—1+hi—1) Xiye* vy x")]
(pour ¢=0, il n’existe pas x,; ni 4%;, évidemment).

Alors, si | f(x)|<1 pour xeA, on en déduit

IF(x 4+ h—Fx)|< %0|(x1+h‘)... (is + is) B it o 2|

On voit ainsi que l'ensemble § des fonctions F(x)
telles que | f(x)|<1 sur A est équicontinu et borné;
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par conséquent, d’aprés le théoréme de Ascori, § est
relativement compact dans € (4). Or, la boule ouverte 3,
de centre 0 et rayon 1 dans €,(A) est constituée précisé-
ment par les distributions T =D?f telles que | f(x)|< 1
sur A; on a donc

%p — Dm’lg).

Mais D#*! est une application continue de €(A)[Z] sur
€p+1(8)[Zp41]. Alors, puisque §) est relativement compact
par rapport a ¥, on conclut que B, est relativement com-
pact par rapport a T, c.q.f.d.

Dorénavant, sauf mention expresse du contraire, nous
considérons lespace vectoriel €uw(A) muni de la topologie Tu
de la limite inductive des espaces €,(A), p=0,1,---.

En tenant compte des théorémes 6 et 7, on tire immé-
diatement du théoréme précédent les conclusions sui-
vantes:

COROLLAIRES :

L Llespace €u(A) est séparé, complet et véflexif. Son
dual fort est un espace (IM).

II.  Pour qu'une suite (Ti) de distributions sur A con-
verge vers 0 il faut et il suffit qu’il existe un entier p et
une suite (_fr) de fonctions continues, tels que: 1) T,=D?f,
pour tout k; 2) fi(x)—> 0 wuniformément sur A.

L. Pour qu'un ensemble X < €, (8) soit fermé, il faut
et il suffit qu’'il contienne la limite de toute suite comver-
gente de distributions appartenant a X.

IV. T est la plus fine topologie sur €u(A) qui rend con-
tinus tous les opérateurs de dérivation.

V. Pour quune application © de €, (A) dans un espace
topologique S quelconque soit continue, il faut et il suffit
que la restriction de © a €, (D) soit continue par rapport a
I,, pour tout p; ou encove: que lUopérateur OD? soit une
application continue de € (A)(T] dans S, pour tout p.
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VL  Pour qu'un ensemble ¥ de distributions sur A soit
borné, il faut et il suffit qu’il existe un entier p et un
ensemble X borné dans €(A)[Z] tel que X =D?%".

Un autre point essentiel dans la théorie des distribu-
tions est le théoréme suivant:

TutoriME 9.  Pour toute fonction xe€(A), lapplication
linéaire T - oT de lespace €uw(d) dans lui-méme est con-
tinue (%2,

Pour la démonstration il suffit d’appliquer la formule
(9.2) et le corollaire V du th. 8.

Enfin, nous utiliserons encore la proposition suivante,
dont la démonstration n’offre aucune difficulté:

ProposiTION 16. Etant donné un compact A* C A, qui soit
Vadhérence d’un ouvert, lapplication T - Ta* de €u(A) sur
Cu (A%) est continue.

18. Le deuxieme critére de convergence — Au n° 4 nous
avons vu que les éléments de €.(A) peuvent étre aussi
définis comme les dérivées des éléments de L!'(A) (fonc-
tions sommables dans A). Nous considérons maintenant
I’espace vectoriel L!(A) muni de la norme usuelle:

1A= [ 1 £ dx.

Rappelons que la notion de convergence dans cet
espace est celle de convergence en moyenne sur A. Cela
étant, nous pouvons énoncer la

(22) On démontre de méme que, pour tout T e €w(a), aT est une
fonction continue de «. Mais nous n'avons pas besoin de cette pro-
priété ici.
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ProposiTioN 17, Pour qu’une suite (T,) de distributions
dans A converge vers 0 il faut et il suffit qu’il existe un
entier p et une suite ( fi) de fonctions sommables dans A,
tels que: 1) To=D2?f, pour tout k; 1I) les fi convergent

en moyenne vers zéro sur A.

Que la condition soit nécessaire, cela est évident, en
tenant compte du critére précédent. Supposons récipro-
quement que cette condition est vérifiée. Alors, si l'on

pose fi(x) = fi(x) sur A, f(x)=0 sur R* ~ A et

Fk(X)=f:l-'-f:"f~k(x)dx, pour A=1,2,...,

on aura:
| Fe(x)] §fA|ﬁ(x)|dx pour tout xeA et tout £=1,2,...,

et, comme || /||~ 0 dans L'(A), d’apres I’hypothese, il en
découle que Fi (x)>0 uniformément sur A. Alors, puisque
Ty,=D#*'F;, ona limT,=0 par rapport a Tn, c.q.f.d.

Note. Ce critére devient assez commode si 'on appli-
que le théoréme de la convergence bornée de LEBESGUE:

Si (fi) est une suite de fonctions sommables qui converge
vers fo presque partout et s'il existe une fonction sommable
w(x) telle que | fi(x)| = n(x) presque partout (k=1,2,...),
alors fo est sommable et la suite (fi) converge vers fo en
moyenne.

19. L'espace vectoriel topologique des distributions défi-
nies dans un ouvert de R*—Soit Q un ouvert quelconque
de R*. Au n° 6 nous avons défini ’espace vectoriel €x(Q)
comme la limite projective algébrique des espaces €u(Q),
avec Q c Q(Q), par rapport aux opérateurs de restriction
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0,0, Or ces opérateurs sont continus par rapport aux
topologies Tw (prop. 16). Il sera donc naturel de donner a
I’espace €x(Q) la topologie de la limite projective @3 des
€u(Q) topologiques par rapport aux pq,,, cest-a-dire
la moins fine des topologies qui rendent continue, pour tout Q,
Vapplication T - Tq de €x(Q) sur €u(Q). Nous désignerons
par Iz cette topologie.

Donc, si 'on a fixé, pour tout QQ, un systéme fonda-
mental |V, ol e de voisinages de 0 dans €u(Q), la famille
de tous les ensembles ¢G5 (V,,0), avec ke L, Q e Q(Q), cons-
titue un systéme fondamental de voisinages de 0 dans
I’espace €x(Q), pour la topologie Tr. Naturellement, on
obtient la méme topologie, si l’on substitue a la classe
0(Q) une sous classe Q°(Q) co-finale dans Q(Q) par rapport
a la relation Q; <€ Q.. En particulier, '’espace topologique
¢~ (R”) des distributions sur R” peut étre considéré comme
limite projective d’une suite d’espaces €o(Qwm), m=1,2,...,
avec Q;c Q... et UTQ,.=R"

Considérons un compact Ac Q, qui soit d’adhérence
d’un ouvert, et soit ¥ une partie de €= (Q). Nous désigne-
rons par %, I'ensemble des restrictions des éléments de X
a A et nous dirons que %, est la restriction de ¥ a A.

Cela posé, il nous sera commode d’introduire la

Dérmvition 5. Etant donné un filtre |%®| constitué
par des ensembles X C €x(Q), on dit que ce filtre con-
verge sur A vers une distribution Te €x(Q), si le filtre |%0]
converge vers la distribution Ta dans ’espace €. (A) (on
suppose que v parcourt un ensemble 97 d’indices).

D’autre part, nous appelerons voisinage compact d’un
point x de R* ’adhérence de tout ouvert borné contenant x.

Nous pouvons maintenant rendre plus intuitive la
topologie Ir au moyen du théoréme suivant:

(23) Pour les détails concernant les limites projectives voir [7],
p- 59, et [21].
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TueoriEME 10. Soit |XM| wn filtre constitué par des
ensembles X) C €z (Q). Pour que ce filtre converge vers 0
(sur Q, par rapport a Ix) il faut et il suffit qu'il converge
vers O sur un voisinage compact de chaque point x de Q.

On voit aisément que la condition est nécessaire;
montrons qu’elle est aussi suffisante. Nous pouvons faire
une démonstration semblable a celle du th. 5. Soit donc
| XM { un filtre sur €= (Q) et supposons que, pour chaque
x € Q, il existe un voisinage compact A, de x sur lequel
[X® | converge vers 0. Choisissons alors un recouvrement
[ Q, |,ee localement fini, de Q, constitué par des interval-
les ouverts et bornés de R?, I'adhérence de chaque Q,
étant contenu dans un A,, et considérons une partition
& (x)| de l'unité, subordonnée a ce recouvrement. Pour
toute distribution T dans Q, on a
(19.1) T= 2 «T.

reL
Puisque l'espace €x(Q) est la limite projective des espaces
€u(Q), avec QeQ(Q), par rapport aux pg,,, le théo-
réme sera démontré, si I'on réussit a établir que {X®}
converge vers O sur n’importe quel intervalle compact
contenu dans Q. Soit donc Q un tel intervalle et soient
Qiyy -y Q,, les éléments du deuxiéme recouvrement (en
nombre fini) qui rencontrent Q. Soit, d’autre part, i un
voisinage convexe cerclé de 0 dans €.(Q); il existe au
moins un autre voisinage B de 0 dans le méme espace
tel que »Q . Puisque le filtre |X™| converge vers 0
sur Ay pour tout xe{, il converge vers 0 aussi sur les

intervalles QR (prop. 16). Donc, d’apres le th. 9, il existe,
pour chaque /=1,2,-..,7, un indice v; tel que «,; %Si)c%g.
Alors, si I'on pose ¥FM=%")N ... N %", %" sera un élé-
ment du méme filtre et on aura, en vertu de (19.1):

_ r _
fx"g) c 2 %%g) cr8ci;
i=1
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mais cela veut dire que [X¥®| converge vers 0 sur Q,
c.q.f.d.

Notes. I. Ce théoreme peut encore s’énoncer de la
fagon suivante: Supposons fixé, arbitrairement, pour tout
x€Q, un voisinage compact Ay du point x. Alors, Pespace
vectoriel topologique Cx(Q) est la limite projective des espaces
Cu(Ay) par rapport aux opérateurs de restriction.

II. Le th. 10, avec le corollaire I du th. 8 et la prop. 17
nous redonne les critéres de convergence de SCHWARTZ
(cf. [17], tome I, th. XIX, p. 82 et th. XXIII, p. 87).

III. La déf. 5 et le th. 10 se généralisent immédiate-
ment au cas d'un ouvert quelconque au lieu de A et de
voisinages ouverts au lieu des A,.

20. La topologie Tx définie en termes de limites des suites
— Nous avons vu que, dans un espace €o(Q), la topolo-
gie To peut étre définie a partir du concept de limite
d’une suite (en employant le corollaire III du th. 8). Est-ce
qu'il en sera de méme pour la topologie Ix dans un
espace €x(Q)?

Dans cette direction nous avons obtenu le résultat
suivant:

ProposiTioN 18. Soit E un espace localement convexe
quelconque. Pour quw'une application linéaire O de €x(L2)
dans E soit continue, il faut et il suffit que lon ait

lim O(T,) = 0O( lim T,),
k—oo k—oco
quelle que soit la suite convergente (Ty) d’éléments de €x(Q).

Pour la démonstration il suffit d’employer la théo-
réme 6 démontré dans [21] et le lemme suivant:
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Lemme. Soit Q un intervalle compact de R*. Pour toute
suite (Ti) de distributions sur Q convergente vers 0, il existe

une suite (Ty) de distributions dans R* telle que: 1) Ty-0
(sur R"); 1II) Ty est la restriction de T, a Q pour tout k.

Soit en effet (T;) une suite d’éléments de €.(Q) con-
vergente vers O (sur Q). Alors, il existe un entier p et
une suite (fi) de fonctions continues dans Q tels que:
1) T,=D?f; pour tout %2; 2) fi(x)>0 uniformément
sur Q. Posons:

Se(x) sur Q

kh=1,2 ...
0 sur R"~Q ( 2y 00)

Fbo =1

On aura évidemment £ e L!(R") pour tout 4 et si I'on
pose T,=D?f;, £=1,2,..., on voit aussitdt, en appli-
quant la prop. 17 et le th. 10, que Ty~0 sur R~

De la prop. 18 découle, d’aprés les résultats contenus
dans [21]:

CoroLLARE.  Pour qu'un ensemble convexe % C €x(Q) soit
ouvert (par rapport a Ix), il faut et il suffit que X ne con-
tienne la limite d’aucune suite d’éléments du complémen-
taire de X .

Or ce résultat permet de définir la topologie Ir a
partir du concept de limite d’une suite, puisque 'on peut
prendre, pour voisinages de 0 dans €(Q), les ensembles
convexes ouverts contenant O.

Enfin, dans cet ordre d’idées, on pourrvait encove donner
une axiomatique du groupe topologique €x(Q) en termes de
«fonctions continues», «somme», «dérivées» et «limites des
suites».
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§ 3 — L'analyse linéaire des distributions

21. Lla formule intégrale de Dirac — A la base du calcul
symbolique des electrothécniciens et de la mécanique
ondulatoire de Dirac, on trouve une formule intégrale
(justifiée par des considérations intuitives) du type suivant

)=/, 8(x—u) f(u)du,

ou f(x) est une distribution définie dans un ensemble
M c R#, écrite avec la notation d’une fonction, et d(x) la
«fonction» de Dirac, c’est-a-dire,

3=D,,...D, H,

ou H(x) est la fonction de Heavisipe (n° 4); d(x—u) repré-
sente, naturellement, la translaté 7, de d (cf. n° 4 et 8).
Nous supposerons que M est un ouvert Q de R* ou un com-
pact A qui soit adhérence d'un ouvert.

M. Scuwartz a donné, dans [17], tome 2, une justifi-
cation de cette formule au moyen du concept de produit
de composition. Nous essayerons de donner ici uneinter-
prétation plus directe de la méme formule, qu’il est bien
naturel de prendre pour base de l'analyse linéaire des
distributions: on verra que, dans cette étude, la formule
de Dirac joue un roéle tout a fait analogue a celui de la
formule de Cauchy dans l'analyse linéaire des fonctions
analytiques.

Observons d’abord que, si 'on pose

d(u) =93 (x—u)=r,3, pour chaque ueR?

§ (u) sera une fonction de u définie dans R” et prenant ses
valeurs dans €x(R"). Si lon effectue maintenant le restric-
tion des valeurs de §(u) @ A (resp. Q) on obtient une fonc-
tion de u, définie encore dans R* et prenant ses valeurs dans
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Cu () [resp. €x(Q)]. Pour ne pas trop alourdir les notations

nous désignerons encore par o(u) cette fonction, aucune
confusion étant possible apres cette remarque.

ProposiTion 19. La fonction $(u) est indéfiniment déri-
vable dans lespace R*. Pour chaque n-uple d’entiers p—
= (P1y+y pu) €t pour chaque ueR" on a précisément

(21.1) DB S(u) = (—1)P1 0P (x—u) dans A (resp. dans Q),

3P stant la dérivée DR de 0, au sems de la théorie des dis-
tributions, et |p|=p1+ - + pu.

Il suffit de faire la démonstration pour le cas ou d(u)
prend ses valeurs dans €=(R”), puisque les opérateurs de
restriction sont continus (n° 19). Notre démonstration
sera fondée sur le deuxieme critéere de convergence
(prop. 17), avec le théoréme de la convergence bornée
de LEBESGUE.

Nous raisonnerons par induction sur p. La theése est
certainement vérifiée pour p=(0,...,0). Supposons-la

vérifiée pour p=(pi,---,p»); nous montrerons qu’elle
est aussi vérifiée pour p=(p1, -, pi1y P+ 1, Presty -+, Pn).
Il s’agit donc de montrer que l'on a, pour tout £=1,...,n

et tout ueR”

(21.2) lim §®(u + Len)—d® (u) _

PN h —o(pred (u—x),

ou e, est I’élément de R* dont la £2-iéme coordonnée est 1,
les autres étant toutes nulles, et oa J® (u) représente la

dérivée D84S (u) de §(u) au sems usuel. Tout se rameéne a
nmontrer que

lim S(uthe)—dw) _

21.
( 3> h—>0 h

x0(x—u);
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en effet, opérateur D% étant linéaire et continu, si on
l'applique aux deux membres de (21.3), on obtient:

lim D8 3(x-—u—her)—DEd(x—u)
h—>0 h

— __Dirteny (X _ U) ,

d'ou l'on déduira (21.2), en employant (21.1), d’apres
I’hypothése d’induction. Or, si 'on pose

G =/, H(x)dze

et que l'on se donne une suite quelconque 4" de nom-
bres réels convergeant vers 0, les fonctions de x:

Gi (x—u—A" e;)— Gy (x—u)
7 ’

=1,2,.-,

pour chaque u € R* seront bornées sur tout compact et for-
meront une suite qui converge vers la fonction —H(x—u)
pour tout x = u. Alors, en utilisant la prop. 17, on en
déduit (21.3).

Maintenant, on voit aisément que la fonction §(u) et
toutes ses dérivées sont continues. En effet, DP étant une
application continue de l’espace €x(R”) dans lui-méme et
H(x—u) étant une fonction continue de u a contredo-
maine dans €x(R”), il en sera de méme pour la fonction
DR H (x—u)=(—1)'*?1§® (u), quel que soit p. (Nous con-
venons de considérer implicite dans le caractére «déri-
vable» le caractére «continu»).

Note. La caractérisation générale des fonctions @ (u)
a valeurs dans un espace €u(A) qui sont indéfiniment
dérivables dans un ouvert de R* peut se faire aisément
a partir du corollaire de la prop. 8 établie dans [10], p. 77,
appliqué aux espaces qui vérifient les hypotheses du th. 7.
On a le critere suivant:
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Soit @ (u) une fonction a valeurs dans €u(A), dé finie dans
un ouvert O de R*. Pour que ®(u) admette dérivée partielle
par rapport a u;, continue dans Q, il faut et il suffit que,
pour tout compact K C Q, 1l existe un entier p et une fonc-
tion complexe f(x,u) continue et admettant dérivée partielle

%f(x,u) continue dans A><Q, tels que ®(u)=D% f(x,u)

pour chaque ue K. Alors on aura %‘D(u)zﬁf%f(x,u)

pour tout veK (1=1,...,n).

Et de méme pour les dérivées d’ordre supérieur. Natu-
rellement, ce critere se géneéralise aux espaces S qui
vérifient les hypotheses du th. 7. —

Cela étant, nous établirons la formule de Dirac, en
utilisant le lemme suivant:

Lemme.  Pour toute fonction complexe f(x) définie et
continue dans M, on a

f=_fo(U)5(U)a’u
Uintégrale étant rapportée a la topologie T de €w(M) [resp.
‘Lr de @w(M)]

Démonstration. a) Supposons d’abord que M est
l'adhérence A d’un ouvert borné de R*. L’existence de
I'intégrale étant assurée par la continuité de la fonction
intégrande f(u)é(u), il reste 2 montrer que sa valeur est f.
A cet effet, considérons un intervalle compact Q—=[a,b]
de R* tel que Ac Q et posons: f(x)= f(x) sur 8, f(x)=0
sur R* ~A. Alors, si 'on se donne une partition de Q en
des intervalles Q,=[#’,b’], i=1,2,---,7, et si 'on pose
Qi=0Q;NA, la somme

S(x)= éf(a") H(x—a’) mes Q;,

converge vers l'intégrale, F(x), de f(u) dans lintervalle
[a,x] — tout en restant bornée sur Q — quand le diametre
de la partition |Q;| tend vers 0. Et, puisque l’'on a
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D,S(x) = s f(a') Dx H(x—a’) mes Q},
i=1

D« H(x—a") =8 (x—a’), DxF(x)=/f(x) pour xeA,

on conclut que les sommes 3{f(a%) d(a®) mes Q! conver-
gent vers f(x) par rapport a I, c’est-a-dire:

fo0=[,fW 3w du=] 3(x—v) fu)du.

b) Soit maintenant M un ouvert quelconque Q de R”.
Considérons une suite (Q,) d’ouverts tels que Ug Q,=Q
et Q,CQ,, pour tout v. Alors on aura, d’aprés le raison-
nement précédent

f(x) pour xeQ,
K

r 3 _
J vi(u) S(u)du = pour xeR*—Q,

et par suite

JQ FWiw) =lim [ fu)iwdu=f

v=>2d Q

c.q.fd

Avant de poursuivre, nous devons attribuer un sens
au symbole

fMTUO(u)a’u,

ou T est une distribution dans M*>M et 6(u) une fonc-
tion continue de u, a valeurs dans un espace localement
convexe E, complet par rapport aux suites.

a) Supposons d’abord que M est 'adhérence A d’un
ouvert borné. Alorsil existe une fonction f continue sur A
et un entier p tels que T=DPf dans A; d’autre part,d’apres
le théoreme de WEiErsTRASS, on pourra fixer une suite
{Br] de fonctions indéfiniment dérivables (polyndmes),
telles que f«(x)~ f(x) uniformément sur A.
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Si 'on pose y.=D?f. pour tout £, on aura donc
v ~ T par rapport a To. Alors:

DérFiNiTION 6. Si la suite

[rwowdu, k=1,2,..

a une limite dans E, indépendante de la suite () choisie,
on écrira

fAT.,G(u)du=I}Lrngyk(u)e(u)du.

b) Supposons maintenant que M est un ouvert Q
de R*. Soit (2,), v=1,2,---, une suite de ouverts de
réunion Q tels que Q,C Q,;; pour tout v et soit «,(x), pour
chaque v=2,8, ..., une fonction indéfiniment dérivable
a support contenu dans Q, et égale a 1 sur Q,;. Alors
on posera

DEFINITION 7. fA Ty 9(u) du = lim fn a,(u) Ty 0(u) du,

si les intégrales du 2¢™¢ membre existent et si, en outre,
la limite indiquée existe indépendamment du choix de ()
et de (o).

Cela étant, nous pouvons présenter notre interpréta-
tion de la formule de Dirac.

THEOREME 11. Pour toute distribution T dans M on a la
représentation

T=[ T,}u)du.

Démonstration. a) Soit d’abord M l’adhérence A
d’un ouvert borné. Quelle que soit la suite (y.) de fonc-
tions indéfiniment dérivables convergeant vers T, on
aura, d’apres le lemme

fAYk(U)S(U)dU =y7,, pour tout .
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Donc, suivant la déf. 6, l'intégrale de T,3(u) sur A
existe et est égale a

lim fA a (u)8(u)du = lim 7, = T (par rapport a o).
k—>o k—>o

b) Si M est un ouvert de R* la these est une consé-
quence immeédiate de la déf. 7 et de ce que 'on a démon-
tré dans a). —

Mais il faut remarquer que, si 9(x) est une fonction
indéfiniment dérivable a support compact contenu dans M,
la déf. 6, avec la méthode d’intégrations par parties, nous
donne, pour chaque xe M C R*:

[ 3—x0Wdu—(—1y [, Hu—x)[D?(W)]du=5(x).

On a donc la formule
(17.4) 60 =[ 3(u—x)0(u)du=(—1)" [, d(x—u)8(u)du,

qui semble en contradiction avec la formule de Dirac. Or,
ces deux formules correspondent a des points de vue diffé-
rents: ici 0(u—x) w'est pas a considérér comme fonction
de u dont les valeurs sont les distributions (—1)* D,H (u—x),
mais, tout au contraire, comme fonction de x dont les valeurs

sont les distributions D, H(u—x); plus précisément, on
consideére, dans (17.4),

d(u—x) =19, O(x—u)=D,H(x—u)=(—1)"%3,
pour tout xeR".

Pour éviter les confusions, nous écrirons par la suite
un point sur la variable muette: donc, 3 (x — u) représen-
tera la fonction 3 (u), tandis que d(x — u) représentera la
fonction (—1)*3 (x).

Nous aurons besoin aussi de la formule (17.4) au
n° suivant.
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22. Recherche des applications linéaires continues de € (A)
dans un espace localement convexe — Soit A I’adhérence
d’un ouvert borné de R* et soit E un espace localement
convexe, complet par rapport aux suites. Proposons-nous
de déterminer l'expression générale des applications
linéaires continues de €«(A) dans E.

a) Soit ® une telle application. On a, pour chaque
Te€u(A)

T—[ T3 du ———I}i_fI;fA)'k(u)g(u)du,

ou les 7, sont des fonctions indéfiniment dérivables telles.
que y,~T par rapport a ¥u. Mais, comme nous l’avons
vu dans la démonstration du lemme du th. 11, les inté-
grales du 2°=¢ membre sont exprimables comme limites,
par rapport a Tu, de suites de sommes de Riemann, ce
qui nous permet d’écrire tout de suite

@(T) = lim [ 7. @R (x—u)du = [, Tug(u)du,
ou

¢(u) = P[d(x—u)] pour ueR",

Nous dirons que ¢(u) est la fonction indicatrice ®) de
l'opérateur ®. Cherchons a caractériser cette fonction.

Nous avons vu (prop. 19) que /a founction S(u) est indé-
Siniment dérivable, au sens usuel, dans R*, par rapport a la
topologie Tn de Cuw(D). Or cette propriété est évidemment
respectée par n'importe quelle application linéaive continue @
de €u (A) dans E et on aura précisement

(22.1)  DSo(u)=DE®[(x —u)]=2[DE3(x —u)],
pour toute n-uple p d’entiers.

(24) Par analogie avec le concept que M. Fanrtappit a distingué
avec ce terme, dans la théorie des fonctionnelles analytiques.
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D’autre part, on voit que, pour chaque ueR*~A, la
valeur de 3(u) dans Gu(A) est séro. Or il est évident que
cette propriété, elle-aussi, est respectée par ¢, de sorte
que lon doit avoir 9 (u)=0 hors de A et par suite, sur la
frontiére de A (¢ étant continue).

b) Soit réciproquement ¢ (u) une fonction a valeurs
dans E, indéfiniment dérivable dans R” et nulle au dehors
de A, et posons

(22.2) Q(T)Z/ATucp(u)du, pour chaque Te€u(A).

Nous montrerons que cette intégrale existe et qu’elle défi-
nit une application linéaive continue ® de €u(A) dans E.

En effet, il existe, pour chaque T, un entier p et une
fonction continue f£, tels que T—D?f; d’autre part, il
existe une suite (3;) de polynémes convergeant vers f
uniformément sur A. Dans ces conditions on doit avoir,
si intégrale dont il est question existe:

JiToew)du=lim [, [0 fe(u))g (w) du.

L’application répétée de la méthode d’intégration par
parties nous permet d’écrire

Ji 0B ow) du = (— 1y [ B (u) [D? 9 (w)] du,

compte tenu des propriétés de l'intégrale qui restent
valables pour les fonctions a contredomaine dans E et
du {ait que les dérivées de ¢(u) sont continues dans R”*
et nulles au dehors de A.

Alors, puisque l'on a f; - f uniformément sur A, on
doit avoir

(22.2) [\ Too(w)du=(—1y" [, f(u)[D*5(u)]du.
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L’intégrale du deuxiéme membre est évidemment indé-
pendante de la suite () choisie. Pour établir I’existence
de l'intégrale du 1°* membre suivant la déf. 6, il reste a
montrer que la valeur du 2" membre ne dépend pas du
choix de p et de f. Supposons

T=D?f=Dvg, avec g¢g>p,

£ étant continue dans A. Alors il existe f* telle que
f=D*?f"D?(g—f")=0. En employant la méthode
d’intégration par parties, on voit que

[ fW)[D* (W) du=(—1y@? [, £*(u)[D7¢(u)]du.

Il reste donc a montrer que

[,8@WDroW)du=0, pour 6eN(D)cE(d).

Mais, compte tenue de la forme (1.1) de 0, cela se
réduit a un calcul facile dans le cas ou A est un inter-
valle de R*. Le cas général (A quelconque) se raméne au
précédent par une partition de l'unité.

L’existence de l'intégrale est donc établie. Maintenant
on voit aussitdt que l'opérateur ® défini par (22.2) est
linéaire. En employant le corollaire V du th. 8, on voit
de méme, au moyen de (22.2,) que cet opérateur est
continu. Enfin, on aura, d’apres (17.4):

Q[a(;(—u)]zan(ﬁ—u)go(ﬁ)a’G=q7(u), pour tout ueR.

On est ainsi parvenu au résultat suivant:

Tuéoreme 12. Chaque application linéaive continue ® de
Co (A) dans E détermine, suivant la formule

(22.3) cp(u)=(1>[6(;<—u)], ueR”,
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une fonction ¢ (u), prenant ses valeurs dans €, indé finiment
dérivable dans R*, nulle au dehors de A et telle que

(22.4) o(T)=[,Tue(wdu, TeCu(d).

Réciproquement, chaque fonction ¢ (u), prenant ses valeurs
dans E, indéfiniment dérivable dans R* et a support contenu
dans A, détermine, suivant la formule (22.4), une applica-
tion linéaire continue O de € (A) dans E telle que Pon a (22.3).

Un cas particulier important a considérer est celui
ou E se réduit au corps complexe, €.

Nous désignerons par D (A) 'espace vectoriel des fonc-
tions complexes o, indéfiniment dérivables dans R” et
s’annulant au dehors de A. D’autre part, 'espace vectoriel
des fonctionnelles ¢ linéaires continues dans €o(A)
— Vespace dual de €u(A)— se réprésente par €. (A). Or il
est aisé de voir que I’application ¢ - ® de D (A) sur €n(Q)
définie par (22.4) est linéaire. Nous pouvons donc expri-
mer ces résultats de la fagon suivante:

ScoLie. St E se réduit a la droite complexe, les formules
(22.8) et (22.4) définissent une application biunivoque ¢ P
de lespace vectoriel D (8) sur l'espace dual de €o(A). Cette
application est un isomorphisme (algébrique), ce qui nous
permet d’identifier ces deux espaces vectoriels (au point de
vue algébrique).

Dans la suite, nous désignerons par la notation
<T,¢>, ou Te€u(d), 92eD(4),

le nombre complexe ¢(T)=®(T), ou ® est I'élément de
€u(Q) déterminé par ¢, et nous dirons que <T,o> est
le produit scalaive de T par ¢.—

Un autre cas important a considérer est celui ou E est
lui-méme un espace €o(A"), A" étant l’adhérence d’un
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ouvert borné de R*. Le critere indiqué dans la note du
n° 21 permet de caractériser les fonctions indicatrices des
applications linéaires continues de €. (A) dans €, (A%).

En particulier, on peut ainsi déterminer ’expression
générale des applications linéaires continues de €u(4)
dans €. (4%) qui permutent avec les opérateurs de dériva-
tion, en observant que la fonction 3(x —u) de u vérifie
la propriété D, 8(x —u)+Dud(x—u),i=1,---,n, qui
est respectée par ces applications (cf. [19], p. 97-98). Soit @
une telle application et ¢(u) sa fonction indicatrice.
D’apres le critere ci-dessus mentionné, il existe un entier
p et une fonction complexe f(x,u) admettant dérivées
partielles par rapport a #,,-.-,#%, (jusqu'a l’ordre que ’on
veuille considérer), continues. dans A*><A, tels que
o (u)=D% f(x,u), Du,3(u)=D:D., f(x,u) pour tout uel,
{i=1,2,...,#. On doit donc avoir

D4D.. f(x,u) + D{D., f(x,u)=0 (E=1,-.-,n)

ol, ce qui revient au méme
D.. f(x,u) + D, f(x,u) =8:(x,u), avec 8(x,u)e N(D),
pour chaque u e R

La théorie des équations aux dérivées partielles per-
met alors de voir ®) que f(x,u) est de la forme F(x—u)+
+0(x,u) avec 9(x,u)eN(D?) pour chaque ue R Donc,
si 'on pose S=D*F, on aura qa(u)=S(;(—u), ou, pour
abréger, on a écrit S(x—u) au lieu de (r,S)a*. Par con-
séquent

o(T) =fAS()'<—u)T(u)a’u.

(25) En employant les projecteurs P(®), dont la continuité a été
montrée au n° 17, on réussit a rendre 6;(x,u) indépendante de «;, ce
qui simplifie beaucoup les calculs.
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Cette intégrale est nommée le produit de composition
de S par T et désignée par S« T.

Réciproquement, il est aisé de voir que, si S est une
distribution dans R”, telle que la fonction (1,S)a* de u ait
le support contenu dans A (ce qui exige en particulier
que le support de S soit compact), la correspondance
T->S«T est une application linéaire continue de € (4)
dans €.(A") permutant avec les opérateurs de dérivation.

23. la topologie de I'espace D(A), comme dual de €u(A)
— Nous avons vu au n° précédent que le produit scalaire
d’un élément ¢ de D(A), par un élément T de €u(A), est
donné par la formule

(23.1) <¢,T>= (=1 f(u)D*o(u)du, si T=D,
avec fe@€(4).

D’autre part, nous savons déja que le dual fort de
€u(A) est un espace () —meéme un espace (M) (corollaire I
du th. 8). La topologie forte, To, dans D(A) sera donc
déterminée, au sens usuel, par la connaissance des limi-
tes des suites par rapport a ¥,. Or on a le critére suivant:

THEOREME 18. Une suite (vz) d’éléments de D (A) converge
vers 0 par rapport @ I,, si, et seulement si, les fonctions
9x (x) et toutes leurs dérivées D? ¢, (X) convergent unijformé-
ment vers 0 sur A.

Démonstration. a) Supposons cette condition véri-
fiée pour (¢x); nous devons montrer que (9, converge
fortement vers 0, c’est-a-dire, que 9:(T)—-> 0 uniformé-
ment sur toute partie bornée de €w(A). Soit donc B une
partie bornée de €, (A). D’apres le corollaire IV du th. 8
il existera un p et un g, tels que tout élément T de B
est de la forme T =D? f| avec fe €(A) et | f(x)|Sp sur A.
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Alors la formule (238.1) donne aussitot la limitation

|[<or,T>|=pmax|D?e¢.| mesA, pour TeB, £=1,2,...,
XEA

d’out 'on déduit que o;(T) (c’est-a-dire <9,,T>>) converge

uniformément sur 8.

b) Supposons, réciproquement, que (¢;) converge forte-
ment vers 0. D’aprés (22.1) on a

D’ i (U) = < %,Dﬁa(i—u)> pour chaque ueR”; p,b=1,-..,
et, puisque D}d(x—u)=(—1)D43(x—u) (prop. 19), on
voit aisément que, pour chaque p, le contredomaine de
la fonction Dﬁé(u) est borné dans €. (A). Donc, ¢, (T)

converge uniformément vers 0 sur le contredomaine de
cette fonction et, par suite,

lim max | D’ ¢« (u)|=0, quel que soit p=1,2,- ...

k>o yeA

CoroLLAIRE. La topologie T, dans D (B) coincide avec la
topologie naturelle de cet espace, dé finie par la suite de normes

¢ ll,=max|iex)],|Do(x)|,-+,[D’ o (x)[|,p=1,2, -

XEA

D’apres le corollaire I du th. 8, ’espace €u(A) [Tu] est
réflexif, donc isomorphe au dual fort de I'espace D (A)[Zs).
En employant le th. 12, et la théorie générale des espa-
ces localement convexes on peut formuler tous ces résul-
tats de la fagon suivante:

TuforiME 14. Les espaces D (A) et € (D) constituent un
systéme dual par rapport a la forme bilinéaire

<§°,T>=fATuq>(u)du.

Si PVon suppose ces espaces munis de leurs topologies natu-
relles, la formule

T =< ,T> pour tout 9eD(4)
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définit un isomorphisme T«~T de €u(d) sur le dual fort
de D (Q), tandis que la formule

2(T)=<09,T>, pour tout TeGu()

dé finit un isomorphisme ¢ ¢ de D (A) sur le dual fort de
Cu(4).

24. L'espace D(Q) et son dual fort—Etant donné un
ensemble M c R” qui soit un ouvert ou l’adhérence d’'un
ouvert borné, nous désignons par © (M) 'espace vectoriel
topologique de fonctions numériques 9(x) indéfiniment
dérivables dans R*, a support compact contenu dans M,
avec les conventions suivantes:

a) Si M est compact, la topologie de D(M) est celle
définie par la suite de normes

“?HI’:TGaMX H(P(X)|,[D<P(X)|,---,‘DPCP(X)H, p=1,2,....

b) Si M est un ouvert quelconque de R* la topologie
de ©(M) est celle de la limite inductive des espaces
©(), £=1,2,..., que l'on obtient en choisissant une
suite quelconque (Q,) d’ouverts bornés de R* telle que
U;o Qk =M et ﬁkcgk.H pour tout A.

Dans le premier cas, (M) est un espace () ; dans
le deuxieme cas, D(M) est un espace (2), dont la topo-
logie ne dépend pas de la suite () choisie (voir [10],
pp- 65-71 et 79).

Soit alors Q un ouvert quelconque. On a:

TuéorémE 15. Le dual de lespace D (Q) est algébrique-
ment isomorphe a 'es pace Cx(Q), l'isomorphisme étant défini
par la formule suivante

T =/, Tuo(u)du, pour tout geD(®),
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oit T est un élément quelconque de €« (Q) et T Pélément de
D Q) déterminé par T.

Démonstration. a) Soit U une fonctionnelle linéaire
continue dans D(Q) et soit A I'adhérence d’'un ouvert
borné, tel que Ac Q. On sait que la topologie de D (Q)
induit dans ©(A) la topologie naturelle de D(A); alors,
la restriction U, de U a ©(4) est encore une fonctionnelle
linéaire continue dans D (A4). D’apres le th. 14, U, déter-
mine une distribution U, dans A; il existe donc un
entier p et une fonction fe€(4) tels que

U, (p) = (—1)”1”/4A f(u)D?9(u)du, pour 9eD(A) [U, = D?f].

Or, si Pon considere un autre compact A'CA, cette
formule montre tout de suite que la restriction de U, a
A" est précisément U,+, ce qui veut dire que U détermine
une distribution U sur Q. Enfin, en tenant compte de la
déf. 7 et du fait que ¢ est a support compact contenu
dans Q, on reconnait que

U(?)zfnflu(p(u)du, pour tout ¢eD(Q).

b) Soit, réciproquement, T une distribution dans Q
et soit (y) une suite d’ouverts bornés tels que: U7 Q=2

et 0,CQy41, pour tout v. Alors, suivant le th. 14,
la restriction T® de T a Q. détermine une fonctionnelle

linéaire continue T® dans D(Q). Par conséquent,
d’apres la déf. 7, la formule

T =1im T (6)= [, Tup(u)du, pour 9eD(),

définit dans D (Q) une fonctionnelle linéaire T dont la
restriction a chaque sous-espace D () de D (Q) est con-
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tinue. Puisque D (Q) est la limite inductive de ces sous-

-espaces, il s’ensuit que T est continue. —

Nous pouvons maintenant établir le théoréme qui
acheve l'identification de la théorie axiomatique des dis-
tributions avec la théorie fonctionnelle de M. ScHwartz:

THEoREME 16. La topologie forte, Ty, de lespace €= (Q),
considéré comme le dual de Uespace D (Q), coincide avec la
topologie Ix de Cx(Q).

Démonstration. Soit Q;,Q;, .. une suite d’ouverts
bornés de réunion Q tels que Q,CQ,41, pour tout v.
Puisque, d’apres le th. 14, le dual fort de ©(Q)) est iso-
morphe 4 €u(2y)[Tu], un systeme fondamental de voisi-
nages dans cet espace sera celui donné par tous les
polaires 8% des parties bornées B8 de D (&), (v=1,2,---).
Mais tout ensemble 8 borné dans © () est encore borné
dans D (Q) et, comme la topologie de D (Q) est un prolon-
gement strict de celle de D (Q.), tout élément du polaire
B9 de B pris dans le dual de D (Q)) peut se prolonger en
un élément du polaire 8° de B pris dans le dual de D (Q)
(et réciproquement); donc, si l'on identifie les éléments
de D (@) et D(Q), respectivement, avec les éléments
correspondants de €u(Qy) et €x(Q), on aura

(24.1) B = (B), ou p=¢; -

Or, l'espace €x(Q)[Ix] étant la limite projective des
€ (Qy)[Zw] par rapport aux p, (v=1,2,---), les ensembles
de la forme pf,_l)(%e) constituent précisément une base du
filtre de voisinages de 0 dans cet espace.

Réciproquement, I’espace © () étant la limite inductive

des D (), qui sont des espaces (§), tout ensemble B
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borné dans P(Q) sera contenu et borné®9) dans un au

moins des D (Q)), et par suite les ensembles de la forme
(24.1) forment aussi un systéme fondamental de voisi-
nages de O par rapport a ¥; dans €x(Q). On a donc bien
Ip=3Ix. C. q. f. d.

Cela étant, si l'on rappelle que l’espace D(Q) est un
espace (M), donc réflexif, on reconnait aussitot que /e
th. 14 reste valable, si 'on remplace partout & par Q, D (A)
par D(Q) et Cu(d) par €x(Q).

25. Recherche des applications linéaires continues d'un
espace €x(Q) dans un autre espace — A cet effet nous utili-
serons une proposition de la théorie des espaces locale-
ment convexes.

Lemme. Soit E un espace (8F) strict et (E,.) une suite de
définition de E. Tout filtre de Caucny sur E qui admet une
base démombrable a au moins un de ses ensembles contenu
dans un des espaces E,, .

On peut démontrer ce lemme a peu prés comme le
corollaire de la prop. 8 dans [10], en tenant compte de la
prop. 4, démontrée dans le méme travail.

ProposiTioN 20. Soient E un espace (F), F un espace
(8F) strict et (F,.) une suite de dé finition de F. Pour qu'une
application linéaire © de E dans F soit continue, il faut et il
suffit qu’il existe au moins un entier m tel que O soit une
application continue de E dans F,, .

Pour la démonstration il suffit d’appliquer le lemme
au filtre engendré par O (L), ou B est le filtre des voisi-
nages de zéro dans E.

(26) Voir [10], prop. 4,.p. 70.
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Considérons de nouveau un ouvert Q quelconque de
R* et soit (2,,) une suite d’ouverts bornés de R” tels que
QmCQm+l et U°1° szg.

Tutoreme 17. Soit E un espace normé ou le dual fort
d'un espace (F) réflexif. Pour qu'une application linéaire ©
de €x () dans E soit continue, il faut et il suffit qu’il existe
un entier m et une application linéairve continue ©,, de

Co (ﬁm) dans E tels que
0= ®m P

ot pm désigne lopérateur de restriction des éléments de
€x (Q) a Q..

Démonstration. Si E est un espace normé, la these
est une conséquence d’'une proposition générale concer-
nant les limites projectives d’espaces localement convexes

(cf. [21], prop. 4).

Supposons maintenant que E est le dual d’'un espace
(%) réflexif et soit ® une application linéaire continue de
€~ (Q) dans E. Alors la transposée ®' de ® est une appli-
cation (fortement) continue de E' dans D (Q). Mais, en
vertu de ’hypothese, le dual fort de E est un espace (%).
Donc, d’apres la prop. 20, il existe un entier m tel que ®'
soit une application continue de E' dans ® (Q.,). Désignons
par ©,, la transposée de O', cet opérateur étant considéré
comme application de E dans D (Q,). Puisque le dual fort
de D(Q.,) est isomorphe a €o(2,,), O,, sera une application
linéaire continue de €o (K—Zm) dans E, telle que

<0, T,.,u>=<T,,0u>,

pour tout #eE' et tout T, e€u(Qy).
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On aura donc
<®m (PmT) ] u>= <T) ®,u> 9

pour tout #ek', tout Te€x(Q) et tout m=1,2,..., ce qui
veut dire que
0, o = 0.

Réciproquement, il est immédiat que, si cette condi-
tion est vérifiée, ® est une application continue de €x(Q)
dans E.

Note. Nous ne savons pas encore ce que l'on peut
dire dans le cas ou E est un espace (¥) quelconque.

CoroLLaRE.  Soit E la limite projective d'un famille
d’espaces localement convexes E, (Ae L), par rapport a cer-
taines applications continues g, (A=<p), chaque B, étant un

espace normé ou le dual fort d’un espace (F) réflexif. Alors,
pour qu'une application linéaire de €= (Q) dans E soit conti-
nue, il faut et il suffit que, pour tout Xe L, il existe un

entier m et une application linéaire continue ©,,, de @m(ﬁm)
dans E, telle que
&0 =01, 0.

Pour la démonstration, il suffit d’employer le théo-
réeme, en tenant compte des propriétés élémentaires des
limites projectives (cf. [21], prop. 2).

Ce résultat fait ressortir l'intérét du th. 8. —

Cela étant, la recherche des applications linéaires
continues d’'un espace €x(Q) dans un espace E apparte-
nant a une des catégories indiquées se raméne a la
recherche des applications linéaires continues d’un espace
¢»(Q) dans un espace normé ou dans le dual fort d’un
espace (%) réflexif. Mais nous avons déja donné au n° 22
la solution de ce probléme, dans le cas ou le deuxié¢me
espace est complet par rapport aux suites.
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Soit d’abord E un espace de BanacH ou le dual fort
d’'un espace (§) réflexif. Alors, compte tenu des résultats
précédents, on voit que:

Il vy a une correspondance biunivoque entre les applica-
tions linéaires continues O de €~ (L) dans E et les fonctions
0(u) @ valeurs dans E, indéfiniment dérivables dans R* et
a support compact contenu dans Q, cette correspondance étant
donnée par les formules

O(T) =/, T,0(u)du, pour TeC€x(Q)
et
0(u)=O[(x—u)], pour ueR”.

Dans le cas ou E est une limite projective d’une
famille |{E,|,ce d’espaces de BanacH ou de duals forts
d’espaces () réflexifs, par rapport a des applications g,

ce résultat subsiste avec la seule modification suivante:
O(u) n’est pas mnécessaivement a support compact contenu
dans ), mais cette condition doit étre vévifiée par la fonc-
tion g, (8(u)) quel que soit le L. '

En particulier, E peut étre un deuxieéme espace €x(Q"),
Q" étant un ouvert de R Alors on pourra caractériser la
fonction 6(u) a 'aide du critére énoncé au n° 21.

Enfin, compte tenu des resultats du n°® 22, on recon-
nait qu’il existe une correspondance biunivoque S<-0©
entre les distributions S dans R”, a support compact et
les applications linéaires continues de l’espace €=x(R”)
dans lui-méme, permutant avec les opérateurs de dériva-
tion, cette correspondance étant fixée par la formule

O(T)=S+T=[ S(x—u)T(du.

Voila une facon naturelle d’introduire la notion de
produit de composition ST, dans le cas considéré.
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26. la dualité dans les espaces de distributions & support
compact— Le th. 14 pourrait également s’établir au moyen
de la formule de Riesz. Ce procédé serait moins direct, mais
présenterait 'avantage de conduire, en méme temps, a la
détermination des duals des espaces €,(A). Nous avons
vu au n° 17, que pour tout p, €,(A) est isomorphe,
au sens algébrique et au sens topologique, a l'espace
€(A)/N (D?), lisomorphisme étant défini par la corres-
pondence f+ N (D?)-D?f. Donc, la détermination du dual
de €,(A) se réduit a la détermination du dual de € (A)/N (D?).

Mais, suivant la définition d’espace quotient, les fonc-
tionnelles linéaires continues dans @(A)/N (D?) seront tou-

tes les applications @ de cette espace dans C qui peuvent
se mettre sous la forme

d(f)=2(f), pour fe€®), f=f+N({D,
ou ® désigne un élément arbitraire de € (A) tel que

@[N(DP)]={0§. Or, les éléments ® de € (A) sont donnés
par la formule de Rigsz

(25.1) o(f)=/, /W dF (u),

ou F est une fonction a variation bornée dans un intervalle
Q>A; deux telles fonctions F;, F; déterminent la méme
fonctionnelle @, si, et seulement si, les distributions
DF,, DF, (mesures) coincident. Désignons par B? 4)
I'espace vectoriel des fonctions ¢(u) définies dans R” et
a support contenu dans A, ayant dérivées D¥¢ au sens
usuel, pour £=0,1,..-,p, et D? o étant 4 variatios: bornée.
On pourrait démontrer, par des considérations élémentai-

res, que la condition N (D?#)c ®-Y(0) est équivalente a la
condition suivante:

(25.2) 1l existe une (et seulement une) fonction ¢ e Br~1(A)
telle que ¥ = Dr1g.
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Il en résulte immédiatement que /le dual de [l’espace
€, (A) est isomorphe a Vespace D B (D), la dualité étant
dé finie par la formule

<o,01f> — [ W d Do), geBri(A), fe€ (),

ou, d'une facon plus résumée:

(25.3) <q>,T>=fATudso(U), 06 B (4), Te€,y(A).

D’ailleurs, la topologie forte dans D 8B#-!(A) peut étre
définie au moyen de la norme

|l¢|| = variation totale de D#-lg¢;

on voit alors que la convergence forte d’'une suite (9;)
implique la convergence uniforme des suites des fonc-
tions ¢; (u), Doi(u), ---, D22 2 (u).

Soit maintenant K un compact quelconque de R” et
considérons l'espace €»(K) des distributions a support
contenu dans K (n° 138). Soit d’autre part Q un ouvert
borné contenant K et posons A—{Q; nous considérons
'espace €u(K) muni de la topologie Tw induite par celle
de €u(A); cette topologie ne dépend pas, évidemment, du
choix de A. Si I'on pose €,(K)=¢u(K) N €,(4), pour tout
p=0,1,..., @m(K) peut étre considéré comme la limite
inductive des €,(K). Or la formule (25.3), qui donne
l'expression générale des fonctionnelles linéaires conti-
nues dans €,(A), donnera aussi toutes les fonctionnelles
linéaires continues dans ¢, (K).

Alors, en appliquant les résultats que nous établis-
sons dans [21], on conclut aisément que:

L’espace vectoriel topologique €o(K) est réflexif. Son
dual fort est un espace (W), isomorphe a lespace quotient
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de D(A) par lemnsemble des fonctions oeD (D) s‘annulant
sur K, ainsi que toutes leurs dérivées.

D’autre part, on peut démontrer que, st K est lui-méme
ladhérence d’un ouvert, I'espace quotient dont il question ict
est isomorphe a Uespace € (K) des fonctions ¢ indéfiniment
dérivables a Uintérieur de K et dont les dérivées somt pro-
longeables par continuité a K.

Enfin, soit & un ouvert quelconque de R* et (Q)) une
suite d’ouverts de réunion Q tels que Q, < Q,;; pour tout
0,1,---. A I'espace €.(Q) des distributions a support
compact contenu dans Q nous donnerons la topologie de

v

la limite inductive des espaces €y(Qy),v=0,1,-.. Cela
étant, on trouve, a l'aide des théorémes établis dans [21),
le résultat suivant (cf. [17], pp. 87-90):

Lespace €u(D) est réflexif. Son dual fort est Vespace
& (Q) des fonctions indéfiniment dérivables dans Q avec sa
topologie naturelle, donnée par la suite de semi-normes

qv(.(p)=SUB(|D0?(X)|,~-~,‘Dv(p(x)l), v=0,1,...

NOTES FINALES

|. Résolution du probleme général d'extension algébrique
—Pendant la correction des épreuves, nous avons résolu
complétement le probléme abstrait d’extension algébrique
que nous avons posé au commencement du n° 2 et que
nous énoncerons maintenant sous la forme suivante:

Soit E un gronpe additif abélien et soit A un semi-groupe
multiplicatif de homomorphismes de sous-groupes de E sur
E, contenant l'identité, 1. Etant donné d’avance, pour tout

e A, un sous-groupe N(fl)) de E, on demande: construir
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un sur-groupe E de E, dans lequel on puisse dé finir, pour
chaque ®e A, un prolongement ® de ® a E de fagon que:
1) ® soit un endomorphisme de E; 2) ﬁ:@‘?:‘?‘f), quels
que soient ®,YeA; 3) tout élément u de E soit de la
forme u—%u, avec ueE, ®eA; 4 En N(<T>)=N(<I)).

Voici la réponse :

Le probléme ne peut jamais avoir plus d’une solution, a
moins d’un isomorphisme opératoire laissant fixes les élé-
ments de E. Pour qu’il soit résoluble, il faut et il suffit
que les conditions sutvantes sotent vévifiées:

2) N@¥)=NWo)>¥e)(N (@) + N (¥);

B (V) Du—(YO)VucN@Y), pour tout uek;
) OV(u)c N@Y) implique ueN (¥);

3 N@=|oj.

Pour la premiere partie de cette proposition on peut
raisonner comme dans la démonstration du th. 1, a).
Quant a la deuxiéme partie, on voit aisément que la con-
dition énoncée est nécessaire; pour voir qu’elle est suffi-
sante, on peut suivre a peut prés la démonstration du
th. 1, b). On définit dans l'ensemble A>E une relation
o~ de la fagon suivante:

(@,4)> (¥, ) si et seulement si WU (1)—@-D (v)c N (O V)

(cf.définition analogue, p. 91); on voit sans difficulté, a 'aide
des conditions «), B), 7), qu’il s’agit la d’une relation
d’équivalence. On désignera encore par [®,x] la classe
des couples équivalents a (®,#). Ensuite, il sera conve-
nable de démontrer que l'on a toujours [PY¥,u]={V P, u]
et que, si #* e Y (u), alors [®, u]—=[P Y, «"], ce qui permet
de remplacer deux expressions [®,#], [VY,v] par des
expressions du type [0,#"], [0,7'], avec O=® ¥, Alors
on peut définir ’addition tout simplement par
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(@, u]+[0,0]=[P,u + 2],

ce que simplifie beaucoup la vérification des propriétés
groupales. Dans le reste, la démonstration sera une adap-
tation immédiate de celle du th. 1.

Il. les distributions d'ordre fini comme dérivées de fonc-
tions localement sommables — L’analyse du n° 4 est impar-
faite; nous tacherons de ’améliorer ici.

Tout d’abord, la notation L'(Q), pour I'ensemble des
fonctions localement sommables dans Q, est mal choisie;
il convient de la remplacer par une autre, par exemple
L!(Q), en réservant le symbole L!(Q) pour l'’ensemble
des fonctions sommables dans Q.

D’autre part, la prop. 7 doit étre remplacée par la pro-
position suivante:

Si l'on pose >c(f)=Dfx1 '-'fxnf(x)d*x pour feL(Q),
‘application x est un isomo;fphisme du groupe additif L1(Q)
dans le groupe €,(Q), et on a x (D, f)=D.,(x f) pour toute

Sfonction f absolument continue sur presque toutes les paral-
léles a 'axe des x; et admettant presque partout pour dévi-
vée D, f (au sens usuel) une fonction localement sommable
(cf. [17], tome I, p. 58, th. V, 1.°).

On démontre d’abord que l'application x est biunivo-
que, par une technique semblable a celle de la démons-
tration de la prop. 7. Ensuite, on voit aussitét que x est
un isomorphisme. Enfin, si / est une fonction absolu-
ment continue sur presque toutes les paralléles a l'axe
des x; et telle que D,, feL!(Q), on vérifie aisément que

x(Ds, f)=D f:‘ <+ [ Da fx) dx
BD. [ [ D S0 d
D..D [ ---f:f(x) dx =Dy, (x f)
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On démontre de meéme que, s’/ existe x' D, x- f, il
existe aussi D, f (au sens usuel) et, alors, D,, f=x"D,,x- 1.
Cela veut dire que les prolongements des opérateurs D,,
seront des prolongements stricts, ce qui n’est plus vrai,

en général, pour les opérateurs DP.

lll. Sur I'axiomatique des distributions — Nous avons choisi
pour Axiome 6 le principe du recollement des morceaux,
que nous avions présenté p. 128 comme le th. 5. Rien ne
s’oppose logiquement a ce qu’un théoréme soit transfor-
mé en axiome. Mais il serait peut-étre préférable de
choisir pour Axiome 6 la proposition suivante, plus faible
que le principe du recollement des morceaux: Si, étant
donné un ouvert Q de R*, on fait correspondre a chaque
intervalle ouvert QC Q une distribution Tq, de facon que,
st Q"< Q, on ait Toe=(Tq)g+, il existe une, et seulement
une distribution U dans Q, telle que Ug=Tq quel que
soit Q.

IV. Détermination des duals des espaces ©?(8) et D?(Q) —
Soient Q un ouvert et A 'adhérence d’un ouvert borné
de R*. On désigne par D? (A) l'espace vectoriel des fonc-
tions f(x) qui sont p fois continament différentiables
dans R* a support contenu dans A, avec la topologie de
la convergence uniforme des dérivées d’'ordre <p dans A;
et par ©#(Q) la limite inductive des espaces ©?(A*) avec
A" c Q. Définissons les opérateurs 3., comme au n° 3, avec
(¢1y-++y€x) € R*~A. Puisque

F)=0: - D*f(x), pour feD?(d) et |k|=p,

on voit que, si I’on considére l'espace € (A)* des fonc-
tions F(x) continues dans A et a valeurs dans R™, ou
m,=2?, avec la topologie de la convergence uniforme
de ces fonctions sur 4, les vecteurs |Df(x)}x=p, pour
toutes les déterminations de f, forment dans cet espace
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un sous-espace, D#(A), algébriquement et topologiquement
isomorphe a ®#(A). Et, comme toute fonctionnelle linéaire

et continue dans ©?(A) est prolongeable a € (A)*, on
conclut que tout €lément L de D?(A) est nécessairement
de la forme

L(f)=2 [, D/ (x)dgutx)

ou gy désigne une fonction a variation bornée dans R*,
pour tout k. La réciproque est évidente. (Cf. [17], tome I,
p. 91, dém. du th. XXVII).

Rappelons maintenant que l’espace ©(A) est la limite
projective (intersection)des espaces ©?(4), pour p=1,2,...;
il s’ensuit que, pour toute distribution T dans Q, consi-
dérée comme élément de D (A), il existe un p tel que T
soit une fonctionnelle continue dans un sous-espace de
D?(A) et par suite prolongeable en un élément (unique) de
©D#(4). Donc, la formule précédente nous dit que Zfoute
distiibution appartenant a D (A) est une somme finie de dévi-
vées d’ordres < p de mesures. (La réciproque est aussi vraie).

Cela posé, un distribution T dans l'ouvert Q est dite
d’ordre =<p, si elle peut étre identifiée a un élément du
dual de ©?(Q) (cf. [17], tome I, p. 25). Le th, XXXI, du
chapitre III de [17] donne la caractérisation des distribu-
tions d’ordre <p dans un ouvert, comme sommes finies
de dérivées d’ordres <p de mesures. On voit alors que
toute distribution d’ordre fini est une dérivée d’une
fonction continue (et réciproquement). D’aprés ce point
de vue, le critere d’égalité de deux dérivées de fonctions
continues pourra étre introduit aisément en employant
le «Satz 9» établi dans [14]. Voila donc un procédé direct,
assez simple, pour caractériser les duals des espaces D(A),
D(Q); évidemment, il est a la base de la méthode fonc-
tionnelle de M. ScHwarTz.
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V. Construction de €4 (Q) au moyen de suites convergen-
tes de fonctions indéfiniment dérivables— On a vu que, si Q
est un intervalle compact de R* l’espace €(Q) des fonc-
tions indéfiniment dérivables dans Q est dense dans
I'espace €u(Q). Cela suggeére une construction de €o(Q)
par complétion topologique de € (Q) par rapport a To.
Nous dirons qu'une suite (9,) de fonctions indéfiniment
dérivables dans Q est réguliére, sil existe un entier p et
une suite (9,,) tels que: 1) 9,—D? ¢, pour tout #; 2) (9,) est
uniformément convergente sur Q. Nous dirons que deux
suites régulieres (¢.), ({») sont équivalentes, et nous écri-
rons (9.) o ($u), s’il existe un p et deux suites (9),($n),
tels que: 1) ¢,=D?0¢,, ¢ =D?{,; 2) 9,—, >0 unifor-
mément sur Q. En employant les projecteurs que nous
définissons au n° 3, on voit aisément qu’il s’agit la d’'une
relation d’équivalence. Désignons alors par [¢,] la classe
des suites équivalentes a (¢,), et par €(Q) '’ensemble de
ces classes [¢9,]. Dans €u(Q), on définit maintenant la
somme, les dérivées et le produit multiplicatif, tout sim-
plement par

[9n] 4 [4n] =[9n +4a], Duloa]=[Ds0n], algn]=[a®n].

D’ailleurs, on pourra identifier chaque fonction continue f
avec la classe [¢,], ou (9,) est une suite quelconque véri-
fiant la condition suivante: il existe un entier p, une
suite (¢,) et une fonction ftels que: 1) ¢,—=D?¢,; 2) ¢,~f
uniformément sur Q. On démontre alors que €u(Q) est
un sur-groupe de €u(Q), D., un prolongement de D,,, etc.

VI. L'espace des distributions tempérées dans R* — Consi-
dérons l'espace (&') des distributions tempérées dans R,
avec la topologie forte de Scuwarrz (voir [17], tome II,
chap. VII). Ces distributions sont déja caractérisées par
le th. VI, p. 95. Mais on peut aussi expliciter la topologie
de (&') en appliquant la théorie de notre § 2. Maintenant,
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les opérateurs que l'on doit rendre continus seront les
applications T D?[(1 4+ |x )22 T], de I'espace des distri-
butions tempérées dans lui-méme (p=1,2,...). Le th. 7
reste appliquable a ce cas, grace au th. de AscoLt

Mais on pourrait aussi adopter une méthode tout a fait
analogue a celle de notre § 3, a I’analyse linéaire des
distributions tempérées, en partant encore de la formule
de Dirac, 'intégrale étant définie directement par rapport
a la topologie de (&). On voit alors que la fonction 7,9
de u, a valeurs dans (&'), est une tonction indéfiniment
dérivable a décroissance rapide dans R” ce qui permettrait
de caractériser les applications linéaires continues de (&')
dans un espace localement convexe, E. En particulier, on
pourrait introduire, d’'une fagon naturelle, la notion de
produit de composition S*T, ou T est une distribution
tempérée et S une distribution a décroissance rapide
dans R Enfin, la transformation de Fourier pourrait étre
définie directement, au moyen d’une intégrale, comme
dans le cas des fonctions.

CONCLUSION

Ce travail n’a évidemment pas pour but d’exposer la
théorie des distributions de la fagon la plus bréve et la
plus facile. Nous avons eu le souci de résoudre plusieurs
questions, d’abord dans le domaine de I’algebre et de la
topologie abstraites, et aprés dans le plan concret (carac-
térisation axiomatique de la structure des distributions,
explicitation de la topologie des espaces de distributions,
recherche des applications linéaires continues d’un espace
de distributions dans un autre, etc.). Mais, en faisant
ainsi, nous avons ouvert plusieurs possibilités d’exposi-
tion de cette théorie, suivant notre point de vue.
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Si 'on veut s’adresser a des techniciens, on préférera
une orientation plutét concrete. La méthode de complé-
tion topologique que nous avons indiqué dans Notes Fina-
LES, V, sera peut-étre la plus intuitive pour construir les
espaces €.(Q); elle conduit immédiatement 4 la notion
de limite d’'une suite, qui suffit pour faire, d’'une fagon
élémentaire, l'analyse linéaire des distributions. Des
espaces €u(Q) on peut passer, d’'une fagon presque tri-
viale, aux espaces €= (Q) (algébriques), sans employer le
langage abstrait des limites projectives.

Au contraire, pour les mathématiciens, il y aura tou-
jours intérét a connaitre la théorie des distributions d’un
point de vue supérieur.

Notre désir a été de contribuer a la clarification et au
développement d’une si belle et si importante théorie.
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RECTIFICATIONS A L'ARTICLE
«SUR UNE CONSTRUCTION AXIOMATIQUE
DE LA THEORIE DES DISTRIBUTIONS»

PAR

J. SEBASTIAO E SILVA

La plupart des remarques suivantes, concernant notre
article publié dans le vol. IV de cette revue (1954-55),
p- 79-186, nous ont été aimablement suggérées par M. L.
SCHWARTZ, que nous en remercions ici.

a) La prop. 10, p. 130 (lemme) doit étre supprimée:
elle est tout a fait dispensable; sa démonstration n’est
pas correcte. On évite ce lemme dans la dém. de la prop. 11,
en considérant les fonctions f;(x) prolongées comme fonc-
tinues a R”. Dans la dém. du th. 8, p. 146, on doit intro-
duire tout de suite 'inverse a droite de D=D,D,,--- D,,
tel que nous l'avons défini, La continuité des opérateurs
D,, viendra aussitot.

6) Dans le cor. IV, p. 147, il y a eu une lacune: il
faut ajouter que I, prolonge la topologie T de € (4).

¢) Page 183, ligne 2, il faut remplacer ’exposant p/2
par p.
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d) La prop. 18, p. 152, est une conséquence immé-
diate de résultats contenus dans le travail de GroTHEN-
DIECK «Sur les espaces (F) et (DF)», qui vient de paraitre
dans «Summa Brasiliensis Math.», mais qui a été regu
en 1952. Nous comptons y revenir dans une note.

¢) Nous avons du refaire, suivant notre orientation,
une petite partie de la théorie de l'intégration des distri-
butions. Une théorie compléte et générale en a été donnée
par M. Schwarrz dans son Séminaire 1953-1954 [cf. Espaces
de fonctions différentiables a valeurs vectorielles, J. d’Ana-
lyse Math., 4 (1954-55), p. 88-148].
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