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Introduction 

«[ . .. ] ce n'est qu'en donnant droit de cité à des élé­
ments formels que plusieurs branches de l'Analyse 
ont pu avancer». 

(VoLn:RRA, Leçons sur la composition) 

Le fait que toutes les fonctions n e  soient pas déri va­
bles est à l'origine d'une grande partie d es co m plications 
que l 'on trouve dans l 'analyse réelle. La critique  des 
fondem ents, entreprise  surtout  vers la fin du siècle xtx, 

a conduit à u ne délimi tation précise entre ce qui est permis 
et  ce qui est  défen du. Mais le perfectionnem ent logique 
a entravé en quelque sorte l'i magination créatrice, e t  ce 
sont les « espri ts  indisciplinés» - surtout des physiciens, 
insoucieux de la rigueur  mathématique e t  orien tés plutôt 
vers la nature des questions concrètes- qui ont con­
tribué, d' une faço n plus efficace, à l'élargissement des 
cadres. Le calcul symbolique des électriciens ,  la m éca­
nique ondulatoire, etc. ont introduit  des êtres bizarres 
(co m m e  la fonction c! de DIRAC et ses dérivées), dont  la 
défini tion mathém a t ique était dénuée de sens, mais qui ,  
tout de  m ême, servaien t de  base à des mé thodes fruc­
tueuses. « Quand une telle situation contradic toire se 
présente» dit M. L. ScHWARTZ dans l'introduction de son 
ouvrage [17] <"") «il est bien rare qu'il n'en résulte une  

(") Reçu l e  2 octobre 1954. 
( .. ) Les numéros entre crochets se rapportent à la Bibliographie, 

qui se trouve à la fin de ce mémoire. 



80 J. Sebastiiio e Silva 

théorie mathématiq u e  nouvelle qu i  justifie, sous une 
form e modifiée, le langage des physiciens ; il y a mêm e 
là une source i mportante de progrès des m athématiques 
et  de  la physique». 

La théorie des distributions de  ScHWARTZ n'a pas per­
mis seulement de donner une j ustification com plète à ces 
p rocédés audacieux : elle englobe e t  précise,  en  même  
temps, des conceptions hétérogènes qui  poussaient ,  d ' une  
façon plus ou moins affirmée, souvent incorrecte, dans  
plusieurs domaines des mathématiques : théorie des équa­
t ions aux dérivées partielles, théorie  de  la série e t  de 
l' in tégrale de  FouRIER, topologie algébrique, etc. (voir [1 7], 

introduction). Elle s'impose donc com me une  nécessité 
his torique, e t  c'est ce qui  expliq ue, en partie, son rapide 
succès, surtout  parmi la jeune génération. 

La notion de distribution généralise la notion de fonc­
tion, com m e, par exem ple, la notion de nombre complexe 
généralise  celle de nombre réel. Il s 'agit là de  phénomè­
nes très semblables. Lorsqu 'une  opération est impossible 
en certains cas, il y a une tendance naturelle à enfreindre 
l'ordre établi, en continuant à opérer form ellement, sui­
van t des règles de calcul qui sont valables (parfois avec 
des restrictions) dans le domaine classique .  Cela peut ne 
conduire à rien d'autre qu'à des erreurs ou des contra­
d ic tions ; mais, quelques fois ,  on parvient de cet te  
manière à u n  ordre nouveau- plus riche et  plus har­
monieux. 

Pour cons truire une  théorie des nombres réels ou des 
nombres complexes, on peut suivre plusieurs orien tations : 
il y a pour cela des méthodes synthétiques,  des méthodes 
analytiques et des méthodes axiomatiques. 

Pour construire sa théorie des distributions, M. ScHWARTZ 
a choisi le poin t de vue fonctionnel (que l 'on pourrait 
aussi nom mer synthétique) : il présente les distribu­
tions comme fonctionnelles linéaires con tinues dans cer­
tains espaces de fonctions indéfiniment dérivables. Mais , 
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en vérité, les premières tentatives pour créer une théorie 
des  d istributions suivent l'orientation form elle ou  axio­
matique, d'une façon plus ou moins consciente. A propos 
des méthodes de  BocHNER dans l'étude de l ' in tégrale de  
FouRIER, où «l' in troduction des distributions es t  inévitable, 
sou s une forme  directe ou camouflée» ,  ScHWARTZ observe 
(loc. cit . ) :  «Les «di stributions» de  BocHNER sont, au fond ,  
définies com m e  dérivées de fonctions continues n'ayant  
pas  nécessairement de  dérivée usuelle ; notre théorème 
XXI du chapitre III expri m e  jus tement  qu'une distrib u ­
tion est, localement, u n e  dérivée d'une fonction continue. 
Il nous  paraît bien p référable d 'avoi r  cet te  propriété 
plu tôt com m e  théorème que com m e  défini t ion (à cause de  
l ' indéterminat ion de l 'ordre de  d érivation et de  la fonc­
tion continue, surtout  pour  plusieurs variables)» . 

Eh bien, nous nous proposons de donner i ci une défi­
ni t ion du concept  de d is tribution, au m oyen d ' un  sys­
tème d'axiom es, qu i  revien t à concevoir une dis tribution, 
au point de vue local, précisém ent comme  une « dérivée 
formelle» d 'une  fonction con tinue. On verra par la suite 
co m ment  il est possible d'obvier à l ' in convénient d e  
l ' indéterm ination, signalé par M.  SCHWARTZ. On réussit 
alors, i l  nous semble, à rendre plus accessibles les fon­
demen ts de  la théorie et  on obtient une méthode  plus 
directe pour  s'attaq uer à plusi eurs problèm es. 

Il faut rem arquer que la possibilité d'une construction 
d irecte, purement  formelle, de  la théorie des distributions 
ava i t  déjà été indiquée par M. H. Kü:-.�IG dans sa Thèse, 
[14]. Tou tefois ce travail, tout en étant décisif, n 'est  pas 
encore défin it if ,  dans cette ligne de  recherches qu'il a 
o uverte d 'une  façon rem arquable. En effet ,  M. KbNIG ne 
donne pas une  vraie axiom atique des espaces de  distri­
butions (c'es t-à-di re, un ensemble d 'axiomes définissant 
ces espaces à m oins d'un isom orphisme), bien qu'il  ait 
déjà  tous les élém ents pour le faire : il construit ,  pour 
chaque ou vert  Q de  Rn, une structure formelle rn unie de  
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notions de « somme» ,  «dérivées» et «limites de suites» et 
i l  démontre que cette s tructure est isomorphe à l'espace 
des distribu tions dans  Q . D'autre part, l 'é tude topologi­
que  de ces espaces n'est pas encore approfondie dans [ 14] ,  
ce qui  ne  permet  pas d e  voir la possibilité de  refaire 
en tièrem ent la théorie des distribu tions, d'après ce point 
de vue.  

Notre idée i nitiale a été indépendante d e  celle de 
KéiNIG1 m ais i l  fau t  bien dire que la lecture de  son travai l 
nous a influencé en plusieurs points ; d'ailleurs ,  bien q u e  
nos méthodes soient différentes,  la source en est l a  m êm e : 
elles sont directement suggérées par l 'œuvre d e  M. 
ScHWARTZ. En vérité ,  on ne  fait que ren verser l'ord re 
logique  établi dans [1 7 ], en choisissant pour points d e  
départ certaines propositions q ui ,  dans cet ouvrage, se 
présenten t com m e  des théorèmes,  des résultats : M. KüNIG 
s'est inspiré au th. XXX, tandis que nous avons choisi le 
th .  XXI (déj à cité) et le principe du recollement des 
m orceaux (th .  IV). 

Le principe heuristique qui  nous a guidé dans les 
recherches est celui de la conservation des règles d e  
calcul. Soient j,g, . . . d e s  sym boles de  fonctions conti­
nues de  n variables réelles, définies dans un intervalle Q 
de Rn; si l'on  se tient  à la définition habituelle de déri-

. 1 . a f J2 f a2 g , vee, es expressiOns -�-, ""T2, J a , . . .  n auront pas 
uX1 uX1 X1 X2 

de sens en général. Mais  on trouve une situation analogue 
à propos de  l'expression va, qui  n'a pas de sens, dans le 
dom aine réel, pour a< 0 ;  et on sait q ue,  si l'on opère sur 
les expressions de ce  type suivant les régles usuelles 
(avec quelques modifications en ce qui concerne  les radi­
caux), on n'arrive jamais à une contradiction : c'est là 
l'origine du  concept de  nombre complexe. 

De m êm e, on peut  opérer sur les dérivées formelles 
suivant certaines règles («la dérivée d 'une som m e  estla 
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somme des dé  ri vées» , « i l  est  permis d'intervertir l'ordre 
des dérivation s » ,  etc.), sans j amais se heurter à une con­
tradict ion .  Seulem ent, pour que ce calcul puisse être 
u ti le, il faut choisir une définition convenable d'égalité 
pour les dérivées formelles (ou m ieux, d'équivalence, pour  
l e s  expressio n s  considérées). D'abord , on doit rappeler 
que, pour  chaque fonction continue f et chaqu e  indice i ,  
il existe u ne infinité de  fonct ions F tell es f=D..-;F (au 
sens usuel), deux d 'entre el les différant to ujours d'une  
fonction i ndépendante de x;. Alors, si  l'on a, par exem ple, 
deux  symboles de  dérivation D..-,0..-kl avec i=Fk,  et deux 
fonctio n s  continues J, g, il s era toujours possible de  
trou ver deux fonctions F, G ,  telles que l 'on  p uisse écri re, 
formellem ent, D_..if=Dx,D..-kF, D_..kg=D .. ,DxkG. En rai­
sonnant de la sorte,  on s'aperçoi t  que ,  en général, deux  
dérivées formelles peuvent  toujours ê t re  ramenées à la 
forme de dérivées avec un même symbole composé de 
dérivation .  (On observe un  fait semblable avec les frac­
tions numériques : deux nombres rationnels peuvent tou ­
j ours être représentés par des fractions avec un  dénomi­
nateur com m u n. Cette analogie n 'est  pas accidentale : 
elle nous  a fourni les premières intuitions décisives ; 
nous avons pris pour modèle la théorie analytique  des 
nombres rationnels) .  Considérons le  symbole composé de  
dérivation DP=D�; D�; ... D�:. Si l 'on  veut  que les règles 
u suelles soient conservées ,  on devra considérer DP f= 
=DP g, si (et  seulement s i )  DP(j-g)=O. On est donc 
ramené à fixer, pour chaq ue n-uple p d'entiers, l 'ensemble 
des  fonctions continues e vérifiant DP e = 0 .  Il n 'est  pas 
difficile de voir que  cet ensemble [que nous désignons 
par N (OP)] doit contenir toutes les fonctions  d e  la forme  
(1,1) (§ 1 ,  n . 0  1); d'autre part, i l  e s t  nat urel de  se  borner 
à ces fonctions. Avec le choix des  ensembles N (DP), le 
critère d'égalité pour les dérivées form elLes reste fixé et 
on obtient les premières dis tribu ti ons dans l'intervalle 
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Q d e  Rn, sous la forme d e  classes d'équ ivalence d'expres­
sions du type considéré <1>. 

Mais il fau t q u e  les dis tributions ressemblen t le plus 
possible aux fonctions- spécialement aux fonctions indé­
fini ment  dérivables. On définit  u n e  fonction dans u n  
ouvert Q. d e  Rn, e n  faisant correspondre un  nom bre à 
chaq ue  point x de Q.. Cela n'est plus possible, en général, 
pour les distributions .  Mais on peut se demander ce  que 
doit  devenir une distribution T dans  un voisinage Vx de  
chaque point x d e  son  domaine Q -c'est-à-dire, ce  que 
l 'on doit entendre par restriction de T à un intervalle 
Q*cQ. Or, i l  est déj à possible de définir, d 'une façon 
assez naturelle, un concept de res triction d'une dis tribu­
tion, en exigeant que certaines règles soient conservées, 
spécialement celle-ci : «La res triction d'une dérivée DP est 
la dérivée DP de  la restriction» .  Et fi nalem ent, pour rap­
procher le concept de  distribution de celui de fonction, on 
est porté à introduire la règle suivante, que M. ScHWARTZ 
a nommé suggestivem ent  le principe du recollement des 
morceaux : «On définit une  distribution T dans un ouvert 
Q. de Rn, lorsqu 'on fai t correspondre,  à chaque  point x 
de Q., une distribution Tx définie dans un  voisinage V x 
d e  x ,  de façon que  ces distributions coïncident dans les 
parties communes de leurs domaines ; la restriction de  T 
à V x sera T x pour tout xe il». Mais alors une  distribution 
dans  Q. ne sera plus, en général, une dérivée d 'une fonc­
tion continue dans Q.! Seulemen t  dans un voisinage con­
venable de chaque  point de Q. on laissera subsister cette 
propriété. 

Voilà, en peu de lignes, la génèse de l'axiomatique 
que nous présentons au n.0 1 4  et que l 'on pourra l ire tout 

(1) Cette définition d'égalité ne figure pas d'une façon explicite, 
dans l 'ouvrage de ScHWARTZ. Mais les ensembles de fonctions que 
nous désignons ici par la notation N (DP) jouent déjà un rôle essentiel 
dans la Thèse de Ki:iNIG. 
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de suite, sans préparation. Il est à souligner que,  dans 
cette axiom atique ,  on n'a employé aucune structure topo­
logique des espaces de distribu tions. Pour définir le con­
cept de distribution on n'a besoin q u e  de considérations 
algébriq ues .  

I l  s'agi t là ,  tout  d'abord, d 'un problème  d'extension 
algébrique, que l 'on est i ndu i t à poser e t  à résoudre sous 
une forme très générale, suivant les méthodes de  l'algèbre 
abstraite. Cela explique  l 'orientation que nous avons  
choisie ,  le caractère abs trai t des considérations des 
n.os 1 ,  2, 5 et  7. Nous  aurions pu rendre beaucoup plus 
brève la rédaction du § 1 (et d' une  partie du§ 2), si nous 
avions renoncé a cette généralité. Mais nous  avons pré­
féré cette orientation,  d 'une part, parce que nous l'avions 
s uivie effectivement  dans nos recherches, e t  d'autre part, 
parce qu'on ne sait  jamais  si d 'autres applications  ne  
seront  pas  possibles . 

Le résultat central est  le théorème 1 ,  qui, en parti­
cu lier, sert à j us tifier le  calcul  des dérivées formelles que 
nous avons esquissé ci-dessus (distributions d'ordre fini). 
Ensuite,  le besoin de définir la notion de  restric tion nous 
a condu it ,  dans le même ordre d' idées, au théorèm e  géné­
ral d'homomorphisme ( th .  2). La notion de limite proj ec­
tive algébrique de groupes (n . 0  7) a été introduite pour 
défini r la notion de  distribution d 'ordre arbitraire (fini  
ou infini) ,  dans u n  ouvert q u elconque de  R". Enfin,  la 
notion de produi t multiplicatif est définie au n. 0 9 d 'une 
façon formelle, d'après les idées de KüNIG dans [1 4]. 

Dans le § 2 nous étudions le problème de l'introduc­
tion de topologies convenables dans les espaces de dis­
tribu tions et nous ob tenons des résul tats qui nous sem­
blent  essentiellement nouveaux. M. ScHWARTZ avait intro­
dui t ,  dans l 'espace Co') des dis tributions  dans R", la 
topologie forte par rapport à l'espace (:o) , des fonctions 
i ndéfinim ent dérivables à s u pport com pact, dont CD') est 
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le dual ; il ne s'est pas préoccupé de définir cette topo­
logie directement, sans recourir à l'espace (::0). Mais dans 
[17] i l  donne des critères directs pour les lim ites des 
suites et une caractérisation des ensembles bornés dans 
(1Y) . Avec ces ressources e t  quelq ues résultats contenus 
dans le mémoire [lü] de  DIEUDONNÉ-SCHWARTZ (prop.  1 4  et  
th. 5) i l  ne manquait plus r ien pour la définit ion directe 
de  cette topologie, s i  ce n'est le concept général de limi te  
inductive d'espaces localement convexes, qui a été  con­
sidéré seulem ent plus tard. 

Pour introduire et étudier la topologie des espaces de 
distributions, nous u tilisons un résultat (th. 7) que nous 
avions déjà signalé dans [20] ,  à propos de certains espa­
ces fonctionnels analytiqu es, t rès semblables aux espa­
ces de  distribu tions [w(�) ici considérés. Le th .  7, avec 
le théorème  de Ascou sur  les familles de fonctions équi­
continues, nous donne la clef de  la qu estion topologique 
dans les  espaces de  distributions .  

En particulier, nous montrons  (n . 0  20)  que la considé­
ration des limites de suites est suffisante pour détermi­
n er la topologie de  ces espaces (prop. 18 et son corollaire). 
Cette rem arque nous semble assez importante, puisque, 
pour les applications, on pourra se borner à la no tion de  
limite d 'une  suite,  plus accessible au x techniciens q ue 
celle d 'un filtre convergent quelconque,  employée par 
M. ScHwARTZ. 

Enfin, dans le § 31 nous cherchons les espaces duals 
topologiques des espaces de d istributions et nous retrou­
vons les espaces de fonctions indéfini ment dérivables 
d'où M. ScHWARTZ est parti pour construire sa théorie. 
A cet effet, nous employons des m éthodes parfaitem ent 
analogues à celles que nous avions déjà suivies dans 
notre systématisation de  la théorie des fonctionnelles 
analytiques (voir [19]) et qui peuvent également servir 
pour la recherche des applications linéaires continues 
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d'un espace de  distribu t ions dan s u n  espace localement 
convexe quelconque. Ce tte recherche est  en rapport 
direct avec l'étude des noyaux distributions (voir [ 1 8]) et ,  
en  particulier, avec le  concept  de  produit de composition. 
Nous indiquons  aux n . os 21, 22 et 25  les premiers résultats 
dans cette direction. Il s'agit là essentiellement  de carac­

, tériser certaines fonctions  indéfin iment dérivables, à va-
leurs dans un espace fonctionnel donné. Avec cette orien­
tat ion,  l'analogie entre la théorie des dis tributions et la 
théor ie  des fonct ionnelles analytiques se  révèle très 
étroi te ,  plus encore que l'on  pourrai t l'imaginer après 
les travaux [ 1 5] ,  [ 1 6] ,  [ 1 3] , [22J et [23] ,  de KüTHE, GRo­
THENDIECK, SILVA DrAs et  TILLMANN. 

Mais i l  y a plusieu rs classes importantes d e  distribu­
tions (dis tribu ti ons à support compact, dis tribu ti ons 
bornées, d is trib utions tempérées,  etc . ) ,  com m e  il  y a plu­
sieurs classes de  fonct ions (fonctions continues, fonctions 
à carré som mable, etc.) . Et ,  pou r  chacune de ces classes 
de  distribu tions (comme pour chacune de  ces classes de 
fonctions), il existe une s tructure topologique,  spéciale­
men t  indi quée. Il s'agirait donc, maintenant, de faire 
l'étude directe de ces espaces particuliers de  dis tribu tions ,  
dont  M. ScHWARTZ a fai t  des applications profondes . Nous 
nous bornons à esquisser cette étude pour les espaces de 
distributions à support com pact (n. 0 2 6) . 

Il reste au ssi à exam iner le cas des dis tributions dans 
une variété indéfiniment différenti able quelconque. Nous 
croyons que ,  dans  ce cas ,  on devra faire un  usage plus 
étendu du pri ncipe du recollem e n t  des morceaux, avec 
les méthodes de  la topologie algébrique. 

Nous tenons à remercier ici vivement Monsieur  G. 
KüTHE de l'aide précieuse qu 'il a bien voulu nous prêter, 
soit en nous faisant connaître la Thèse  de KüNIG après 
que  nous avons obtenu  nos premiers résultats , soit en 
nous renseignant sur plusieurs points de  la théorie des 
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espaces localement  convexes, soi t encore en acceptant d e  
faire la revi sion cri tique de  notre m anuscri t ,  qui a p u  
être amélioré en  plu sieurs points après ses remarques, 
surtout dans l 'analyse logique du n . 0  14. 

Nous tenons aussi  à remercier vivement Monsieur 
L. ScHWARTZ des renseignem ents  et des conseils éclairés 
qu 'il a été bien aimable de nous donner. C'est lui qui ,  
dans une let tre, nous  a suggéré le  « recollement des mor­
ceaux» com m e  moyen pour gagner les distributions 
d 'ordre infini en  partant  des  distributions d'ordre fini. 
Nous avions  essayé de le faire par com plét ion topologi­
q ue, ce qui est possible, m ais moins naturel. 

§ 1 -L'extension a lgébrique 

1. Pré l i m inaires - D'une façon générale nous adop tons 
ici la terminologie et les notations de l'école BouRBAKI 

(cf. [2], [3], [4] , [5] , [6] e t  [7] ). Mais nous avons essayé 
de réduire l'étendue des connaissances nécessaires au 
préalable. D'ailleurs, la nature spéciale de ce travail 
exige quelq u es considérations préparatoires. 

a) Soit cp une application d'u n ensemble A sur un 
en sem ble B e t  soit v un élément de  B. Nous désignerons 
par cp(-l) (v) l'image réciproque de v par cil, c'est-à-dire 
l 'ensemble de  tous les éléments u de A tels que cll(u) = v. 
Analoguement, si C est une partie de  B, nous dési gnerons 
par cp(-ll (C) l'image réciproque de C par cp, c 'es t-à-dire, 
la ré union de tous les ensembles cpC-Jl(v), avec veC . 

b) Soit E un ensemble quelconque et  soit A u n  
ensemble d'applications d e  parties de E sur E .  Pour  tout  
élément cp de A , nous poserons E<l> = cpC-1> (E) e t  nous 
dirons que E<l> est  le do maine de cil. 



Construction axiomatique de la théorie des distributions 89 

Étant donnés <Il, qr e A, l'expression <fi ( \f  (u)) n'aura 
de sens que s i  u 6 E w  et  qr (u) 6 Ew.  Nous désignerons par 
Eww l 'ensemble des  éléments u 6 E vérifiant ces deux 
condi tions, c'est-à-dire, nous poserons 

Eww = qrc-t) (E w) ' 

e t, cet ensemble n'étant pas vide, nous  appelerons pro­
duit de <fi par qr l 'application u --> <P (\f (u)) de E ww sur E ,  
que nous noterons <11\f . I l  s'agit  donc ici d 'un  cas spécial 
de la notion de produit  de deux applications, où il faut faire 
attention .  Ce produ i t  est  encore associatif : (<fl\f) 0=<11( \f0) , 
quels que  soient <P,lf, 0 6 A. Deux applications <P,lf6 A 
seront dites permutables si l'on  a <ll'Y = 'Y<P, ce quz exzge 
en particulier Eww = E ww .  

c) I l  e s t  nécessaire aussi de  preciser la notion de  
prolongement  d'une application. Considérons dèux ensem­
bles E, F tels q u e  E cF e t  soit <fi une application d'une 
partie Ew de  E sur E .  Alors : 

DÉFINITION 1. Nous disons qu'une application éP de  F 
dans F est  un prolongement de <P à F, si l'on a éP (u) = <P(u) , 
pour chaque u 6 E <I>. 

DÉFINITION 2. Nous disons qu 'une  application éP de  F 
dans F est  un pro longement strict de <fi à F, si l'égalité 
v =  éP(u) , pour u , v  6 E, est éq ui valente à l'égali té v = <P(u) . 

Naturellement ,  un  prolongem ent éP de  <Il à F ne sera 
pas un prolongement  s trict, si (et seulement si) , il existe 
au moins un  élément u de E tel  que éP (u) 6 E ,  avec u If; Ew. 

d) Nous aborderons, maintenant, sous un angle parti­
culier, le problèm e  que nous étud ierons en détail au n° 
suivant. Soit E un  groupe a béùen, noté additivement et 
soit A un ensemble de  homomorphismes de sous-groupes 
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de E su r E . (Dans la su i t e  nous désignons par le sym­
bole 0 l'élément nul dans tous les groupes additifs que 
l'on aura à considérer). Le dom aine E<l, de  chaque  opéra­
teur <I> e A sera donc un sous-groupe de E et on aura 

<l> (u +v) = <l> (u)+<I> (v) ,  quels que soient u ,v e E<I>. 

Il est évident  que le  produ i t  d e  deux opérateurs <I>, qr e A 
sera encore un homomorphi sme  d 'un sous-groupe de  
E sur E . 

Pour  tou t <I> e A nous poserons  

N (<1>) = <t><-1> (0) (noyau de <1>) . 

Supposons en outre que,  pour to u t <I> e A et tout qr e A, 
on a encore <I>o/ e A ( c.a. d . ,  que  A est un semi-groupe) et 
<I>o/ = o/<1> (c. a. d . ,  que le semi-groupe A est a bélien). Suppo­
sons enfin que A contient l 'opéra teur identique,  I .  Dans 
ces conditions,  nous nous poserons le problème suivant : 

Construire un sur-grou pe E de E dans lequel on puisse 
définir, pour chaque a pplication <I> e A ,  un prolongemen t 

ii> de <I> à E, de façon que : 1 )  ii> soit encore un homomor­

phisme (donc, un endomorphisme de E); 2) <I>îf =<Po/, 
quels que soient <I>, qr e A . 

Le problèm e  adme t  une infinité de  solutions ; mais i l  
deviendra déterm iné, à m oins d 'un i somorphisme opéra­
toire <2>, s'il on y adjoint les condi tions su ivantes : 3) pour

· 

tout élément u de E il existe un u e E et un <I> e A, tels que 
u = ii> (u) ; 4) si <P'(u )=O ,  avec u e E , alors <I> (u)=O ; c'est-à­

-dire, E n  N (ii>) =  N (<I>) . La condi tion 4) est équivalente à 
celle-ci : 

(2) Étant donnés deux groupes E1 , E2, munis d'un système 
commun A d'opérateurs <1>, IJf, · · • , on appelle isomorphisme opéra­
toire de E1 sur E2 toute application biunivoque h de E1 sur E2 tel que 
h (u+v)=h(u)+h(v),h (wu)=<t> (hu), quels que soient u,veE1,<I>eA. 
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41) Pour tout <Il e  A, <P e st un prolongemen t strict de <Il. 
D'ailleurs, s i  ces condi tions  sont vérifiées, on pou rra 

démontrer que l'on a précisém ent N (<P') = N (<Il) . 
Nous ind iquerons  ici une man ière de  cons truire le 

groupe E à partir de E et A, de façon que les conditions 
1)-4) soient  vérifiées. Mais  nous n'entrerons pas dans les 
détails ,  parce que cela devient superflu après l'analyse 
q ui sera développée au n° suivant . 

Considérons l 'ensemble AxE d e  tous les couples 
(<fl, u) , avec <fle A et  u e E . Nou s définirons  dans cet  
ensemble une  relation c-v de  la façon suivante : 

(<fl, u) c-v( 'Y, v) si ,  e t  seulem ent  si ,  IJf(-1l(u)-<fl<-1l (v) c N( 'Y<fl) <3l. 

On voit sans peine que cette relation est réflexive, sym é­
trique et transitive - donc une relation d'équivalence . 

Notre ensemble E sera précisément l 'ensemble q uot ient  
de  A XE par cet te  relat ion d'éq uivalence ; nous désigne-
rons  par [<fl , u ]  l'élément de E déterminé par le  couple 
( <fl , u) ,  c'est-à-dire, la classe de tous les éléments  de  AxE 
équivalen ts à ( <fl , u) . Mais , pour que  la condit ion E c E 

soi t vérifiée, il faut encore identifier chaque élém ent u 

d e  E avec l'élément [l , u ] de E. 
Dans l'ensemble E nous définissons une addition de  la 

m anière suivante : 

[œ. u] + [nr v] [œ.nr u* +v*] avec u* e nr(-l) (u) ,  v * e m(-ll (v) . 'l'7 T7 = 'l'T7 7 T 'l' 

On démontre sans peine que l 'ensemble E est un grou pe 
abélien, qui ad m et E comme sous-grou pe. 

(3) Étant donnés deux parties A, B d'un groupe additif E nous 
désignons par A+ B (res p. A-B) l'ensemble des éléments u +v 
(resp. u-v) de E, avec u e A , v e B.  Étant donnés deux ensembles 
M, N quelconques, nous désignons par M-N le complémentaire de N 
par rapport à M, c. a. d., l'ensemble des éléments de M n'apparte­
nant pas à N. 
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Enfin,  nous définissons pour  chaq ue  <f> e A, une appli­
cation <ii de  E dans E, par la formule 

q; ['V, u] = [<f>'V, u] 

et  i l  est  aisé de voir q u e  les conditions 1), 2), 3)1 4) d e  
notre problème sont toutes vérifiées avec cette défini t ion .  

e )  Le résultat  précédent s'applique ,  par exemple, au 
cas  où E est le groupe addi tif des  fonction s j(x) , réelles 
ou complexes, cont inues dans Rt, et A le semi-groupe  
mult iplicatif des  puissances D0, Dt, ... , Dm, . . . de l'opéra­
teu r D de dérivation. Le domaine de Dm est constitué 
par les fonctions m fois continûment dérivables, tandi s 
que  le  noyau N(Dm) est l'en semble de s pol yn ôme s en x de 
degré inférieur à m. Dans ce cas on obtient ,  par extension 
de  E, à moins d'un isomorphisme opératoire, le  groupe de s 
di stribu tion s d'ordr e fi m· sur R1• 

Soit maintenant E le groupe des fonctions f(x)= 
= j(x 1, • •• , xn), réelles ou complexes, continues dans Rn, 
avec n >l ,  et soit A le semi-groupe engendré par les 
opérateurs de  dérivation partielle 

Ces opérateurs ne sont pas perm utables, d eux à deux, 
puisque, par exemple, si /(x) se  rédu i t  à u ne fonction de  
la  seule variable Xt , qu i  n'admette pas  de dérivée au  sens 
usuel, on  aura Dx, Dx, f(x)=O, tandis qu e  Dx,Dx,f(x) 
n'exi ste p as. Le résultat précédent n'est donc plus appli­
quable tel quel et, si ton veu t le générali ser de façon que 
le s opéra teur s prolongé s deviennen t permu tab le s deux à deux, 
on doi t renoncer à la condition que le s prolongement s de s 
opéra teur s donné s soient tou s de s pro longemen t s  strict s. 

Mais remarquons que, pour chaque opérateur Dx , , on 
peut choisir un  inver se à droite Ùx;, donné par 
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Ùxïf(x) = fo"'' j(Xt 1 • • • 1 Xi-t 1 �i 1 X;+l 1 • • • 1 Xn) d �; 

et que l'on a 

'(J_.., Ùx; = 'ü.�, 'IJ.�,, quels que soient i, j = 1 ,  · . . , r . 

Plus généralem ent, chaque  opéra teur différentiel 

où Pt , . . .  , p. sont des nombres entiers, admet l 'inverse 
à droite 

<:-tP' <:-tP• <:-tPn 
Uz1 Vx2 • • • Urn 

et il est évident que les opérateurs intégraux de cette 
forme sont permutables deux à deux. D'autre part ,  l'opé­
rateur différentiel ci-dessus considéré a son noyau contenu 
dans la classe des fonctions 9 du type 

où y;,,(x) est une fonction continue dans Rn, indépendante 
de x; (i = 1 , 2 , · . . n ;  v= 0 , 1 , . · . p ;- 1 )  . 

Voilà les données concrè tes qui  nous ont guidé dans 
les recherches, dont les résultats sont exposés par la suite .  

2. Le th éorème généra l d ' extens ion  a lg ébri q ue- Soit de 
no uveau E un groupe additif abélien e t  soit A un semi­
-groupe multiplicatif (mais non nécessairement abélien!) 
de  homomorphismes de sous-groupes de E sur E. 

Reprenons le problème de l'extension algébrique sous 
la forme suivante : 

Plonger le groupe E dan s un groupe E, dan s lequel on 

puis se dé finir, pour chaque <1> e A, un prolongement <ii de <1> 
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à Ê1 de façon que <P soit un endomorphisme de Ê et que l'on 
ait <I>îf = <P W = W iii, que ls que soient <I> ,  'Y e A . 

Su pposons d 'abord le problème résolu e t  posons, pour 
tou t <I> e A: 

(2 . 1) 

où N (iii) est le  noyau de <P. Alo rs, on doit avoir 

(2,3) Si v =<l> (u) et u e N (<l>'Y), alors v e N ('Y). 

Pour établir (2. 2) i l  suffi t d 'employer l a  permutabilité 
des opérateurs iii, W et d'appliquer <PW à la dernière 
expression,  en tenant compte  de (2.1). Quant à (2.3), i l  
suffi t de rem arq uer que W (v) = <P W (u) , si v= <I> (u) . 

Les conditions (2. 2) e t  (2. 3) sont donc nécessaires pour 
q ue le problème soit  possible. Il s'agirai t  maintenant de  
chercher  d'autres condi tions, jusqu'à trouver un  ensemble 
de condit ions suffisantes. 

Nous renoncerons à résoudre la question en tou te 
généralité e t  considérerons d'abord q uelques circons tan­
ces particulières qu i  peuvent se présenter dans l'é tude 
du groupe E ,  muni du semi-gro upe  A d'opéra teurs (homo­
morphismes de sous-groupes d e  E sur  E). 

Étant donnée une famille 1 B;(;er d'éléments de A , 
nous dirons que ces élément  engendrent ou sont des 
générateurs de A, s i  tout  <I> e A est égal à un  produit  
dont tous les facteurs (en nombre fini) soient  des éléments  
d e  cet te  famille, éventuellement répétés. D 'autre part, 
nous d irons que les B; sont indépendants, si les semi­
-groupes engendrés par deux sous-familles disjointes 
quelconques de  1 B; f sont aussi disjoints. 
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PROPOSITION 1 .  Supposons que A admet un systèm e fini (4) 
de générateurs B, , B2 , · · · , Bn z"ndépendants, tel que l'on puisse 
faire correspondre à chacun des B; un endomorphisme Y; 
de E qui soit un inverse à droite de B; , de façon que 
Y; Yj = Yj Y; quels que soient  i ,  j = 1 ,  2, . . .  , n ,  et que 
B;  Yj u = Yj B ;  u ,  pour i =F j, u e B;(-1 ) (E) . Dans ces co ndz·­
tions, on peut associer à chaque opérateur <1> e A un (et un 

seul) i nverse à droite <l>:f1 de <1> de telle sorte que l'on ait : 

11) (<I>'V):f1 = 'V:f1 <l>:f1 = <l>;t1 'V;t1, quels que soient <1> ,  'V e A. 

12) Si <1> = B; alors <l>;t1 = Y; (i = 1 ,  2 , . . · ,  n) . 

Chaque opérateur <l>;t1 admet alors une représentation 
unique du type 

Pour la démonstration, i l  suffit de remarquer q ue, si <1> 
s'exprime  en fonction d es B; par u n  produit  P(B1 , · · · , Bn) , 
dont p1 fac teurs soient égaux à B 1, h facteurs égaux  à 
B2 , · · · , Pn facteurs à Bn , on doit a voir <l>;t1 = Yf' Y�' . . . Y�" , 
d'après 11) et 12). En em ployant  la définit ion de  «inverse 
à droite» et  la permutabilité des Y;, on reconnaît aussi­
tô t que <l><l>:i' = I. Supposons  maintenant  q u e  l 'on a a ussi  

( &) Les propositions que  nous démontrerons relativement à des 
systèmes finis de générateurs peuvent se généraliser immédiatement 
au cas des systèmes infinis. I l  va sans dire que, dans le seul cas con­
cret considéré par la suite, les B, deviendront les opérateurs Dri de 
dérivation, tandis que les Y, deviendront les opérateurs tlx. d'intégra­
tion (sur R"). Mais1 comme nous l'avons déjà observé d�ns l'intro­
duction, nous ne savons pas encore si  d'autres applications ne seront 
pas possibles; et il se peut que l'hypothèse d'une infinité de généra­
teurs indépendants ne soit pas dépourvue d'intérêt (cas des distri­
b utions sur un groupe topologique quelconque) . 
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Alors on aura 

Bf' · · · B!" Yi' · · · Y�·= I 

e t ,  s i  l 'on pose 'V=n,Bfi-q, pour p;;:;,q,, E>=TI,Bji-Pi pour 
p, :S q;, on en déduit ,  compte tenu de  l'hypothèse,  q u e  

lfu=E>u, pour chaque u e Eqr . D'au tre part , <fld1 étant 
in verse à droite de Bi'···Bl", on voit de m êm e  que 
E>u ='Vu pour chaque u e E8. Donc, s'il n'é tai t pas A=q, 
pou r tout i, les B1 ne seraient pas indépendants. (On 
exclut le cas trivial où l'un de ces B, est l ) . 

PRoPOSITION 2 .  Si les hypothèses de la proposition 1 
sont vérifiées, on peut faire correspondre à chaque opérateur 

<Ile A un (et un seul) sous-groupe N (<Il) de E de telle façon 
que l'on ait : 

Nt) N(<lllf)=<��d\N (lf)) + lfd1(N (<Il))+ N (<Il)+ N (lf), (<Il, qr e A). 
N2) Si <fi=B;, alors N(<fi)=N(<fl)=<fl(-t)(O) (i=l12,···,n). 

Dans ces conditions, si <11�-t) =Y{' Y�· · . . Y!", le groupe 
N (<Il) sera constitué par tous les élémen ts u de E tels que 

p,-1 P,-1 Pn-1 
( 2. 4) u = 4 Y� (e t ,v}+ 2: Y� (e2,,) + · · · + 2: Y: (en,v) v�o v�o v�o 
avec e,- ,, e N(B,.) (i=l,···,n; li=O, . . .  , p,.-1) . 

D'ailleurs on aura N (<Il) c N (<Il) pour chaque <Ile A. 

D é m o n s  t r a  ti o n .  Supposons donnés les groupes N (<Il) 
vérifiant les conditions Nt) et N2) et  désignons par 
K (Pt,··· , Pn) l'ensemble des éléments u de E de la forme 
(2. 4) pour chaq u e détermination des exposantes Pt,···, Pn· 
Pour montrer que,  si <fld1 =Y{'· . . Y!•, on doit avoi r 
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N(<I>)=K(pt,···,Pn), il suffi t  d e  montrer que l'égalité 

N (If>)= K (Pt, · · · , Pn) implique 

quel que soit i = 1, . . ·, n (voir la note q ui suit cette 
démonstration). Supposons donc N (If>) = K (Pt,· · · ,Pn). 
D'après N t) et N2), les éléments  de N (B;<I>) doivent être 
tous  ceux de  la forme 

Y;u + <l>;tt e;  + u' + e�, avec u, u' eN (<1>) , e, , e�e N (B,). 

En employant l'expression (2 . 4), on a 

p,-1 Pi-1 p.-1 
Y;U= 1: Y�(Y;e1,v)+···+ � y�+1(e;,v)+···+ � Y:(Y;en,,) v�o v�o v�o 

et ,  en tenant com p te de  l'hypothèse formu lée dans la 
prop. 1, on voit que 

D'autre part , on a 

ih-t yP' • 'J!d e;= ,. e,., avec • yP• yPi-1 yP'+I yPn e;= l • • • i-1 i+1 • • • n e; 

et on reconnaît aussitôt que  B,.e;=o. 
Maintenant il est aisé de  voir que  tous les éléments  

de  N(B,.<I>) appartiennent à K(pL, · ·· ,P,.-t, 1+P,.,Pi-l, ·· · ,pn) 
et ,  si l'on tient com pte de  l'arbitrarieté de  u, u', e;, e�, o n  
voit de m ê m e  que,  réciproquement ,  tous les éléments de  
ce dernier ensemble appartiennent à N (B,.<I>). 

Par conséquent,  si les conditions Nt) et N2) sont rem­
plies ,  le groupe N (If>)  ne peut  être que l'ensemble 
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K(Pt··· , Pn). Réciproquement ,  il est im médiat que, si l'on 
construi t de cette façon les groupes N (<li), les condi tions 
Nt) et N2) sont  vérifiées. 

La dernière partie de  la thèse s'é tabli t sans difficulté. 

NoTE. Le semi-groupe A, dans l'hypothèse considérée, 
possède  un principe d'in duction finz"e qu i peut s 'énoncer 
com m e  il  suit : Si une propriété S}3(«!1) est  vraie pour 
«ll = B ; , quel que soi t i = l , · · · , n  et si, d'au tre part ,  S}3(«!1) 
i mplique S}3 (B;«ll) pour tout i ,  alors S}3 (<li) est vraie quel 
que soi t  <lie A. 

Observons encore q u e, dans la condition Nt), les opé­
rateurs «ll:i\ 'Y:i1 peuve n t  être rem placés par les opérateurs  
plurivoques <P<-1l, 'YHl, puisq ue l 'on a <IJ(-1l(u )=«ll:i\u) + 

+ <IJ(-1) (0 ) c <P:i1 (u) + N (<P), pour tout  u e E ,  et  de  m ême 
pour 'Y. 

Maintenant n ous pouvons établir notre théorème fon­
damental: 

THÉORÈME I .  Soit E un groupe addittf abéùen et soit A 
un semi -groupe d'homomorphismes <P, 'Y, . . . de sous-grou­
pes de E sur E .  On suppose vérifiées les conditions suivan tes : 

Ht) A contient l'identité, I .  

H2) Pour chaque opérateur <P e A, on peut choisir un 

invers e  à droite <P:l1 de <P qui soit un endomorphisme de E 

et tel que (<P 'Y):i1 =<P :l1 'Y;tt = 'Y:i1 <P:i\ quels que soient <P, 'Y e A. 

H3) À chaque opérateur <P e A, on a fat"t correspondre 

un sous-groupe N (<P) de façon que 

H�) N (I ) = l 0 1 . 

H�) N (<P'Y) =<P<-1) (N ('Y))+ \f(-t) (N (<li))+ :N (<P) + .N ('Y). 

H�1) Si v= <Pu et u e N ( <P'Y), alors ve N('Y). 
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Dans ces conditions, il est toujours possible (et d'une 
seule façon, à 11wins d'un isomorphisme opératoire laissan t 

fixes les éléments de E), de construire un sur-groupe E de E 
et  de dé finir, pour chaque <1> e A, une application <P de E sur E, 
de sorte que les conditions suivantes soient vérzfiées: 

Pt) <P est un prolongement de <1> ,  pour tout <1> e A . 

P2) <P(u +v)=<P(u) + <P(v) , quels que soient u , v e E ,  <l> e A ;  

P3) <l>îf =<Po/= o/ <P, quels que soient <1> ,  'Y e A; 

P4) En N(<îi)=N(<I>) , c'est-à- dire, on aura <Pu=O avec 

u e E, si et seulement si u e N (<1>) ; 

P5) E est la fermeture de E par rapport aux op érateurs 

prolongés <P, o/, . . · , c'est-à-dire, pour chaque u e E il existe 

un u e E  et un <l> e A  tels que u=<Pv . 

D é m o n s t r a t i o n .  a) En premier l ieu montrons que la 
construction d ' un  groupe E avec les opérateurs <P, W, . . .  , 
vérifiant les conditions indiquées ci-dessus, ne  sera possi­
ble que  d 'une seule manière, à moins d'un isomorphisme 
opératoire laissan t  f ixes les élé m ents  de  E . Supposons 
que l 'on a réu ssi à faire une telle construction .  D'après 
P5), chaque élém ent u de E peut se  représenter sous 
la forme 

Soient alors u=<iiu ,  v=Wv deux élém ents de  Ê, 
avec u , v e E, <I>,'YeA. Puisq ue  Eest u n groupe on aura 

<ii(u) ='Î'(v) si et seulement  s i  <P(u)-lf(v)=O . 

Mais , à cau se de  H2), on a 
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o u ,  en employant Pt), P2), P3): 

<îi(u)-'Î'(v) = qiif[lf:t1(u)-<l>:t1(v)]. 

Par conséq uent,  d'après P4), on aura 

(2 . 5) <îi(u)='Î'(v) si e t  seulement si 'f;t1(u)-<l>:t1(v)eN(<l>'f). 

On a donc ici un critère d'egalité en tre les élém ents 
de  E, qui est parfai tement  déterminé par la seule donnée 
du groupe E avec les opérateurs A. Donc, si l'on se 
donne un autre groupe E' à opérateurs cP', if', . . . vérifiant 
les m êmes conditions, on ob tien t  une application biuni­
voque h de E sur E' en faisant correspondre à chaque 
élément qlu de E l'élém ent  ql'u de E', où <ii et <ii' désignen t 
les prolongements de  <I> respectivement à E e t  E'; et il 
est évident  que h laisse fixes les élém en ts de E. On voit 
d 'autre part ,  en tenant compte de Pt), P2) et P3) ,  que  

(2. 6) <ii (u) + W (v) = <I>o/ [lf;t1 (u) + <l>;t1 (v)] 

(2. 7) <ii ('Î' (u)) = <I>-If (u) 

e t  cela montre que  les règles formelles pour effectuer 

l'addition et  les opérations <ii sur des éléments  de E sont 
déj à  fixées d'avance par la donnée du  groupe E avec les 
opérateurs A. Il en découle que l'application h de E 
su r  E', dont  il est question plus hau t,  sera nécessairement 
un isomorphism e  opératoire (5) (le seul  exis tant), c'es t -à-
-dire, on  aura, quels que soient u,veE: 

h(u + v)=h(u) + h(v), h(ql(u))=<ii' (h(u)). 

(5) Il est essentiel à la démonstration de désigner par des sym­

boles différents, q; et ;Dt, les prolongements de <1> à Ê et El, ce qui 
exige un concept de «isomorphisme opératoire» un peu plus général 
que le concept usuel [cf. (!)] . 
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b) Montrons maintenant qu'il existe au moins u n  
groupe E à opérateurs éP,  'Y, 0 0 0 , vérifiant les conditions 
indiquées.  Les considérations  développées dans a) nous  
indiquent une manière de  t rouver une solution ( la seule 
possible, à un isom orphisme  près). Nous pourrions  pren­
dre comme  éléments de E les classes d'équivalence déter­
minées parmi les expressions "<1> (u)" par la rela tion d 'éga­
lité définie dans (2 . 5) e t adop ter (2. 6) et (2. 7) comm e  les 
règles de l'addi tion et des opéra tions  éP dans E. Mais il 
est  préférable de raisonner avec les couples (<1> , u) au lieu 
des expressions "éil (u)", comme nous l'avons  déjà fait  au 
n° 1 (au fond c'est  la m êm e  chose sous une  forme plus 
nette e t  plu s commode) .  

Considérons donc  l'ensemble AxE de tous  les  cou ples 
(<1> , u) et in troduisons dans AXE une relation C") d'après 
la définit ion suivante : 

O n  doit démontrer que cette rela tion es t une relation 
d'équivalence. La réflexivité et la symétrie sont des con-
séquences immédiates du fait  que  N (<1>) est un  grou pe, 
pour tout <1> e A, et  que N ( <l>lf) = N (lf<l>) . Quant à la tran­
sitivité, supposons que (<l>, u)C")(o/, v) et  (lf, v)C")(8, w); 
cela veut  dire que  

on aura donc 

e t  par suite, en vertu de  H2), 

lf;t1 (8;t1 u - <l>;t1 w) e 8;t1 N (<l>lf) + <l>;t1 N (o/8), 

d'où, en tenant compte de H n :  lf;t1 (8;t1 u-<l>;t1 w) e N (<l>o/8) 
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et ,  à cause de H�'): 8�1 u- <ll:t1 w eN (<1>8), c'est-à- dire ,  
(<Il, u) ('..) (8, w) . 

Cela étant ,  nous désignerons par [<Il, u] la classe de 
tou s  les éléments  de AX E éq uivalents à (<Il, u) et par E 
l 'ensemble de tou tes les classes d'équivalence [<Il, u ]. 

Dans Ê nous définissons une  addit ion d'après la règle 
su ivante : 

On doit démontrer d'abord que c'est là u n e  opération 
univoque, c 'est-à-dire , que, si (<ll,u)('..)(<ll ',u') e t  ('Y,v)('..) 

('..) ('Y', v'), alors 

mais cela est une conséquence imm édiate de  H2) et de  H�). 
En su i te, on  voit au ssitôt que cette addition est une  opé­
ration associative e t  commutative. Et comm e, pour tout  
<Il e A, on a 

[<ll,u] +[I, ü] = [<ll,u], [<ll,u] +[-<ll,u] = [<112,0] = [I,o], 

on voit de  même  q u e  cette opération es t  inversible. Donc, 
E est un groupe additif abélien. 

D'autre part on défin i t ,  pour tout  e GA' u n e  applica-
tion ê de E dans E, d'après la règle 

ê[cfJ,u] = [<110,u]. 

Voyons d'abord que  ê est une opération univoq ue. Sup­

posons que  (<ll,u)('..)('Y ,v), c. a . d . que 'Y;t1u-<ll ;t1veN(<II'Y). 
Puisque,  selon H�), 8;t1 (N (<�l'Y)) c N (<II'Y0), on aura : 

('Y8);t1 u- (8<1>);t1 veN (<II'Y8), c'est-à-dire (<110, u) ('..) ('Y8, v). 

Maintenant, si l'on observe que  deux cou ples (<Il, u) et 



Construction axiomatique de la théorie des distributions 103 

('Y, u )  peuvent toujours être rem placés par des couples, 
(<�l'Y, 'Y;t1 u) et (<�l'Y, <ll;t1 v ) ,  avec le pre m ier élément com­
m un ,  i l  est i m médiat que l'application è est  un  homo­
morphisme (en domorphism e du  groupe E). On voit de  
même que  <flly=cplf=W<ii , q uels que  soien t  <II,'YeA. 

Mais nous  devons encore montrer que  E peut être 
considéré comm e  un sur-groupe  de E et que  l 'opérateur  4> 
est un prolongement  de  <Il, quel qu e  so i t  <lleA. À cet 
effet observons que l'application u __.. [ I , u J de E dans E 
est  biunivoq u e, puis q u e  [ l , u]= [ l , v ] impliq ue  u=v; 
et on voi t  tout  d e  suite que  cette  applica tion es t un  iso­
morphisme.  On peut donc identifier u avec [I , u ] ,  ce q u i  
rend E u n  sous-groupe d e  Ê. D'autre part ,  si l'on a v=<llu 

dans E , on aura <îiu =ifi[I , u]=[<ll , u ]= [l , v ] ; <ii est donc  
un prolongem ent  de  <Il <6l. On voi t  en m êm e  temps que  
[<Il, u J = q;u c'es t-à-dire, qu e  chaq u e  élément d e  Ê es t  de  
la form e 4>u avec u e E, <l> e A: la  condition P5) est  donc 
vérifiée. 

Il reste à montrer q ue la condition P4) est vérifiée. 
Soit alors ii>u = 0 avec u e E; c'est-à-dire, supposons que 
[<ll , u]=[l , o]; m ais  cela éq uivaut préci sém en t à la con-
dition u eN (<Il).-

Nous dés igneron s par A l'ensemble des opé rateurs <ii 
dont  i l  s'agi t dans cette  démonstration.  Nou s  pouvons 
com pleter le th.  1 avec la 

PRoPOSITION 3. Tout opérateur <ii e A est un application 

de :E sur  .E, c'est-à-dire , pour tout  ve E, l'équatt"on iP u =v 
admet au moins une solution u0 e E. Les solutions de cette 
équation sont alors précisément les éléments de l'ensemble 

(6) Mais on n e  peut plus garantir que ce soit un prolongement 
strict. 



104 J. Sebastiiio e Silva 

u0 + N (ill) . .À leur tour, les éléments de N («f>) , solutions de 

l'équation homogène iii u = 0 ,  sont tous les éléments u de E 
de la forme u = êu ,  où 0 est un élément arbitraire de A 
et u un élément arb itraire de N (<1>0) . 

Soit en effet v = o/v ,  avec v e E , 'Y e A . Alors une  
solu tion de  ili u = v  sera u0 ='Î'<I>;t1 v .  Il est  maintenan t 
immédiat que l'ensemble des solutions de  cette équation 
est u0 + N (iii) .  Pour la dernière partie de  la proposition, 
on peut raisonner de  la façon suivante : soit u = eu une 
solution de  «P ii= o , avec u e E , 0 e A ; alors on a iii êu=O 

et  par suite u e N (<1> 0) ,  c e  q ui achève  l a  démonstration. 

PROPOS ITION 4. Supposons que les hypothèses de la prop. 1 
sont vérifiées et qu'il en est de même pour les hypothèses du 

théorème 1, les groupes N (<1>) ayant été construits d'après 
les conditions N1) et  N2) de la prop. 2. Alors, on peut affir­
mer que : 

(2 . 8) Si l'on a .8; (iiiu) = 0 ,  avec u e E ,  <1> = Bf' . · · Bt· , 
il existe un élément e; de E tel que B; e; = O , iiiu = iii (Yf' e;) 
(i = 1 , · · · , n) .  

En effet, si l'on a B; (iiiu) = O , avec u e E , o n  aura 
u e N  (<1> B;) ,  et,  si <1> = Bf' · · .  Bt· , l'ensem ble N (<1> B;) sera 
cons titué par les éléments u de E de la form e 

p,-1 p.-1 
U = (  1: y� elv + . . .  + 1: v: env) + Yf' e; ,  

V = O  V = Ü 

avec B; e; = O B,, ekv = O ,  (k = 1 , · · · , n ;  v = O , · · · , h- 1) . 
En appliquant iii à cet te  expression, on obtient tout 

� � p de  sui te  <l>u = <1> (Y; ' e ;) . -
Nous établirons maintenant une proposition qui joue  

d'une certaine façon le  rôle de  réciproque de  la  précé­
den te  et  dont  nous aurons besoin pour présenter l'axio­
matique  des distributions d'une façon plus natu relle : 
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PRoPosmoN 5. Soit E un groupe additif abélien, muni 
d'un semi-groupe A d'opérateurs, vérifiant les hypothèses de 
la prop. 1, et soit E un sur-groupe de E ,  auquel ont ait pro­

longé chaque opérateur cf> e A comme endomorphisme cP de E ,  
de façon que cf>ly = cP If= o/ cP .  Alors, si la condition ( 2 . 8) 

est vértjiée et que l'on ait construit les groupes N (cf>) d'après 

les condiûons Nt) et N2) de la prop. 2, on aura E n  N (<ii) =  
=N (cf>) pour tout cf> e A. 

On peut  raisonner par induct ion sur  cf> .  La thèse est  
vérifiée pour cf> = l . Su pposons  maintenant qu 'elle est 
vérifiée pour un  opérateur cf> donné ; nous m ontrero n s  
q u'elle est  vérifiée encore pour l'opérateur B; cf>, quels 
que soient  cf> et i. En effet, soi t  (B7ci>) u = o, avec u e E ,  
cf> =Bft . . . B�n ; alors, d 'après (2 . 8) ,  on aura <iiu = <ii (Yf' e;) , 
avec B; e; = 0 ,  et, par su i te ,  d'après l'hypothèse d ' induc­
tion,  u e Yfi e; + N (cf>), ce qui  veu t dire que E n  N (B;cf>) c 
c N (B; cf>) . D'autre part, il es t  immédia t  que N (B;cf>) c 
c E  n N (B ; cf>) , m ê m e  sans (2 . 8) [cf. (2 . 1) ,  (2 . 2)] . -

N ous avons vu que, si les hypothèses de la prop. 1 

sont vérifiées e t  si les groupes N (cf>) sont construits 
d'après les conditions Nt) et N2) de  la prop. 2 ,  les hypo­
thèses du th .  1 sont aussi  vérifiées, exception faite,  even­
tuellement, de  Ht) ,  H�) et Hn. Le critère que nous allons 
établir, relativement à la condi tion Hn, nou s  sera u tile 
dans la sui te. 

On appele projecteur défin i  dans le groupe E tou t 
endomorphism e  P de  E tel que  P2= P. Le contredomaine 
d 'un projecteur  P dans E est évidem m en t  le sous-groupe 
de  E constitué par les éléments u tels que (I - P) u = 0 .  

PRoPOSITION 6 .  Supposons que les hypothèses de la prop. 1 
sont vérifiées et que l'on a construit les groupes N (cf>) d'après 
les conditions N1) et N2) de la prop. 2. Supposons en outre 
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que, pour chaque indice i = 1, . · · , n ,  et pour chaque exposant 

p = 1 ,  2 , . · . , il existe un projecteur p�P; )  de E sur N (Bf;) , 
de telle façon que tous ces opérateurs soient permutables 

deux à deux et que p)P; > soit permutable avec B" pour i =F k .  
Alors, quels que soient <P ,  o/ e A et u ,  v e E , si v =  o/ (u) 

et u e N (<Po/) , on aura v e N (<Il) .  

Il suffi t évidemment  d e  faire la démonstration pour 
le cas où o/ est un des générateurs B 1 , . · • , Bn . Pour fixer 
les idées, nous supposerons i= 1 ;  dans le cas général, 
la démons tration  est tout à fai t analogue. Soit <l>=Bf' · · · 
· · · B�n e t  posons p (P) = I - (I - PiP•>) . .  · (I - p�Pn )) ; il est 
aisé de de  voir que P<P> est un  proj ecteur de E sur N (<Il) = 
= N (Bf') + · · · + N (B�") . Soi t maintenant u un élém ent de 
N (B t  <P)  appartenan t au domaine de B1 et  poso n s  v = B1 u .  

On aura, d 'une part ,  u - u1 + u2 + · · · + un , avec U t e N(Bf'+l) , 
u,- e N(Bf;) pour  z· =F 1 .  D'autre part, en vertu de l'hypo­
thèse on a 

(l- P( P)) Bt  U = (l-P�p,)) B1 (l-P�P,)) · · • (l-P�Pn)) U= 

= (I -P (P)) BI U t = 0 ,  

et cela veut d ire que  v e N (<P) , c. q . f. d .  

3. Les d is tri b u t ions  d ' ord re f i n i  sur  u n  i n terva l l e  d e  Rn ­
Étant donnés deux points x = (xl , · · · , Xn) ,  y = (y t , · · · , Yn) 
de Rn, on d i t  que  x précède y et on écrit x < y ,  si les 
conditions x,- < y; sont vérifiées pour i = 1 ,  . . .  , n.  Soient 
a et b deux points de  Rn ; nous appelons in terv�lle fermé 
d'extrêmes a ,  b et nous désignons par [a , b] l'ensembl e  
d e s  points x e Rn tels que a <  x :S b ;  nous appelons  inter­
valle ouvert d 'extrêm es a ,  b et nous désignons par ] a , b [ ,  
l ' in téri eur d e  [a ,  b] . O n  peut  considérer encore des inter­
valles à un extrême infini ou même à deux extrêmes 
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in finis (par exem ple, l'espace Rn) ; alors, les intervalles 
du premier type  seront les intervalles bornés (d'adhérence 
compacte) . 

Soit Q u n  in tervalle quelconq u e  de Rn .  Nous repré­
sentero n s  par @: (Q) la classe des fonctions complexes C7l 
f(x) = f(xt , · · · , xn) , définies et continues dans l'intervalle Q .  
Dans @: (Q) nous considérons d 'abord seulement la struc­
ture de  groupe additif abélien détérminée par l'addit ion 
usuell e. 

Si Q est ouvert, nous désignerons par __;___ ou par Dx, 
uX; 

l'opérate u r  u suel de  dérivation parti elle par rapport à la 
variable x; (i = 1 ,  . . .  , n) . Nat u rellement, l 'opérateur Dx, 
définit  u n  homom orphi sme d 'un sous-groupe de @: (Q) 
sur  @: (Q) . 

Si Q est fermé, nous considérons l'opérateur D_.., défini 
dans le sous-groupe de  @: (Q )  cons t i  tu é  par  les fonctions 
qui ad mettent  à l' intéri eur  de Q dérivée part ielle conti­
nue par rapport à x; , prolongeable com m e  fonction con­
tinu e à Q .  Donc, à chaque fonction j e @: (Q) vérifia nt ces 
condi tion s, 0_.., fai t correspondre la fonc tion g e @: (Q) , qui ,  
à l'intérieur de Q,  est la dérivée partielle de f par rapport 
. . . D f 

of 
a x; ; e t  nou s  ecnrons encore g = x; = 

Jx; · 

Soit Q un  in tervalle q u elconque de  Rn (ouvert ou 
fermé).  Choisissons, pour chaq ue  i = 1 ,  · · · , n, un hyper­
plan x; = c; de  Rn cou pant Q et  posons  

L'opérateur 'ùx, es t  évidem ment u n  inverse à droite  de  
Dx; et  on a,  suivant des théorèmes classiques : 

(7) Pour fixer les idées nous considérons ici le cas des fonctions à 
valeurs complexes. Mais tout ce qui sera établit par la suite est immé­
diatement applicabl e au cas des fonctions réelles. 
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(3 . 1 ) Ùx, u..-k = Ùrk Ux" q uels que soient  i , k = 1 , · · · , n . 

(3 .  2) Ux, D ... rJ = D ... A urJ, pour i=Fk et s'il exis te D_..Je@:: (Q) . 

Nous adopterons encore les notations de  L. ScHWARTZ. 
Étant  donnée une n-uple p = (Pt , · · · , Pn) de nombres 
entiers non négatifs, nous poserons 

()Pt+P•+- · - +Pn 
DP = D�' D�' . . .  D�" = ----,--...,-----,---1 ' n 

Jxf ' a x[' . . . Jx!." 

Pour tou tes les déterminations possibles de  p ,  les 
opérateurs D P const i tuent  un semi-group e  multiplicatif 
d 'homomorphism es de sous-groupes de @:: (Q) sur @:: (Q) , 
qui  admet un systèm e  fini de générate urs z"ndépendants <8>, 
cons titué par les dérivations partielles Dx, , · · · , Dx, et par 
l'opérateur identique [correspondant à p = (ü , . . . , O)J . 
On voit aussi tô t  que ce semi-groupe vérifie les hypo-
thèses de la pro p. 1 . Construisons alors les groupes N (D P) 
d'après les conditions  Ni) ,  N2) de la prop.  6 ;  en parti­
culier on aura N (1) = IH> (0) = l 0 f .  Pour pouvoir appli­
quer le th. 1 il res te donc à montrer que l'hypothèse H�1) 
est vérifiée. 

À cet effet nous employerons la prop. 7. Pour chaq ue 
indice i et chaq ue exposant p; , nou s définissons l'opéra­
teur P>p,) de façon suivante : Soient a = (a1 , . · · , an) et 
b = (b1 , · . •  , bn) les extrêmes de l'i ntervalle Q ;  choisissons 
dans l' i ntervalle [a; , b;] ,  arbitrairement, p; poin ts dis­
tincts o::; t  , o::;2 , • • • , o::;p. ; alors, pour chaque fonction fE @:: (Q) 

p-1 
il existe une, et seulement une, fonction 8; (x) = 2: x� y;� (x) , 

��1 
avec les coefficients Y;� (x) indépendants d e  x; et tels que 

(8) Cela résulte d e  la théorie des équations différentielles. 
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p;-1 
f(x! ,  · · · , X;-! , a;k , Xi+l , • • • , Xn) 2: aik Y;v (x) 1 v�o 

pour k = 1 ,  2 ,  . . .  , p; .  
En effet, si l'on pose 

j;k (x) ==  j(X! 1 • • • 1 Xi-! 1 IX;k 1 Xi+! 1 • • • 1 Xn) 1 

on aura, d 'après la formule d'interpolation de LAGRANGE : 

(3 . 3) 

Nous désignons par p�Pil précisément  l'application 

f ..... e,. (i = 1 ,  2, . . .  , n) , de �(Q) sur N (DP•) . On voi t aussi­
tôt que ces applications sont des projecteurs. Montrons 
q u'elles sont perm utables deux à deux ; nous  le ferons 
seulement pour le cas de deux variables, la démonstra­
tion dans le cas général étant essentiellem ent  la même. 

Soi t donc n = 2  et posons Xt = X , X2 =y, alk = a," a2j = 
= �h Pt = P ,  h = q (k = t , . . . , p ; } = l , · · · , q) .  Si l'on 

P-l 
pose p�Pl f(x , y) ==  2: xv yv (y) , cela veut  dire q u e  

V = O  

(3  • 4 ) f(cxk , y) - Yo (y) + ak Yt (y) + · · · + af-l Y p-l (y) ' 

k = 1 , 2 , . . . , p . 

D'autre part, la fonction P�q) p�Pl f sera un polynôm e 

p-1 q-1 
2: 2: 

à coefficients Cp.v constants (indépendants de x , y) , tel que 
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On aura donc,  à cause de (3 . 4) : 
p-1 q-1 
2: 2: cp.v a�· �v· = /(a" ' � ·) , k = l ,  . . . , p ; J= l ,  . . .  , q .  
p.=o v�o 1 1 

On a ici  un  système de  pq éq uations li néaires qu i  
permet de calculer l e s  inconnues Cp.v à parti r des  valeurs 
j(rxk , �j) , et  il est évident que l'on parviendrait au m êm e  
système p o u r  déterm iner les coefficien ts c�v d u  polynôme  
P1Pl P�q) f. O n  a donc bien PiPl P�q) = P�q) p�Pl . 

Il reste à montrer que p�P;) est  perm utable avec 0..-k 
pour i =f= k . Pour s 'en convaincre, il su ffit de remarquer 
que, pour tout v, le  coefficient y;v (x) de xv dans la fonction 
8;  = p�P•l f es t ,  d 'après (3 . 3 ) , une combinaison linéaire à 
coefficients co ns tants des fonctions que  l 'on obt ient  en 
remplaçant  x; d a n s  /(x) successivement  par a;1 , a;2 , . • . , a;p, · 

On peut  donc affirmer : 

Toutes les hypothèses du théorème 1 sont vérifiées si l'on 
interprète E comme [ (Q) et A comme le semi-groupe des 

opérateurs de dérz·vation, oP, avec N (0 ... .) = N (O ... ,) ' pour 
z· = l , 2 , . . .  , n .  

Cela étant ,  nous désignerons par [w (Q) le sur-groupe  
de [ (Q) vérifiant  l es  conditions indiquées dans  la  thèse 
du th.  1 et  construi t  su ivant  la méthode employée dans 
la démons tration de ce théorème .  Chaque opérateur de 
dériva tion OP, considéré com me application d 'une partie 
de [ (Q) sur [ (Q) , aura donc un prolongem ent DP à 
[w (Q) , qui  sera un  endomorphism e  de  [w (Q) . Q uand il  
n'y aura pas danger de conf u sion,  nous employerons sim-
plem ent  la no tation OP au l ieu  de DP (en particulier Ox, 

au lieu de .15 ... , ou  --1---- au lieu de  _l__) pour les opérateurs 
u X; à X; 

de dérivation prolongés à [," (Q) . 
Nous appelerons distributions d'ordre fini dans Q les 

éléments de  [w (Q) ; si Q est compact ,  on pourra dire s im-
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ple ment  «distribu tions dans Q» ,  en ommettant le restric ­
tif « d'ordre fini » qui  devient superflue  dans ce cas, 
com me on pourra le comprendre par la su i te. D'autre part, 
s i  l'on a T = DP U, avec U ,T e  @::w (Q) , p = (P t , · · · , Pn) , on 
dira encore q ue T est une dérivée d'ordre Pt + · · · + Pn de 
la distribution U (au sens étendu ) ;  en particulier, s i  
T = Dr; U, o n  dira que T es t  la  dért"vée partielle (première) 
de U par rapport à x; . 

Par la suite nous désignerons par D l'opérateur  
D..-, D..-, . . .  D .... , c'est-à-dire, nous  posons 

d d d 0 = - - · · · - · 
d x1 d X2 d Xn 

D'autre part, pour chaque P =  1 ,  2 , . . .  , nous désignons 
par @::p (Q) l 'en sem ble des d istributions T telles que T =DP J, 
avec je @:: (Q J .  On aura évidemment 

@::w (Q) = U @::p (Q) • P=l 

Enfin,  puisque, d'après ce qui précède, on aura OP f= DP g , 
avec f, g e @:: (Q) ,  si, et seulem ent  si ,  f-g e N (DP) , on 
voi t aussitôt que l'homomorphisme f -+ DP f de  � (Q) sur 
@::p (Q) détermine  un isomorphisme 

f + N (DP) +-- -+ DP f 

de @:: (Q)/N (DP) sur @::p (Q) .  

4. les d i s tri b u t ions  d 'o rdre f i n i  com m e  dér ivées de fonc tions  
loca lemen t som ma b les - Soit encore Q un intervalle quel­
conque  de  Rn. Nous désignerons par  U (Q) l 'ensemble 
des fonctions locale m ent  som ma bles dans Q ,  en considé­
rant com me iden tiques deux fonctions qui soient égales 
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presque partout (c. a .  d ., d ifférant au plus sur un ensemble 
de mesure nulle) <9l. 

Dans U (Q) nous envisageons d'abord seulem ent la 
structure de groupe qui dérive de la notion usuelle 
d'addition de d eux fonctions. 

Soi t f un él ément de  U (Q) ; alors, s i  l'on  fixe un point 
c = (ct , . . .  , en) dan s Q ,  la fonction 

(4 . 1 )  /* (x) =fx'fx' · · · f.xn /(�t 1 �2 , . . .  1 �n) d� t d�2 " ' d �n c1 c� • Cn 

sera un  élément de @: (Q) ; plus précisément, f* sera une 
fonc#on absolument continue sur Q. D'ai lle urs on aura 

f = _J _ _  d_ . . .  _d_f* = D /* à Xt à X2 Ô Xn 

au sens de la théorie des fonctions. 
D'après les conventions du  n.0  précédent , nous dési­

gnons par @:1 (Q) le groupe des distributions T tels que  
T = D/ avec je @: (Q) . Or, on a la 

PROPOS ITION 7. Il existe un isomorphisme x. ,  et un seul, 

de U (Q) sur un sous-groupe de @:t (Q) , tel que x. Df*= D/*, 
pour toute fonction absolument continue f*. 

En effet, pour qu e la condi tion x. Df* = Df* soit ven­
fiée, l'application x. doit faire correspondre à chaque fonc-
tion fe U (Q) une dis tribution T telle que T = Df*,  où f* 
est une fonction absolument continue telle que f= Df* 
(au sens u suel). Mais, pour chaque f, il existe une seule 
distribution T vérifiant cette condition. En effet, si l 'on 

(9) Plus précisément, s i  l 'on appelle équivalentes deux fonctions 
qui coïncident presque partout, L' (Q ) sera l' ensemble quotient de 
l'ensemble des fonctions localement sommables dans Q ,  par cette 
relation d'équivalence. 



Construction axiomatique de la théorie des distributions 113 

a f = Dft" = D/2", l a  différence /t" - f2" sera une fonction 
n 

continue de  la forme � Y; (x) où  Y; (x) est une fonction 
i�l 

indépendante de x; ap partenant à LI (Q) . Alors, si l'on 
dés igne par c = (c1 , • • •  , cn) un point de  Q et si l'on pose 

So = /t"-/2', ek (x) = ek-1 (x)-Sk-1 (Xt , . . .  , xk-1 , ck , Xk+l , • • • , Xn) 

pour k = 1 , . . .  , n ,  

on voi t par induction que Bk ( x) est une fonction continue  
n 

de  la forme � Yik (x) , avec y;k (x) indépendante de x; et  
i�k+1 

appartenan t à U (Q) (k = O ,  1 ,  . . .  , n - 1 ; i=k + 1 ,  . . . , n) .  
Il e n  résulte que en (x) est identiquement nulle. D'ailleurs, 
i l est évident q u e  8k-1 (x)- 8k (x) est une fonction continue 
indépendante  de xk (k = 1 , . · . , n) . Alors, puisque  l'on a 

f�"-fi" = (8o- B t) + (8 t- B2) + · · ·  + (8,,_1 - 8n) + en , 

il s'en suit  que ft"-/2" e N (D) et ,  par suite, O(L" = Df2"· 
Le reste de  la thèse est  trivial. -

Cela étant, nous pouvons identifier chaque fonction 

fE LI ( Q) avec la distribution 5 f • où f • est une fonction 
absolument continue telle que f = Df " (au sens usuel). 

Observons alors q u e, @:: (Q) étant  une partie de LI (Q) ,  
les éléments de @::w (Q) sont les dérivées (au sens étendu) des 
fonctions localement sommables dans Q . On voit d'ailleurs 
q u e ,  pour chaque p = (Pt , · · . , pn) ,  l'opérateur DP est encore 
un prolongement de l'opération DP de dérivation, en considé­
rant  DP comme application d'une partie de LI (Q) sur U (Q) , 
dé finie de la façon usuelle. 

Considérons par exemple la fonction de HEAVIS IDE 

H (x) =  { 1 p�ur Xj > 0 ,  j = 1 , · · · , n 
0 ailleurs 
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Il est évident que si c est un point de Q ,  la fonction 
H (x - c) représente un élément de U (Q) (nommé la 
fonction de HEAVISIDE relative au point c). La distribution 

d d d D H = - - · · · - H  
d Xt Ù X2 Ù Xn 

est appelée la fonction de DIRAC ; on  la représente par o . 
Plus généralement,  on nomme fonctz'on de DIRAC relaft've 

au point  c la distribu tion Dx H (x - c) ; on la représente 
par O(c) ou même par o (x - c) , s'il n 'y a pas danger de 
confusion (car il s 'agi t d'une distribution qui  n'est plus 
une fonction) .  

5. le théorème généra l  d ' homomorph i sme - Pour établir 
ce théorème, nous util iserons  le lemme  su ivan t : 

LEMME. Soit E un groupe addittf abélien et soit A un 
semi-groupe multiplicatif d'homomorphismes de sous-grou­
pes de E sur E .  Si les hypothèses H3) , H�) du théorème 1 
sont vértjz'ées, pour que l'on ait o/C-1l (u) - <I>C-1 l (v) c N (<I>o/) 
avec u ,  v E E et  <1> ,  qr E A ,  il suffit qu'il existe au moins un 
élément u* E o/C-1) (u) et un élémePzt v* E <I>C-1) (v) , tels que 

u* - v* E N  (<l>o/) . 

En effet , si l'on a <1> ( u*) = u , qr (v *) = v ,  avec u* - v* E 
E N (<l>o/) ,  alors <J>(-t l (u) = u* + <I><-1l (O) , o/Hl (v) = v* + o/Hl (O) 
et, par conséquent  

<I>Hl ( u) - o/Hl (v) = u* - v*  +<I><-t l (0) + o/(-1) (O)cN (<l>o/) . 

THÉORÈME 2. Soient E ,  E* deux groupes additifs abé­
liens et A, A* deux semi-groupes multiplicatifs, constitués, 
respectivement, par des homomorphismes de sous-groupes de 
E sur E et par des homomorphismes de sous -groupes de E* 
sur E*, tels que : 
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H1) Le semi-groupe A sur E et le semi-groupe A* sur E* 
vérifient les hypothèses du théorème 1 .  

H2) 1 l existe un  isomorphisme <P <----+ <Il* entre les semi­
-groupes A et A*. 

H3) On se donne un homomorphisme h de E dans E*, 
tel que 

H�) h (<P u) = <P* (hu) quels que soient u e E ,  <P e A .  

H!/) h (N (<P))c N(<P*) , pour tout <P e A . 

Alors, si l'on construit le groupe E avec les opérateurs 

$, W, · · .  et le groupe E* avec les opérateurs $*, W*, · . .  

d'après les conditions indiquées dans le théorème 1, il es t 
toujours possib le (et d'une seule manière), de prolonger h 
en un homomorphisme li de E dans E* tel que 

7i (Cil u) = <P* (h û) ,  quels que soient û e .E ,  <P e K .  

D é m o n s t ra t i o n .  Remarquons d 'abord q u e, s'il existe 
u n  tel  homomorphisme 7i ,  il est nécessairement donné 
par la form ule 

(5 . 1 )  li (<P u) = <P" (h u) pour u e E ,  <P e A . 

Maintenant, il faut montrer, en premier lieu, que 
l'opérateur li ains i  défin i  est univoqu e, c'est-à-dire, que  
l'égalité <P u = W v ,  avec u ,  v e E ,  impliq u e  li <ii u = liW v .  
Supposons donc <ii u = W v ;  alors o n  aura 

\f(-1l (u)- <PHl (v) c N (<Pif) . 

D'autre part on a h (N (<Pif)) c N  (<P*If*) , en vertu de H!f). 
Donc, si u1 e \f(-1) (u) , v' e <fl(-t ) (v) , on doi t  avoir h (u1) -
- h (v') e N (<P* 'Y*). Et comme, en vertu d e H�), hu1 e \f"(-1l (hu), 
hv1 e <fl*(-1) (hv) , on aura, d'après le lemm e, 
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'f* (-1 l (hu )-<P* (-1 l (hv) c N (<P* 'f*) , 

ce q ui veu t dire, d'après (5 . 1 ), que  h <P' u = Îi iîi'' v . 
Le reste de  la thèse est  tri vial. 

PRoPOSITION 8.  La condition H�) du théorème 2 est impli­
quée par les autres hypothèses du même théorème, si le 
semi-groupe A admet un système de générateurs indépendants 

B1 , . . .  , Bn et que l'on ait N (B;) = B�-1) (0) , i = l , . . .  , n . 

Il suffit d'employer le principe  d'induct ion de  A ,  en 
observant que  h (<PH> u )  c <P* (-1) (hu) , q u els que  soien t 
u e E , <P e A . 

PROPOS ITION 9 . Supposons que, les hJ'Pothèses du théo­
rème 1 étant vérifiées, on a construit le groupe Ê d'après les 
conditions indiquées dans ce théorème. Alors, si l'on se donne 
un anneau A d'endomorphismes o:: , � '  · .  · de E, permutables 
avec les éléments de A et te ls que ex N (<P) c N (<P) pour tout  
cx e: A  et tout <P e A , il est toujours possible (et d'une seule 
manière) de prolonger chaque a e A en un endomorphisme 
;; de Ê permutable avec le prolongement <P de chaque <P e A .  
On aura en outre : 

Cette proposition est essenti ellem ent un  corollaire du  
th .  2 ;  dans ce  cas parti cul ier on a E* = E , A" = A . La 
dernière partie de  la proposition  est triviale. 

NoTEs - !. D'après la prop. 8, la condition « o:: N (<P) c N (<P) 
pour tout o:: e A» sera vérifiée, s i  le  semi-groupe A admet  
u n  système fini de  générateurs indépendants B1 , .  • · , Bn 
et que  l 'on ait N (B;) = B�-1 ) (0) , z' = l , . . . , n . 

I I . La prop. 9 nous intéresse en particu lier dans le  
cas où A est  un  corps. Alors E peut être considéré com m e  
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un espace vectoriel sur A ,  tandis q u e  A sera un  semi­
- groupe multiplicatif d'applications li néaires de  sous- espa­
ces vectoriels de  E sur E ;  si , en outre, on i dentifie chaque  
; avec a ,  E sera encore u n  espace vectoriel sur  A e t  A 
u n  sem i-groupe m ult iplicatif de applica t ions  linéaires de  
l 'espace E sur  lui- mêm e. Tous les résultats précédents 
resten t  donc valables, en  rem plaçant  partout  «groupe 
addit i f  abélien» par «espace vectoriel» ,  «homomorphisme» 
par «applica tion  l inéaire» ,  «Sous-groupe» par «Sou s-espace 
li n éaire» . En particulier, s'il on effectue ces subst i tu tions 
dans le  th. 2 ,  on doit préciser que E et E' sont des espa­
ces vectoriels sur un  m êm e  corps A de scalaires. 

6. La no t ion  d e  res tr ic t ion pou r  l es d i s tr i b u tions  d ' ord re l i n i  
dans  u n  i n terva l l e  - Po ur introduire cette notion, nous 
employero ns  le  th. 2 .  Soient  Q1 , Q2 deux intervalles quel­
con ques de Rn et supposons que Q1 c Q2 .  N ous désigne­
rons par p g ,Q, l'opération qui ,  à chaque fonction /(x) 
défin ie  e t  continue  dans  Q2 , fai t correspondre la restric­
tion f* (x) de f(x) à Q1 • Il est évident  que  p g ,Q, est u n  
homomorphisme du  groupe  � (Q2) s u r  l e  groupe � (Q1) , 
permutan t  avec les opérateurs de d érivation, c'est -à- dire, 
tel q u e  

pour  toute fonction  fe � (Q2) déri vable par rapport à 
x; (z" = 1 ,  . . .  , n) . (Suivant l' usage, nous représenterons 
chaque opérateur de dérivat ion par un même  symbole, 
q u el que  soi t le domaine fonctionnel considéré). 

Cela é tant ,  nous pouvons appliquer ici le th.  2 
avec l a  pro p. 8 :  l'homomorphisme p g ,Q, de � (Q2) sur 

� (Q1) est  prolongeable en  un homomorphisme pg ,Q, de 
�"' (Q2) sur �w (Qt) ,  qui  permute encore avec les opéra­
teurs de dérivation (prolongés) . Nous écrirons simplement 
p g ,Q, au  lieu de pg,Q, puisque i l  n'y a pas danger de  confu-
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sion. Donc , à chaque  distr ibu tion T e @:w (Q2) , l 'opérateur 
p Q ,Q, fai t correspondre une dis tribu ti on  T* e @:w (Qt) , que  
nou s nom merons la restriction de T à Q1 • En tenant 
compte  du  th . 2 ,  on voi t que, si T = DPf, avec je @: (Q) , 
on aura T* = DP j* où f* est la restriction de f à Q1 . 
En conclu sion : 

Dans le cas considéré, la no tion de restriction pour les 
distributions est définie (univoquement), de tel façon que la 
restriction d'une dérivée de T est toujours égale à la dérivée 
de la restriction de T. 

Si l 'on tien comp te des notes précédéntes, on voi t qu e 
les opérateurs de restriction son t même des applications  
linéaires. 

7. L im i tes p ro j ect i ves de  g roupes (sa ns  topo log ie ) - Nous 
avons ici besoin d'un concept de  « li m ite  projective» u n  
peu différent de  celui  généralement  adopté (cf. [2 4] , pp. 24). 
Soit Cf un ensemble ordonné <10l par une relation -< (on 
exige pas q u e  Cf soi t filtrant , et c 'est ici qui se trouve la  
différence par rapport à [ 24]) . Su pposons que l'on ait fai t 
correspondre, à tout  i e CJ,  u n  groupe  (addi tif )  E; et à tout 
couple i , j tel que i -< j , un homomorphisme hij de Ej 
dans E; de façon que  

h;k = hij  hjk pour i -<j -< k ;  

on dit alors q ue les groupes E; forment u n  spectre pro­
jectzf par rapport aux applications h,1 . 

(10) On dit qu'un ensemble A est ordonné, si l'on a défini pour  
certains couples d'éléments x ,  y de A une rélation x -< Y ,  telle que : 
J) si x -<y et y -< z ,  on a x -< z ;  I l) si x -<y et y -< x ,  on a x = y 

et réciproquement. On dit que l'ensemble ordonné A est filtrant à 
droite (resp. à gauche) ,  si, quels que soient x ,y e A ,  il existe z e A ,  

tel que x -<  z et y -<  z (res p. z -< x  et z -<Y) . Un sous-ensemble Al 

de l'ensemble ordonné A est dit co-final dans A ,  si, pour tout x -<  A 

il existe un xl -< Al tel que x -<  xl. 
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Dans cette hypothèse, désignons par E l ' ensemble 
des éléments U = 1 u; f du produit II E,. qui vérifient  la 

i eJ 
condi t ion : 

u,. = hij (Uj) lorsq ue  i -<.j . 

En tenant  com pte du  fai t que les h;j sont des hom omor­
ph ism es, il est aisé de voir que E est un groupe par 
rapport à l ' addit ion défin ie  dans le produi t des E,. : 

U + V = 1 U; + V; ! 1 Si U = 1 U; ! e t  V = 1 V; ! . 

Le  groupe E est  est appelé la limite projective algébri­
que ou le groupe composé des groupes E,. par rapport aux 
appli cations h,1 .  Nous désignerons par h,. l'homomorphis­
me de E dans E,. qui fait correspondre à chaque élément 
u = 1 u; ! de  E la coordon née i de x, c' est -à- dire, nous 
pôserons X; = h,- (x) ; et nous dirons que h,. est la i -projec­
tion de E .  On aura évid emment  h; = hij hj pour i -<.j. 

THÉORÈME 3 .  Considérons deux spectres projectifs de 
groups 1 E,. , h,1 ! i,j e J , 1 EÀ , hÀfL ! À•p. •J• et soient E ,  E*, respecti­
vement, leurs groupes composés. Soit d'autre part e une 
application biunivoque de ,fi sur ,fi*  telle que 8 (i) -<. e ( j) , si 
(et seulement si) i -<.j, et soit 0,. pour chaque i e ;t, un homo­
morphisme de E,. dans Eeu) tel que 

(5 . 1) 0;h;j = hÀp. eh pour À = 9 (i) , f1- = 9 (j) . 

Alors, il est toujours possible (et d'une seule manière) 
de définir un homomorphisme 0 de E dans E* de façon 
que hÀ 0 = e,. h; pour ). = e (i) . 

D é m  o n s t r a t i  o n .  Si l'on veut  que la dernière condi­
tion soit vérifiée, on doit avoir h"A (0 u) = 0; (h,. u) ,  pour 
À = S (i) , quel q u e  soit u e E , et  l 'application 0 de E dans E* 
reste determinée, puisque l'on connaît, pour tou t ). e ;t*, 
la projection de 0 u  sur E"A (9 est  une application de ,fi 
sur ;t*) . Réciproquement ,  posons : 
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u). = G; (u;) , pour chaqu e u e E  et chaque z" e ;J , 

avec À = B (i) . 

Alors ,  si l'on a À -\ p. ,  avec p. = 8 (j) , o n  aura aussi : 

ce  qui veut dire que  l u). 1 est  un élément  u* de E*. Dési­
gnons par  e l'application u -+ u*, c'est-à-dire, posons 

G u =  l G; u; ! ;  
on voi t tout de suite que 0 es t un homomorphis me  de  E 
dans E* tel que hÀ 0 = 0; h; ,  pour  À = 8 (z") . 

NoTES - I . Ce théorème  peu t ê t re généralisé im m édia­
tement au cas où e est une application (pas nécessaire­
m en t  biun ivoque) d ' une partie !/0 de  ;J sur ;J*. Mais alors 
on doit  s u pposer en plus que : 1) 0; h; = 0j hh pour  S (z") = 
= B (j) ; 2) si À -\ p. , il exis te  z' , j e !/0 avec i -\j, À = 8 (z") , 
p. = S (j) . 

II. En particulier, les deux spectres peu vent coïncider 
(!�=!/* ) . Supposons, dan s  cette hypo thèse, que l'on se 
donne deux applications permutables 8 ,  S ' de ;J sur !1, et, 
pour chaque i e ;J, un homomorphisme 0; de  E; dans Ee (i) 
et  un homomorphism e 0� de E; dans Ee' <'> de façon que la 
condition (5 . 1 ) soit vérifiée dans les deux cas et que 
G'e (i) 0; = Get u; 0� quel que soit z" e !1 .  Alors, il est  aisé de 
voir que les opérateurs e, 0' ,  qui prolongen t  e, et e� 
à E sont  aussi permutables. 

III. Le cas le plus s imple est celui où l'application 8 
se rédu i t  à l'identité .  Alors , l'égalité v=G u , avec u = j u; ! , 
v=j v; ! ,  signifie sim plement que V;=G; u; ,  pour chaque z" e ;J .  

IV. Dans q u elques cas concrets q u e  nous aurons à 
considérer, les opérateurs 0; d'un  même sys tèm e  sont 
représentés par u n  symbole com m u m  0 et  i l  en sera de 
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m ê m e  pour leur  prolongement  à E .  C'est ce qu ' i l  arrive, 
par exemple, si tous les E; sont  des espaces vectoriels sur 
un même corps K et que tous lrs h;j soient des applications 
linéaires ; alors on voit ,  dans cet ordre d 'idées ,  que le 
groupe E devient lui -même un espace vectori el sur K .  
On le  nom me la limite proJective algébrique des espaces E; 
par rapport aux h;j . La m ultiplication scalaire est tout 
sim plement défi nie  par la formule : 

o: u = ! o: u; l en supposant u = ! u; j . 

8. Les d i s tri b u tions  d é ri n i es da ns  un ouvert de Rn. La no ti o n  
de  m esu re com me d is tr i b u tion .  N o ti o n  d e  tra ns la té e - Soit  Q un  
ouver t  quelconque, non  vide,  d e  R n  ( en  parti c u lier on  
peut  avoir Û = Rn). Par la suite, nous désignerons par ,Q (Q) 
t ensemble des intervalles compacts Q de Rn contenus dans Q .  
L'ensemble ,Q (Q) est  ordonné par la relation Q1 c Q2 .  
D'au tre part, pour  to u t  Q e ,Q (il) , on a défini a u  n. 3 le 
groupe  €w (Q) des distribu tion s dans Q, et, pour tout couple 
d'in tervalles Q1 , Q2 e ,Q (Q) tel s  q u e  Q1 c Q2 ,  on a défi ni  
(n .  4) l 'opérateur  de restr ict ion p Q ,Q, . D'aille urs  il est 
immédiat q u e  

p Q ,Q, = p Q ,Q, · p Q,Q, , si Q1 c Q2 c Q3 .  

On voit donc que  les groupes €w (Q), avec Q e ,Q (Q) , for­
ment un spectre projectif par rapport aux opérateurs p Q ,Q, . 
Nous désignerons par €,... (Q) le groupe composé de  ce 
spectre et nou s  appelerons distributions dans Q les élé­
m en t s  de €,. (Q) ; l'ensemble Q sera dit le domaine d e  ces 
distributions. Donc : 

On définit une distribution T dans Q ,  lorsque on se 
donne, sur chaque intervalle compact Q contenu dans Q , 
une distribution T Q (dérz.vée d'une fonction continue) de 
façon que, sz· Ql C Q2 , la restriction de T Q, à Q1 soit précisé­
ment T Q, . On posera T Q = e Q (T) et on  dira encore que T Q 
est la restriction de  T à Q . 
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Quant  aux opérateurs de  déri vation DP, on les définit 
tout de  su i te dans @:.,. (!1) , en appliquant les théorèmes 2 
et 3 (voir n.0 6 et notes III et  IV au th. 3). La défin i tion 
est  donnée de  façon que la restriction dJune dérivée soit 
encore la dérivée de la restriction ou ,  plus précisémen t : 

p Q (DP T) = DP (p Q T) pour tout T e @:.,. (Q) et tou t Q e .Q (U) . 

D'aille urs ,  ces opérateurs resteront  encore permu tables 
deux à deux (voir note II au t h .  3) . 

On voit  d e  même que, les groupes Cê:w (Q) étant  d es 
espaces vectoriels sur le corps complexe, C ,  le groupe 
composé Cê:rr (U) devien t lui  auss i  un espace vectoriel sur  
C ,  tandis  que les  opérateurs de dérivation dev iennent  
des applications linéaires de ce t  espace sur lu i -même. 

Enfin, soit  Q* un  ou vert contenu dans !1. Étant donnée 
une d i stribution T dans Q ,  on appele restriction de T à Q* 
la distrib u tion T*,  dont la  restriction à chaque intervalle 
Q e .Q (!1*) coïncide avec la restrict ion de T à Q .  Nous 
désignerons par Pn* (ou par Pn* 0 ,  s'il est nécessaire d' in­
diquer le p remier domaine,  Q) l 'application T """' T* d e  @:,. (Q) 
dans Cê:rr (!1*) ; on voi t aisément  qu'il s'agit d'une application 
linéaire, permutant avec les opérateurs de dérivation. 

Nous dirons que  deux dis tributions T1 , T2 dans Q 
sont égales ou coïncident dans un ouvert Q*c Q  si la res­
triction de T1 -T2 à Q* est zéro cuJ [définition analogue  
pour  un  intervalle Q e ,Q (Q) ] . 

En particulier, les fonctions complexes f(x) définies et 
localement sommables dans Q ,  peuvent toujours être con­
sidérées comme dis tributions dans n , d'après l ' identifi­
cation effectuée au n .o 4. On appele mesure dans Q toute 
d istribution T de la forme 

(1 1) Il faut rappeler que, pour chaque ouvert n ,  l'élém ent nul du 
groupe C.,. (n) est la fonction identiquement nulle de domaine n :  nous 
la désignons par 0 quel q ue soit n .  
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a a a 
T = D F = - - · · · - F, 

axl dX2 axn 

ou F est  u ne fonction à variation bornée dans toute par­
tie compacte de  Q . La jus tification de cette désignation 
se trouvera au n .0 25. La « fonction» O(c) de DI RAC (n .0 4) 
est une m esure dans Rn, nulle partou t  au dehors de c 
(masse 1 placée au point c). 

Enfin, nous  pouvons introduire la notion de  translatée 
d'une distribution. Soi t h un vecteur quelconq u e  de  Rn et 
Q un in tervalle com pact de  Rn [resp. Q un ouvert de  Rn] .  
En employant  les théorèmes 2 et 3 ,  on voit qu 'il est pos­
sible, d ' u ne façon uniqu e, de définir une application 
linéaire Th de �"' (Q) sur �"' (Q + h) [res p. de  �.,. (il) sur 
�.,. en + h)] telle q u e  

T1) "h /(x) = j(x - h )  pour  tou te fonc tion continue f 
T2) "h D..-, T = D ... , "h T, quels qu e  soient la distribu tion 

T et l' indice i . 

Eh bien,  on appele "h T la translatée de la distribution T 
par h .  De T1) et  T2) on déduit  tout de  suite la propriété 

(8 . 1 ) "h DP f(x) = DP f(x - h) ,  
qu i  fou rnit  une définition constructive de translaté Th 
pour le cas des distributions dans Q .  Quant au cas des  
distributions dans  n , on aura, d 'après le th .  3 :  

La translatée "h d'une distribution T e �.,. (Q) est la dis­
tribution dont la restriction à chaque intervalle compact 
Q* c Q + h est la translaté "h de la restriction de T à 
Q = Q* - h . 

Quand i l  n 'y aura pas danger de  confusion, on pourra 
écrire u n e  dis tribu ti on T avec la notation d'une fonction, 
T (x) , et sa translaté "h avec la notation correspondante 
T (x - h) . Cette écri ture est assez commode, m ais elle 
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m anque d e  cohéren ce, puisque, en  général, T (x) n'a pas de 
sens pour u ne valeur particulière de x . Par exemple,  la 
« foncti on» de DIRAC O(c) est la translaté "t"c de a ;  nou s  
l 'avions déj à écrite a u  n.0 4 avec l a  notation d 'une fonction : 

à< cl (x) = à (x - c) .  

9. La n o ti on  d e  prod u i t  m u l t i p l ica ti f, pour  l es d is tri b u tions-
L.  ScHWARTZ a montré q u 'i l  n'est pas possible de  défi nir,  
dans le cas général, une no tion de prod uit  de  deux dis­
tributions  q ui prolonge, d 'une façon naturelle, la notion 
de  prod u i t  de deux fonctions. On peut au plus définir 
«produit d'une fonction par une distribution»  et  cela 
m êm e, en imposant à cette fonction des conditions assez 
restrictives ; nous nous bornerons au cas où la fonction 
est indéfin iment  dérivable. 

Le concept de produit  multiplicat if sera ici  introduit  
d 'une façon formelle, comme l 'a fait  déjà KüN IG  dans [ 1 4] ,  
suivan t l ' esprit du principe de la conservation des règles de 
calcul. Dans le cas présent, nous cherchero ns à conserver 
la règle de dérivation du produit ; comm e  conséquence, 
autres règles usuelles seront  alors conservées. 

Soi t encore Q un ouvert de  Rn et soit Q un intervalle 
compact  contenu dans Q .  Nous désignerons par � (Q) 
l'anneau des fonctions indéfiniment dérivables dans n et  
par � (Q) l 'anneau des fonctions rp e � (Q) pour le squelles 
i l  existe DP cp e � (Q) quel q ue soit le n-uple p d'entiers 
(c'est-à- dire, l'anneau des fonctions rp q u i  sont la restric­
tion à Q des fonctions indéfiniment dérivables dans u n  
ouvert quelconq u e  contenant Q). 

THÉORÈME 4. a) Il est possible (et d'une seule manière) 
de défint"r une application unz"voque (a: ,T) __,. a:  T de � (Q) X 
X �w (Q) dans �w (Q) , de façon que les conditions suivantes 
soient vérifiées : 
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Pt) Si T est une function fe € (Q) , ex T est le produit 
ex f au sens usuel. 

P2) Pour tout ex e € (Q) et tout T e  <ê:w (Q) on a 

_a_ (exT) = �  T + ex  a T 
(i = 1 ,  . . .  , n) .  d X; d X; d X; 

Alors, le groupe additif <ê:w (Q) devient un module sur 
@: (Q) par rapport à cette application (ex ,T) -+ o:T. 

b) Tout ce que ton affirme dans a) reste vrai, si l'on 
remplace partout  Q par Q , @: (Q) par @: (Q), <ê:w (Q) par €'1\" (Q). 

D é m o n s t r a t i o n .  a) Supposons d 'abord q u'il  existe 
une application (ex , T) -+ exT d e  € (Q) X €w (Q) dans <ê:w (Q) 
vérifian t  les conditions Pt) et  P2). Alors, cet te application 
reste automatiquement déterminée par le schéma de récur­
rence su iva n t : 

{ 
exT = exf (au sens u suel) si T =f e <ê: (Q) , 

ex (D..-,T) = Dr; (cxT)-(D_..i ex)T, pour tout T E <ê:w (Q), i= 1 , . · . , n .  

Réciproquement ,  em ployons c e  schéma pour définir la 
fonction ex T ;  cela revient  à défi n ir, pour chaq ue ex e @: (Q) 
et chaque p = (ft , . · · , Pn) ,  un opérateur différen t iel 
linéaire ex DP = ex D�: · . .  Dt: , de façon que 

(9 . 1 ) { 
ex DP = cx ,  si p = (O , . · · , O) , 

(ex D_..i DP) / = Dr; (ex DP · f) - (Dr; ex) DP . f, pour tout 
fe € (Q) , i = 1 ,  · · · ,  n .  

En u tilisant ce procédé de  récurrence, on  trouve 

(9 . 2) 
p, = 1:  

(ex DP) f= 
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(p 1-k1 1 o o o  , pn-kn) Dp ,-k , DPn-kn C( = X1  • • • Xn (X. • 

La linéari té de l'opérateur  cx DP es t bien visible dans 
la form u le  (9 o 2 ) (t2) . 

Posons ,  par défini tion : 

(9 . 3) o:T = (o: DP)j, quand T = DP f 

On voit aussi tôt que, pour T e @:  (Q) , l e  p rodu i t  o:T, 
que nous  venons d e  défin ir, coïncide  avec le produit des 
fonctions o: ,T au sens u s u el : la condition P1 ) est  donc 
vérifiée. Mais nous devons encore démontrer que, dans le 
cas général, o:T est,  pour tout  o: ,  u n e  fonction univoq u e  
de  T .  A cet effet montrons d'abord que, s i  /= Dqj, avec 
f, fe @: (Q) , on a (o:DP) Dq f o:DP+q · f. Cela peu t  se faire 
par induction : cette formule est valable pour p =(O , o . 0 , 0) ;  
supposons qu 'elle est valable pour p = CPt , · · · , Pn ) ;  alors, 
on  déduit  de  (9 . 1 ) :  

(a Dr, DP) Dqj = Dr; (o: DPHj) - (Dr, o:) DP+qj = (o:Dr, DPH)j; 

la formule est  donc valable pour p = (Pt , · · · , A-t , 1 + p; , 

p;+t , . 0 0 , p, 1 et, par suite, pour une valeur quelconque de p.  
Supposons maintenant q ue l 'on a T = DP/ = Dqg ,  

avec f, g e @:  (Q) ; cela veut  dire qu'il existe d eux fonc-
t ions f, h e @: (Q) t eltes que f= Dqf, g = DP ( f+ iï) , h e  
e N  (DP.,. q) ; alors on a, d 'après (9 . 3), en tenant comp te de  
lla inéarité de  cx DP+q et  de la remarque  précédente : 

ce qui m ontre l'u nicité du produit o: T . 

(t2) Cette formule est donnée par KoNJG dans [14] ; on l' établit 
aisément par induction sur p .  



Construction axiomatique de la théorie des distributions 127 

La condition P2) est  au ssi vérifiée, à cause de (9 . 3) et  
de  la deuxième des co ndi tions  ( 9  . 1 ). 

Il reste à mon trer que @:w (Q) devi en t  u n  module sur 
@: (Q) , c'es t-à-dire, que l'on a toujours, pour  oc , �  6 @:  (Q) 
et T , r 6 @:w (Q) : 

I) oc (T + T") = ocT +  ocT" (d is tribu tivi té à droi te). 
II) (oc + �) T = oc T + � T (dis tribu tivi té à gauche). 

Ill) (a: �) T = oc (� T) (associa t i  vi té) . 

IV) 1 .  T = T . 

Les propriétés II) e t  IV) découlent im médiatemen t de  
(9 . 2). Pour  démontrer l ) ,  i l  suffit d 'emp loyer la  l inéarité 
de oc DP, en observant que l'on peut représenter T e t  T• 
sous la forme T = DPj, T" = DPj•, avec f,J * 6 @: (Q) . 

Quant à la propriété III), elle est  vraie, évidemment ,  
pour  T 6 @: (Q) . Supposons maintenant qu 'elle est vérifiée 
pour une dis tribu tion T (avec oc , � q uelconqu es) ; nous  
m o ntrerons qu'el le est  vérifiée aussi po u r  la  dis tribu tion 
D..-i T ,  quel q u e  soit i = 1 ,  · · · , n .  En effet, on a 

(cc�) D..-,T = à�,. [oc (� T)J -
à��) T 

= oc-à (� T) + � (� T) - (� �) T - (oc�) T àx; àx; àx; àx; 
= oc  [ à:, (�T) - :;,. T] = oc (� D  ... , T) . 

La propriété III) es t  donc vraie quel que soit T 6 @:w (Q) , 
puisq u e  @:w (Q) est la fermeture de  @: (Q) par rapport aux  
opérateurs D..-, . Et l a  démonstration de a )  e s t  achevée. 

b) Supposons donnée une  application (oc ,T) --? oc T de 
@: (.Q) X @:w (.Q) dans @:w (.Q) , vérifiant  P1) et  P2) .  Al ors, en 
tenant compte des  considératio ns  du  n° 4, on voit  q u e  
les res trict ions aQ , T Q ,  (a:T)Q à chaq ue  in tervalle Q 6 ,Q (.Q) 
vérif ient en core P1) e t  P2) e t  q u e, par s u ite ,  on a néces· 
sairemen t : 

(ocT)Q = aQ T Q .  
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Réciproquem ent , il est aisé de voir, en ten ant compte  
du th.  3, que  cet te  formule défin i t  dans  Q une di stribu­
tion aT, fonction u nivoque de  a et de  T vérifiant P1) 
et  P2), et q u e  �,. (Q) devient un module  s u r  � (Q) par 
rapport à cette fonction . -

Il est donc naturel de poser la définition suiva n te : 
O n  appele produit multiplicatif de la fonction indéfiniment 
différentiable a par la distribution T la d is tribution aT, 
dont  l'existence univoque est affirmée par le th. 4 .  

1 0. le  passage  d u  « l oca l » a u  « g l o ba l » .  Suppor t  d ' une  d is­
tr i b u ti on - Le concept de distribu tion dans un ouvert Q 
quelconque de Rn est  éclairci et s implifié par la propo­
sition suivante, q ue M. ScHWARTZ a nommé le principe du 
recollement des morceaux : 

THÉORÈME 5. Soit 1 Q,. 1 une famille quelconque d'ouverts 
de réunion Q (i e ;!) . Supposons donnée, dans chaque ouvert 
Q,. , une distribution T,. , de façon que, si Q,. et  Qj , ont une 
intersection non vide, T,. et Tj coïncident dans cette intersec­
tion ; alors il existe une distribution, et une seule, T e  �,. (Q) , 
qui coïncide avec T; dans chaque ouvert Q; . 

Pour démontrer ce théo rème,  il suffit de  traduire 
dans  le nouveau langage la démonstration donnée par 
M. ScHWARTZ dans [ 1 7] : 

D'après le lem me de HEINE-BoREL, on pourra toujours 
choisir un nouveau recouvremen t 1 QÀ I À e e  de Q, locale­
m ent  fini <13), const i tué par des intervalles ouverts et bor­
nés de Rn, tels que chaque QÀ ai t l'adhérence contenue 
dans un ouvert Q; du premier recouvrement. Dans cette 

(13) On dit qu'un recouvrement de n par  des ouverts est loca­
lement fini, si tout compact contenu dans n est rencontré par un 
nombre fini seulement de ces ensembles (cf. [17], p.  23). 
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hypothèse (QÀ c .Q,-) , désignons  par TÀ la restriction de 
T; à QÀ . 

Appliquons maintenant le théorème  de la «parti t ion 
de  l'unité» (cf. [ 17 ] , p. 23 ) : à chaque  À e .1! on peut  faire 
correspondre une fonction o:À e (.t (.Q) , de  façon q ue : 

a) aÀ (x) � O pour x e û , aÀ (x) = O  pou r x e û - .QÀ ;  
b) 2: aÀ (x) = l , pour x e n . 

). e E  

Choisissons ,  pour  chaqu e  À e .1! ,  u n  prolongement TÀ 
de T À à .Q <14l et posons  

c'es t-à-d ire , désignons par  T la distribu tion sur .Q q u i ,  
dans  chaqu e  intervalle Q e .,Q. (.Q) , e s t  égale à l a  som m e  
des d is tributions aJ\ q ui sont différen tes de  zéro dans Q 
(co m m e  ces distributions sont en nombre fini pou r  tou t  Q, 
i l  s'agi t là d 'une notion purement  algébrique). Il es t  aisé 
de voir q ue T est  en effet une d istribution dans n , au 
sens de la défi nition du no  6. On doi t m aintenant m on­
trer que la restriction de T à chaq u e  ouvert D; est T; . 

Prenons arbitrairement  QUl e Q (.Q,) . En vertu de  l'hypo­
thèse,  T; et TÀ coïncident dans QU> n QÀ (si cet te  inter­
section n'est pas vide), quel que  soit À e .1!. Il s'ensuit  que 

T = 2: cxÀ T À coïncide dans Q<iJ avec 2: cxJ. T;=( 2: aÀ) T;= T; , 
). e E  ). e /2 ). e E  

puisque, d'après ( 9 . 2) ,  o n  doit avoir cxÀTÀ = cxÀT; dans 
QU>, pour tout À e .1!, la fonction cxÀ étan t nu lle au dehors 
de QÀ . 

(14) Toute distribution dans un intervalle co mpact Q est prolon­
geable à R". Pour s'en convain cre, il suffit de remarquer que toute fonc­
tion continue sur Q est prolongeable à R" comme fonction continue. 
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Réciproquement ,  soit T* une  distribution égale à T,. 
dans D; , pour tout  i E éf, Alors on aura nécessairement  

T" = 1: aÀT* = 1 o:ÀTÀ = T. -
).. e E  ).. e E  

C e  théorè m e  (ou,  plus précisém ent, la propositiOn 
d'unicité q u 'il con tien t )  permet d'in troduire la notion d e  
« support d 'une distr ibution»  (cf. [ 1 7 ] , pp . 27 -28) : 

Si T est une distribu tion d e  domaine D , la réu nion 
de tous les ouverts D* c D  dans lesquels on  a T = 0 est 
encore, nécessairement ,  un ouvert D0 où T = O :  c'est le 
plus grand ensemble ouvert où T est nulle. On appele 
support de T le co mplémentaire de  cet ensemble dans D ,  
c'est -à-di re, l 'ensemble D - D0 • En partic ulier, le support 
d'une fonction continue /(x) sera l'adhérence des points  
où f (x) =1= 0 . 

1 1 .  D istri b u tions  dans  l ' adhérence d ' u n  ouvert borné -
Considérons maintenant un  ensemble � c Rn qui soit  
l'adhérence d'un ouvert borné, c'est-à-dire, un  ensemble 
compact � tel que � = int � . Nous désignerons par (.€ (�) 
l'espace des fonctions complexes f(x) définies et conti­
n u es s u r � -

Soi t f un élémen t  quelconque d e  (.€ (�) - S'il existe u n  
élément d e  (.€ (�) qui ,  à l'intérieur de � .  soit la dérivée 
partielle de /(x) par rapport à x, , au sens usuel, nous 
représenterons encore cet élément  par Dxif (i= 1 , · · · ,  n) . 
Avec cette convention, le symbole Dxi acquiert une nou­
velle interprétation : il désigne une application linéaire 
d'un sous-espace de  c.€ (�) sur c.€ (�) . 

PROPOSITION 10.  Pour toute valeur de i, on peut fixer 
un inverse à droite, 'ù .• , , de l'opérateur Dx� > interprété comme 
application d'une partz'e de c.€ (�) sur (.€ (�) , et on aura encore 
Uxi Ùx, = Uxk Uxi quels que soient i ,  k = 1 ,  · · · 1 n .  
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En effet ,  posons,  pour toute fonction f e [ (.1) : 

f(x) = { � (x) pour x e  .1 
pour x e Rn � .1 .  

Il est évident  que  J sera localement  sommable dans R". 
Alors , si l'on  pose 

( 1 1 . 1 ) Üx, / (x) =Jo�, f(xt , · · · , X;- 1 , �; 1 X;t-t 1 • • · , Xn)  d�; , 

on  voit tout de  suite que D..-, ü..-,f = f, ü ... , ü ... k = Üxk 'iJ ... , 1 
q u els que  soient  z· , k = 1 , 2 , . . . , n . 

PROPOS ITION 1 1 . Soit .Q un ouvert quelconque de R". Dans 
chaque ouvert borné .Q" tel que Q" c .Q 1 toute distribution 
T e [.,. (.Q) est une dérivée d'une fonction continue dans n·, 
c'est-à- dire, il existe une fonction fe @: (Q*) et une n-uple 
p = ( p 1 , • •  • , pn) (dépendantes de T et de Q") telles que T = DP f 
dans .Q". 

D é m o n s t r a t i o n .  Soi t T u n e  distribution sur .Q et 
soit .Q* un ou vert d'adhérence compacte con tenue dans .Q .  
Considérons u n  recouvrement  fini  de n· con st itué par des 
i n tervalles ouverts bornés Q,. tels que Q,. c .Q (i= l , . . .  , p.) .  
Il es t  alors possible d e  choisir pour chaque i une fonction 
indéfin iment dérivable a,- (x) , à support contenu dans Q,. , 
de  façon que 1:r a; (x)= 1 pour  tou t  x e  n·. On a donc 
T = 1:r .:x ;  T dans Q". Mais, q u el que soit i , la distribu -
tion T coïncide ,  dans  l'intervalle Q,. , avec u n e  dérivée  
d 'une fonction ji (x) con t i nue  dans  Q; , qu i  est prolongea­
ble com m e  fonction co n tinue  à n·. Alors, en ten ant 
compte de  la form u le (9 . 2) ,  on  voit  que  T ad met  dans .Q' 
une décom posit ion du type 

m 
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où gk e ([ (Q•) et P• est  une n- uple d 'entiers. Mais ,  en  appli­
q uant, à chaque  fonction gk , des puissances convenables 
des  opérateurs !)_., défini s d'après ( 1 1 . 1 ) (pour  il = Q·) , on 
réussi t à mettre Tn• sous la form e d' une  dérivée d'une 
seule fonction g e  ([ (!.!') . 

CoROLLAIRE. Soit .Q un ouvert quelconque de Rn et soit 
n• un ouvert borné d'adhérence contenue dans .Q .  Pour tou te 
distribution T dans .Q ,  il existe une dz.stribu#on T dans Rn 
qui coïncide avec T dans œ. 

Pou r  s'en convaincre i l  su ffi t de  rappeler que tou te  
fonction définie et continue  sur  u·  est prolon geable 
com m e  fonction continue  à Rn. -

Cela é tan t ,  considérons de  nouveau dan s  Rn un com -
o 

pact il qui soit  l'adhérence d 'un ouvert et désignons par il 
son intérieur. Nous conviendrons de  désigner par �"' (il) 

0 
l'ensemble des distributions dans il qui sont prolongeables 
à Rn. Il est aisé de voir que <[w (Ll) est u n  sous-espace 

0 
vectoriel de  <[.,. (.1) et ,  si l'on désigne par � (il) l 'ensemble 

0 
des fonctions  a e � (il) q ui sont  prolongeables com me 
fo nc tions indéfiniment dérivables à Rn, on voit d e  même 

0 
q ue ([w (Ll) est un sous- module de  <[.,. (Il) sur l'anneau � (il) . 
Mais la prop. 11 nous  permet d'identifier les éléments  
de <[w (Ll) avec les  dérivées des fonctions con tinues sur  il :  
considérés de ce point de vue, les éléments de �<ù (il) seront 
nommés distributions dans il. Mais il n e  fau t pas confondre 

0 
«distribu tion dans d» avec «distribution dans d» :  on a 

0 0 
<[w (Ll) c ([.,. (Il) , mais non �.,. (Il) c ([w (d) .  

E n  particulier, dans les cas où il est u n  intervalle 
compact, on retrouve les espaces ([w (Q) d'où nous som­
mes partis .  Nous pouvons également identzjier les éléments 
de <[w (il) aux dérivées des fonctions f e U (il) (fonctions 
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so mmables sur Il) ,  com m e  nous l'avo ns fait pour  �w (Q) 
au n° 4 .  

En appliquant  la  prop. 11  e t  son co rollaire, on  voit  
aussitôt ,  q ue, pour tout ouvert Q , l'espace vectoriel �'lt' (Q)  
est isomorphe à la limite projective algébrique des espaces 
�,. (11) , avec il e Q ,  par rapport aux opérateurs de restriction. 
Une distri b ut ion T e  �'lt' (!.!) est d i t  d'ordre fini, si T est  
u ne dér ivé d 'une fonct ion  cont inue dans Q ;  au trement ,  
on  d ira q ue T est  d'ordre infini. (S ur  le concept  d 'ordre, 
voir NOTES FINALES , I V) . 

Il es t encore ut i le d'étud ier la nature du noyau res-
treint N (OP) = N ( OP) n �w (il) ' c'est-à-dire, l'ensemble des 
fonctions fe � (�) dont la dérivée J5Pf est nulle (p étant 
u ne n -uple quelconque  d 'ent i ers non n égatifs ). On recon­
naît  aussi tô t  q ue, dans tout intervalle Q e Il,  chacune de 
ces fonctt'ons est de la forme ( 1 . 1 )  déjà considérée, et réci­
proquement (compte tenu  du  th. 5). En part iculier, si l 'on 
a DrJ= O avec fe � (ll) , f sera une fo nction localement 
indépendante de x; . 

1 3. D i str i b u ti ons à suppor t  com pact - Soi t K un compact 
de  Rn. Nous appelerons distribution sur K [res p. mesure 
SU1' K) toute d i s tribution [resp. m esure] dans Rn, dont  le 
support soi t contenu dans K ,  et nous désignerons par 
<tw (K) l'espace des dis tributions  sur K . Si K est l'adhé­
rence d' u n  ouvert, i l  ne  faut pas confondre €w (K) avec 
�w (K) - c'es t-à-dire, il ne  fau t  pas confo ndre « distribu­
tion sur K» avec «d istribution dans K» .  En effet on trouve 
i m médiatement le résu ltat su ivant : 

PROPOS ITION 1 2 . Soit il l'adhérence d'un ouvert dans Rn 
et soit r la frontière de il .  Alors on a l'isomorphie 

�w (il) � [w (il) j @:w (f) . 

Par exemple, la distribution nulle dans l'in tervalle 
[0 , 1] est la res triction à l'i ntervalle J O ,  1 [ de toutes les 
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distribu tions (mesures) sur [0 , 1 ] de la forme aH(Pl (x) + 
+ bH<q) (x- 1 )  (p , q = 0 , 1 , · · · ; a , b e C ; H = fonction d e  
HEAVIS IDE) . 

D'au tre part, si D est u n  ouvert quelconque de  R", 
nou s désign erons  par �w (D) l'e nsemble des dis tribu  ti ons  
à support com pact contenu dans  D.  Il es t  i m m édiat que  
�w (D) forme un  sous- espace vectoriel d e  [rr (D) [ e t  même 
un sous- module de [rr (D )  par rapport à l 'anneau � (D)] . 

Nous pourrion s  pousser plus lo in  l'é t ude  de la struc­
ture des distributions  à support compact ,  m ais cela nous 
éloignerai t de l'abj ect essentiel  d e  ce travail. 

1 4. Déri n i tion  ax ioma ti q u e  du con cep t  de d i s tr i b u t i o n  dans  
u n  ouve r t - Nou s  somm es parven us  au point de pouvo ir  
formuler u ne axiomatique  des d i s t ribu t ions ,  en termes 
de « fonction s con tinues» ,  «dom aine  d'existence» , « res­
triction» ,  «addition» e t «dérivations » .  L'u niverse logiq ue,  
pour cette axiomatique, sera l'ensem ble de toutes les 
distribu tio n s  défin ies dans des ou verts D de  R" .  Notre 
axiomati q u e  se compose des 8 axiom es suivants : 

AxroME 1 .  Chaque fonc#on complexe f(x) , définie et 
continue dans un ouvert de R", est une distribution. 

AxroME 2 . .À chaque distribution T correspond un ouvert 
D de Rn, nommé le doma ine  d 'ex is tence (ou seulement le 
doma ine) de T, de façon que, si T est une fonction continue, 
le domaine de T est le domaine d'existence de cette fonction 
au sens usuel. 

AxroME 3. Il existe une opération, nommée addition, qui, 
à chaque couple de distributions T 1 , T 2 , à domaine D commun, 
fait correspondre une distribution de domaine D ,  nommée 
la somme de T1 avec T2 et notée Tt + T2 , de façon que, si 
Tt et T2 sont des fonctions continues, T1 + T2 est la somme 
de ces fonctions au sens usuel. 



Construction axiomatique de la théorie des distributions 135 

AxiOME 4 .  .À chaque distribution T de domaine D et à 
chaque indice i = 1 , . . . , n ,  correspond une distribution de 
domaine D ,  nommée la d érivée part ie l l e  de T par  rap port  
à X; et notée D ... iT ,  de façon que : l) si T est une fonction 
qui admet dérivée partielle par rapport à x1 , continue dans D 
(au sens usuel), D .. ,T coïncz'de avec cette dérivée ; Il) si Tt 
et T2 sont deux dt'stribu tions à domaine commun, on a 
D,., (T1 + T2)=D,.,T1 +D ... ,T2 , pour i= l , · · · , n ; III) D ... i D,.kT= 
= D,.k D,.iT, quels que soient la distribution T et les indz·­
ces i ,  k . 

AxiOME 5 .  .À chaque distribution T de domaine D et à 
chaque ouvert D� c D , correspond une dis tribution To* de 
domaine D*, nommée la restriction de T à D* de façon que : 
I) si T est une fonction continue, To• est la restriction de 
cette fonction à n', au sens usuel ; II) si D** est une partie 
ouverte de D*, on a (T o* )o .. = T o .. pour toute distribution T 
de domaine D ;  Ill) (T + U)o• = To• + Un• , pour tout couple 
de distributions T, U de domaine D ;  IV) (D ... ,T)o• = D,.,T o• , 
quels que soient la distribution T dans D et l'indice t'. <1 5> 

AxiOME 6 . (Pri n ci pe du recollemen t des morceaux)­
Si, étant donné un ouvert D de Rn, on fait correspondre à 
chaque x e D ,  un voisinage ouvert Dx de x et une distribution 
T x de domaine Dx , de façon que, si les voisinages Dx , Dy de 
deux points x ,  y de D ont une ùdersection non v ide, les res­
trictions de T x et Ty à Dx n Dy coïncident, alors il existe une 
(et une seule) distribution T de domaine D, dont  la restric­
tion à Dx est Tx , quel que soit x e D . 

CoNVENTIONS .  Si p est u ne n -uple  quelconque (Pt , · · · ,Pn) 
de nombres entiers non négatzfs, nous posons DP = D�; . · . 

. . . o�: où o�; désigne la  p,--ième pu issance de l'opérateu r 
D.,, (i = l , . . .  , n) .  Étant  données p = (Pt , . .  · , Pn) et q =  

(15) M. KôNrG a été bien aimable de nous signaler la condition II)  
qui manquait dans notre manuscrit. 
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= (qi , . . . , qn) , on  écri t p < q com m e  abréviation de p 1 $. 
::S: q1 , · · · 1 Pn � qn . Nous disons q u' u ne distribution T 
est indépendante < 16> de x; , si sa dérivée Ox;T es t n ulle 
(i = 1 ,  . . · , n) . 

AxiOME 7 .  Pour toute distribution T et tout intervalle Q 
de Rn ouvert et borné, dont l'adhérence est con tenue dans le 
domaine de T, il existe une fonction f (x) définie et continue 
dans Q et une n-u pte p ,  tels que T Q = OP f. 

AxiOME 8. Si T est une distribution indépendante de X; 
ayant pour domaine un intervalle Q de Rn et si l 'on a 
T = OP f, f étan t une fonction définie et continue dans Q 
et p une n-up le d'entiers, il existe une autre n-uple p < p 
et une fonction 1 continue dans Q ,  iPtdépendante de x; au 

sens usuel, telles que T = OP 1 (t'= 1 1  . . . , n) . 

L'analyse développée dans tous les no•  précéden ts 
nous  permet d'é tablir que  cette axiomatique est compa­
tib le et catégorique ; c'est-à-dire : a) elle adm et au moins 
une  réalisation ; b) deux réalisations de  cette axiomati­
q u e  sont nécessai rem ent isomorphes. L'axiom e  8 est peut­
- être le plus délicat e t  le plus décisif dans cette axioma­
tiqu e - la vraie clef de  toute la théori e ; il se relie aux  
proposi tions 4 et  5 .  

Une  réalisation de cette axiomatique e s t  précisément 
l 'ensemble 

u �'l< (Q) ,  ncR• 

muni  des notions, q ue nous y avons introdui tes, de  
«som me» ,  de « restriction »  et de  «dérivation>> : nous  le  
désignerons par  @:�J. I l  n'y a plus de difficulté à voir q u e  
cette s tructure formelle vérifie les axiomes 1 - 7 .  Quant à 

(16) Ici indépendante de X; doit s'interpréter en général comme 
localement indépendante de X; , lorsque T est une fonction continue. 
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l'axiome  8, il suffit d'employer la prop. 4. Si Q est un 
intervalle ouvert de Rn et  si l 'on a D..-; DPj(x) = O ,  a vec  
je fl (Q) et p= (Pt , · · · , /Jn), on au ra DPj(x) = DP [xf; y;(x)]= 
= DÏ>/(x) , où ./= p; / y; est une fonction con tinue  indé­
pendan te de X; et p = (Pt , · · · , Pï- t , O , p;+t , . . . , pn) · 

Montrons  main tenant q ue l'axiomatiq u e  est catégori­
q ue .  Soi t rrnJ une  de ses réalisa t ions .  Désigno ns  par Q 

0 
un intervalle com pact  de  Rn, par Q l 'intérieur  de  Q et 
par T [Q] l'ensemble des éléments de pnl qui sont les 

0 
restrictions à Q d'éléme n ts de  rrnl dont  les  domaines Q 
contiennent  Q. Les axiomes 1 - 5  e t  7 nous  perm ettent d'affir­
m er q u e  T [QJ  est un surgroupe abélien de  fl (Q) , auquel se 
trouven t prolongés les opérateurs de dérivation ,  deven u s  
permutables d e u x  à deux ; et  que, e n  ou tre, T [Q] est la 
férm eture de fl(Q) par rapport à ces opérateurs. Désignons 
par DP l'opérateur  DP prolongé à T [Q] , pou r  toute n-uple p .  
L'axiome 8 nous permet de  conclure que, si T est un élé­
m ent de T [Q] indépendant  de x; et tel q u e  T= DPj, avec 
je fl (Q) et p = (Pt, . . .  , pn) ,  on aura T= DP [xf; y; (x)] , où y; 
est u ne fonction indépendante de x; . Mais cela i m pli q u e, 
d'après la prop. 5, que  l 'ensemble  des fonctions fe [ (Q) 
telles que DP /= 0 est précisément  l 'en semble N (DP) des 
fonctions de  la forme (1 . 1 ), restreintes à Q. Alors, si l'on 
applique  le théorème d 'unicité contenu dans le th .  1 ,  en 
tenant compte des con sidérations du n °  3 ,  on reconnaît 
qu'il existe un (et seulement  un) isomorphi sme  aQ d u  
groupe T [QJ sur le groupe [w (Q) , laissant fixes les élé­
ments de  [ (Q) et permutant avec les opérateurs de  déri­
vation. D'ailleurs, si g• est un intervalle fermé con tenu 
dans Q, et que l'on désigne par TQ• la restriction de T à 
l'intérieur de  g·, on aura aQ· (TQ•) = (<1QT)Q• , q uel que  soi t 
T e T [Q] , pui sque cela est déjà vrai pour T e [ (Q) et q u e  
aQ est permutable avec les dérivations. 
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Cela étant, dés ignons par T (il) l'en sem ble des éléme nts 
de  T[nJ de dom aine Q, avec sa structure additive. Les 
axiomes 5 e t  6 nous  portent à co nclure que les isomor­
phismes O"Q (avec Q c Q) déterminent u n  isomorphisme 
opérato i re o-0 de  T (Q) sur  le groupe (t,. (Q) , c'es t -à-dire, 
sur la li mite p rojective des groupes <tw (Q) , par rapport 
aux opéra teurs eQ, Q, (Q1 c Q2 c Q) . D'ailleurs, on aura 
en core 

o-n• (T n• ) = ( Œn T)o• , 

pour tout  élément  T d e  T (Q) et tout ouvert Q" c Q . Mais 
alors on peut aff irmer que la correspondance 

T <---+ Œ0T (Q = domaine de  T) , 

avec Q variable, est un isomorphism e  en tre les deux 
ensem bles T[nJ et  @::\:1, par rapport aux notions primi t ives 
de l'axiomatique considérées, c .  q. f. d. 

Il resterait à examiner le problème de  l'indépendance 
de ces axiomes.  Quoiqu'il en so i t ,  ce q ui inté resserait 
plutôt  serait de rendre cet te axiomatique plus naturelle, 
plus intuit ive en core, si cela est possible (cf. NOTES FINA­
LEs , 1 1 1) . 

Rem arquons ,  en terminant ce paragraphe, que  la notion 
de «produ i t  d 'une d i s t ribution par un scalaire» et, plu s 
généralement ,  celle de  «prod ui t  m ultiplicatif» ne  son t  
pas vrai ment des notions primit ives dans l 'uni verse des 
dis tribu tions, tel q ue  nous venons d e  le construire : elles 
se définissent logiquement d'une façon univoq ue, en ter­
m es de «fonc tions continues» ,  «som m e» ,  « restriction» et 
«dé ri vat ions» .  Il e n  sera de m êm e  pour les notions topo­
logiques  que n ous introduirons dans le paragraphe 
su ivant .  
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§ 2 - Le pro l ongemen t  topo logique 

1 5. Le théorème  généra l de  p ro longemen t  topo log i q ue ­
Considérons  deux ensembles E et  E tels que  E c E . Il  
est naturel de  poser les deux défin i tions suivantes (cf. 
défini tions 1 et 2, n.0 1 ) : 

DÉFINITION 3 .  On d i t qu 'une  topologie :!: sur E prolonge 
ou est un prolongement d'u ne  topologie ! sur  E ,  si tout 
point adhérent à un  ensemble X,  par rapport à ! est  
encore adhérent à X par rapport à :!: , quel que soit  X c E ;  
ou , c e  q u i  revient au m êm e, s i  :!: induit  dans E une  topo­
logie moins fine que ! . 

DÉFINITION 4. On  d i t  qu ' une  topologi e :!: sur E prolonge 
strictem ent  ou  est un  pro longement strict d'une topologie 
! sur  E s i  :!: induit dans E la topologie ! . 

Soit maintenant E un espace vectoriel com plexe m uni  
d 'un  semi-groupe multiplicatif A d'applications lin éaires 
de sous-espaces de E sur E et soit E un sur-espace de E ,  
dans lequel o n  ait définit ,  pour tout <1> e A ,  u n  prolonge-
ment  ii> de <1> comm e  application linéaire de E sur E de 
façon q ue <P'f = <fi  qi =  'Y <fi .  Désignons par A l 'ensemble 
des opérateurs prolongés ii> et supposons que E est la 
fermeture de  E par rapport aux opérateurs ii> e A ,  c'es t -à­
-dire que  

Alors, s i  l'on pose N (<1>) = E n  N (<Îi) pour  tout  <1> e A, 
l'applica tion u + N (<1>) <-- --> <ll (u) de E j N  (<1>) sur <fi (E) sera un  
isomorphisme (application biunivoque  linéaire). 

Toutes ces notions sont de  nature algébrique.  Si , d'au ­
tre part, on suppose définie dans E une  topologie  ! ,  nous 
aurons à considérer le problème s u ivant : Prolonger ! à E ,  



140 ]. Sebastùio e Silva 

de façon que les opérateurs cP e A deviennent continus. Nous 
no us bornerons  au cas où '.! est  une topologie d'espace 
localement  convexe <17l, en exigean t  qu'il en soit de m êm e  
pour la topologie prolongée. L a  réponse précise à notre 
p roblèm e est don né par le 

THÉORÈME 6. Soit '.! une topologie d'espace localement 
convexe sur E. Supposons que, pour tou t  <P e A ,  l'ensemble 
N (<P) est fermi, par rapport à '.! et désignons par '.!<1> 
la topologie sur cP (E) qui rend bicontinue l'application 
u + N (<P) +---+ <ii (u) de l'espace quo tien t  E ;  N (<P) (E étant muni 
de '.!) sur l'espace cP (E) . Alors, parmi les topologies d'espace 
localemen t convexe sur E qui prolongent '.! et rendent con-
tinus les opérateurs <ii , W ,  . . · , i 1 en existe une Î , plus fine 
que toutes les autres : c'est la borne supérieure de toutes les 
topologies d'espace localement convexe qui induisent sur 

chaque espace cP (E) une topo logie moins fine que '.!<1> pour 
tout <P e A . 

D é m o n s t r a t i o n .  Considérons  d 'abord <P e A , u e E, 
X c  E et supposons que  u est adhérent à X par rapport 
à '.! .  Alors, s i  '.!1 est un prolongement  de  '.! à E rendant 
conti nue l'application cP, on aura encore 

cP (u) adhérent à cP (X) par rap port à '.!1, 

(17) On dit que l'espace vectoriel E ,  muni de la topologie ;r ,  est 
un espace localement convexe, si les applications (u , v) -> u + v ,  (a; , u) -+ ocu ,  
resp. d e  E x  E sur E e t  de C X E  sur E ,  sont continues par rapport ;r 
et si, en outre,  il existe un système fondamental de voisinages de 0 
constitué par des ensembles convexes (pour les détails voir [7]). On 
pourrait aussi poser le problème du prolongement topologique dans 
le domaine, plus général, des groupes topologiques ; les raisonne­
ments seraient tout à fait analogues. 
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c'est-à-dire, l'appl ication iP de E [!] ( 18) dans E [::t'] sera 
continue. Mais l'applicat i on u __,. <li  (u) de E sur 4> (E) se 
décom pose en un produit <Ï>x ,  où x es t l 'applica tion cano­
niq ue de E sur Ej N (<fl) et <Ï> l'applicat ion biunivoque 
u + N (<D) +- ---* <P (u) . La plus  fi ne  topologie sur  4> (E) qu i  rend 
continue l'appli cat ion iP de E [!J sur iP(E) est donc la topo­
logie !<Il qui rend  bicontin u e  l'application <Ï> de E [::t] / N  (<fl) 
sur iP (E) . 

On voi t alors que, si ::t' est une topologie d'espace 
localement convexe sur E prolongeant  ! et rendant con­
t inues  les applications 4> e A ,  ::t' doit induire dans chaq ue  
sous-espace iP (E) de E une topologie moins  f ine que  !<Il . 
Soit :f la borne supérieure (c. a . d .  la plus fine) des topo­
logies d 'espace localement convexe sur  E qui  induise n t  
dans 4> (E) u n e  topologie moins fine q ue !<Il , pour tout  
<I> e A ;  si l'on réussi t à mon trer q ue toute  application 0 e .A 
est  continue par rapport à :f ,  le théorèm e est démon tré. 

D'après une propriété connue (voir  [7] , pp .  59 -63) ,  u n e  
application l inéaire L d e  E [!] dans un  au tre espace loca­
lement convexe sera continue si (e t seulem ent  si) la res-
triction de L à iP (E) est continue dans iP (E) [!<ll] pour tout 
<I> e A. Nou s pouvons appli quer ce cri tère aux élém ents 
de A (application s li n éaires de E sur E) . Soient  <D , E>  deux  
éléments quelconques de  A et  soi t  Û e iP (E) , X c cîi (E) , 
Û étant adhérent à X par rapport à !<Il ; cela veut dire, 
d'après la défini tion de !<Il , q u 'il existe un u e E et  un 
X c  E tels que u = 4i (u) , X = 4i (X) , u éta n t ad hérent à X 

par rapport à ;:r .  Mais, puisque  ê(i; est u ne application 

continue de E [::t] s ur ê(i; (E) [!e<ll] il s'ensuit que 0 (u) 
(18) Nous désignons par E [�] l'espace vectoriel E muni de la topo­

logie � .  
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est  adhérnet à ê (X) par rapport à !e<t> , donc par rapport 
à i:. Co m m e  <1> est  arbitraire, cela s ignifie que l'opéra­
teur ê est continu,  c . q . f. d  . . 

NoTE. Il est aisé d e  voir q ue, si les opérateurs <1> e A 
ne sont pas tous con tinus  par rapport à ! , la topologie i: 
ne sera pas un prolongement  strict d e ! .  La réciproq ue  
e s t  vraie dans certains cas particuliers ,  m ais elle ne l 'est 
peu t-être plu s dans le cas général .  

PROPOS ITION 1 3 . Sz·, les hypothèses du théorème 6 étant 
vérifiées <19>, tout opérateur <1> e A admet un inverse à droite 

<I>;t1 continu par rapport à ! , la topologie !<I>w de <J?iY (E) est 
un prolongement de la topologie !�· de If (E) , quels que 
soient <1> ,  1f e A .  

En effet, supposons vérifiée l' hypothèse e t  soient  
u e if (E) , X c  W (E) , u étant  adhérent à X par  rapport à !w .  
Cela veu t dire qu'il exis te  u n  u e E e t  u n  X c  E, tels que 
u = If (u) , X = If (X) , u étant adhérent à X par rapport 
à ! . Alors <I>;t1 (u) sera encore adhérent à IP;t1 (X) par rap-

port à ! et ,  par suite, l'élément  Mr (<1>;[1 u) = u sera adhé-
,.._.. - 1 --

rent à <I> lf  (<I>a (X)) = X ,  par rapport à !<I>w . 

NoTE. Dans le cas où la topologie !<I>w est un prolon­
gement  de la topologie !w , q uels que  soient <1> ,lf e A ,  on 
peut dire que  E [!] est la  limite inductive des espaces 

iii (E) [!<�>] (voir  [7], pp.  6 1 - 63). 

PROPOSITION 1 4. Supposons que les hypothèses du théo­
rème 6 sont verzfiées et qu'il existe un système fini de géné­
rateurs B1 , · •  · , Bn de A , te ls que B; admet un inverse à 

(19) Il ne faut pas oublier que les hypothèses sur E et A ont été 
formulées avant d'énoncer le th. 6. 
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droite Y; continu par rapport à ::t ,  pour i = 1 , . · . , n . Alors, 

l'espace localement convexe E ['t] est la Umite inductive de la 
suite des espaces BP (E) [::t8• J ,  p = 1 ,  2 , . · . , où B = B1 · · • Bn . 

Il suffit d 'employer la proposi tion précédente et la 
définit ion de limite inductive. 

1 6. l im i tes i n d u ctives de  s u i tes d ' espaces normés vér i f ia n t  
certa i nes co n d i t i on s - Pour appliquer les  résultats précé­
den ts à la théorie axiomatique des  distributions, nous 
u t ili serons u n  théorème don t nous avons esquissé la 
démons tration dans un travail précédent (voir [ 20 ] , 
pp .  43 -44) et q ui a donné origine au travail [2 1 ] .  

THÉORÈME 7 . .  Soit S u n  espace localement convexe qui 
s'exprime comme limite inductive d'une suite (Sn) d'espaces 
normés, te ls que : 

Ht) La topologie ::tn+l de  Sn+l induit dans Sn une topo-
logie moins fine que la topologie ::tn de Sn . 

H2) La boule de Sn est relativement compacte dans Sn+t · 
Dans ces conditions, on peut affù-mer que : 
Tt )  L'espace S est séparé, complet et réflexif. Son dual  

fort est un espace (ml) . 

T2 ) La topologie ::tw de S peut être définie à partz"r des 
suites convergentes, dans ce sens que les ensembles fermés 
par rapport à ::tw sont les ensembles fermés par rapport aux 
hmttes des suites ::tw-convergentes. 

T3 ) Pour qu'une suite (uk) d'éléments de S converge 
vers 0 par rapport à ::tw , il faut et il suffit qu'il existe au 
moins un entier n tel que les uk soient tous contenus dans Sn 
et on ait lim uk = 0 par rapport à ::tn . 

T4 ) Pour qu'un ensemble H c S soit borné par rapport 
à ::t il faut et il suffit qu'il existe un entier n tel que H soit 
contenu da�ts Sn et borné par rapport à ::tn . 

Dans  ( 2 1  J on  trouvera les démonstrations détaillées 
de tou tes les parties de cet t e  proposi tion .  
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17 .  les espaces vector ie l s  topo log iques �P (,1) et �"' (,1) ­
Considérons,  d 'une part ,  l 'espace vectoriel � (,1) des fonc­
tions définies et continues dans u n  compact ,1 q u i  soi t 
l 'adhérence d 'un  ouvert de Rn, et ,  d 'autre part ,  l 'espace 
vectoriel @:w (,1) des di stribu tions T =  i)P f où fe � (,1) 
et 0 = 0_.. , D_.., · · · D""" ' en interprétant ici les symboles Dx; 
comme nous l 'avons  fait au n. 1 2 . On aura donc 

00 
�(ù (,1) = u �p (,1) .  

p � o 

Dorénavant ,  sauf mention expresse du  contraire, nous 
considérons définie dans l'ensemble �o (,1) = � (,1) , ou tre 
sa structure d'espace vectoriel, la topologie déterminée 
par la norme usuelle 

I l / I l = max 1 /(x) 1 , 
x e ll. 

qui le fai t devenir un espace de  BANACH. Nous désignon s  
par :t cette topologie. 

Nous  poserons encore N (OP) = N (OP) n � (,1) où 5 est 
l'opérateu r 0 prolongé à �w (,1) . Alors, l 'applicatio n  
f + N (OP) __,.  DPf est un  isomorphisme algébri que  d e  
� (,1) fN (OP) sur �P (,1) . O n  a e n  outre : 

PROPOS ITION 1 5 . Quel que soit p ,  N (OP) est fermé dans 
� ( ,1) topologique. 

D é m o n s t r a t i o n .  a) Considérons d 'abord le cas où ,1 
est un intervalle Q de Rn. Posons 

p<Pl = l -(l- P�Pl) (l - PkPl) . . .  (1 - P�Pl) ; 

alors P<Pl sera, pour P = 0 ,  1 1 • • •  , un  proj ecteur de �(Q) sur 
N (OP) , les p�Pl étant définis com me nous l'avons indiq u é  
a u  n° 3 .  Observons que, pour toute je @: (l1) , l e  coefficient 
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Yvk (x) de x� dans P<Pl f est  une  combinaison linéaire d e  
fonctions que  l'on obtient  d e  / (x) en rem plaçant xk par 
des constantes (k = 1 ,  . . . , n ;  11 = 0 , 1 , · · · , P - 1 ) ; alors on 
voit aussitô t que le  proj ecteur p<Pl est conti n u  et ,  par 
sui te ,  N (OP) fermé dans € (Q) . <20) 

b) Considérons maintenant le  cas général . Soit ( fk) 
u n e  sui te  d'éléments de  N ( OP) c € (11) convergeant vers 
/o e € (11) ; alors, quel q u e  so i t  l 'in tervalle compact Q c l1 , 
on aura li rn fk (x) = f0 (x) uniformément sur Q , et  par 

k 
con séquent ,  d'après a), la restriction de  /o (x) à Q est d e  
l a  forme ( 1 . 1 ) .  Mais ,  suivant les considérations du n° 1 2 , 
cela veut dire précisément que fo e N (OP) , c. q . f. d .  

Cet te  proposi tion nous permet d 'affirmer qu'il est pos­
sible de définir sur l'espace vectoriel <t (11) / N  (OP) une norme 
donnant la topo logie quotient de celle de € (11) par N (OP) 
(cf. [4] , pp.  45-46). Nous prenons pour boule ouverte d e  
centre 0 e t  rayon 1 ,  dans cet espace q uotient ,  l'ensemble 
des classes 

i = f + N (OP) avec 1 1 / I I < I  dans € (11) .  

Donc, si l'on considère comme boule ouverte de centre 0 
e t  rayon 1 ,  dan s €p (11) ,  l 'ensemble des distribu tions 

T = OPj, où f e € (11) , 1 1 / 1 1 < 1 ,  

€p (L1) devz"ent un espace normé <21) (même un espace de BANACH) 
dont  la topologie rend bicontinue l'application f + N (OP) -+ 
-+ OPJ de € (11) / N (OP) sur €p (l1) . Nous désignerons par :tp 

(20) Soit en  effet (fn) une suite d' éléments de N (OP) convergeant 
vers f0 e re (Q) .  Alors f,= P(•>Jn -+ P(•>j0=f0 e N (D•) . 

(21) La norme de chaque distribution T sera définie par la for­
mule I I T I I = inf l l l / 1 1 ; DPj = T I . 
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cette topologie. Cela étant, nous  pouvons établir le résul­
tat fondamental suivant : 

THÉORÈME 8. Quel  que soit p = 1 ,  2 , . • . , on peut affir­
mer que : l) !p+t induit dans Clp (Ll) une topologie moins 
fine que !p ; II) la boule de l'espace normé Clp (â) est rela­
tivement compacte par rapport à !p+t . 

Pour démontrer I) i l  suffi t d'appliquer la prop .  1 3 . 
Posons, pour chaqu e fonction fe [ (â) : 

[(x) = j (x) sur â ,  [(x) = O sur  Rn - â , 
et  

fr· lJ,.J = 0 ' /(Xt 1 • • • 1 Xi-1 1 �; 1  Xi+1 1 • • • 1 Xn) d �; . 

On voi t aussi tôt que  lJ,., est un  inverse à droite de  Dr, , 
continu par rapport à r .  

Pour démontrer II), nous util iserons le  théorème de  
Ascou sur les familles de  fonctions équicontinues dans 
u n  compact .  Posons 

c'est-à-dire, F = lJx, · · · lJrnf Pour tout x =  (xt , · · · 1 Xn) e Rn 
et tout h = (hi , · · · 1 hn) e Rn, on aura 

F (x + h) -F (x) = 
= 2: [F (xt+ht , ·  · • 1  x; + h; ,  X;� t ,  . . · 1  Xn) -F (xi + hi , · · · 1  X;-t +hi-1 1 X; , . .  · 1 Xn) ] i=O 

(pour  i = 0 ,  il n'existe pas x,._1 ni h,._1 , évid emment). 
Alors , si 1 /(x) l < l  pour x e â , on en déduit  

n 
1 F (x + h) - F (x) 1 < 2: 1 (xt + ht) . . .  (x;_t + h,._i) h,. X;+1 . . . Xn 1 · i=O 

On voit ainsi q u e  l'ensem ble 5,) des fonctions F (x) 
telles que l f (x) l < l  sur A est équicontinu et borné ; 
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par conséquent,  d 'après le théorème  de Ascou, S,) es t 
relativement compact dans € (il) . Or, la boule ouverte l!Jp 
de  cen tre 0 et rayo n 1 dans €p (L\) est  consti tuée préci sé­
ment par les dis tribu tions T = DPf telles que  1 / (x) 1 < 1 
sur  il ;  on a donc 

Mais OP+1 est u n e  applicat ion continue de  € (il) [�] sur  
€1>+1 (L\) [�p+l] . Alo rs , pu i sque  S,) es t  relativem ent co mpact 
par rapport  à � ' on conclu t que l!Jp est relativement com­
pact par rapport à �P+l , c . q . f . d. 

Dorénavant, sauf mention expresse du contraire, nous 
considérons l'espace vectoriel €"' (L\) munz· de la topologie �"' 
de la limite inductive des espaces €p (L\) , P = 0 1 1 ,  · · · .  

En tenant com pte  des théorèmes 6 et 7 1  on tire i m m é­
diatement d u  théorèm e  précédent les conclu sions su i ­
vantes : 

CoROLLAIREs : 

I. L'espace €"' (L\) est séparé, complet et réflexif. Son 
dual fort est un espace (9]1) . 

li. Pour qu'une suite (Tk) de distributions sur L1 con­
verge vers 0 il faut et il suffz"t qu 'il existe un entier p et 
une suite ( /k) de fonctions con tinues, tels que : 1 )  T" = DP f" 
pour tout k ;  2) f�c (x) ..... 0 umformément sur L\ .  

III. Pour qu 'un ensemble x c  €"' (il) soit fermé, U faut  
et i l  suffit qu'il contienne la limite de toute suite conver­
gen te de distributions appartenant à x . 

IV. �"' est la plus fiue topologie sur €"'(il) qui rend con­
tinus tous les opérateurs de dérivation. 

V. Pour qu'une application 8 de €"' (il) dans un espace 
topologique S quelconque soit continue, il faut et  il suffit 
que la restrictio1t de 8 à €p (L\) soit coutinue par rapport à 
�p 1 pour tout p ;  ou  encore : que l'opérateur e OP soit une 
application continue de € (L\) [�] dans S ,  pour tout p . 
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VI. Pour qu'un ensemble I de distributions sur â soit 
borné, il faut et il suffit qu'il existe un entier p et un 
ensemble r borné dans � (�) [:!] tel que x = DP r. 

Un au tre point  essentie l  dans la théor ie  des distribu­
t ions  est  le théorème  suivant : 

THÉORÈME 9 . Pour toute fonction o: e � (â) , l'application 
Nnéaire T � aT de l'espace �w (Ll) dans lui-même est con­
tinue <22l. 

Pour la démonstration il suffi t d'appliquer la formule 
(9 . 2 )  et le corollaire V du th. 8 .  

Enfin , nous utili serons encore la  p roposit ion suivante, 
dont la démonstration n'offre aucune difficulté : 

PROPOS ITION 1 6 .  Étant donné un compact â* c â ,  qui soit 
l'adhérence d'un ouvert, l'application T � T �· de �w (6) sur 
�w (â*) est continue. 

1 8. le deux i ème  cr i tère de  convergen ce - A u  n ° 4 nou s  
avons v u  que les éléments d e  �w (â) p e uve n t être aussi  
définis com m e  les dérivées des éléments  de U (â) (fonc­
tions som m ables dans â) . No us considérons maintenant  
l'espace vectoriel U (â) m u ni de la norme usuelle : 

1 1 / 1 1  = f� 1 / (x) 1 dx . 

Rappelons q ue la notion de con vergence dans cet 
espace est celle de  convergence en moyenne sur â. Cela 
étant ,  nous  pouvons énoncer la 

(22) On démontre de même que, pour tout T e  �w (�) , a.T est une 
fonction continue de "' · Mais nous n'avons pas besoin de cette pro­
priété ici. 
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PROPOS ITION 1 7 . Pour qu'une suite (Tk) de distributions 
dans Ll converge vers 0 il faut et il suffit qu'il existe un 
entier p et une suite (fk) de fonctions sommables dans Ll , 
tels que : 1) T k = DP /k pour tout  k ;  II) les /k convergent 
en moyenne vers zéro sur Ll . 

Q u e  la condition so i t  nécessaire, cela es t  évident, en 
t enan t compte du critère précédent. Supposons récipro­
q uement  que cette condit ion est vérifiée. Alors, si l'on 
pose fi (x) =  fk (x )  sur  Ll,  J(x) = 0 sur  Rn - Ll e t  

on aura : 

e t ,  comme I l fk I l _.. 0 dans LI (Ll) ,  d'après l'hypothèse, il en 
découle q u e  Fk (X) -->- 0  uniformément sur  Ll .  Alors, pu isque 
Tk = DP+I Fk , on a lim Tk = O  par  rapport  à rw , c. q. f. d.  

NoTE. Ce c ri tère devient assez commode si l'on appli­
que  le  théorème de la convergence bornée de LEBESGUE : 

Si ( fk) est une suite de fonctions sommables qui converge 
vers /o presque partout et s'il existe une fonction sommable 
{J- (x) telle que l fi (x) l  < [J- (x) presque partout (k = 1 , 2 , . . . ) , 
alors /o est sommable et fa suite (fi) converge vers /o en 
moyenne. 

19. L' espace vector ie l  to po log i q u e  des d is tr i b u ti ons  dé f i ­
n i es dans  u n  ouvert  d e  Rn - Soit  .Q un o uvert q u elconque 
de Rn . Au n° 6 nous avons défin i  l'espace vectoriel [.,. (.Q) 
com m e  la li mi te projec tive algébrique des espaces <:rw(Q) , 
avec Q c U (D) , par rapport aux opérateurs de  res trict ion 



150 ]. Sebastiào e Silva 

� Q,Q, · Or ces opérateu rs sont  cont inus par rapport  aux 
topologies :!'w (prop .  1 6) .  Il sera donc natu rel de  donner à 
l 'espace Q:,. (Q) la  topologie de la li m i t e  projecti ve <23) des 
ltw (Q)  topologiques par rapport aux � Q ,Q, , c'est-à- dire , 
la moins fine des topologies qui rendent continue, pour tout Q ,  
l'application T � TQ de Q:,. (Q) sur ltw (Q) . Nous désignerons 
par ;r,. cette topologie. 

Donc, si l 'on a fixé , pour tout Q ,  un sys tème fonda­
m ental 1 V",Q heE de vois inages de  0 dans Œw (Q) , la famille 
de tou s les ensembles �t"1l (VÀ,Q) , avec À e .1:, Q e ,Q (Q) , cons­
titue un système fondam ental de voisinages de 0 dans 
l 'espace Q:,. (Q) , pour la topologie ;r,. . Natu rellement,  on 
obtient  la même topologie, si l 'on substi tue à la  classe 
,Q(Q) une sous  classe u· (Q) co-fin ale dans ,Q(Q) par rappor t 
à la relation Q1 c Q2 • En particu lier, l'espace  topologiq u e  
Q:,. (Rn) des d istribu tions  sur R n  peut  être considéré comme 
limite  projective d ' une  su i te  d'espaces Œw(Qm) , m=l , 2 , . · · , 

avec Q1 c Q2 c · · · et U f Qm = Rn. 
Considérons un com pact � c Q, q ui soi t  d'adhérence 

d 'un ouvert, e t  soi t x une partie de  Œn- (D) . Nous désigne­
rons par x� l'ensemble des restrictions des éléments de x 
à � et nous dirons  que xâ est l a  restric t ion de  x à � .  

Cela posé,  i l  n o u s  sera com mode d ' introduire la 

DÉFIN ITION 5 .  É tan t donné u n  filtre 1 x<v) 1 const i tué 
par des ensembles x<vJ c Q:,. (Q) , on dit que ce  filtre con-

verge sur � vers une distribution T e  Q:,. (Q), si le filtre 1 x�l 1 
converge vers la distribution T� dans l 'espace Œw (�) (o n  
suppose q u e  v parcourt u n  ensemble êJl d ' indices) . 

D'au tre part, nous appelerons voisinage compact d 'un  
point x de  Rn  l'adhérence de tou t ouve rt borné contenant x .  

Nous pouvons main tenant rendre plus intuitive la 
topologie 1'rr au m oyen du t héorème suivant : 

(23) Pour les détails concernant les limites projectives voir [7] , 
p. 59, et [21] . 
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THÉORÈME 10 .  Soit 1 :{C"l ! un filtre constitué par des 
ensembles :{(") c [n- (Q.) . Pour que ce filtre converge vers 0 
(sur D. ,  par rapport à �n-) il faut et il suffit qu'il converge 
vers 0 sur un voisinage compact de chaque point x de Q. . 

O n  voi t aisément q ue la condition est nécessaire ; 
montrons qu'elle est au ssi suffi sante .  Nou s  pouvons faire 
une dém onstration semblable à celle du th. 5 .  Soit donc 
1 :{(") ! un fi ltre sur  [n- (Q.) e t  supposons que, pour  chaque 
x e  il, il  existe un  voisi nage compact �x de x sur lequ el 
1 :{C"l !  converge vers O . Choisissons alors un  recouvrement  
1 QÀ ( À e E' localeme n t  f ini ,  de Q. ,  consti tué par des in terval­
les ouverts e t  bornés  de Rn, l 'adhérence de chaque QÀ 
étant contenu dans  u n  �x , et considérons une part i t ion 
1 "\ (x) ! de l' uni té, subordonnée à ce recouvrem e n t .  Pou r  
toute d is tri bution T da ns Q. ,  on a 

( 19 . 1 ) 

Puisq u e  l'espace [n- (D.) est la limite project ive des espaces 
[w (Q) , avec Q e ù (D.) , par rapport aux p Q,Q. , le théo­
rème sera démontré, si l 'on réussi t à é tablir que 1 :{(") ! 
converge vers 0 sur n'im porte  quel intervalle com pact 
con tenu dans Q.. Soit donc Q un tel i n tervalle et  so ient  
QÀ u · · · , QÀ r les  éléments d u  deuxième recouvrement  (en 
nombre f in i )  qui  rencontrent Q .  Soit, d'au tre part ,  U un 
voi sinage convexe cerclé de 0 dans [w  (Q) ; il ex i s te  au  
moins un autre voisinage m de  0 dans  le  même espace 
tel  que r?U c U . Puisque le  filtre 1 :{l"l !  converge vers 0 
sur  �x pour tout  x e Q. ,  i l  converge vers 0 auss i  sur les 
in tervalles QÀ (prop. 1 6) .  Donc, d 'après le th. 9 ,  i l  existe, 

h . • d' 1 T(Vi) m pour c aque z = 1 , 2 , . . · , r , un l n Ice v; te  que o:Ài �Q C ;:ug .  

Alors, s i  l 'on pose I<"i = :{(" , )  n . . · n :{(",J, :{CVJ sera un élé­
ment du même filtre et on aura, en vertu de  ( 1 9  . 1 ) :  

- r -
T(V) "" T(v) (Y) u • �Q c .::. cxÀi �Q c r;:v c , i� l 
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mais cela veut dire que  l x<"l 1 con verge vers 0 sur Q ,  
c. q . f. d. 

NoTES. I. Ce théorème peut encore s 'énoncer de  la 
façon suivante : Supposons fixé, arbitrairement, pour tout 
x e  .Q ,  un voisinage compact Llx du point x .  Alors, l'espace 
vectoriel topologique €1r (U) est la limite projective des espaces 
€w (Llx) par rapport aux opérateurs de restriction. 

II. Le th .  10 ,  avec le corollai re I du th. 8 et la pro p. 1 7  
nous redonne les critères de convergence de  ScHWARTZ 
(cf. [ 1 7 ] , tome I, th .  XIX, p. 82 e t  th. XXIII, p. 8 7). 

III. La déf . 5 et le  th. 10 se généralisent im médiate­
ment au cas d ' un  ouvert quelconque  au lieu de  Ll et d e  
voisinages ouverts au lieu des Ll x  . 

20. la topo log ie  ::t1r d é [ i n ie  en termes de  l i m i tes des su i tes 
- Nous avons vu que, dans un espace €w (Q) , la topolo­
gie ::tw peut être définie à partir du concept de  limi te  
d 'une sui te  (en employant le corollaire III du  th.  8). Est-ce 
qu' i l  en sera de même pour la topologie ::t1r dans un 
espace €1r (.Q) ? 

Dans cette direction nous  avons obten u le résu ltat 
suivant : 

PROPOSITION 1 8. Soit E un espace localement convexe 
quelconque. Pour qu'une applz"cation linéaire 0 de €1r (.Q) 
dans E soit continue, il faut et il suffit que l'on ait 

lim 0 (Tk) = 0 ( lim Tk) ,  
k __,. 00 k __,. 00 

quelle que soit la suite convergente (Tk) d'éléments de €1r(U) . 

Pour la démonstrat ion i l  suffi t d'em ployer la théo­
rème 6 démontré dans [ 2 1 ]  et le lemme suivant : 
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LEMME. Soit Q un intervalle compact de R". Pour tou te 
suite (Tk) de distributions sur Q convergente vers 0, il existe 

une suite (i\) de distribuft'ons dans R" telle que : 1) i\ --> 0 
(sur Rn) ; II) Tk est la restriction de i\ à Q pour tout  k .  

Soit en effet (T") une suite d'éléments  d e  €w (Q) con­
vergente vers 0 (s ur Q) . Alo rs, il existe un enti er p et  
une  sui te  (fk) de fonctions cont inues dans Q tels  que : 
1 )  T" = DP fi pour tout k ;  2) fk (x) -->  0 uniformément  
sur Q .  Posons : 

ji-" (x) __ { f" (x) sur Q 
(k = 1 ' 2 '  . .  · )  0 sur Rn - Q 

On aura évidemment  fi, e U  (Rn) pour tout k et si l'on 
pose 'Î�c = DPfi ,  k = 1 , 2 , . . .  , on  voit aussitôt ,  en appli­
quant la prop. 1 7  et  le th. 10, que i\ --> 0  sur R". 

De la prop. 1 8  découle, d'après les résulta t s contenus 
dans [21 ] : 

CoROLLAIRE. Pour qu'un ensemble convexe 1 c €.,. (Q) soit 
ouvert (par rapport à !n-) , il faut et il suffit que 1 ne con­
tienne la limite d'aucune suite d'éléments du complémen­
taire de 1 .  

Or ce  résul tat permet de définir la topologie r.,. à 
partir du  concept de  l imite d 'une suite ,  puisque l'on peut 
prendre, pour voisinages de  0 dans €.,. (Q) , les en sem bles 
convexes ouverts con tenant O .  

Enfin, dans cet ordre d'idées, o n  pourrait encore donner 
une axiomatique du groupe topo logique €.,. (Q) en termes de 
«jonctions continues», «somme», «dérivées» et « limites des 
suites» . 
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§ 3 - L'a na lyse l i n éa i re  des d i s t r ibu t ions  

21 . la  rormu l e  i n tég ra l e  d e  D i rac - À la  base du calcul 
symbolique des electrothécniciens et de la mécanique 
ondulatoire de  DIRAC, on trouve une  form ule intégrale 
(j u s tifiée par des considéra tions intuit ives )  du type suivant 

/(x) =  JM à (x - u ) j(u) d u , 

où f(x) est  une dis tribut ion  défi nie dans u n  ensemble 
M c  R", écri te avec la notation d 'une fonc t ion,  e t  o (x) la 
« fonction »  de  DIRAC, c 'est-à-d ire, 

a =  D..-, . . . D..-. H ,  

où H (x) est la fonction d e  HEAVIS IDE (n° 4) ; a cx - u) repré­
sente, naturellemen t ,  la transla té "t"u de a (cf. n°5 4 et 8) . 
Nous supposerons que M est un ouvert il de R" ou un com­
pact d qui soit l'adhérence d'un ouvert. 

M. ScHWARTZ a donné , dans [ 1 7] ,  tome 2, une j ustifi­
cation de cette formule au m oyen du concept de produit 
d e  composi tion.  Nou s  essayerons de  donner ici une  inter­
préta tion plus d irecte de la m êm e  form ule, qu ' i l  est bien 
naturel de prendre pour base de l'analyse l inéaire des 
distribut ions : on verra que, dans cette é tude, la formule 
de DIRAC joue u n  rôle tou t  à fait analogu e  à celui  de la  
formu le  de CAUCHY dans  l'ana lyse  linéaire des  fonctions  
analytiques .  

Observons d'abord que, si l'on pose 

â (u) = a (x- u) = Tu 3 ,  pour chaque  u e R", 

â (u) sera une fonctio n de u définie dans R" et prenant ses 
valeurs dans [.,. (R") . Si l'on effectue maintenant le restric-

tion des valeurs de â (u) à d (resp. il) on obtient une fonc­
tion de u ,  définie encore dans R" et prenant ses valeurs dans 
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@:w (Â) [resp. @:"' (Q)] . Po ur  ne pas trop alourdir les notations 
nous désignerons encore par â (u )  cette fonction, aucune 
confusion étan t possible après cet te  rem arque. 

PRoPOS ITION 19 .  La fonction â (u)  est indéfiniment déri­
vable dans l'espace Rn. Pour chaque n-uple d'entiers p = 
= (Pt , · · · , p,) et pour chaque u e Rn on  a précisément 

(2 1 . 1 ) D� â (u) = (- 1) 1 P 1 o<Pl (x- u )  dans Â (resp . dans Q) , 

o<Pl étant la dérivée o� o de a ,  au sens de la théorü des dis­
tributions, et 1 p 1 = P t + · · · + Pn · 

Il su ff i t  d e  faire l a  démonstration pour le cas où â (u) 
prend ses valeurs dans @:"' (R") , puisque  les opérateu rs de 
restriction sont  cont inus (n° 19) .  Notre démonstration 
sera fondée sur le deuxième cri tère de convergence 
(prop. 1 7), avec le théorème de la convergence bornée 
de  LEBESGUE. 

Nous raisonnerons par induction sur p .  La thèse est 
certaine m ent vérifiée pour p = (o ,  . . . , o) . Supposons-la 
vérifiée pour p = ( Pt , . . . , p,) ;  nous mon trerons q u'elle 
est aussi vérifi ée pour p = (  Pt , · · · , h-t, h + 1, Pk+t , · · · , p,) . 
Il s'agi t donc de m ontrer que l'on a, pour tou t k = 1 , . . . , n 
et tout  u e R" 

( 2 1 . 2) 

où ek est l'élément de R" dont la k-ième  coordonnée est 1 ,  
les au tres étant tou tes nulles, et  o ù  â<Pl ( u) représente la 
dérivée D� â (u) de 8 (u) au sens usuel. Tout se  ramène à 
mon trer que 

( 2 1 . 3) ll· m â (u +h ek)-- â (u) - � -'------'------ = - Dx. CJ (x - U) ; 
h -> 0  h 
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en effet ,  l'opérateur D� étant linéaire et continu, si on 

l'applique aux deux membres de (2 1 . 3), on  obtient : 

1 .  D� o (x -- u - h ek) - D� o (x - u ) D- (p+ek) � c  ) Im  h = - u x - u , 
h --+ 0  

d'où l'on déduira ( 2 1 . 2), e n  employant  (21 . 1 ) ,  d'après 
l 'hypothèse d'induction. Or, si l'on pose 

et  que l'on se donne  une s ui te  quelconque h{v) de  nom­
bres réels convergeant vers 0 ,  les fonctions de x :  

pour chaque u e Rn, seront bornées sur  tou t com pact et for­
meront une suite qui converge vers la fonction -H(x- u) 
pour tout x +  u . Alors, en utilisant la pro p .  17 ,  on en 
déduit (21 . 3). 

Maintenant, on voit aisément que la fonction 8 (u) et 
toutes ses dérivées sont continues.  En effe t ,  f)P étant u n e  
application continue de  l'espace €rr (Rn) d a n s  lui -même e t  
H (x- u) étant une fonction continue  d e  u à contredo­
maine dans €rr (Rn) , il en sera de mêm e pour la fonction 
D� H (x- u) = ( - 1)1 P l â <Pl (u) , quel que  soit p .  (Nous con­
venons de co nsidérer im plici te  dans le caractère «déri­
vable» le caractère «continu»). 

NoTE. La caractérisation générale d es fonctions <P (u )  
à valeurs dans un espace €w (il) qui  sont indéfiniment 
dérivables dans un ouvert de  Rn, peut se faire aisément  
à partir d u  corollaire de  la  prop. 8 é tablie dans [ l ü] ,  p. 7 7 ,  
appliqué aux espaces qui vérifient les hypo thèses d u  th. 7 .  
On a le  critère su ivant : 
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Sotë cil (u) une fonction à valeurs dans @:w (Ll) , définie dans 
un ouvert .0. de Rn. Pour que cii (u )  admette dérivée partielle 
par rapport à u,. , continue dans .0. ,  z'l faut et il suffit que, 
pour tout compact K c .O. ,  il existe un entier p et  une fonc­
tion complexe f (x , u )  continue e t  admettant dérivée partielle 

_!____ f (x , u) continue dans Ll X .0. ,  tels que cii (u) = D! J (x , u )  
au; 

d - d 
pour chaque u e K .  A lors on aura - cil (u) = D� -_\ -j(x , u ) dU; u U ;  

pour tout  u e K (i = 1 ,  . .  · , n) . 
Et de même pour  les dérivées d'ordre supérieur. Natu ­

rellement, c e  critère se généralise a u x  espaces S qui  
vérifient les  hypothèses du th.  7 . -

Cela étant, nous établirons la formule de DIRAC, en 
utilisant le lem m e  suivant : 

LEMME. Pour toute Jonction complexe f(x) définie e t  
contùzue dans M,  on  a 

f = [Mf(u) o (u ) du 
l'intégrale étant rapportée à la topologie ;tw de @:,. (M) [resp . 
;r1\" de @:1\" (M)] . 

D é m o n s t r a t i o n .  a) Supposons d'abord que M est  
l'adhérence Ll d 'un  ou vert borné d e  Rn. L'existence de 
l'intégrale étant assu rée par la continuité de  la fonction 
intégrande j (u) â (u ) , il res te  à montrer que  sa valeur est  f 
A cet effet, considérons un in  ter valle corn pact Q =[a , b J 
de Rn tel que  Ll c Q et  posons : [(x) = j(x) sur 11 , [(x)=O  
s u r  Rn - Ll .  Alors, s i  l'on s e  donne une partition d e  Q e n  
d e s  intervalles Q; = [a,., b,.J , i = 1 , 2 , · · · , r , e t  s i  l 'on pose 
Qi = Q,. n il , la som m e  

r -
S (x) = 2. .f(ai) H (x-a ;) mes Q; , 

i = l 

converge vers l'in tégrale, F (x) ,  d e  [(u) dans l' intervalle 
[a , x] - tout en restant bornée sur Q - quand le  diamètre 
de  la parti tion 1 Q,-1 tend vers O. Et, pu isq u e  l'on a 
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on conclut que  les somm es l.�f(ai) â (ai) mes Qi conver­

gent vers f(x) par rapport à :tw , c'est-à-dire : 

/(x) = I .. J(u) â (u) d u = Jt>. à (x - u) j(u) d u .  

b) Soit maintenant M un  ouvert q uelconque Q d e  Rn. 
Considérons une suite (DJ d'ouverts  tels que U � Qv = Q 
e t  nv c nvH pour  tou t  11 ,  Alors on aura, d 'après le raison­
nement précédent 

r � { / (x) 
.J ïîv / (u)  d (u) du  = 0 

et par suite 

pour x e  nv 
pour x e  Rn-Qv 

J� f(u) â (u) = lim r_ f (u) â (u) d u = 1 
n v __.. r; J flv 

c. q .  f. d .  

Avant de poursuivre, nous  devons attribuer u n  sens 
au symbole 

où T est une dis tribution dans M' ;::) M et e (u) une fonc­
tion con tin ue de u , à valeurs dans un espace localement 
convexe E ,  complet par rapport aux suites. 

a) Supposons d'abord que  M est  l'adhérence Ll d'un  
ouvert borné. Alors i l  existe  une  fonction f continue sur Ll 
et  un entier p tels que  T= DP/ dans Ll ;  d 'au tre part, d'après 
le théorème de  WEI ERSTRAss ,  on pourra fixer une sui te  
1 � k  1 de  fonctions indéfin iment  dérivables (polynôm es), 
t elles qu e  �k (X) -"" / (x) uniformément  sur Ll . 
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Si l'on pose "/k = DP �k pour tout  k ,  on aura donc 
"/k __, T par rapport à !w .  Alors : 

DÉFINlTION 6. Si la s u i t e  

a une  limite dans E ,  i ndépendante de  l a  suite (yk) choisie, 
on écrira 

f Tu S (u ) du = l im  J yk (u) S (u) du . 
il. k -HO il. 

b)  Supposons maintenant que M est un ouvert .Q 
d e  Rn. Soit (.Q) , v = 1 ,  2 ,  . · · , une suite de  ouverts de 
réunion .Q t els que  .Qv c .Qv+t pour tout v et soi t cxv (x) , pour 
chaque v = 2 , 3 ,  · .  · , une fonction indéfiniment dérivable 
à support contenu dans Dv et  égale à 1 sur .Qv-l · Alors 
on posera 

DÉFINITION 7.  f Tu e (u) du = li m r (Xv (u) Tu e  (u) du , 
â v-+ oo  .J 0v 

si les intégrales du 2ème membre existen t et si , en outre, 
la limite indiquée existe indépendamment du choix de (.Qv) 
et de  (cxv) . 

Cela étant ,  nous pouvons  présenter notre interpréta­
tion de la form ule de DIRAC. 

THÉORÈME 1 1 . Pour toute distribution T dans M on a la 
représentation 

D é m o n s t r a t i o n .  a) Soi t d'abord M l'adhérence  � 
d' u n  ouvert borné. Q uelle que soit la suite (yk) de fonc­
tions indéfiniment  dérivables convergeant  vers T, on 
aura, d'après le lem m e  
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Donc, suivant la déf. 6 ,  l' i ntégrale de Tu â  (u) sur  Ll 
exis te  e t  est égale à 

lim J yk (u) â (u) du = l im yk = T (par rapport à :!'") . k -><t:l 11 k -'> oo  

b)  Si M est un ouvert de Rn, la  t hèse est une consé­
q uence immédiate de la déf. 7 et de ce que l'on a démon­
tré dans a). -

Mais il faut remarquer q ue, si e (x) est une fonction 
indéfin iment dérivable à support compact contenu dans M, 
la déf. 6 ,  avec la méthode d'in tégrations par  parties, nous 
donne, pour chaque  x e  M c Rn : 

fM o (u - x) 8 (u) du = (- t)n fM H (u -x) [D 9 (u)] d u = 9 (x) . 

On a donc la form ule 

( 17 . 4) 8 (x) =fM o ( u - x) 8 ( u) du = (- 1 )nf M o (x - u) 8 ( u) d u , 

qui  semble en contradiction avec la form ule de DIRAC. Or, 
ces deux formules correspondent à des poi nts de vue diffé­
rents : ici o (u - x) n'est pas à considérér comme fonction 

de u dont  les valeurs sont les distributions (-- l )n Dx H (u -x) ,  
mais, tout  a u  contraire, comme fonction de x dont les valeurs 

sont les distrt'butions Du H (u - x) ; plus précisément,  on 
considère, dans ( 1 7 . 4), 

o (u - x) = Tx o ,  o (x - u) = Du H (x - u) = (- t)n 't'x o ,  
pou r  tout x e  Rn . 

Pour éviter les confu si ons, nous écrirons par la sui te  
un point sur la  variable muette : donc, o (� - u)  représen­
tera la fonction â (u) ,  tandis que  o (x - Ü) représentera la 
fonction ( - 1 )n â (x) . 

Nous aurons besoin aussi de  la formule ( 17 . 4) au 
n ° suivant.  
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22. Recherche  d es app l i ca tions  l i néa i res con ti n ues de Cê:01 (il) 
dans un espace l oca l emen t  convexe - Soit il l 'adhérence 
d'un ouvert borné de Rn et soit E un espace localement  
convexe, complet par rapport aux suites. Proposons-nous 
de déterm iner l'expression générale des applications 
linéaires continues de Cê:01 (il) dans E .  

a) Soit <1> une telle application. On a, pour chaque 
T G  ([01 (il) 

où les "/k sont des fonctions  indéfiniment  dérivables telles 
que  "/k __.. T par rapport à :!01 . Mais,  comm e  nous l'avons 
vu dans la démonstration du  l emme du  th. 1 1 ,  les inté­
grales du  2ème m embre sont exprimables comm e  limites, 
par rapport à :!01 , de suites d e  som m es de  RIEMANN, ce 
qui  nous permet  d 'écrire tou t  de  su ite 

<I> (T) = lim J yk (u) <l> [à (x- u)] du =J Tu !Jl (u) du , k-+oo  à à 
où 

Nous dirons que IJl (u) est la fonction indicatrice <24) de 
l'opérateur <1> . Cherchons à caractériser cette fonction. 

Nou s  avons  vu (prop. 19) que la fonction â(u) est indé­
finiment dérivable, au sens usuel, dans Rn, par rapport à la 
topologie :!01 de �"' (il) . Or cette propriété est évidemment 
respectée par n'importe quelle application linéaire continue <1> 
de Cê:01 (il) dans E e t  on aura p1-écisement 

( 22  . 1 ) D� IJl (u) = D� <l> [o (� - u)] = <1>  [De o (x - u)] , 

pour toute n-uple p d'entiers. 

(2�) Par analogie avec le concept que M. F ANTAPPIÈ a distingué 
avec ce terme, dans la théorie des fonctionnelles analytiques. 
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D'au tre part, on voit que, pour chaque u e Rn - À ,  la 

valeur de â (u ) dans <tw (À) est zéro. Or il est  évident q u e  
cette propri été, elle-aussi ,  e s t  respectée p a r  <P ,  de  sorte 
que l'on doit avoir IF (u) = 0 hors de À et par suite, sur la 
frontzêre de À (cp étant continue). 

b) Soit réciproquem en t cp (u) une fonction à valeurs 
dans E , i ndéfiniment  dérivable dans Rn et n ulle au dehors 
de  À ,  et posons 

( 2 2 . 2) <1> (T) = J!'. Tu IF (u) d u , pour chaq ue  T e <tw (À). 

Nous montrerons que cette intégrale existe et qu'elle défi­
nit une application linéaire continue <1? de <tw (à) dans E .  

En effet, il exis te, pour chaque T, u n  en tier  p et une 
fonction continue  f, tels que T = oP j; d'autre part, il 
existe une suite (�k) de  polynômes convergeant vers f 
uniformément sur  À .  Dans ces condi tions on doi t  avoir, 
si intégrale dont i l  est  question exi ste : 

J Tu �F (u) d u = limj [ DP �k (u)] �F (u) d u .  !', k -;. oo  Il. 

L'application répétée de  la méthode  d' in tégration par 
parties nous permet d'écrire 

compte  tenu d es propriétés de l'intégrale q u i  resten t 
valables pour  les fonctions  à contredom aine  dans E et 
d u  fait que les dérivées de  �F (u) sont co n tinues dans Rn 
et  nulles au dehors de  À .  

Alors, puisque l'on a �k -" f u niformément sur À ,  on 
do i t  avoir 



Construction axiomatique de la théorie des distributions 1 63 

L'intégrale du deuxièm e m em bre est évidemment indé­
pendante de la suite (�k) choisie. Pour établir l'existence 
de l 'intégrale du 1er membre suivant  la déf .  6,  i l  reste à 
montrer que  la valeur  d u  2ème membre ne dépend pas d u  
choix de  p e t  de f Supposons 

T = DP f = Dqg ,  avec q > p , 
g étant continue dans A .  Alors il existe j* telle que  
f = Dq-p j*, Dq (g -j') = o . En employant  la  méthode 
d ' intégration par parties, on voi t q u e  

I.. f(u) [DP rp (u)J d u = (- l)n (q-p) J&t• (u) [Dq rp (u )J d u . 

Il res te  donc à montrer q u e  

Mais, com pte tenue de  la forme (1 . 1 )  de  e ,  cela se 
rédui t  à un  calcul facile dans le cas où â est un inter­
valle de Rn. Le cas général (â quelconque)  se ramène au 
précédent par une  partition de l 'unité. 

L'existence de l'in tégrale est donc établie. Main tenant  
on voi t aussitôt  q ue l'opérateur <1> défini par  (22 . 2 )  est 
linéaire. En employant le corollaire V du th.  8 ,  on voit 
de  m êm e, au moyen de  ( 2 2 . 2 a) q u e  cet opérateur est 
continu. Enfin, on aura, d 'après ( 1 7 . 4) : 

<P [o (� - u)J =f11 o (u - u) rp (u) du = rp (u) ,  pour tout u e R . 

On est  ainsi parvenu au résultat suivant : 

THÉORÈME 1 2 . Chaque applica#on linéaire continue <1> de 
€w (A) dans E détermine, suivant la formule 

( 2 2 . 3 ) 
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une f01�ction rp (u) ,  prenant ses valeurs dans E ,  t"ndéfinime1tf  
dérivable dans Rn, nulle au dehors de Â et telle que 

(22 . 4) <P (T) = .{,.., Tu rp ( u) d u 1 T e Œw ( Â) . 

Réciproquement, chaque fonction rp (u), prenant ses valeurs 
dans E ,  indéfiniment dérivable dans Rn et à support contenu 
dans Â ,  détermine, suivant la formule (22 . 4), une applica­
tion linéaire continue <P de Œw (Ll) dans E telle que l'on a (22 . 3) .  

Un cas particulier i mportant à considérer est celui 
où E se réduit au corps com plexe, Œ .  

Nous désignerons  par 1) (Â) l'espace vectoriel des fonc­
tions complexes rp ,  indéfiniment  dérivables dans Rn e t  
s'annulant au dehors de Â .  D'autre part, l'espace vectoriel 
des fonctionnelles <P li néaires continues dan s Œw (Â) 
- r espace dual de Œw ( Â) - se réprésen te par �w ( Â ) ' .  Or il 
est aisé de  voir q u e  l 'application cp -+  <P de 1) (Â) sur Œ., (Q)' 
définie par (22 . 4) est linéaÙ'e. Nous pouvons donc expri­
mer ces résultats de  la façon suivante : 

ScoLIE. Si E se réduit à la droite complexe, les formules 
( 22 . 3) et (22 . 4) définissen t une application biunivoque rp ---� <P 
de l'espace vectoriel 1) (Â) sur l'espace dual de Œw (Â) . Cette 
application est un isomorphisme (algébrique), ce qui nous 
permet d'identi fier ces deux espaces vectoriels (au point de 
vue algébrique) . 

Dans la suite, nous désignerons par la notation 

< T, rp > ,  où T e Œw (Â) , rp e 7) (Â) , 

le nombre complexe rp (T) = <P (T) , où <P est l'élém ent d e  
Œw (Q)' déterm iné  par rp ,  e t  nous d irons q u e  < T, rp >  est 
le produt"t scalaire de T par rp. --

Un au tre cas important à considérer est celui où E est  
lui-m ême un espace Œw (Â*) 1 Il* é tant l'adhérence d 'un 
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ouvert borné d e  R». Le critère indiqué dan s la note du 
n° 2 1  perm et de  caractériser les fonctions indicatrices des 
applications linéaires continues  de  €,. (Il) dans €,. (Il*) ,  

En particuli er, on peut ainsi  déterm iner l'expression 
générale des applications linéaires continues de  €"' (Il) 
dans €"' (à*) qu i  permutent avec les opérateurs de d ériva-

tion1 en observan t q u e  la fonction a (� - u) de u vérifie 
la propriété D_.., o (� - u) + Du, o (� - u) , t' =  1 ,  · .  · , n ,  qui 
est respectée par ces apphrations (cf. [1 9] ,  p .  9 7- 98) .  Soit Ill 
une  telle application et !JI (u)  sa fonction ind icatrice. 
D'après le critère ci-dessus  mentionné, il exis te  un entier 
p et u ne fonction complexe /(x ,  u) ad mettant dérivées 
partielles par rapport à u1 , • •  · , Un (j usqu'à l'ordre que l'on 
veuille considérer) ,  continues .  dans d* x Il ,  tels q ue 
rp (u) = Oef(x , u ) , Du, 11 (u ) = D� DuJ(x , u) pour tout u e ll , 
i = 1 ,  2 , .  · .  , n .  On doit  donc avoir 

oe D..,J(x , u) + 0� Du, /(x ,  u) = o (i = 1 ,  . . · , n) 

où, ce  qui revient au m ême 

D..,, f(x , u) + Du, f(x , u) = S; (x , u ) , avec S;(x ,  u )  e N  (OP) , 
pour chaque  u e Rn. 

La théorie des  éq ua ti ons aux dérivées partielles per­
met  alors d e  voir <25l que  /(x , u) est de  la forme F (x- u) + 
+ 9 (x ,  u) avec 9 (x , u) e N  (OP) pour  chaque u e Rn. Donc, 
si  l'on pose S =  OP F, on aura rp (u ) = S (�- u) ,  où, pour 
abréger, on a écri t S (� - u) au lieu de (•u S)a* . Par con­
séquent 

IP (T) =fa S (�- u) T (u )  du . 

(25) En employant les projecteurs p(P), dont la continuité a été 
montrée au n• 17, on réussit à rendre O; (x , u) indépendante de x" ce 
qui simplifie beaucoup les calculs. 
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Cette i n tégrale est nom m ée le produit de composition 
de S par T et désignée par S * T .  

Réci proq u ement ,  i l  est aisé d e  voir q u e, si S est une  
distribu tion dans  Rn, telle que la fonction (-ru S)<l• de u ai t  
le support contenu dans Il ( ce  qu i  exige en particulier 
q ue le support de  S soit com pact), la correspondance 
T--.. S * T est une application linéaire continue de (fw (L\) 
dans €w (Il•) perm utant avec les opérateurs de dérivation. 

23. La topo log ie  de l ' espace :ù (L\) , com me d ua l de €w (L\) 
- Nous avons vu au  n° précédent que  le produit scalaire 
d 'un élém ent cp de :ù (Ll) , par un élément T de €w (Il), est 
donné par la formul e 

( 2 3 . 1 )  < rp , T > = (- ttP!ll f(u) DP rp (u) du ,  si T= DPj, 

avec f e € (L\) . 

D'autre part ,  nous savons d éjà  que J e  dual fort d e  
€w (Ll) est u n  espace ('ff) - m êm e  u n  espace (W1) (corollaire I 
du th. 8 ) .  La topolog·ie forte, �b , dans :;D (L\) sera donc 
déterminée, au sens u su el, par l a  connaissance des limi­
tes des suites par rapport à �b · Or on a le critère suivant : 

THÉORÈME 1 3 . Une suite (1lk) d'éléments de 1) (Il) converge 
vers 0 par rapport à �b , si, et seulement si, les fonctions 
Cfk (x) et toutes leurs dérivées DP l'fk (x) convergent untjormé­
ment vers 0 sur Il . 

D é m o n s t r a t i o n .  a) Supposons cette condition véri­
fiée pour (rpk) ; nous d evons m ontrer que  (rp�c) converge 
fortement vers 0 ,  c'est-à-dire, q u e  tpk (T) --.. 0 uniformé­
m en t  sur toute  parti e bornée de €w (Ll) . Soi t donc SB une 
partie bornée de €w (Il) . D'après le  corollaire IV d u  th.  8 
il existera un  p et un  p. ,  tels que  tout  élém ent  T d e  � 
est de  la  form e T = DP f, avec fe € (Il) et 1 /(x) 1 < p. sur Il .  
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Alors la form ule (23 . 1 ) donne aussitôt la limi tation 

l < rpk ,T> I < p. max i DP rp" l  mes ô. ,  pour T e � ,  k = 1 , 2 ,  . . . , 

d'où l'on déduit que  'Pk (T) (c 'es t-à-d ire < rpk ,T > ) converge 
uniformément sur ?8 .  

b) Supposons , réciproque m en t, que  (rpk) converge forte­
m ent vers O. D'après (2 2  . 1 ) on a 

DP rpk (u) = < 'Pk , 0� o (� - u) > pour chaque u e Rn ; p, k=1 , · . · , 

et ,  puisque  D� o (x- u) = ( - 1 )nP D� o (x - u) (prop. 1 9) ,  on  
voi t  aisément qu e, pour chaque p ,  le contredomaine de  
la  fonction D� â ( u )  est borné dans  €"' (Â) . Donc, o/ k  (T) 
converge uniformément vers 0 sur  le contredomaine de  
cette fon ction et ,  par  sui te, 

li m max 1 DP rpk (u) I = O ,  quel que soit P = 1 1 2 1 • • • • k__:; t:Y:J  u e à 

CoROLLAIRE. La topologie !b dans ::0 (Â) coïncide avec la 
topologie naturelle de cet espace, définie par la suite de normes 

I l 'P l lp = max I l  rp (x) l ' 1 D rp (x) 1 ' • . • ' 1 oP rp (x) I I , P = 1 , 2 ,  . . .  

D'après le corollaire I du th. 8, l'espace €"' (Â) [!"'] est 
réflexif, donc isomorphe au d ual fort de l'espace ::0 (Â) [!b]· 
En em ployant  le th. 1 2 1  et la théorie générale des espa­
ces localement convexes on peut form uler tous ces résul­
tats de  la façon suivante : 

THÉORÈME 1 4. Les espaces ::O (Â) et €"' (Â) constituent un 
système dual par rapport à la forme bilinéaire 

< rp ,T > = Jtl. Tu rp (u) d u . 

Si l'on suppose ces espaces munis de leurs topologies natu­
relles, la formule 

T (rp) = < ,T > pour tout rp e ::0 (Â) 
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définit un isomorphisme T ..-..... T de @:, (Â) sur le dual fort 
de Z) (Â) , tandis que la formule 

� (T) = < cp ,T > ,  pour tout T e <:rw (Â) 

déjt"nit un isomorphisme rp <--" � de Z) (Â) sur le dual fort de 
@:, (Â) . 

24. L 'espace D (Q) et son dua l  fort - Étant donné un 
ensemble M c  Rn qui  soit un  ouvert ou l'adhérence d'un 
ouvert borné, nous désignons par Z) (M) l'espace vectoriel 
topologique de fonct ions numéri ques rp (x) indéfiniment 
dérivables dans Rn, à support com pact contenu dans M ,  
avec les conven tions su ivantes : 

a) Si M est compact, la topologie de ::ù (M) es t celle 
définie par la su ite de normes 

I l  rp I I P = max I l  rp (x) 1 , 1 D cp (x) 1 ,  · · · , 1 DP rp (x) I l , P = 1 , 2 , · · · . 
x e M  

b )  S i  M est un ouvert quelconque de Rn, l a  topologie 
de Z) (M) est celle de la  limi te inductive des espaces 
::ù (Uk) , k = 1 , 2 ,  . . . , q ue  l'on obtient en choisissan t une 
suite quelconqu e  (Qk) d'ouverts bornés de Rn telle que 
U f  Qk = M et Tik c Qk+ l pour tout k . 

Dans le premier cas, Z) (M) est un  espace (ID{) ; dans 
le d euxième cas, Z) (M) est un espace (Jl ID{) , dont la topo­
logie ne dépend pas de la suite (Qk) choisie (voir [lü] , 
pp. 65- 7 1  et 79). 

Soi t  alors Q un ouvert quelconque. On a :  

THÉORÈME 15 .  Le dual de l'espace Z) (Q) est algébrique­
ment isomorphe à r espace <:rr.(D.) ' l'isomorphisme étant dé jt"ni 
par la formule suivante 

T (cp) =Jo Tu 11 (u) du , pour tout cp e Z) (Â) , 
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où T est un élément quelcollque de [.,. (D) et Î l'élément de 
1) (D)' déterminé par T. 

D é m o n s t r a t i o n .  a) Soit U une fonctionnelle linéaire 
continue dans 1) (D) et soit Ll l'adhérence d 'un ouvert 
borné, tel que .Il c il . On sait que la topologie de Z'l (il) 

induit  dans 1) (.Il) la topologie naturelle de  1) (11) ; alors, 
la restriction Uà de U à 1) (.:1) est encore une fonctionnelle 
linéaire continue dans 1) (.:l) . D'après le th. 1 4, U â déter-
mine une dis tribu tion Ûà dans .Il ;  il existe donc un 
entier p et une fonction fe [ (.:l) tels que 

Or,  si Pon considère un autre compact â*câ , cette 
formule montre tou t de suite que la restriction de  Ûâ à 
.:l* est précisé ment uâ* ' ce qui  veut dire que u détermine 
une distribution Û sur Q . Enfin, en tenant compte de la 
déf. 7 et du  fai t  que  rp est à support compact contenu 
dans Q ,  on reconnaît qu e 

U (rp) =J0 Ûu rp (u) du , pour tout rp e 1) (Q) . 

b) Soit, réciproquement , T une distribu tion dans Q 
et soit ( D� ) une suite d 'ouverts bornés tels que : U f ilv = D  
et Dv cn�+ t , pour tout  v .  Alors, suivant le th. 14 ,  
la restriction T<�> de  T à Dv déterm ine une fonctionnelle 
l inéaire continue î<�> dans 1) (Qv) . Par conséquent, 
d'après la déf. 7 ,  la formule 

Î (rp) = lim f<v> (cx� rp) =J Tu <p (u) d u , pour rp e 1) (D) , v-'> 00 fl 

définit dans 1) (D) une fonctionnelle linéai re Î don t la 
restriction à chaque sous-espace 1) (ilv) de 1) (Q) est con-
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tinue. Puisque  :V (Q) est la limi te induct ive de  ces sous­
-espaces, i l  s'ens uit que Î est continue. -

Nous pouvons maintenant établir le théorème qui 
achève l 'iden tification de  la théorie axiomatique des d is­
tributions avec la théorie fonctionnelle de  M. ScHWARTZ : 

THÉORÈME 16 .  La topologz'e forte, �b , de l'espace €"' (Q) , 
considéré comme le dual de l'espace :V (Q) , coïncide avec la 
topologie �"' de €"' (Q) . 

D é m o n s t r a t i o n .  Soit i11 , n2 ,  . . . une su ite d'ouverts 
bornés de réunion Q tels que IT, c Q, + l , pour tout v .  

Puisque, d 'après le th.  1 4, le dual fort de :V (Û,) est iso­
morphe à <fw (Û,) [�w] , un système fondamental de voisi­
nages dans cet espace sera celui donné par tous les 
polaires �� des parties bornées � de :V (TI,) ,  (v= 1 , 2 ,  · · · ). 

Mais tout  ensemble � borné dans :V (Q,) est encore borné 
dans :V (Q) et, comme  la topologie  de :V (Q) est un prolon­

gement strict de celle de :V (Q,) , tou t élément du polaire 
0 -

�" de  � pris dans le dual de  :V (Q,) peut se prolonger en 
un élément du polaire �0 de � pris dans le dual de :V (Q) 
(et réci proquement) ; donc, si l'on identifie ,les éléments 
de :V (IT,)' et :V (Q)', respectivement, avec les éléments 
correspondants de <fw (Q,) et €"' (Q) , on aura 

(24 . 1 )  

Or,  l'espace <f"' (Q) [�"'J étant  la  limite projective des 
<fw (IT,) [�w] par rapport aux p, (v = 1 , 2 , · · · ) ,  les  ensembles 
de la forme p�-ll (�e) consti tuent précisément une base du 
filtre de  voisinages de 0 dans cet espace. 

Réciproquement, l'espace :V (Q) étant la l imi te inductive 
des Î) (Û,) , qui sont des espaces cm , tou t ensemble � 
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borné dans 7) (D) sera conten u  et borné <26) dans un au 
moins des 7) (Ûv) ,  et par su i te  les ensembles de  la forme 
(2 4 o l )  forment aussi  un  système fondamental de voisi­
nages de 0 par rapport à ;:rb dans <[,. (D) 0 On a donc bien 
::rb = ;:r,. 0 c. q .  f. d .  

Cel a étant, s i  l 'on rappelle que l'espace 7) (D) est un 
espace (J!Wl) , donc réflexif, on reconnaît au ssitôt q u e  le 
th .  1 4  reste valable, si l'on remplace partout � par il , 7) (il) 
par 7) (D) et €w (il) par <[,. (il) .  

250 Rech erche des app l i ca tions  l i n éa i res conti n ues d ' u n 
espace <[,. (il) dans  u n  a u tre espace - A cet effet nous utili­
serons une proposition de la théorie des espaces locale­
ment convexes. 

LEMME. Soit E un espace (.l!'ff) strict et (Em) une suzïe de 
définition de E . Tout filtre de CAUCHY sur E qui admet une 
base dénombrable a au moins un de ses ensembles contenu 
dans un des espaces Em . 

On peut démontrer ce lem me à peu près comm e  le 
corollaire de la prop o 8 dans [ l ü], en ten ant compte de la 
prop. 41 démontrée dans le même travail. 

PROPOSITION 20. Soient E un espace cm ' F un espace 
(,l!'ff) strict et (Fm) une suite de définition de F. Pour qu'une 
applt'cation linéaire 0 de E dans F soit continue, il faut et il 
suffit qu'il existe au moins un entier m te l que e soit une 
application continue de E dans Fm . 

Pour la démonstration il suffi t d'appliquer le lemme 
au  filtre engendré par e (lU) , où  m est l e  filtre des voisi­
nages de zéro dans E .  

(26) Voir [10] , pro p.  4,. p. 70. 
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Considérons de nouveau un ouvert Q qu elconque de  
R" et soit (Qm) une suite d'ouverts bornés de R" tels que  
Qm c Qm+l et  u f Qm = Q . 

THÉORÈME 1 7 .  Soit E un espace normé ou le dual fart 
d'un espace (1J) réflexif. Pour qu'une application linéaire 0 
de ["' (il) dans E soit continue, il faut  et il suffit qu'il existe 
un entier m et une application linéaire continue 0m de 

C, (Qm) dans E tels que 

0 = 0m pm 
où Pm désigne l'opérateur de restrictt"on des éléments de 
[11" (Q) à Qm • 

D é m o n s t r a t i o n .  Si E est un  espace normé, la thèse 
est une conséquence d'une proposition générale concer­
nant les limites projectives d'espaces localement convexes 
(ct [21] , prop. 4). 

Supposons maintenant que E est le dual d'un espace 
cm réflexif et soit 0 une application l inéaire continue de 
€"' (.!:!) dans E. Alors la transposée 0' de 0 est une appli­
cation (fortement) continue de E' dans :O (Q) .  Mais, en 
vertu de  l'hypothèse, le dual fort de E est un  espace Cff) .  
Donc, d'après la prop. 20, il existe un  entier m tel que 01 
soit une application  continue de E' dans 1) (Qm) · Désignons 
par 0m la transposée de 0' '  cet opérateur étant considéré 

comme applt"cation de E' dans 1) (ITm) .  Puisque le dual fort 
de :0 (i'lm) est isomorphe à <:rw (ITm) , 0m sera une application 
linéaire continue de €w (ITm) dans E ,  telle que 

<0m Tm 1 U > = <Tm , 01u> ,  

pour tout u E E '  e t  tou t  Tm E <:rw (ITm) · 
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On aura donc 

pour tou t u e E ' ,  tout T e [""(Q) et tout m = l 1 2 1 · · · ,  ce qui 
veut dire que 

Réciproquement ,  i l  est immédiat que, si cette condi­
tion est vérifiée, 0 est une application continue de @'"" (Q) 
dans E .  

NoTE. Nous ne savons pas encore ce que l'on peut 
dire dans le cas où E est un  espace (IJ) quelconque. 

CoROLLAIRE. Soit E la limite projective d'un famille 
d'espaces localement convexes EÀ (À e .J?) , par rapport à cer­
taines applt'cations continues gÀf!· (À -< p.) , chaque E�. étant un 

espace normé ou le dual fort d'un espace Cm réflexif. Alors, 
pour qu'une application linéaire de ["" (Q) dans E soit conti­
nue, il faut et il suffit que, pour tout  À e .J? ,  il existe un 

entz'er m e t  une application lt'néaire continue E>Àm de [w (Q,,) 
dans EÀ telle que 

Pour la démonstration ,  il suffit d'employer le théo­
rème, en tenant compte des propriétés élémentaires des 
limites proj ectives (cf. [� 1] ,  prop. 2). 

Ce résultat fait ressortir l 'intérêt du th.  3 . -
Cela étant, la recherche des applications linéaires 

continues d'un espace ["" (Q) dans un espace E apparte­
nant à une des catégories indiquées se ramène à la 
recherche des applications linéaires continues d'un espace 
[w (d) dans un espace normé ou dan s le dual fort d'un  
espace Cm réflexif. Mais nous avons déj à donné au  no 2 2  
la solution d e  ce problème, dans l e  cas où  l e  deuxième 
espace est  complet par rapport aux suites. 
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Soit d'abord E un  espace de  BANACH ou  le dual fort 
d 'un espace ('�) réflexif. Alors,  com pte tenu des résultats 
précédents, on voit que : 

ft y a une correspondance biunivoque entre les applica­
tions linéaires continues 8 de @:.,... (il) dans E et les fonctions 
9 (u) à valeurs dans E ,  indéfiniment dérivables dans Rn et 
à support compact contenu dans Q ,  cette correspondance étant 
donnée par les formules 

El (T) =�l Tu S (u) du , pour T e @:.,... (Q) 

e t  

9 (u) = 0 [o (� - u)] , pour u e Rn . 

Dans le cas où E est une limite projective d 'une 
famille ! EJ. ! J. e l?  d'espaces de  BANACH ou de duals forts 
d'espaces cm réflexifs, par rapport à des applications gÀ'f l 
ce résultat subsiste avec la seule mod ification suivante : 
9 (u) n'est pas nécessairement à support compact contenu 
dans il , mais cette condition doit être vérifiée par la fonc-
tion gJ. ( 8 (u)) quel que soit À e .); . 

· 

En particulier, E peut être un deuxième espace @:1\" (!2*), 
n· étant un ouvert de Rn. Alors on pou rra caractériser la 
fonction 9 (u) à l 'aide du  cri tère énoncé au no 2 1 . 

Enfin, compte tenu des resultats du n° 22 ,  on recon­
naît qu'il existe une correspondance biunivoque s .-_, 0 
en tre les distributions S dans Rn, à support compact et  
les applications linéaires cont inues de l'espace @:1\" (Rn) 
dans lui -même, permutant avec les opérateurs de dériva­
tion, cette correspondance étant fixée par la formule 

Voilà une faço n naturelle d'in troduire la notion de 
produi t  de composi tion S * T, dans le cas considéré. 
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26. la d ua l i té da n s  l es espaces de  d is tri b u t ions  à support 
compac t- Le th. 1 4  pourrai t égalem ent s'établir au moyen 
de la  formule de Rmsz. Ce procédé serait moins direct, mais 
présenterai t l'avantage de condu ire, en même temps, à la 
déterm ination des duals des espaces �p (Ll) . Nous avons 
vu au n° 1 7 ,  que pour tout p, �P (il) est i somorphe, 
au sens algébrique  e t  au sens topologique, à l'espace 
� (.:l) ( N  (OP) ,  l' i somorphisme étant défini par la corres­
pondence J+ N (OP) � oPj. Donc, la détermination du  dual 
de �p (Ll) se rédui t  à la détermination du  dual d e  � (.:l)jN (OP). 

Mais, suivan t  la définition d'espace quotient, les fonc­
tionnelles linéaires continues dans � (.:l)/N (OP) seront  tou­
tes les applications <i> de cette espace dans C qui peuvent 
se met tre sous la forme 

où <J> désigne un  élém ent arbitraire de � (Il)' tel que  
<I> [N (OP)J = l ü l . Or, les éléments <J> de  � (.:1)' son t  donnés 
par la formule de Rmsz 

(25 . 1) <I> (f) = r.f(u) dF (u) , 

où F est une fonc ti on à variation bornée dans un intervalle 
Q::::J.1 ; deux telles fonctions F1 , F2 déterminent la même 
fonctionnelle <1>,  si ,  et  seulement si ,  les distribu tions 
DF1 , DF2 (mesures) coïncident. Désignons par �V (.:l) 
l'espace vectoriel des fonctions rp ( u) définies dans Rn et 
à support contenu dans .:1 ,  ayant dérivées Ok rp au sens 
usuel ,  pour k = O , l , . . .  ,p ,  et OP rp étant à variatio1;. bornée. 
On pourra i t  démontrer, par des considérations élém entai-
res, que  la condition N (OP) c <J>(-1) (0) est équivalente à la 
condi tion suivante : 

(25 . 2 ) Il existe une (et seulement une) fonction rp e �V-1 (.:1) 
telle que F = OP-1 o/ • 
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Il en résulte immédiatement que le dual de l'espace 
@:p (il) est z'somorphe à l'espace 15 [1P-1 (il) , la dualité étant 
définie par la formule 

< rp , DP- 1f> = f� f(u) d [DP-1 � (u)] , 

ou, d'une façon plus résumée : 

(25 . 3) < rp , T> =fll Tu déf (u) , rp e [1P-1 (il) , T e <:Ep (il) . 

D'ailleurs, la topologie forte dans 15 Q3P-1 (il) peut  être 
définie au moyen de la norme 

I l  rp I l = variation totale d e  OP-1 cp ;  

on voit alors que  la convergence forte d'une s u ite (cpk) 
impliq u e  la convergence uniforme des suites des fonc­
tions rpk (u) , D rp" (u) , . . .  , OP-2 q>" (u) . 

Soit maintenant K un compact quelconq ue  d e  Rn et  
considérons l'espace ([, (K) des distributions à support 
contenu dans K (n° 1 3). Soi t  d'au tre part .Q un ouvert 
borné contenant K et posons il =  IT; nous  considérons  
l'espace ([, (K) m uni de  la  topologie 1'w i nd u i te par celle 
de @:, (il) ; cette  topologie ne dépend pas, évidem m ent , du  
choix de  il .  Si  l'on pose  �P (K) = ([,(K) n @:p (il) , pour tou t  
P = O ,  1 ,  . . .  , ([, (K) peu t être considéré comme l a  lim i te 
inductive des �p (K) . Or l a  fo rmule (25 . 3) ,  q u i  donne  
l'expression générale des  fonctionnelles li néaires conti­
nues dans @:p (il) , donnera auss i toutes les fonction nelles 
linéaires continues dans ([P (K) . 

Alors, en appliquan t les résultats q u e  nous établis­
sons dans [21  ] ,  on conclut  aisément qu e : 

L'espace vectoriel topologique @':, (K) est réflexif Son 
dual fort est un espace (im) , isomorphe à l'espace quotient 
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de :0 (�) par l'ensemble des fonctions cp 6 :0  (�) s'annulant 
sur K ,  ainsi que toutes leurs dérivées. 

D'au tre part, o n  pe u t  démontrer que, si K est lui-même 
l'adhérence d'un ouvert, l'espace quo tient dont ti question ici 
est isomorphe à l'espace � (K) des fonctions cp indéfinimen t 
dèrivables à l'intérieur de K et dont les dérivées sont pro­
lo lzgeables par con tinuité à K .  

Enfin, soi t Q un ouvert quelconque de R" et (ilv) u ne 
sui te d'ouverts de  réunion il tels que Dv c ilv-t-t pour tou t  
v =  0 ,  1 ,  . . . . A l 'espace [., (il) des distributions à support 
compact contenu  dans Q nous donnerons la topologie de 
la l imite inductive des espaces �v (Dv) , li = 0 ,  1 1 • • • • Cela 
étant ,  on trouve, à l'aide des théorèmes établis dans [2 1  ], 
le résultat suivant (cf. [ 1 7] ,  pp .  87-90) : 

L'espace �w (�) est 1'éflexif Son dual fort est l'espace 
� (Q) des fonctions indéfiniment dérivables dans Q avec sa 
topologie naturelle, donnée par la suite de semi-normes 

qv (rp) = sup ( 1 0° 'f (x) 1 , · · · , 1 ov rp (x) 1 ) ,  li = 0 ,  1 ,  · · · 
x e fl  

N O T E S F I N A L E S 

1 .  Réso l u ti on  d u  p rob lème g énéra l  d ' extens i o n  a l gébri que  
- Pendant la  correction des  épreuves, nous a v ons résolu 
complètement le problème  abstrait d'extension algébrique 
que  nous avons posé au com m encement du n° 2 et  que  
nous  énoncerons maintenant sous  la  form e su ivante : 

Soit E un gronpe additif abélien et soit A un semi-groupe 
multiplicatzf de homomorphismes de sous-groupes de E sur 
E ,  contenant l'identité, I. Étant donné d'avance, pour tout 
<P 6 A 1 un sous-groupe N (<Il) de E ,  on demande : construir 
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un sur-groupe E de E ,  dans lequel on puisse définir, pour 
chaque If> 6 A ,  un prolongement éP de If> à E de façon que : 
1 )  éP soit un endomorphisme de E ;  2) 10ïf = lP W  = W éP, quels 
que soient <I> ,  'Y 6 A ;  3) tout élément u de E sot"! de la 
forme Û = � u , avec u 6 E , lf> 6 A ;  4) E n N (éP) = N (If>) . 

Voici la réponse : 
Le problème ne peut jamais avoir plus d'une so lution, à 

moins d'un isomorphisme opératoire laissant fixes les élé­
ments de E .  Pour qu'il soit résoluble, il faut et il suffit 
que les conditions suivantes soient vérzfiées :  

o:) :N (If> 'Y) = :N ('Y If>) ::::> 'YH>(N (If>)) + :N ('Y) ; 

�) (lf> 'Y)<-1l u - ('Y if>)<-1l u c N (If> 'Y) ,  pour tout u 6 E ; 
y) lf>(-1l (u) c N (If> 'Y) implique u 6 N ('Y) ;  
o) :N (1) = 1 o 1 • 

Pour la première partie de cette proposition on peut 
raisonner comme  dan s la démonstration du  th �  1 ,  a). 
Quant à la deuxième partie , on voit aisément que la con­
dition énoncée es t nécessaire ; pour voir q u 'elle est suffi ­
sante, on peu t suivre à peut près la démonstration du 
th. l ,  b ) .  On définit dans l'ensemble A x E  une relation 
� de la façon suivante : 

(lf> , u) � ('Y, v) si et seulement si 'Y<-1l (u).-lf>Hl (v) c N (If> 'Y) 

(cf. définition analogue, p. 9 1 ) ;  on voit sans difficulté, à l'aide 
des conditions o:) , �) , y) , qu'il s'agit là d'une relation 
d'équivalence. On désignera encore par [If> , u J la classe 
des couples équivalents à (If> , u) . Ensuite , il sera conve­
nable de démontrer que l 'on a toujours [«<> 'Y, uJ = ['Y if> , uJ 
et q ue, si u· 6 \f(-t ) (u) , alors [If> , u ]=[If> 'Y, u"J , ce qui  permet 
de rem placer deux expressions [If> , u J ,  ['Y, v J par des 
expressions du  type [0 , u"] , [0 , v"] , avec 0 = If>  'Y. Alors 
on peut définir l'addi tion tout simplement par 
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[<1> ' u J + [<1> ' v J = [<1> ' u + v  J '  

ce que sim plifie beaucoup la vérification des propriétés 
groupal es. Dans le reste, la démonstration sera une adap­
tation immédiate de celle du th .  1 . 

I l . les d i s tri b u tions  d ' o rd re f i n i  comme  dér i vées de  fonc­
tions  l oca lemen t so m m a  b les - L'analyse du  n° 4 est impar­
fa i te ; nous tâcherons de l'améliorer ici . 

Tout  d'abord , la notation U (Q) , pour l'ensemble des 
fonctions localement som mables d ans Q ,  est mal choisie ; 
il convient de la remplacer par une autre, par exemple 
L! (Q) , en réservant le symbole U (Q) pour l'ensemble 
des fonctions sommables dans Q .  

D'autre part, la prop. 7 doit être remplacée par la pro­
posit ion su ivante : 

Si l'on pose x. (f) = Djx
' · · · jxn /(x) dx pour fe L! (Q) , 

c, en 
l'application x. est un isomorphisme du groupe additzf L! (Q) 

dans le groupe @:t (Q) , e t  on a x. (D
x
; /) = D..-; (x.f) pour toute 

fonction f absolument continue sur presque toutes les paral­
lèles à l'axe des x; et admettant  presque partout pour déri­
vée D..-, / (au sens usuel) une fonction localement sommable 
(cf. [ 1 7], tome I, p. 5 8 , th .  V, 1 .0) . 

On démontre d'abord que l'application x. est biunivo­
que, par une techniq ue  semblable  à celle de la démons­
tration de  la prop.  7 .  Ensuite, on voi t aussitôt que x. est 
un  isomorphisme .  Enfin , si f est une fonction absolu­
ment  continue s u r  presque toutes les parallèles à l'axe 
des x; et telle que  D

x
; / e L! (Q) , on vérifie aisément que  

X. (Dx, f) = D jx' · · · Jxn D..-; /(x) dx 
c1 en 

= DDx, fr, · · · Jxnfr;Dr
; j(x) dx 

• C t en Ci 

= i}" 0 fr' · • · Jxn f(x) d X = Dr; (x. f) 
• Ct en 
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On démontre d e  même que, s'il existe x.-1 Dx, x. .  J, il 

existe aussi Dx,f (a u  sens usuel) et, alors, Dx, f = x.-1 l}., x. · f 
Cela veut  dire q ue les p rolongements des opérateurs Dx, 
seront  des prolongements  s tricts ,  ce qu i  n'est p lus  vrai , 
en général, pour les opérateurs OP. 

I l l .  Sur  l ' a x ioma tique  des d i s tr i b u ti o ns - Nous avons choisi 
pour Axiome  6 le principe du  recollem ent des morceaux, 
que nous avions présenté p. 1 28  comme  le th .  5. Rien ne 
s'oppose logiquement  à ce  qu' un  théorème  soi t transfor­
mé en axiome. Mais il serai t peut-être préférable de  
choisir pour Axiome  6 la proposition suivan te ,  plus faible 
que le principe du recollement des morceaux : Si, étant 
donné un ouvert i1 de Rn, on fait correspondre à chaque 
intervalle ouvert Q c Q une distribution T Q ,  de façon que, 
si Q* c Q ,  on ait TQ• = (TQ)Q• , il e.1cz"ste une, et seulement 
une distribution U dans .Q ,  telle que U Q = T Q quel que 
soz"t Q .  

IV. Déterm i n a ti o n  des d u a l s  des espaces 'l.)P (11) et 'l.)P (Q) ­
Soient .Q un ouvert et ,1 l 'ad hérence d ' u n  ouvert borné 
de Rn. On désigne par 'l.)P (,1) l'espace vectoriel des fonc­
tion s  /(x) q u i sont  p fois conti nûment différen t iables 
dans R", à support contenu dans ,1 ,  avec la topologie de 
la  convergence uniforme des dérivées d'ordre <p dans 11 ;  
e t  par 'l.)P (Q) la limite inductive des espaces 'l.)P (,1•) avec 
,1" c .Q . Définisso n s  les opérateurs Ùx, com me  au no  3 ,  avec 
(c 1  1 · · · , en) e Rn - ,1, Puisqu e 

/(x) = u;� . . .  u�;, Dkf(x) , pour  j e 'l.) P (!!:.) et l k i = P ,  

on  voit q u e, s i  l 'on consi dère l'espace � (,1)m" des fonc­
tions F (x ) conti n u es dans ,1 et à valeurs dans Rmr , où 
mp =  2P ,  avec la topologie de  la convergence uniform e 
de ces fonction s sur  11 , les vecteurs j Dkf (x) l t k i =P •  pou r 
toutes les déterminations de /, forment  dans cet espace 
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u n sous-espace, i)P (Il), algébriquement et topologiq u ement  
isomorphe à :l)P (Ll) . Et ,  comme  toute fonctionnelle linéaire 
et  continue dans  i)P (Il) est prolongeable à Il[ (!l)m• ,  on 
conclut  que tou t élémen t  L de 1)P (Il) est nécessairement 
de la forme 

L (/) = 2: J Dk f (x) dgk (x) 
[ k [=P â 

où gk désigne une fonction à variation bornée dans Rn, 
pour  tou t k .  La réciproque es t évidente .  (Cf. [1 7] ,  tome 1, 
p. 9 1 ,  dém. du th. XXVII). 

Rappelons  maintenant que l'espace :0 (Il) est la lim ite 
proj ective (inte rsection ) des espaces 1)P (Ll) , pour P=l ,2 , · · · ;  

il s'ensuit  que, pour toute distribu tion T dans Q , consi­
dérée com m e  élément de  :0 (Il)', i l  existe un p tel que T 
soit une  fonctionnelle continue dans un  sous-espace de 
1)P (Il) et par  su ite prolongeable en u n  élémen t (unique) de  
1)P  (Il)'. Donc, la formule précédente nous  dit  q u e  toute 
dist1'ibution appartenant à 1)P (Ll) est une somme finie de déri­
vées d'ordt·es �p de mesures. (La réciproque est au ssi vraie). 

Cela posé, un distribu tion T dans l'ou vert Q est d i te 
d'ordre <p , s i  elle peut être identifiée à un  élément du  
dual de  1)P (il) (cf. [ 1 7 ], tome  I ,  p .  2 5). Le th .  XXXI, du  
chapitre III de [ 1  7 ]  donne l a  caractérisation des distribu­
tions d 'ordre -s_ p  dans un ouvert, com me  sommes finies 
de dérivées d 'ordres <p de mesures. On voit alors que  
toute distribut ion d'ordre fini e s t  une dérivée d'une 
fonction continue (et réciproquement) . D'après ce point 
de vue, le critère d'égali té de deux dérivées de  fonctions 
continues pou rra être introduit aisément en employan t  
l e  «Satz 9 »  établi dan s  [ 1 4]. Voilà donc un  procédé direct , 
assez simple, pour caractériser les duals des espaces ;() (Il), 
::U (.Q) ; évidem ment, i l  est à la base de la méthode fonc­
tionnelle de  M. ScH WARTZ . 
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V. Construction de Œw (Q) au moyen de suites convergen­
tes de !onctions indéliniment dérivables- On a vu que, si Q 
est un intervalle compact de Rn, l'espace � (Q) des fonc ­

tions indéfiniment dérivables dans Q est dense dans 
l'espace @:w (Q). Cela suggère une construction de Œw (Q) 
par complétion topologique de � (Q) par rapport à �"'. 
Nous dirons qu'une suite (cpn) de fonctions indéfiniment 
dérivables dans Q est régulière, s il existe un entier p et 
une suite (�n) tels que: 1) cpn=DP �n pour tout n; 2) (�n) est 
uniformément convergente sur Q. Nous dirons que deux 
suites régulières (rpn), (�jin) sont équivalentes, et nous écri-

rons (cpn) C'.:l (�ji,.), s'il existe un p et deux suites (�n), (�n), 
tels que: 1) ipn=DP�n, tji,.=DP�n; 2) �n-�n ..... o unifor­

mément sur Q. En employant les projecteurs que nous 
définissons au n° 3, on voit aisément qu'il s'agit là d'une 
relation d'équivalence. Désignons alors par [ l"fn] la classe 
des suites équivalentes à (rpn), et par Œw(Q) l'ensemble de 
ces classes [rpn]· Dans Œw(Q), on définit maintenant la 
somme, les dérivées et le produit multiplicatif, tout sim­

plement par 

D'ailleurs, on pourra identifier chaque fonction continue f 
avec la classe [rpn], où (rpn) est une suite quelconque véri­
fiant la condition suivante: il existe un entier p, une 

suite (�n) et une fonction /tels que: 1) cpn=DP�n; 2) �n ..... J 
uniformément sur Q. On démontre alors que @:w(Q) est 

un sur-gro upe de Œw (Q), Dxi un prolongement de Dx, etc. 

VI. l'espace des distributions tempérées dans Rn- Consi­
dérons l'espace (6') des distributions tempérées dans Rn, 
avec la topologie forte de ScHWARTZ (voir [17 J, tome II, 
chap. VII). Ces distributions sont déjà caractérisées par 
le th. VI, p. 95. Mais on peut aussi expliciter la topologie 
de (6') en appliquant la théorie de notre § 2. Maintenant, 
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les opérateurs q u e  l 'on doi t rendre continus seront les 
applications T __,. DP [( 1 + 1 x / 2 )Pi2 TJ , de l 'espace des distri­
bu tions tempérées dans lui-même (P = 1 , 2 , · · · ) . Le th .  7 
reste appliquable à ce cas, grâce au th .  d e  Ascou. 

Mais on pourrait aussi adopter une méthode tout à fait 
analogue à celle de notre § 3 ,  à l'analyse linéaire des 
distri butions tempérées, e n  partant encore de la formule 
de DIRAC, l' i n tégrale étant définie d irectement par rapport 
à la  topologie de  cen . On voit alors que la fonction Tu 0 
de  u , à valeurs dans  (6' ) , est  u ne ±onction indéfiniment  
dérivable à décroissance rapide dans Rn, ce qui  permet trai t 
de  caractériser les applications linéaires continues de (6') 
dans un espace localement  convexe, E .  En particulier, on 
pourrait introdu ire; d' une façon naturelle, la notion de 
produ i t  de  com posit ion S *T, où T est une distribution 
tem pérée et S u ne distribution à décroissance rapid e  
dans Rn. Enfin, l a  transformation de FouRIER pourrai t être 
définie directement, au moyen d 'une intégrale, com me 
dans le cas des  fonct ions. 

C O N C L U S I O N 

Ce travail n'a évidem ment pas pour but d'exposer la 
théorie des distributions de la façon la plus brève et la 
plus facile. Nous avons eu le souci de résoudre plusieurs 
questions, d'abord dans le domaine de l'algèbre et de  la 
topologie abstrai tes, et après dans le plan concret (carac­
térisation axiomatique de la structure des distributions, 
explicitation de la topologie des espaces de distributions, 
recherche des applications linéaires continues d'un espace 
de distribu tions dans un au tre, etc.). Mais, en faisant 
ainsi, nous avons ouvert plusieurs possibili tés d'exposi­
tion de cette théorie, suivant notre point de vue. 
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Si l'on veut s'adresser à des techniciens,  on préférera 
u n e  orientation  plutôt concrète. La méthode de complé­
tion topologique que  nous avons indiqué dans  NoTES FINA­
LEs, V, sera peut-ê tre -la plus intuitive pour  construir les 
espaces ([w (Q) ; elle conduit  i m médiatement à la notion 
de  limite d'une suite, q u i  suffit pour faire, d 'une façon 
élémentaire, l'analyse linéaire des distributions. Des 
espaces ([w (Q) on peut passer, d 'une façon presque tri­
viale, aux espaces (["' (Q) (algébriques), sans employer le 
langage abstrait des limites projectives. 

Au contraire, pour les mathématiciens, il y aura tou ­
j ours intérêt à connaître la théorie des distr ibutions d' un  
poin t  d e  vue  supéri eur. 

Notre désir a été de  contri buer à la clarification et  au 
développement d'une si belle et s i  importante théori e .  
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La plupart des remarq ues su ivantes , concernant notre 
article publié dans le vol. IV de cette revue  ( 1954-55), 
p. 7 9 - 1 86 ,  nous ont été aimablement suggérées par M. L. 
ScHWARTz, que nous en rem ercions ici . 

a) La prop. 1 0, p .  1 30 (lem m e) doit  être supprimée : 
elle est tou t à fai t dispensable ; sa démons tration n'est 
pas correcte .  On évite ce lemme dans la dém. de  la prop . 1 1 ,  
e n  considérant les fonctions ji (x) prolongées corn me  fonc­
tinues à Rn. Dans la dém. du th. 8 ,  p .  1 46,  on doit intro ­

duire tou t  de suite l'inverse à droi te  de  D=D_,., D_.., · · · 0_." 
tel que nous l'avons défini. La con tinuité des opérateurs 
D_,., viendra aussitôt .  

b) Dans le cor. IV, p. 147 ,  i l y a eu  une lacu ne : il 
faut ajouter que !w prolonge la topologie r de @: (,1) . 

c) Page 1 83 ,  ligne 2, il faut remplacer l' exposan t  P/2 
par p . 
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d) La pro p .  18 ,  p. 1 5 2 ,  est  une conséquence immé­
diate de résultats contenus dans le travail de GRoTHEN­
DIECK « Sur les espaces (F) et (DF)» ,  qui v ient de paraî tre 
dans «Sum m a  Brasiliensis Math, )) '  mais qui a é té reçu 
en 1952 .  Nous comptons y revenir dans une note. 

e) Nou s avons dû refaire, suivan t notre orien tation, 
une petite partie de  la théorie de l'intégration des distri­
butions . Une théorie complète e t  générale en a été donnée 
par M. ScHWARTZ dans son Séminaire 1 953- 1 954  [cf. Espaces 
de fonctions différentiables à valeurs vectorielles, J. d 'Ana­
lyse Math. ,  4 ( 1 954-55), p. 88 - 148 ] . 
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