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SUR UNE METHODE D'APPROXIMATION SEMBLABLE
A CELLE DE GRAFFE

par J. Sepastino E Smva' (A LISBONNE)

i lkecebido em (94!, Setembro, 15
)

Dans cette note nous allons indiquer un résultat®, qui conduit a
une méthode d’approximation, semblable a celle de Griitte, pour le
caleul des racines d’une équation algébrique quelconque.

1. Soit I'(x)=a"—S, 2" 48,2 — ... + (—1)'S, un polyndwe, &
coefficients réels ou imaginaires, dont les zéros, 2,,2,,...,2,, satisfont
aux seules conditions suivantes: 1) ils sont distincts deux & deux;
2) il en existe un, «, par exemple, tel que |o, |>|o|(7=2,3,...,2).
Soit, en outre, J7(x)=Aja'' —Ala" 4 ...+ (—1)7 A", le reste de

la division de = par F (x), p étant un nombre entier et positif (uel-
conque. Dans ces conditions, gquand p croit indéfiniment, le polynome

1. ,
— 17 (x) tend vers un polynome I (x), dont les zéros sont 2,,0,,---, 2, .
A P -

U

Pour démontrer cette proposition, faisons d’abord la remarque sui-
vante. Quels que soient les nombres, distincts deux a deux, «,,a,,---,a, .
si 'on désigne par 7, (k==1,2,...,m) la somme des produits i & A de
ces nombres (sans répétition)®, c’est-a-dire, si I'on pose

G, = p> a a0, (1<e, <4< 00 <7, <mj h=1,2,...,m),

gy

on aura les identités suivantes :

m n~—1 m—)i+1 m—h—1 m—1 =3
a a) e ay v, 1 o aooea, 1
1 ary At e, 1| @ a1
2 2 =g, 2 2 2
1 m—1 m—li+1 m—fi—1 m—1 m—2
(Lnl CL’H et (Lnl (LI)I cee (t'lll 1 (Lﬁl (Ll" ce (tnl 1
Jo — D) P
(/L——].,._,---, m).
I Bolseiro do Instituto para a Alta Cultura.
2 Nous n’avons trouvé nulle part ce resultat.
3

Dans la suite, # nombres étunt donnés, nous appellerons «xomme des produits 1 a | de
ces mombres» leur sonnme, et «omme des produits n i n de ces nombres (sans répétition)»
leur produit.
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En effet, étant donné que
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d'oll @)=

m

(="

u—l

"

3 (=1 o ap
i=1 ’

.

n

\‘ ( 1)1— m—J
a',"'"

=21 e |
a

e

mais, pour j=£k, les déterminants correspondants
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qu’ils ont deux colonnes identiques; donc
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\ CELLE DE GRAFFE

m =1 _!_0_2 a:-"—‘l—‘ - _|l_ (___ l)m g_mz() ,

g, (i=1,2,...,m), on a, si l'on désigne par A

in—h—1
al e, 1
n—lh—1
ay™eia, 1) =
a e, 1
ay™ a1
ay ' eia, 1,
. b
a™ a1

sont nuls, parce

ap™" a1
aj;'_"'_' e a, 1

- - )
' oooa 1

e m

d’ott I’on déduit immédiatement les identités 1).
Celi posé, remarquons que, de la relation 2’ ¢"(x)-F (x)+f7 (),
ol ¢"(x) désigne le quotient de la division de 2" par I (z), il résulte

que =’=f(x) (F=1,2,.
On peut donc écrire :

'\Agal‘"——j\’l’ A Ao
_A;ly u—"_,_l » u— _

» =l
2 « Ao Py

.

' » =l
. Aoau

Sy n).

/ -2 i
— A AL

(=

+(

+ ( 1)"_ n—l = n °

1)" IA::—lz )
A

n—I
. . .

_“; )

»

Alors, si Von désigne par V le déterminant de Vandermonde

a1

e
ot e, 1

— —2
an la-n 2

n i

g 1

par V% le déterminant qui se déduit de \’, en supprimant la premiire
colorne et la iéme ligne ; et par S la somme des produits £ & A (sans
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répétition) des zéros de I'(x), excepté o, on déduit dun systéme 1),
d’aprés la régle de Cramer:

n—1i it—2 — I ia—h—2
7 o o al AT Ly
I
- 1 n-=1 n—2 n—h i—fi—2
*‘"’:(v) eI S P s VPP |
a—l =2 = n A—l—2
x, %, O./" o, a4, te 1

all
(k=0,1,... 2—1).
Si l'on développe ce déterminant par rapport aux éléments de la
(4 1)eme colonne, on a, en tenant compte de la remarque précédente,
S ) .
A,x; — _‘j[a: SI(;I)\. (Ii_‘a; SI(‘:')\. (2)+ - +(_ 1)11—! aﬂp S;:u)\f(n)]
1 (k=1,2,...,2—1),
4&2 — ? l'xlh‘,"(l)__a; ‘f('l) + .. +(__ l)n—[ a,:f\"(ﬂ)] ,
!
d’oli
% 2(—1)""'a? 3PV
“ =1

=t (k=1,2,, 1),
2o S 1) gV
2(=1)"e

En divisant les deux termes de la derniére fraction par «?, on a

As Sin\,‘(n_’_é (— 1) (_7_.> "S;;i)V(i)
:x:, —__ ‘i’l 1 ; (k=1,2,...,n—1).
o VO 3 (—1)! %\ o
o)

e yepoe . 2 \"
Or, quand p croit indétiniment, les variables <—> (f=2,3,..-,2)
X
1
tendent vers zéro (on a, par hypothése, |o | > ||, pour 1<7i<n),
tandis que les coefficients V¥ et S}’ demeurent constants. Alors on a

AP

. A
lim A: =3 (k=1,2,...,2—1).
> 0

. 1,
Par conséquent, le polyndme N JI(z) tend vers le polyndme
AP
“70
F,(x) =2 ' =8P "+ 8P 2 — ... +(—=1)"'SY,, donf les zéros sont,
évidemment, «,,2,,---,2,, c.q.f. d.

2. On peut généraliser le résultat précédent. A cet effet, supposons
maintenant que les zéros de F (x) sont encore distincts devx & deux, et
qu’ils vérifient la condition |o|>|a|(i=1,2,...,r; j=r+1,r+2,...,1).
Soit encore f7(x) le reste de la division de x” par I (x). Le degré =,

PORT. MATH. 11 19
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de fi(x) est au plus égal & n—1; soit u,-_—.n—u: alors, posons
fr(=)=rf (m)=-.- = f,(x), et désignons par [}  (¥) le reste de la
division de I'(z) par f{(x); soit maintenant n—v le degré de f7, (¥):
posons f1 (x)=fl.(@)=-=f1 (z), et désignons par 1. (x) lereste
de la division de f%(x) par f;

vyt ()5 €t ainsi de suite. On arrive de

cette maniére & un polyndéme f?(x), dont le degré est an plus n—r:
posons f"(.r)—R" =Rz R 4 (= 1) Re, . 11 est aisé
de voir’ que 'on a

3) fre)=clo’(«) (=1,2,....2),
ou ¢ désigne un polynéme dont le degré est am plus égal & »—1.
Alon, nous pouvons établir la proposition suivante:

TaEOREME — Quand ) croit indéfiniment, le polynome Eﬁ (x) tend
» ‘
0

it

vers un polynome I, (x), dont les zéros sont 2, , 2, 4, -, 2

En effet, si 'on pose o?(z)=—(Noax™' +Nju 7+ ... + NI_)), les éga-
lités 3) peuvent s’écrire :
-\ Ng a11)+r-1+' . '+N yp_f_]}'p n—r Rn n—:—l + +( l)n—r 1 r = 0
4) S Nndz*-r-l—l—-'--*—N__ ﬂ_J_RII n—r | -’—Iv_"_l+ +( 1)1—1 R’:—, O

[ Npar ot N 2 4 R — Ry (1) R =

Si 'on prend pour inconnues les coefficients N),N7,... NI _,,R"
Ry, ..., R, les égalités ci-dessus écrites forment un systéme linéaire
et homogeéne. On a done*®

ntr—=1 » n—r n=—r~—1 n—r=l+1 a—r—k—1
(7.1 ...o:l o:’ o:l ...7,[ 2 ...-71‘
ntr—! —r —r—1 —r—li+| —r—li—
o, ool oy cz;" cee oy * oy '...a‘_, 1
» n4r—1 .. » n—r n—r—| - n=r—=I4-1 n—r—+1
—)) R,'. a" ¢ a" aﬂ all * all a}l e al' 1
B = . ———— JE
» — — —r—3 ’
RO o:jl+l 1 e (L’; alx r—1 a)lz ~2 . 2,
nHi—1 » n—r—I| n—r—2
aﬂ .o a'l A Lo cee a':'
p+r—1 v n—r—| n—r—2
all cee 7-" all a“ M 7." 1
S 9 .
(k=1,2,-- ,n—1).
1 i)

Nous désignerons par Vlde4) 1o déterminant qui se déduit de V
! Pour s’en convaincre, il suffit d’utiliser les relations x? =g (). 1" (x) —i—f:’ (), ¥(r=
=q, (z} f'; () +fﬂ+, (x), etc., et d’appliquer la méthode de Uinduction complete.
2 Pour des valeurs suffisament élévées de p, le rang du systéwme est bien n: c'est ce que
I'on déduit de ce qui suit (voyez «Remarque» i la pg. 279).
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(§ 1), en supprimant les » premiéres colonnes et les ¢ 4,7 ... ;"¢
lignes; par V; ;i le déterminant qui se déduit de V, en suppri-
mant les n—2 prelmu‘es colonnes et en conservant les ¢,°™€ 3,5 ... i ™€

lignes; et, finalement, par St 24) 1a somme des produits A a &
(sans répétition) des zéros de F (z), exception faite de o; , o ,---, 2.
Alors, si Ion développe les déterminants de d) par rapport aux déter-
minants contenus dans les » premicres colonnes, on a, d’aprés la remarque
que nous avons faite an § 1:

D (1) (o, SE oDy V)

Ry i,

R ¥ 3 YR v sy )

R . 2 (—1) (ai, “1,2"'“17_) Vt,,t,z,_...t,.V v
Epipynd,

(1£i1<i~1<"'<i,.g7l; /{:1,2:...,7l_~7-)’

. . PRV PN A R ¢4 )

ou, si lon pose (—1)" VVrfar5Y il’i'l""’l,-=Iil'i:!""’[r’

. (o' d,--.a)”g““" ..... "l' lllll ,."*‘ 2 (71 al 9’1)” g(lpln ’l)rll,i,, y
» Qi i poo
Lo 72 o

Ry (2, ae...ar)nl‘i'?wwr—}—[ iz . (oz1| TR 70 VIS

plyol,

A< <, <o <, <my i>0; k=1,2,... n—r).

Sil’on diviseles deux termes de cette fraction par (o 0.--2)"1, , ',
on obtient

Oy O «+2: \" .. . r. . .
Stz 2 < £, %, ’.» S/(;li,l.l,m‘lr) Thaty oty
Ry L A A N - M | AR
Rr RN A .
Ry 14 2 <ai1a"-z'”a’.-) l,a,,__)_”_’,,_
Y AT AN R |
(I<i<i, < oo <<y >0 k=1,2,...,0—1).
Remarquons maintenant que, de la condition | 2| > || (=1,2,...,r;
. ° s i Fiy %,
J=r+1,r+2,...,m), il résulte P — <1, pour toutes les
St A

combinaisons d’indices, différentes de (1,2,...,7). Alors, quand p croit

e . Y . . .
indétfiniment, les variables <a'—gl—a’> (1<e, <ty <o o<V, <3 7,>7)
S e R G
tendent vers zéro, tandis que les coefficients P—'l———" et St f)
120

demeurent constants.

. F0, puisque les zéros de I (x) sont distincts.
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On a done

»

lim B, =S;l.’ 1) (/ — ,_‘,...,)I.—T);

v R

. . 1,
cela veut dire que le polyndome M fr(x) tend vers le polynome
0

I‘-‘r ('r) — xn——r__Sf;l 2, .~) n—:—l S(l 225 ) :'L'"_‘—:! + .. + (_ l)u—r S,(z]—:_' ..... »)

dont les zéros sont o, ,2,,---,,, ce que nous voulions établir.

Lo . 1
ReEMARQUE — II est intéressant de signaler que le polynéme — o’ (x)
N;
tend vers un polyndome @ (i), dont les zéros sont =z,,2,,-.-,2_,
pourvu que lacondition |oy|> || (i=1,2,...,r—1; j=r,r+1,...,2)

soit vérifide.

3. Le théoreme que nous venons de démontrer permet de résoudre,
complétement, toute équation algébrique. Soit I'équation I (x)=0, que
nous supposerons déja débarrassée de racines multiples; soient o, ,2,,... 2,
les racines de cette équation. Alors, deux cas peuvent se présenter :

1=® Cas — Les racines n’ont pas toutes le méme module. Nous suppo-
serons qu’il vy a au plus m racines Ap O g ey (r<r,<-..<n,)
v 2 m - -
@=1,2,...,r; j=r4+1,r,+2,... 2); cestadire,

telles que |2,| > |2
|9‘1|=|7--.'|=---=|“rl | >lerml=lorp|=-=lor| >

> r+||_|°'f,,,+"|_"‘— %] -

Le théoreme précédent permet de calculer, par des approxima-
tions, les coefticients de I'équation I, (z)=0, dont les racines sont
Zreis %rge - 2,5 les coefficients de 1’équation F, (x)=0, dont les

n

. , . F () .
racines sont o, o ,,.--,a,; ete. Or’équation T 2 (( ) =0 a pour raci-
2 2t? x
R

F, (=
NS o), 0,30 § I’équation T ( )_O a pour racines A Ir e s %y
I'q -
et ainsi de suite. On est ramené de cette maniére au 2° cas. En parti-
culier, si #,=1,r,=2,...,7 =n, on utilisera les formules:

. 1,9, i~ N ¢
aI:SI_Szl)) 9‘.':’8: a...,i—l) q(l -)(z=2‘3,...,n),

28 Cas — Les raeines ont toutes le méme module. Alors, si 1l’on
effectue sur I (x2)=0 une transformation y=wx+%, ou J désigne un
nombre réel quelconque, différent de zéro, le module de chaque racine o,
devient différent des modules des autres racines, & moins qu’il existe
une racine conjuguée de o,. Par conséquent, si l’on applique sur I’équa-
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tion transformée le procédé du 1™ cas, on parvient a des équations
du 1" degré, et i des équations du 2° degré, dont les deux racines
sont conjuguées. Si les coefficients de !'équation I (x)=0 sont tous

>

réels, il est prétérable d’effectuer la transformation y=

, oil g désigne

le module commun des racines: on obtient ainsi une équation réciproque,
que l'on peut remplacer par une équation, de degré plus petit, dont
les racines sont toutes réels et distinctes (chaque racine étant le dou-
ble du cosinus de ’argument de deux racines conjuguées de 1'équa-

tion F(z)=0).

INSTRUCTIONS PRATIQUES — Pour le calcul des polynomes f' (),
(@), ., [1%7"(x), il est convenable d’employer les formules de
récurrence :

n n

n
g _ h("—l)l IS 1|—I ‘1l+l d( 1)’ i—1 S a)H—l—l S} a‘?(u—l) — E(_l)l.—l S/{ 1;2(1!-”"[.-

1

nous rappellerons que o? = f7(2)]. Alors on a:
1 1 q i 1 %,

H@)= (1) 8@, i @) =S, fi(@)+ D~ 1) 8,2,

P @)=8, /1" @)=8, [ (=) + E(—l)""' S, &, ete.

2N

Apres avoir déterminé f7(x), on obtient immédiatement f7"(x), quel
que soit p, en développant [ f, (@)J et en remplagant, dans ce déve-
loppement, les puissances ",z ... 2", respectivement, par
i), fif' (@), f17"(2); si lon appllque plusieurs fois cette opé-
ration, on obtient successivement f(z), f¥ (x), f}" (x), etc., et on par-
vient vite a des exposants des «, fort élévés, comme dans la méthode
de Griffe.

Lorsqu’on arrive & une valeur de p suffisamment élévée, il faut déter-
miner les polynomes f3(x), f3(x), etc. A cet effet, nous indiquerons le
procédé suivant:

Multiplions, f”(x) successivement par x,z°,.- , etremplagons, dans
lesrésultats, 2", 2™, ..., ™", respectivement par j'(x) j"“(x),. 1 ¥(z):
on obtient de cette maniére les polynomes fi™ (x), f7** (x), 2 ().
Alors on peut trouver » multiplicateurs 24,7, ,---,2,_,(r=2, ‘} .,n—1),
non tous nuls, tels que, dans le polynome

$l (@) =2y f1(x)+7, f (@) 4+, 177 (@),

les coefficientes des termes en "', 2" ... 2" solent nuls; pour

n—— 2
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cela, il suffit de résoudre le systéme

\). AV FR A 4 AT =0,
/(,A" +a A ,;\"*"':0,

( / A’_,+/ A:':-l,—i— ,_,‘XH" I-—O,

y—2

qui admet, nécessairement, une solution non nulle. Il est aisé de voir
yue 'on a 17(x)=f"(x), 2 moins d’un facteur constant, et que les %,
ne sont que les coefficients —N” du polvnome o’ (x), multipliés par
un facteur commun. D’ailleurs, il résulte de la remarque que nous
avons faite a la fin du § 2, qu’il suffit de connaitre les polynomes
ot () (k=r+1,r,+1,-..,7,+1), pour le calcul des racines de I’équa-
tion I7(x)=0.

4. Le théoreme que nous avons établi au § 2 est encore susceptible de
se généraliser, si ’on remplace x” par [R(x)]’, ol R(x) désigne une
fonction rationelle quelconque de x, qui demeure finie, lorsqu’on pose
x=o(i=1,2,...,2). Alors, on peut déterminer’, comme au
§ 2, un polynome =i(x), dont le degré est au plus n—1, tel que
[R(e)]"=9(2)(i=1,2,...,2n), et, de méme, des polynomes =’ (z), dont
le degré est an plus n—£%, tels que 2 ()[R (%)) =0l (2)(t=1,2,...,2),
olt 7(x) désigne un polynome dont le degré est au plus k—1. Suppo-
sons d’ailleurs que L'on a |[R(z)|>|R(2)|(1<i<s; s+1<j<m),
et soit S} le coefficient du terme en 2" de »’(x). Dans ces conditions,
il est aisé d’établir la proposition suivante : Quand p croit indéfiniment,

1
y 7 A AP (- P Qg y F A r 39+ 3
le polynome —n’(x) tend vers un polynome ¥ (x), dont les zéros sont
0

24 .o P24

k1 Fpa gttty Xy
Pour la détermination de =, (x), on peut utiliser le procédé suivant:

Soit R (z)= ;E")

, olt N(z) et D(x) désignent deux polynémes; alors

on a:

Z

(@) _ .0,
D(:Zi) - l(“i)

N(2)—D(a)n(2)=0 (I=1,2,...,2).

Si I'on remplace, dans cette égalité, !, ™!, 2+ etc., respectivement

ou bien

! En effer, on sait que toute fonction rationelle d’une racine # d'me éguation algébii-
que de degré n peut s’exprimer au moyen d’une fonction entiére de cette racine, dont le
degré est an plus n—1 et dont les coefficients sont fonctions rationelles des coefficients de
I"¢yuation. Nous indignons iei un procédé pourle calcul des coefficients de cette fonction entiére.
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par Ji(=), £ (@), 117 (2), etc., on obtient une égalité
Py P o4 4P, o+ P =0 (i=1,2,...,%),

otiles P, désignent des fonctions linéaires des n coefficients By, By ,...,1i) |
de 7l (z). On a, évidemment, P,=0,P,=0,.-.,P,_ =0, et ces égalités
constituent un systdme de Cramer, si ’on prend pour inconnues les B;.
On peut donc déterminer les coefficients de 7, (z), en utilisant ce systéme.

Pour la détermination des polyndmes 42 (x)(p >1) et ! (z)(k>1),
on peut appliquer, mutatis mutandis, les procédés que nous avons
décrits an § 3 (Instructions pratigues), pour la détermination des poly-
noémes fi(@)(p>1) et fr(x)(k>1).

La méthode que nous venons d’exposer est semblable a celle de
Griffe, mais il faut signaler quelques différences entre ces deux
b o
méthodes. Dans la méthode de Griffe, on calcule d’abord les modules
des racines et aprés, leurs arguments, tandis que, dans la méthode que
y o » ?

nous avons exposée, on fait directement le calcul complet des racines.

Toutefois, les calculs qu’il faut effectuer dans la méthode de Griffe

) y

pour la détermination des modules des racines, sont plus simples que

ceux qu’il fant effectuer, dans la méthode que nous avons décrite, pour
la détermination compléte des racines.

ReMaRrRQUE — Nous avons dit & la page 274 que le rang du systéme 4)
est égal & n, pour des valeurs suffisamment élévées de p; cela résulte
du fait suivant: le dénominateur, (ue nous désignerons ici par D,, de

e . R o :
la troisitme fraction égale a f’ (p- 275}, tend vers 'unité, quand p— o=;
»
(13

par conséquent, on peut déterminer un entier p,, tel que, pour toutp >p;,
on ait D,>0, et il en sera de méme de la variable (2, ,.--2)"D,,
qui est précisément la valeur d’un déterminant d’ordre =, ayant pour
éléments les coefficients de n inconnues.

CentrO bE Esruopos MaTtemaTicos po I AL C.
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