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ADVERTENCIA PREVIA

O Compéndio de Matematica é destinado a servir, ndo s6 como
auxiliar de estudo para o aluno, mas ainda como complemento de
formacao para o professor. Dai o desenvolvimento e o pormenor
com que foi escrito. Cabe pois ao critério e ao bom senso do
professor dosear a densidade do ensino com base no Compéndio.

Este, por outro lado, ndo contém todos os assuntos a desen-
volver nas turmas experimentais do 6.° ano (). Em alguns casos
sera necessario recorrer aos livros adoptados, tal como se indica no
presente Guia (%) e no préprio Compéndio.

(*) Refere-se o autor as turmas do ensino liceal nas quais, na altura da
primeira edicdo fotocopiada do presente Guia, se desenvolveu a experiéncia
pedagégica de modernizagdo do ensino da matemética.

() Este Guia corresponde ao 1.° volume do Compéndio de Matemdtica
(1.° e 2.° tomos).





















tabelas de verdade poderdo ser apresentadas com aspecto mais
acessivel do que no Compéndio. Por exemplo, para a conjuncéo,
para a disjun¢do inclusiva, para a disjungdo exclusiva e para a
implicacdo, poderdo usar-se as seguintes disposi¢des:

p|la|pPAg p | a|pVg
V|V v V|V v
V| F F V| F v
F |V F F |l v v
F | F F F | F F
p | a | pVa P | a!|p=q
VARERY F vV | v Vv
vV | F v F |V v
F |V v F | F v
F|F F VI|F| F

5. Quanto as propriedades das operagbGes (pags. 32 e 33,
1.° tomo), convém acrescentar as propriedades da idempoténcia da
conjuncdo e da disjungdo, que consistem no seguinte:

aANa=a , aV a=a (qualquer que seja a).
Estas propriedades podem ser estabelecidas directamente ou
deduzidas das restantes (como se faz na pag. 186 do 2.° tomo,

o que pode agora dispensar-se).
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Estas sdo uma consequéncia directa da propriedade:

X<y xtz<y+z

Para o reconhecer, basta aplicar esta propriedade as férmulas
atb<c,a<b+c,comx=a+b y=c,z=—-bno1°casoe
X=a yY=b+c z=—bno 2.° caso, atendendo a associatividade
da adigdo e a definicdo do simétrico.

O 3.° principio de equivaléncia para inequacdes assenta nas
seguintes propriedades, ji4 conhecidas do aluno:

Se k> 0, entdo a <b < ak < bk, quaisquer que sejam a, b.

Se k <0, entdo a <b < ak > bk, quaisquer que sejam a, b.

Quanto ao principio de decomposicdo para inequacdes, 0 seu
aspecto é diferente daquele com que se apresenta para equacdes. Nao
vale a pena procurar enuncid-lo de modo geral; basta mostrar como
se aplica na pratica. No fundo, o que intervém aqui é apenas a
regra dos sinais para a multiplicacdo de nimeros reais. Seja por
exemplo a inequacdo x*< 9. Tem-se, aplicando os dois primeiros

principios de equivaléncia:

X< & =9<0 & (x—=3) (x+3) <0

Procuram-se pois os valores de x que tornam negativo o
1. membro da equagdo. Ora, segundo a regra dos sinais, sera:

X~-=3 >0 K~F<£0
Xx+3<0 X+3>0"

(x-3) x+3) <0 sse{
isto é (1):
(x=3) (x+3) <0< (x—3>0Ax+3<0) Vv (x—-3 <0 A x+3>0).

Como o primeiro sistema é impossivel, segue-se que

X2 <9 <> —3 <x<3

(1) NB&o esquecer que a chaveta desempenha o papel do sinal de conjungéo.
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Na pratica pode sempre adoptar-se 0 seguinte esquema bem
conhecido (uma vez compreendida a sua justificagdo, o que é
quase imediato):

- 3
Xx +3 - + +
X =3 - - +
xt=-g + = +

E claro que este processo pode ser aplicado a produtos com
mais de dois factores ou ainda a quocientes. Por outro /lado,
convém considerar também condicbes de outros tipos, em que, no
lugar dos sinais =, < , > , figurem os sinais < , > ou #.

Seja por exemplo a condigdo:
(1) —20

a qual é manifestamente equivalente a

(1) x=1) F+T) _
1 1
("* \/E) ("'7{)

Tem-se agora o seguinte quadro:

(1)

1 1
o Vi vz 1

X +7 - o] + +1 4+ +{ + + o

x =1 - =] = . = = - 0 +

x: + 1 + +| + + + + + + +

X + \15 - - = 0 + + + + +
1

X —- ——— = - - - ot 0 + + +
V2

1.° membro
de (1°) + 0 - - = 0 e
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11. Ser4d vantajoso introduzir desde j4, antes do n.° 24 do
Compéndio, o conceito de implicacdo formal, directamente, como
se fez para a equivaléncia. S6 mais tarde se verd como a impli-
cagdo formal se exprime por meio da implicagdo material e do quan-
tificador universal, ponto este delicado, que serd abordado no
n.c 28, pdgs. 76-79, 1.° tomo.

Sejam, por exemplo, as condigées:

X é peixe () , Xx tem guelras

Pergunta-se aos alunos: sdo estas condigdes equivalentes? Seguir-
-se-4 uma breve discussdo, em que serdo certamente invocados
conhecimentos biolégicos e a resposta acabard por ser negativa,
visto que todo o peixe tem guelras, mas hd animais que tém guelras
@ néo sao peixes (quais?). O mais que se pode dizer agora é que
a primeira condigcdo implica formalmente a segunda, isto €, que
todo o individuo que verifica a primeira também verifica a segunda.
Exprime-se este facto, escrevendo:

X é peixe = X tem guelras

por analogia com o que se fez para a equivaléncia formal (muitas
vezes, quando ndo héa perigo de confusdo, omite-se o ponto, 0 que,
no entanto, serd sempre um abuso de escrita).

Importa mais uma vez salientar que as expressdes proposicionais
exprimem propriedades (ou atributos) e convém apresentar exemplos
de implicagdo formal em linguagem comum:

Ser peixe implica ter guelras (isto é, o atributo ser peixe implica
o atributo ter guelras).

Ser dalténico implica ndo poder conduzir automdvel.
Ser homem implica ser mortal.

Ser casado implica ndo ser solteiro.

Ser miltiplo de 6 implica ser multiplo de 3.

Ser multiplo de 15 implica ser multiplo de 3 e de 5.
Ser multiplo de 3 e de 5 implica ser multiplo de 15.
Ser tridngulo equildtero implica ser tridngulo equiangulo.
Mau comportamento na aula implica falta de civilizacao.
Ser peixe implica ter escamas e respirar por guelras.
Ser homem implica ser bipede implume.

(1) Subentende-se ‘peixe vivo, ndo amputado’.



Nova discussdo se poderd seguir, sobre o valor légico de tais
proposicées e sobre os casos em que ha equivaléncia formal.
(Convide-se o aluno a traduzir algumas destas frases em escrita
simbdlica.)

Convém também apresentar desde j4 exemplos de implicagbes
formais, entre condicOes com mais de uma varidvel:

xéirméodey/\yéméedez?xétiodez
X ofendeu Y = X deve pedir desculpa a Y
a>bAb=c=> a>c
etc.

Ndo esquecer que, nestes casos, o simbolo = se pode ler
‘implica formalmente’, ‘implica necessariamente’ ou simplesmente
‘implica’. Também se pode traduzir pela condicional ‘se’ anteposta
a primeira condigdo ou mais precisamente por ‘se... entdo necessa-
riamente’ ou ainda por ‘se... entdo’ (tudo isto serd dito ao aluno,
a propésito dos exemplos).

12. As consideracdes anteriores estendem-se imediatamente a
relagdo <= ('é implicado formalmente por’ ou 'é implicado por’) e
devem desde logo ser aplicadas ao estudo de equagGes e inequagdes.
Por exempilo:

X <d =>x <2 , xX2=4 « x=2
X <2 =X<cd , X <2ZAX>—-2 2> x<d
xXX+y?=1=> —-1T<x<1 (em R)

etc.

(Convidar o aluno a reconhecer quais destas proposi¢des sdo verda-
deiras e quais sao falsas.)

E esta a melhor preparagdo para o estudo das equacgdes irra-
cionais e mais um meio de esclarecer o conceito de equivaléncia.
O 2.° principio l6gico de equivaléncia estende-se, mutatis mutandis,
a implicacdo formal, nos seguintes termos:

Se uma condicdo implica formalmente outra condicdo, a impli-
cacdo formal mantém-se no mesmo sentido, substituindo uma ou
mais varidveis por quaisquer outras expressoes designatorias ().

(1) A implicacdo material é considerada como caso particular de impli-
cagéo formal.
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(Estes principios irdo depois aparecer como consequéncia das
regras de substituicdo de varidveis aparentes, relativas a quantifi-
cadores universais, como se indica no n.° 25, pag. 70.)

Considere-se, por exemplo, a proposi¢do

(1) a=b = a®=b* (no universo R)

que é reconhecidamente verdadeira. Pergunte-se ao aluno: Sera
também verdadeira a reciproca? Em caso de hesitagdo apresente-se
um contra-exemplo, como 0 seguinte:

Tem-se 5% = (— b)%. Podemos concluir que 5= —57?

Seja agora a equacgio

24+ 4V x=x

Tem-se 2+ Vx=x < Vx=x-2. Ora, substituindo a e b
em (1) respectivamente por V' x e x — 2, vem, segundo o principio
anterior:

VX=x-2 = x=(x-2)

Por sua vez:

X=(X-2) < x=x—-4x+4 <+ x*-5x+4=0

Vira, portanto:
2+VXx=x > x2-56x+4=0

Mas a segunda equacdo nao implica a primeira. Com efeito, as
raizes da segunda sdo 1 e 4, e destas sO0 4 ¢ raiz da primeira como
se pode verificar directamente. (Note-se: ha duas raizes quadradas
de 1, que sdo 1 e — 1, mas o simbolo V1 designa unicamente a
raiz ndo negativa, ou seja 1.) Por conseguinte, a equagao proposta
tem uma so raiz, que é 4: ao elevar ao quadrado ambos os membros
de V'x = x — 2, introduziu-se a solugdo estranha 1.

Virdo depois outros exemplos de equagcdes com um ou, no
méximo, dois radicais quadraticos (ver Compéndio de Algebra,
7. ano, os exemplos e exercicios mais simples do Capitulo XVIIl).

13. Tratando-se da equacdo x — V' x* + 2 = 1, conclui-se que

x-Vxt+2=1=2x+1=0





















A proposicédo
‘Ser mdltiplo de 6 implica ser multiplo de 3’
traduz-se por
‘0O conjunto dos miltiplos de 6 estd contido no conjunto

dos multiplos de 3'.

Sé depois de exemplos como estes, em linguagem comum,
convira passar a Imguagem simbdlica. Note-se que, uma vez intro-
duzido o simbolo <, o 2.° exemplo anterior pode ser apresentado
com O seguinte aspecto:

A implicacédo (1)
n é miultiplo de 6 = n é miitiplo de 3
traduz-se na inclusao
{n:n é maltiplo de 6 } < {n:n é miltiplo de 3 }
Quanto ao 1.° exemplo, se designarmos por P o conjunto dos

peixes e por V o conjunto das vértebras, podemos dizer:

A implicagdo x € P == x €V traduz-se na inclusdo P < V (alids
no Compéndio parte-se dum exemplo anélogo).

Devem seguir-se exemplos com equacdes e inequagdes. Assim
tem-se:

EM TERMOS DE COMPREENSAO EM TERMOS DE EXTENSAO
Xx=3=x2-9=0 {x:x=3}<c {x:x*—-9=0}
X>3=>x2-9>0 {x:x>3}<c {x:x*~9>0}

2+Vx=x=>x*+4 <bx {x: 2+\/x x}<e {x:x2+4 <bx}

Vxr—1=x-1=2x=0 {(x:Vx+1=x-1}c{x:2x=0}

Convird sempre verificar se a inclusdo inversa também se veri-
fica. Deve também avisar-se o aluno de que muitos autores usam
o sinal < apenas para /inclusdo estrita, adoptando o sinal < (por
analogia com o sinal <) para inclusdo fata. Segue-se porém aqui
o critério de muitos outros autores, que adoptam o sinal < para
inclusdo lata, podendo usar-se o sinal i para inclusdo estrita.

(1) Importa salientar que se trata de implicagdo formal e pér, a principio,
um ponto ou a varidvel sob o sinal de implicagédo.
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légicos. Também aqui convém acrescentar as PROPRIEDADES DA
IDEMPOTENCIA para a intersec¢do e para a reuniao:

A~A=A , AvA=A

O enunciado do pRINCIPIO DA DUALIDADE LoGICA, dado na pag. 109,
1.2 tomo, presta-se a confusées. Onde estd ‘Toda a proposicdo
sobre conjuntos’ deveria estar 'Toda a propriedade das operacées
légicas sobre conjuntos’.

10. S6 depois do estudo das referidas propriedades, e como
aplicacdo das mesmas, se deve abordar o estudo dos silogismos
em termos de extensdo. Nos silogismos cldssicos, em que a con-
clusdo é uma proposicdo universal, o que intervém fundamental-
mente é a propriedade transitiva da inclusdo

AcBAB<C = AcC
ou a prépria definicdo de incluséo:
acAANACB => a€B
(E indispensdvel distinguir os dois casos, como se faz no Compéndio.)

Mas tem igualmente muito interesse apresentar os silogismos
sob forma operatdria, para mostrar como o raciocinio se traduz
em calculo algébrico (no dominio da élgebra de Boole).

Para isso é mais cémodo representar a intersec¢cdo de dois
conjuntos A, B pela notacdo AB, o complementar de A pela notacdo A
e o conjunto vazio pelo simbolo O (*). Observe-se agora que a
inclusdo se pode definir a partir das operacoes ldgicas. Seja por
exemplo R o conjunto dos rouxindis e A o conjunto das aves.
Temos entdo

R < A (isto é: Todo o rouxinol é uma ave).
Mas o mesmo juizo pode ser assim expresso:
RA =0,

o que estd a indicar que os conjuntos R e A sdo disjuntos, ou sgja,
em termos de compreensao:

Ser rouxinol e nao ser ave é impossivel.

(1) O simbolo @ (letra O cortada) s6 interessa para designar o conjunto
vazlo, quando se pretende evitar a confusdo com o numero zero.
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Por exemplo, apresentem-se as premissas

2 é um numero par
2 é um numero primo

e convide-se o0 aluno a tirar uma conclusao.

Nao sera dificil obter a resposta:
Existe pelo menos um numero que & par e primo

ou
Algum ndmero par é primo

ou ainda
Algum numero primo é par

pares primos

Se designarmos por M, o conjunto dos nimeros pares e por Pr
o conjunto dos ndmeros primos (por exemplo no universo N),
o silogismo considerado assume a forma simbdlica:

2eM,
2€Pr

MyPr # O

Podem-se depois considerar exemplos tais como:

Alguma destas cobras é uma vibora
Toda a vibora é perigosa
Logo...



















INTRODUGCAO A GEOMETRIA ANALITICA
(ASSUNTO NAO TRATADO NO COMPENDIO)

1. A iniciacdo a geometria analitica deverd fazer-se bastante
cedo, até para dar um bom suporte intuitivo a nocdo de produto
cartesiano (haja em vista a origem da palavra ‘cartesiano’) e, em
especial, as relagbes entre ndmeros reais.

Tal iniciacdo deverad ser tanto quanto possivel elementar. Nao
nos parece oportuno utilizar, desde ji, o calculo vectorial ().

O conceito de vector é um instrumento algo elaborado, que difi-
culta a aplicacdo do método heuristico.

2. Para evitar um hiato entre os Capitulos Il e Ill do Compéndio,
convira dedicar trés horas semanais ao estudo da geometria anali-
tica e continuar na linha do Compéndio nas restantes trés horas.
Esta bifurcagdo terminard logo que cesse a introducdo a geometria
analitica.

3. Para apoio dos alunos, podera seguir-se o livro adoptado
de Geometria Analitica Plana.

Os assuntos expostos nos n.°s 1, 2 e 3 ndo oferecem qualquer
dificuldade, ndo s6 porque o aluno ja recebeu uma iniciagdo intuitiva
sobre este método nos anos anteriores, mas ainda porque estd agora
familiarizado com o conceito de ‘par ordenado’. O professor devera
coordenar o ensino de modo que, neste momento, o aluno ja esteja
esclarecido sobre o uso da expressao ‘correspondéncia biunivoca’,
tal como esta aparece no inicio do Capitulo I1].

No n.° 1 indica-se, em pormenor, como se estabelece uma
correspondéncia biunivoca entre os pontos duma recta r e os

(1) Se este assunto vier a ser introduzido no 2.° ciclo, como alids § para
desejar, 6 claro que a situagéo terd de ser revista quanto ao 3.° ciclo.
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nimeros reais, ou seja, uma correspondéncia biunivoca entre o
conjunto r (de pontos) e o conjunto R (de nameros). Esta corres-
pondéncia leva a dizer, por comodidade, ‘o ponto 3° em vez de
‘o ponto de abcissa 3’, ‘0 ponto 0' em vez de ‘o0 ponto de abcissa 0’,
etc. Mas é claro que uma coisa é um ponto da recta e outra coisa
é 0 numero que O representa — tanto mais que essa correspon-
déncia se pode estabelecer de uma infinidade de maneiras diferentes.
Note-se entretanto que, pela referida circunstancia, o conjunto R tam-
bém é chamado ‘recta numérica’ e, nesta ordem de ideias, os niimeros
reais podem ser chamados ‘pontos’, por extensao de linguagem.
Analogamente, no n.° 2, é indicado como se estabelece uma
correspondéncia biunivoca entre os pontos dum plano « e os pares
ordenados de niimeros reais, portanto uma correspondéncia biunivoca
entre 0 conjunto « (de pontos) e o conjunto R? (quadrado carte-
siano de R, ou seja, o conjunto de todos os pares ordenados de
ndmeros reais). Tal como no caso anterior, diz-se por comodidade
‘o ponto (2, 3)' em vez de ‘o ponto de abcissa 2 e ordenada 3', etc.
Mas, evidentemente, uma coisa € um ponto do plano e outra coisa
€ o par ordenado que o representa. No entanto, pela referida cir-
cunstancia, o conjunto R? é chamado ‘plano numérico’ e entdao os
seus elementos (que sdo os pares ordenados de numeros reais)
podem ser chamados ‘pontos’, por extensdao de linguagem.

4. E este um momento oportuno para um di4dlogo importante,
relativo a existéncia dos entes geométricos no mundo fisico.
O didlogo podera fazer-se noutra ocasido, mais cedo ou mais tarde,
com diversas variantes, ao sabor das circunstancias. Mas é neces-
sdrio que o assunto seja debatido alguma vez com os alunos, para
que estes nao fiquem a ter ideias deformadas sobre um dos aspectos
fundamentais da matematica: o das suas relacbes com a natureza.

O didlogo pode comecar com a seguinte pergunta dirigida
aos alunos:

Afinal o que é um ponto, o que é uma recta, o que é um plano
— na verdadeira acepgcao destes termos ?

Na melhor das hip6teses obtém-se a resposta cémoda habitual,
alids de acordo com o que foi lembrado no Capitulo I, n.e 17:

Trata-se al de termos primitivos, isto é, de termos que ndo sdo
definidos logicamente a partir de outros.
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Mas o professor nao deve de modo nenhum contentar-se com
esta resposta. Deve sim voltar a carga:

Também os termos ‘gato’, ‘rosa’, etc. sdo termos primitivos, no
mesmo sentido, e no entanto todos sabem reconhecer um gato,
uma rosa, etc. Ora quem é que ja viu um ponto, uma recta ou
um plano ?

Os alunos terdo de admitir que ninguém viu tais coisas. Mas
had que lembrar-lhes:

Também ninguém viu ou espera ver centauros, sereias ou dra-
goes. Todos sabem que nao existem seres vivos com o0s atributos
que esses nomes invocam: trata-se de meras criacoes da fantasia
humana. Pois serao as figuras geométricas, como os centauros e
as sereias, nada mais do que produtos da nossa imaginagao ?

Os alunos hao-de talvez dizer que nao se trata bem da mesma
coisa. E preciso encoraji-los nesse sentido e observar:

A cada passo chamamos ‘pontos’, ‘segmentos de recta’, ‘esferas’,
etc. a certos entes do mundo fisico, tais como: o sinal deixado pela
ponta dum lapis sobre o papel, um fio bem esticado, uma bola de

bilhar, etc.
Mas haverd logo quem repare:

Pois sim, mas toda a gente sabe que essas coisas nao sao
pontos, ndao sao segmentos de recta, ndao sao esferas.

Ao que o professor dira:

Todavia essas coisas seriam pontos, segmentos de recta,
esferas, etc. se verificassem determinadas condi¢oes, que sao os
axiomas e as definicoes da geometria de Euclides.

E perguntard logo em seguida:
Esses objectos do mundo fisico nao verificam as referidas
condicoes ?

Se adoptarmos a légica bivalente, a resposta s6 pode ser ‘veri-
ficam” ou ‘nao verificam’. O aluno escolhe provavelmente a segunda
(a primeira é demasiado vulneravel). Logo:

Se essas coisas nao verificam as referidas condicées, a geome-
tria é inaplicdvel ao mundo fisico, nao é verdade?
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Mais uma vez a resposta terd de ser ‘sim’ ou 'ndo’ e o aluno
optard provavelmente pela negativa (a primeira é incompativel com
a anterior resposta). Mas o professor deverd pdr novamente os
alunos perante a realidade:

No entanto, se medirmos os trés dngulos internos dum tridngulo,
verificamos que a soma dos trés é igual a 180°, se medirmos os
trés lados dum triangulo rectangulo, verificamos que o quadrado
da hipotenusa é igual a soma dos quadrados dos catetos — e assim
por diante. A cada passo vemos confirmadas as previsoes tedricas
da geometria euclidiana, cujas aplicacées sdo fundamentais na
ciéncia e na técnica: os objectos de uso corrente, as maquinas, as
pontes, as catedrais. os arranha-céus, os transat/anticos, as viagens
aéreas ou cdsmicas — tudo isso que o homem concebe e executa
com tanto éxito é feito de acordo com as leis da geometria eucli-
diana. Parece pois que chegamos a uma conclusio absurda, des-
concertante:

| A GEOMETRIA £ E NAO E APLICAVEL AO MUNDO FIsICO. |

Como pode isto ser?

Nao serd dificil ouvir dos alunos a resposta:

A GEOMETRIA APLICA-SE APROXIMADAMENTE AO MUNDO FISICO. |

O professor deve entdo lembrar que, segundo o esquema da
I6gica bivalente, uma proposicdao ou é verdadeira ou é falsa: ndao se
admitem proposicoes aproximadamente verdadeiras. Em que fica-
mos entdao? A conclusdo s6 pode ser esta:

Quando se trata de aplicar a matematica ao mundo fisico,
chega um momento em que nao podemos cingir-nos mais ao
esquema rigido da Idégica bivalente; nesse momento, é inevitdvel
substituir o conceito de ‘verdadeiro’ pelo conceito de ‘aproxima-
damente verdadeiro’.

Tornando ao exemplo anterior, convém ainda lembrar o seguinte:

As medigoes tém sempre caracter aproximado. Nao podemos
pois dizer que a soma dos angulos internos dum tridangulo é
exactamente Jjgual a 180°. O que verificamos na pratica é o
seguinte: quanto mais aquilo a que chamamos 'tridngulo’ parece
aproximar-se daquilo que idealizamos com esse nome, mais a
soma dos tais angulos internos se aproxima de 180°— e mesmo
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isso com as limitacées proprias do método experimental, como
se verda a propdsito do calculo das probabilidades.

Assim, uma coisa é a matematica pura, ciéncia dedutiva
tigorosa, baseada na Idgica bivalente, outra coisa € a matematica
aplicada, isto €, a aplicacdo da primeira a realidade empirica.

E agora a discussdo volta ao ponto de partida.

Afinal em que ficamos: existem ou nao existem figuras geomé-
tricas no mundo empirico (*) ?

Uma resposta adequada sera a seguinte:

Nao existem como as pensamos, mas existem no mesmo sen-
tido em que existem corpos sdlidos, dgua, a cor de verde, etc.;
isto é, existem coisas que se aproximam mais ou menos desses entes
que idealizamos. O homem inventa palavras para descrever o que
observa na natureza, mas esta é infinitamente complexa e esta sempre
a mudar, de modo que a nossa linguagem so aproximadamente
Ihe é aplicavel ().

Até com o exemplo anterior da palavra ‘gato’ e da palavra ‘rosa’
se verifica uma situacdo andloga. Qualquer de nés —e até o
melhor especialista na matéria — podera um dia encontrar-se perante
um animal que pareca ser e ndo ser um gato ou perante uma flor
que pareca ser e ndo ser uma rosa. A natureza estd sempre a criar
novas formas e assim, quer nos debrucemos sobre o passado, quer
avancemos para o futuro, estdo sempre a surgir-nos surpresas que
obrigam a remodelar os nossos conceitos:

‘Todo o0 mundo é composto de mudanga,
Tomando sempre novas qualidades’

O didlogo sobre este tema poderia prolongar-se indefinidamente,
mas convém suspendé-lo aqui. Talvez no 7.° ano venha a haver
oportunidade para esclarecer o conceito de espago fisico no sentido
relativista, libertando o espirito do aluno de alguns fantasmas secu-
lares em que anda enredado o ensino. Mas convém agora incitar
vivamente os alunos a lerem a «Nota Historicay do Capitulo IV

(1) E claro que se pode pdr mais geralmente a pergunta: 'Existe o0 mundo
emplrico, isto é, existe alguma coisa fora de nds, como fazem crer os nossos
sentidos — ou é tudo um sonho? NO&s pelo menos existimos, segundo Des-
cartes: Cogito, ergo sum. E para além de n6s? Mas tudo isso transcende o
ambito da matemédtica e das suas aplicagdes.

(2) Escusado serd dizer que a palavra ‘aproximadamente’ tem aqui signi-
ficado indefinlvel: 86 a intuicdo nos pode guiar no seu uso.
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(Funcées de varidvel real) do Compéndio de Algebra adoptado,
sobretudo na parte respeitante a filésofos gregos.

5. Os n.°s 3, 4 e 5 do livro de Geometria Analitica Plana serao
omitidos. Quanto ao assunto do n.° 6 (distancia entre dois pontos)
convém introduzi-lo heuristicamente. Por exemplo, o professor
comecard por pedir aos alunos que determinem a distdncia entre
dois pontos com a mesma ordenada, partindo de casos concretos,
acompanhados da respectiva representacao grafica:

(2, 6) e (7, 5); (2, —-3)e (-5 —3);(0,0)e (-2 0), etc.

Convidado um aluno a achar a expressao que déd em geral a
distancia de dois pontos (x;, ¥) e (x;, Y) com a mesma ordenada,
é provavel que ele escreva:

X; — Xy

O professor perguntar-lhe-a entdo: 'Suponha que x, é menor
que X,. esta certa a expressao?’ ApdOs uma breve discussio, em
que podem intervir outros alunos, nao é dificil chegar a expressao
correcta (1):

| X3 — Xs |

Analogamente para o caso de dois pontos com a mesma abcissa.

Passa-se depois ao caso de dois pontos que ndo tenham a
mesma abcissa nem a mesma ordenada, partindo novamente de
exemplos concretos, nao limitados ao primeiro quadrante:

(2,1) e 6, 6) ; (-2 5 e (3, -7);
(2, 0) e (0, 3) ; (0,0 e (2, 3), etc.

Ndo serd deste modo dificil levar a maioria dos alunos a redes-
cobrir (com o minimo de sugestdes) a férmula que dd a distancia
no caso geral.

Se mais tarde o professor pedir alguma vez a um aluno em
chamada, a deducao dessa férmula, este devera proceder, mais
ou menos, como vem indicado no livro, omitindo evidentemente
o processo heuristico. Nao esquecer que o método a seguir na
exposicao dum assunto ja conhecido nao é geralmente o mesmo
que se adoptou na investigacao.

(1) Verifica-se uma estranha resisténcia dos alunos ao emprego do sinal
de mddulo. Pela via aqui indicada serd talvez mais facil obter uma adesao
espontdnea ao uso desse sinal.
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6. Os n.°s 7 e 8 do livro poderao ser omitidos e entra-se entao
no Capitulo 1l do mesmo livro. A orientacdo, mais uma vez, devera
ter caracter heuristico, partindo de exemplos tao simples e suges-
tivos quanto possivel.

Proponha-se por exemplo a equacgao

X =Yy (no universo R)

Esta representa uma relacdo bindria. Qual? Precisamente a rcla-
cao =, isto é a relacdo de identidade no universo considerado.
Convide-se o aluno a indicar exemplos de pares ordenados que
verificam a equag&o, tais como:
2
(22) , (33) , (0.0 , (=1 -1) , (-—é— , —‘;})
V2, V2 , (-V2 , -V2) , etc

e a representar geometricamente estes pares, uma vez fixado um
referencial cartesiano. O aluno observa entdao que os pontos mar-
cados pertencem todos a uma recta: a bissectriz dos quadrantes
impares. Surgem assim trés perguntas:

1) Quantos pares (x, y) verificam a equagdao x =y?

2) Todos os pontos da recta indicada correspondem a solugoes
dessa equagao?

3) Todas as solucdes da equagado x = y correspondem a pontos
dessa recta?

O aluno observara que um ponto com coordenadas x, y iguais
(portanto do mesmo sinal) s6 pode estar no 1.° quadrante ou no
3.° quadrante (ou em ambos). Por outro lado, se x =y, também
| x| = |y, quer dizer: esse ponto é equidistante dos eixos coorde-
nados. Ora o aluno sabe que o /ugar geométrico dos pontos do
1.° quadrante equidistantes dos eixos (isto é, o conjunto de todos
os pontos do 1.° quadrante equidistantes dos eixos) é a bissectriz
desse quadrante. Analogamente para o 3.° quadrante. Conclusao:

O conjunto de todos os pontos do plano, que representam
solucées da equacdo x =Yy, € exactamente a recta bissectriz dos
quadrantes impares. E natural entdo dizer que esta recta é a
imagem geométrica (ou o grdfico) da equagdo x = y ou de qualquer
outra equagao que lhe seja equivalente, como por exemplo

x—-y=0, y—-x=0 , etc

Também diremos que essa recta — a bissectriz dos quadrantes
impares — 6 a imagem geométrica (ou o grdfico) da relacio = .
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Um segundo exemplo podera ser a equacao
= — X (equivalente a x=-y , a x+y =0, etc.)

que tem por grafico a bissectriz dos quadrantes pares (trata-se
agora da relacao ‘é simétrico de’).

Mas nem todas as relacoes sao representaveis por equacoes.
Seja por exemplo a condi¢ao:

esta condicdo? Sao aqueles cuja abcissa, x, é inferior ou igual
a sua ordenada, y. Uma vez marcados alguns desses pontos, a
partir de exemplos numéricos, o aluno facilmente reconhece que o
conjunto dos referidos pontos é o semiplano superior determinado pela
bissectriz dos quadrantes impares. Este semiplano sera pois a imagem
geométrica (ou o grafico) da condicdo x < y ou de qualquer outra
equivalente, por exemploy < x, x —y < 0, etc. Também se dird que
é a imagem geométrica (ou o grdfico) da relacdo < .

Seja agora a condigao

X<y

O gréfico desta nao coincide com o da anterior (x <y nao é equi-
valente a x <vy). O gréafico é agora o semiplano anterior menos
a bissectriz dos quadrantes impares. Diremos pois também que é
este o grafico da relagao <.

Consideremos ainda a condigao

X=y AXeN

(que define a restricdao da relacdo = ao conjunto N). Neste caso,
o estudo anterior permite facilmente reconhecer que o gréfico é
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um conjunto discreto de pontos (isto é, de pontos separados entre
si), constituido pelos pontos da bissectriz dos quadrantes impares,
cuja abcissa é um ndmero natural (isto &, inteiro e positivo). Mas
o gréfico é ainda neste caso um conjunto /nfinito de pontos.

Sejam agora as equacoes:
x*+yt=0 , x*+ty*=-1

A primeira tem uma s6 solugdo: o par (0, 0). O seu gréfico
6 um conjunto com um so ponto: a origem.

A segunda é impossivel: o seu gréfico é portanto o conjunto vazio.

Por sua vez a condigcdo x + y =y + x é universal: o seu gréfico
é o plano inteiro.

Estes exemplos j& permitem formular uma sintese:

Cada relacdo bindria o entre numeros reais é, por defini¢ao,
um subconjunto de R?, jsto é, um conjunto de pares ordenados
de numeros reais. Desde que se estabelece uma correspondéncia
biunivoca entre estes pares e os pontos do plano, fica estabele-
cida, automaticamente, uma correspondéncia biunivoca entre as
referidas relacoes bindrias e os conjuntos de pontos do plano.
Cada um destes conjuntos serd chamado imagem geométrica (ou
gréfico) da relacdo correspondente ou de qualquer das condicoes
equivalentes que definem essa relagao.

Quanto a designacao tradicional ‘lugar geométrico’, ela equivale,
como se diz no livro, a designacao moderna ‘conjunto de pontos'.
Como ainda nao caiu inteiramente em desuso, convém que o aluno
também a registe.

7. Os exemplos dos n.°s 10 e 11 do livro podem ser indicados
80 aluno para leitura em casa, mas nao interessa estuda-los em
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pormenor. Pelo contrdrio, a experiéncia mostra a necessidade de

esclarecer detidamente certos casos que, embora extremamente

simples, encontram dificuldade de compreensao por parte dos

alunos. Tais sdao os casos de condicoes com uma sé varidvel.
Seja por exemplo a equacgao

x =2 (no universo R)

Trata-se duma condicdo com duas variaveis ?
O aluno dird provavelmente ‘nao’.
No entanto ha condi¢cées com duas varidveis que lhe séo equi-

valentes. Por exemplo?
Nao sera talvez dificil obter dos alunos a indicagdo de exemplos

tais como:
x+0-y=2 , x=2Ay€eR , etc

Quais sdo os pares ordenados que as verificam?

Todos aqueles em que o primeiro elemento, x, é 2, e o segundo
elemento, y, é qualquer numero real. Marcando alguns pontos
representativos destes pares, o aluno imediatamente reconhece que
o gréfico de tais condi¢gOes é a recta paralela ao eixo das ordenadas,

de abcissa 2. E, como
X=2 < x+0:-y=2 <& x=2 ANy€ER,

é natural dizer que a equagdao x = 2 ou qualquer outra equivalente
(por exemplo x — 2 = 0) tem por gréfico, no plano, a referida recta.
Devem seguir-se exemplos analogos, tais como

x=-3 , x=0, y=5 y=VvV2 , y=0, etc

Ha toda a conveniéncia em passar depois a condicées tais como
2
X <8 , x5 , ys—s— , —2EXESH , ete.

8. O assunto exposto no n.° 13 tem de ser agora tratado com
maior amplitude, sob o titulo:

‘Deducao de equacbées ou de condicées de outro tipo
qualquer para confuntos de pontos que sejam dados geometri-
camente’

ou, mais sucintamente:
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‘Definir analiticamente confuntos de pontos que sefam
dados geometricamente’

Convém comecgar por um exemplo como o seguinte:

Achar uma equacdo de circunferéncia de centro (5, — 2) e
de raio 4.

Por definicdo, a referida circunferéncia é o conjunto dos pontos
do plano cuja distancia ao ponto (5, — 2), isto é, de todos os pontos
(x, y) que verificam a condicéo:

A distancia do ponto (x, y) ao ponto (5, — 2) é 4.

Ora, segundo a férmula da distancia, esta propriedade é tradu-
zida algebricamente pela equacao

Vx -5): + (y + 2)* = 4,

equivalente a
(x =5)*+ (y+2)*=16

Qualquer destas serd pois uma equagdo da circunferéncia em
questdo. Esta serd por sua vez a imagem geométrica dessas equa-
¢coes ou da relacdao definida pelas mesmas:

{(xy): (x=5)*+ (y +2)* =16}

Convém depois aproveitar este exemplo, para passar logo ao
seguinte:

Definir analiticamente o circulo de centro (5, — 2) e de raio 4.

Por definicdao, este circulo € o conjunto dos pontos do plano
cuja distadncia ao ponto (b, — 2) é inferior ou igual a 4. Chega-se
deste modo a condicao

(x=5)*+ (y +2)* <16,
que define analiticamente o circulo em questao.
Devem seguir-se exemplos analogos:

Circunferéncia de centro (0, 2) e raio 3.
Circunferéncia de centro (0, 0) e raio V2.
Circulo de centro (0, 0) e raio 1.

Interior do circulo de centro (2, 0) e raio 1.

Convém, é claro, aconselhar os alunos a desenhar as figuras
consideradas, quando possivel.



Poderda depois passar-se ao exemplo IV do livro, mas nao
convird ir por enquanto mais longe.

9. 0O assunto dos n.°s 15 e 16 do livro podera agora ser tratado
com muito maior facilidade e deixam de ser necessdrias as consi-
deracoes introdutivas.

Comecemos pela condigao

(1) X-ysOAx+y=0,
que pode também ser apresentada sob a forma de sistema:
(1) Xx—-y<0

x+y=>0

Trata-se pois da conjunc¢do das condigcbes x —y < 0Oex +y > 0.
A primeira, como ja se viu atrds, tem por grafico o semiplano superior
determinado pela bissectriz dos quadrantes impares. A segunda
tem por grdfico o semiplano superior determinado pela bissectriz
dos quadrantes pares.

Ora o conjunto dos pares (x, y) que verificam a condicdo (1)
é a intersec¢do dos conjuntos dos pares que verificam as condi¢coes
x-y<0ex+y>0.
¥

b4 YOL YOO

NOOC
> 4
O

xl' X

yl
Nestas circunstancias, ndao é dificil ao aluno chegar por si a

conclusdao de que o grafico da condicao (1) é a interseccdo dos
dois referidos semiplanos, ou seja o dngulo convexo indicado na



figura a duplo tracejado (no desenho, é aconselhavel usar giz ou
|apis de cores diferentes para os dois semiplanos).
Convém considerar logo em seguida a condigao

(2) X—-y<O0>x+y=20

O aluno nao terd dificuldade nenhuma em reconhecer que o gréfico
desta condicdo é a reunido dos dois semiplanos considerados, ou
seja o angulo céncavo indicado a tracejado simples ou duplo.
Ser4d também interessante observar que a condigdo (2) é equiva-
lente a negacao da seguinte:

(3) Xx-y>0AXx+y<0,

cujo gréfico é o interior do angulo convexo nao tracejado (comple-
mentar do gréfico anterior).

Deve seguir-se um exemplo como o seguinte:
X-YZ2Z0Axty<O0OAy=> -3

Agora o gréfico é a interseccdo de trés semiplanos, ou seja
um tridngulo.

Dum modo geral diz-se que um conjunto F de pontos é
convexo sse, quaisquer que sejam os pontos P, Q de @, o
segmento de recta PQ ests contido em 4.

Um plano, um semiplano, um angulo convexo, um tridngulo,
um trapézio, um circulo, um sector circular, etc. sao conjuntos
convexos. Mas ja um angulo céncavo, uma circunferéncia, uma
coroa circular, etc. ndao sao conjuntos convexos. Os conjuntos
convexos (muitas vezes definidos por sistemas de desigualdades)
desempenham um papel importante em matematica moderna,
pura ou aplicada, nomeadamente em programacao linear, relativa
a assuntos economicos.

Devem agora seguir-se exemplos de condigbées tais como:

X+y=0Ax-y=0 , x2-y*=0 , x*+y*=1Ax=y,
-—1<sx<3AN0<ys<4 , x-y*<0

0 outras que se encontram no livro.
Quanto 3 condicdao x* — y2 < 0, note-se que

Koy =0 < (xoy) (x+y) €0 < {"SV v {"
X2 —Y X

n v
<
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Vé-se entdo que o grafico é a reunido dos dois dngulos vertical-
mente opostos, superior e inferior, determinados pelas bissectrizes
dos quadrantes (conjunto ndo convexo).

Considerem-se ainda condi¢gbes tais como

xXX+y <1 Ay=20 , 1Tsx*+y?<9 , ~ (1 <x2+y?<9)
x2+y?<4 A (x-1)2+y?>21 , x2+y? <9 AXx*-12>0 , etc.

Quanto ao ultimo exemplo, note-se que

XX-120<x<-1Vyx>1
donde, aplicando a distributividade da conjuncdo em relacdo a
disjuncao
x*+y:<9 x*+y:<9
x’+y2<9/\x2—1>0<¢{ L \/{ ¥

X< -1 x=1

Facilmente se reconhece que o grafico é a reunido das duas
porcdes de circulo indicadas a duplo tracejado na figura.

IR
K
e,
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Um caso andlogo, que interessa estudar, é o da condicao
xX*+y' <9 Ay -3y=>0
Um outro exemplo curioso e recomendavel é o da condicao

y=9% x=0 B i
6 < <6V 9 <5V (x=-2)2+(y-2)*>4

Para melhor ver o gréfico, depois de feito o desenho, convém
apagar os eixos e as linhas auxiliares.

A geometria analitica presta-se admiravelmente para espicacar
a curiosidade, a imaginacao e até o sentido estético do aluno.
Podem conceber-se os mais variados exemplos, agora e mais tarde.



A titulo de curiosidade, pode ainda apresentar-se o sistema de
desigualdades
{ y<Vxt+VvV4-x
y>Vxt —V4-x

Comparando com o exemplo Ill do n.c 12 do livro (pag. 31)
vé-se que o grafico neste caso é o conjunto dos pontos interiores
a linha em forma de coragdo a que conduz esse exemplo (neste
caso nao valera a pena fazer os célculos e desenhar a curva; bastara
observar o que estd no livro).

E claro que nem todos estes exercicios terdo de ser resol-
vidos na aula. O professor deverd propor varios como trabalhos
de casa, que o aluno fard, ou ndo, como entender.

9. Passamos agora ao Capitulo Il do livro, relativo ao estupo
GERAL DA RECTA. E claro que também aqui a orientagcdo terd
de ser modificada.

Em primeiro lugar a nogdao de declive deverd ser introduzida
como se fez no n.°c 25, pag. 57, féormula (12). Mas seria um erro
didactico grave introduzi-la secamente, sem consideracoes de ordem
intuitiva que a motivem, estimulando a imaginacao do aluno. Devera,
pois, neste ponto, adoptar-se a orientacdo do Compéndio de Algebra,
no inicio do Capitulo VIl sobre pesrivapas, comegando com o
exemplo bem concreto duma rampa.

M=

A distincdo entre declive positivo e declive negativo serd funda-
mental (ndo esquecer os exemplos numéricos!). Deve seguir-se
a discussdao dos casos-limites: declive nulo e declive infinito.
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Quanto ao primeiro ndao ha dificuldade. Para o segundo ha
que recorrer a intuicdo e é bom que o simbolo oo seja introduzido
por esta via (mais tarde, na teoria dos limites, o assunto sera reto-
mado noutra base). Considerando sucessivas posigcdes duma recta
em rotacao em torno dum ponto, sendo o declive da recta positivo,
o aluno nota que o declive vai aumentando, tornando-se superior
a qualquer numero que se dé (um milhdo, um bilido, etc.). E entdo
natural dizer que o declive da recta em movimento tende para + co.
Fazendo, depois, consideragdes andlogas para uma recta de declive
negativo, toma-se natural dizer que o declive da recta tende para - oo.
Mas, como a posi¢gao vertical pode ser atingida tanto de um lado
como do outro, convenciona-se dizer que o declive da recta vertical
€ o, sem distincdao de sinal.

Escusado serd dizer que estas consideracbées deverdo ser feitas
de modo heuristico, levando o aluno a interpretar por si proprio
as situacoes.

10. Trata-se depois de estudar a equag¢ao reduzida duma recta
ndo vertical. Proponha-se ao aluno o problema:

Achar uma equacao da recta r que passa pela origem e tem
declive 2.

O aluno comecara por desenhar a figura respectiva. Em seguida
devera considerar um ponto P qualquer da recta, de coordena-
das x, y, sendo x> 0. Como o declive da recta, determinado a

partir dos pontos O e P, é X , devera ter-se
X

—y—=2 ou seja y = 2x
X
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A conclusdao serd a mesma, supondo x <0 (o ponto P esta
entdo no 3.° quadrante).

Finalmente, deverd ter-se ainda y = 2x se P coincide com O,
visto ser entdao x =y = 0.

Por conseguinte, podemos escrever:

(1) Per > y=2x
em que, como se disse, x é abcissa e y a ordenada de P.

Mas basta isto para que a equacdo y = 2x tenha por grafico
a recta r? N3o: é necessario também que se verifique a impli-
cacao inversa:
(2) Per <« y=2x

E portanto indispensével provar isto !

24— ——

42
ﬂr,_g___

Seja entdo (x,, y,) qualquer par ordenado de nimeros reais
tal que y, = 2x, e seja P, o ponto correspondente. Trata-se de
provar que P, pertence a r. Para isso, consideremos a recta ver-
tical v que passa pelo ponto (x;, 0). Esta intersecta r num ponto P;
de abcissa x; (pergunta-se ao aluno: porqué?). Designemos por y,
a ordenada de P,., Como este ponto pertence a r e corresponde
ao par (x,, Y,), teremos, segundo (1),

Y. = 2x, donde y, = y; e portanto (X, Y;) = (X;, Vi)
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Mas daqui resulta P, = P, (pergunta-se ao aluno porqué) e, visto
que Py, er, tem-se P, er, como se queria provar.
Por conseguinte, atendendo a (1) e a (2):

Per < y=2x

Mas isto quer dizer, exactamente, que a imagem geométrica da
eguacao y = 2x € a recta r.

Devem seguir-se exemplos analogos com rectas de declive

. 2 .
negativo (por exemplo - —é—) e declive nulo. Deste modo se

chega a sintese:

Uma recta nao vertical, de declive m, que passe pela origem,
tem por equacao:
y = mx
Num segundo passo, ira investigar-se o caso duma recta nao
vertical que nao passe necessariamente pela origem. Depois de
introduzida a expressdo ‘ordenada duma recta na origem’, propo-
nha-se o problema:

. . . 1 )
Achar uma equacao da recta r cujo declive é —2— e cuja orde-

nada na origem é 3.

O aluno comecara por desenhar a figura correspondente. Em
seguida, motu proprio ou por sugestao alheia, tracara a recta que
passa pela origem e que tem o mesmo declive. Nao lhe sera entao
dificil, por consideragbes mais ou menos semelhantes as do livro,
chegar a equagao que se pretende:

1
- y=—x+3
2

Deve seguir-se o exemplo duma recta cuja ordenada na origem
seja negativa. Deste modo se chega a sintese:

Toda a recta nao vertical tem uma equacao da forma
y =mx + b,

em que m é o declive da recta e b a ordenada na origem.

O aluno deverd chegar a estas sinteses como resultados dum
processo indutivo, ta/ como nas ciéncias experimentais, indo do
particular para o geral. S6 depois notara que o raciocinio no
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caso geral €é essencialmente o mesmo, bastando substituir os
simbolos numéricos por letras. Quanto as figuras, essas terao
de corresponder sempre a casos particulares, evidentemente, mas
€ preciso notar que nao intervém essencialmente nas demons-
tracdes: o seu papel é apenas o de apoiar a intuicio.

Resta ainda provar que a reciproca da proposicao anterior
é também verdadeira, como se faz na pag. 50 do livro.

11. Passando ao n.° 22 do livro, devera mais uma vez seguir-se
o caminho do particular para o geral. Proponha-se por exemplo
ao aluno o seguinte problema:

Determinar o gréfico da equacao
3x -2y -5=0
O aluno é conduzido naturalmente a ver que

3 5
3X-2y-5=0 = y=—x—--—
2 2

e assim reconhece que o grafico pedido é uma recta nio vertical.
Devem seguir-se exemplos de rectas verticais e de rectas hori-
zontais. A sintese a que se pretende chegar é a seguinte:

Toda a equagao da forma
Ax + By + C =0,

em que A, B, C sao numeros reais quaisquer, nao sendo A e B
simultaneamente nulos, define uma recta. Reciprocamente, toda a
recta pode ser definida por uma equacao desta forma. A recta
sera nao vertical, sse B # 0, sendo entao o declive e a ordenada
na origem dados pelas formulas:

m=—i’b=_£
B B

12. Saltando o n.° 23, passaremos depois ao n.° 24. Mais
uma vez o caminho a seguir devera ser heuristico, do particular
para o geral.

Proponha-se, por exemplo, o problema:

Achar a equacao reduzida da recta que passa pelo ponto (3, 4)
e tem declive 2 (comegando por desenhar a figura).

A equacao pedida sera da forma

(1) y=2x+ b,

em que falta determinar b. Como determina-lo? Visto que o ponto
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considerado pertence a recta, o par ordenado (3, 4) é uma solucio
de (1). O aluno é levado a reconhecer entdao que

4=2x3+Db
donde: b = — 2. A equagao pedida sera pois: y = 2x — 2.
Pode passar-se logo ao caso geral:

Achar a equacao reduzida da recta que passa por um ponto
dado (x;, y,) e tem declive dado m.

Todos ou quase todos os alunos deverdo ser capazes de repro-
duzir rapidamente os passos anteriores no caso geral:

y=mx+b , y,3=mx;+b , b=y, —mx
y = mx + (y; — mx,)
O aluno sera conduzido a notar que esta equagao é equivalente
a seguinte, de forma elegante, facilmente memorizével:

y-yi=m (X - x;)
Podem seguir-se os exemplos | e Il do livro.
Quanto a equacao da recta que passa por dois pontos (n.°c 26),
o problema reduz-se ao anterior. depois de achado o declive —
serd preferivel, mesmo didacticamente, ndao considerar neste pro-
blema o caso geral (isto é com equagles literais).

13. Saltando depois os n.°s 27, 28 e 29 podemos passar
imediatamente aos problemas de interseccao e paralelismo de rectas.
Mas sera talvez conveniente comegar pelos problemas de parale-
lismo mediante consideracdes directas de ordem geométrica. Pro-
ponha-se aos alunos a seguinte questao:

Se duas rectas sao paralelas, que relacdo deve haver entre os
seus declives ?

B/
y
A HH c
0 X
/ BI
A H c!




Nao é preciso ter uma intuicdo geométrica excepcional para
responder imediatamente: ‘sdo iguais’. O aluno serd convidado a
fazer a demonstragao (*). Pode seguir-se o caminho seguido pela
figura (o problema do sinal do declive é mais delicado; ha que fazer
ai apelo a intuicdo). Os casos particulares de rectas horizontais ou
verticais sao imediatamente esclarecidos.

Segue-se a pergunta:

Se duas rectas tém o mesmo declive, que relacao deve verifi-
car-se entre as rectas?

Nao é dificil obter a resposta. Para a demonstragdo pode-se
utilizar a mesma figura e tomar o comprimento de AC para unidade.
Ora |BC| =|B'C|, etc. (3).

Sintese:

Duas rectas sao paralelas sse tém o mesmo declive.

Note-se que este facto ja foi utilizado intuitivamente nas con-
sideragbes do n.° 10.
Vém agora a propdsito dois tipos de problemas:

. Verificar se as rectas seguintes sao paralelas:

2x—-3y+1=0 e 6x -9y =2;
3x—-2y+1=0 e 2x—-3y+1=0;
x—5=0 e y+3=0;
x+2=0 e x=2=0,
etc.

Il. Por um ponto dado conduzir uma paralela a uma recta dada.

Segundo a orientacao anterior, convém comegar neste caso
por determinar o declive da recta, o que reduz o problema ao tipo
considerado no n.° 12.

14. Antes ainda de entrar no estudo da interseccdo de rectas,
serd talvez conveniente tratar de problemas de perpendicularidade,
que surgem logo por associacdao de ideias com os de paralelismo.
Ainda neste caso hd que seguir o método geométrico directo.

(1) Dispensével se a turma estiver atrasada.
(*) Representa-se por | BC| o comprimento de BC.



O problema que se pde agora é este:

Se duas rectas sao perpendiculares, que relacao se deve verificar
entre os seus declives?

o/

Convidado a representar duas rectas r, s perpendiculares entre
si, ndo sendo nenhuma delas vertical, o aluno sera levado a recordar
o caminho que se segue para determinar geometricamente os res-
pectivos declives, m e m’. E natural que siga um caminho seme-
lhante ao da figura, em que AC é horizontal e BB’ vertical. Para
maior comodidade, supde-se o comprimento de /KEigual a unidade.
Entdo os declives m, m" sdo dados, respectivamente, pelos compri-
mentos de BC e B'C. Uma vez reconhecido que o tridangulo [ ABB’ ]
é rectangulo, é possivel que o aluno tenha um /ampejo, uma remi-
niscéncia- (A altura referente a hipotenusa € a meia proporcional,
etc.”), o que o levara talvez a escrever

1 =mm’

E preciso errar para aprender! Os grandes génios erram inémeras
vezes quando tentam descobrir algo de novo... O professor deve
lembrar ao aluno que os declives podem ser positivos ou negativos.
A férmula correcta surgird entdao finalmente:

r . r 1
mm =-1 ouanda m=- —
m



Segue-se agora necessariamente a pergunta:

Se esta relacao se verifica, as rectas sao perpendiculares ?

Uma figura semelhante a anterior mostra que a resposta € afir-
mativa. E claro que r ndo pode ser paralela a s (de contrério seria
mm’ = m? > 0). Conduzindo pelo ponto A de interseccdo der e s
uma recta r, perpendicular a s e designando por B, o ponto de
intersecgcdao de r, com BC e por m, o declive de r, tem-se, pelo
resultado anterior, mym’' = — 1. Portanto my,=-—1/m'=m, ou
seja |CB | =|CB,|. Daqui resulta, necessariamente, que B = B,,
visto que estes pontos estdo do mesmo lado em relagdo a C, na
recta BC. Por conseguinte r coincide com r, e é portanto perpen-
dicular a s (na figura admitiu-se momentaneamente a hipétese
ro ¥ r, que a demonstragdo mostrou ser impossivel).

Devem seguir-se exercicios, tais como os da pdag. 78 do
livro, mas utilizando directamente a fdérmula anterior no caso
das rectas ndo horizontais ou verticais. No caso excluido os
problemas resolvem-se imediatamente, notando que, se a recta
dada 6 horizontal, a pedida é vertical e vice-versa.
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15. Pode-se agora abordar o estudo da interseccdao de rectas.
Mas desde ja fique assente o seguinte ponto:

Nao convém aqui chegar a férmulas ou regras cujo emprego,
infelizmente, degenera quase sempre na mecanizacdao do aluno,
levando-o a ignorar o que mais interessa, que €é a deducio
dessas regras.

Quanto a principios de equivaléncia, pode-se desde j& seguir
a exposicdo do Capitulo VI, n.° 15, pags. 118-122 do 2.° tomo,
considerando R no lugar do corpo K.

Devem considerar-se agora unicamente equacoes numéricas,
mas nao convém limitar o estudo ao caso de equacédes lineares
(ver o exemplo dado nas referidas p&ginas).

Quanto a sistemas de equaglOes lineares (duas equagdes com
duas incégnitas), apresentar-se-d0 em primeiro lugar exemplos de
equagoes possiveis e determinadas, e convida-se o aluno a inter-
pretar o resultado geometricamente (fazendo pelo menos uma vez
a representacdo gréfica).

Os casos de impossibilidade ou indeterminacdao devem surgir
ao aluno heuristicamente, isto é, o professor deve colocar o aluno
inteiramente desprevenido perante a nova situacao e tentar que ele
se desembarace e se esclarega espontaneamente, até chegar a
conclusdes correctas. Alids, o estudo da l6gica que se tem estado
a fazer ird facilitar bastante a tarefa.

Seja, por exemplo, o sistema
3x =2y =1
{ 6x —4y =3
Pelo método de reducdo, baseado no principio de adicao ordenada,
vé-se que O sistema é equivalente ao seguinte:

(1)

, 3x -2y =1
(1)
Ox + 0y = + 1
Existe algum par (x, y) de nimeros reais que verifique a segunda
equacao?

Vé-se que nao existe e porque nao existe. Entdo essa equacao
é impossivel e portanto o sistema também o é (a conjungdo de
uma condicdo impossivel com outra qualquer é sempre uma con-
dicdo impossivel). Logo o sistema (1), sendo equivalente a (1°),

é impossivel.
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A interpretacdao geométrica deste resultado ndao oferece qualquer
dificuldade:

Dizer que o sistema (1) é impossivel equivale a dizer que as
rectas de equacées 3x — 2y =1 e 6x — 4y = 3 nao tém nenhum
ponto comum e sdo portanto paralelas.

Neste momento, /impdoe-se desenhar os graficos das duas rectas.
Alids o aluno pode verificar que as rectas tém o mesmo declive

3 R : . o
— ). mas nao a mesma ordenada na origem, isto & sao paralelas

e distintas, o que confirma a conclusdo anterior.
Seja agora o sistema:

2) {3x—2y=1

6x — 4y = 2

Procedendo como anteriormente, vé-se que este é equivalente

ao seguinte:

. 3x — 2y =1
@) {

Ox+0y=0

Quais as solugdes da 2.2 equagao? Todos os possiveis pares
ordenados de numeros reais. Trata-se pois de uma condicado uni-
versal, que tem por gréfico o plano inteiro. Mas a conjungdo de
qualquer condicdo com uma condicdo universal é equivalente a
primeira. Logo

< 3x =2y =1
Ox+0y=0

{3x -2y =1

Portanto o sistema (2) equivale a equacdo 3x — 2y = 1. Quan-

tas solugbes tem esta? Ja sabemos: uma infinidade, mas ndo

todos os possiveis pares ordenados de numeros reais (ndo é uma

condicao universal). O sistema é portanto possivel, mas indeter-

minado. Para obter diferentes solucdes, basta resolver a equagao
3x — 2y =1, por exemplo em ordem a vy:

3 1
K== ==

y=—
2 2

atribuir a x valores arbitrarios e determinar os valores correspon-
dentes de Y.
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Interpretagdo geométrica:

Dizer que o sistema (2) é equivalente a equagcdo 3x — 2y =1
significa que a interseccdao das rectas 3x — 2y =1e 6x — 4y =2
é a propria recta 3x — 2y = 1, isto é, significa que as equacgoes
3x—2y=1 e 6x— 4y = 2 representam afinal a mesma recta.

O aluno pode verificar directamente que as rectas tém o mesmo
declive e a mesma ordenada na origem, sendo portanto coincidentes.

Estes e outros exemplos levardo o aluno indutivamente 3
seguinte conclusao:

Duas rectas de equagoies

Ax+By+C=0 , Ax+By+C =0,

sdo paralelas, sse A’ e B’ sdo proporcionais a A e B, isto é, sse

existe k # 0 tal que
A'=kA , B =kB

As duas rectas serdo coincidentes (ou idénticas), sse A’', B, C’
forem proporcionais a A, B, C (a coincidéncia é um caso particular

do paralelismo!).
O professor nao deve forgcar a conclusdo: deve deixa-la

formar-se espontaneamente no espirito do aluno.

16. A propésito do assunto anterior, convém introduzir uma
noc¢do que ird ser aplicada no nimero seguinte. Chama-se forma
linear em .duas variaveis x, y toda a expressdo do tipo

ax + by,

em que a, b sdo numeros reais quaisquer. Por sua vez, chama-se
recta de nivel duma forma linear ax + by toda a recta sobre a qual
a forma toma um valor constante, isto é, toda a recta que tenha
uma equagao do tipo

ax + by =k,

sendo k uma constante.

Desde logo se vé que as rectas de nivel duma dada forma linear
sdo todas as rectas paralelas a uma qualquer dessas linhas.
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Na figura junta sdo indicadas vérias rectas de nivel da forma
linear 3x + 2y, bem como os valores que a forma toma sobre essas
rectas. (Mais uma vez, convird comecar pelo exemplo para chegar
ao conceito geral de recta de nivel.)

Note-se que os valores da forma crescem de baixo para cima
ou da esquerda para a direita, conforme indica a seta na figura.

17. O n.° 43 do livro, que vem marcado com um asterisco
por n3o ser obrigatério, é agora, pelo contrdrio, da maxima impor-
tancia, pelas suas aplicacoes em problemas de programacao linear.
A programacao, linear ou nao linear, € um dos tipos de problemas
que se apresentam hoje com maior frequéncia em INVESTIGAGAO
OPERACIONAL, NO dominio da economia. A sua inclusdgo no
ensino liceal, com cardcter elementar, estd a tornar-se cada vez
mais imperiosa.
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Comecaremos por um exemplo de extrema simplicidade:

Suponhamos que um comerciante pretende adquirir uma
quantidade, nao superior a 5 toneladas, de certo produto que
pode ser encomendado a duas fabricas A e B. A fébrica A
garante ao comerciante um lucro de 4 contos por tonelada, mas
nao pode fornecer mais de 3 toneladas desse produto. A fébrica B
garante apenas um Jucro de 3500 escudos por tonelada, mas
pode fornecer toda a quantidade pretendida. Investigar a melhor
maneira de o comerciante distribuir as encomendas pelas duas
fabricas, de modo a obter o maximo lucro.

Neste caso vé-se logo que a solugao Optima consistira em
encomendar 3 toneladas do produto a fabrica A e duas toneladas
a fabrica B. Mas convém examinar outras solugdes possiveis, a
fim de encontrar a solugdo Optima por um processo que possa
aplicar-se a outros casos menos triviais.

Seja x o nimero de toneladas do produto que o comerciante
encomenda a fabrica A e y o ntiimero de toneladas que encomenda
a fébrica B. Teremos em primeiro lugar as seguintes condigoes,
chamadas restricoes (ou condicionamentos) do programa:

1) xt+ty<b , 0<sx<3 , y=>0

- e e —— W m e e ww

ey o Eus guy mm Sws EMm mms Ve A Egs A e

I
W
n

A~ conjuncdo destas trés condigoes tem por grafico o trapézio
indicado na figura supra: serd, pois, este o grafico das so/ugdes pos-
siveis. Note-se que este conjunto é convexo (cf. pag. 57).
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Designando agora por z o lucro garantido ao comerciante, sera

z=4x+ 35y

O que se pretende portanto é maximizar esta expressao, isto
€, determinar os valores de x e de y que tornam méximo o valor
da forma 4x + 3,5y (chamada objectivo do programa), de acordo
com as restricoes (1).

Comecemos por construir a recta de nivel 4x + 3,6y =0 da
forma linear considerada, como vem indicado na figura; todas as
outras rectas de nivel da forma sao paralelas a esta e o valor z da
forma cresce de baixo para cima (ou da esquerda para a direita).
Achar a solucao dptima equivale pois a determinar a recta de nivel
de maxima ordenada na origem que encontra o gréfico das solucoes
possiveis (o trapézio indicado).

Este problema pode ser resolvido geometricamente ou analiti-
camente. Imediatamente se reconhece que a solugdo (x, y) pro-
curada deve ser um dos vértices do trapézio, que sao:

(0,0) , (3.0) , (3.2) e (0)5)

Os dois primeiros sdao desde logo eliminados. Para decidir,
analiticamente, qual dos tltimos é a solugao, basta ver quais sao
os valores que a forma objectivo toma em cada um desses pontos:

4 %x3+35%x2=19
4 x0+35%x5=175

Como o maior valor é o primeiro, segue-se que a solugao
optima é x = 3 e y = 2 (toneladas), sendo o maximo lucro possivel
19 contos.

Vamos agora juntar uma nova restricao ao programa:

A fébrica A produz uma tonelada dessa mercadoria em cada
3 meses e a fabrica B produz uma tonelada em cada 2 meses,
mas as fabricas nao podem trabalhar simultaneamente por exigirem
a presenga de um mesmo técnico. Por outro lado, o comerciante
nao pode esperar mais 12 meses.
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Este condicionamento traduz-se pela férmula
3x+2y <12

e o dominio das solugbes possiveis € agora o conjunto convexo

7
7

[$))
’

N4

7
'
7

indicado na figura junta. Quanto a solugdo Optima pode ver-se

que é agora
x=2 , y=3,

sendo o lucro maximo 18,5 contos.
Vejamos um outro exemplo, andlogo ao anterior:

Um comerciante pretende obter um lucro néao inferior a
28 contos com a venda de uma mercadoria que pode encomen-
dar a duas fdbricas A e B. A fédbrica A garante um lucro de
4 contos por tonelada e pode produzir & razao de uma tonelada
por quatro meses, mas nao pode fornecer ao todo mais de 5 tone-
ladas da mercadoria. A fdbrica B garante um lucro de 3500 escu-
dos por tonelada e pode produzir a razio de uma tonelada por
trés meses, mas nao pode fornecer ao todo mais de 6 toneladas.
Investigar a melhor maneira de fazer as encomendas, de modo
a obter a mercadoria no minimo prazo possivel (em regime de
trabalho néao simulténeo).
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Neste caso as restricoes do programa sao

O<x<5 , O<y<6 , 4x+35y=> 28

e a forma objectivo é
z=4x + 3y

Todavia, ao contrdrio do que sucede no problema anterior, o
que se pretende é minimizar, e ndao maximizar, esta forma.
O gréfico das solugbes possiveis € o tridngulo indicado na

figura seguinte:

A solugdo 6ptima pode ser obtida analiticamente, comparando

os valores que a forma toma nos vértices (1,75; 6) e (5, —!;—3—) do

tridngulo. Como esse valor é menor no primeiro ponto, a solu¢cao

6ptima sera
x=175 e y =6 (toneladas)

Para a resolugao grafica, construiu-se primeiro a linha de nivel
da forma e procurou-se em seguida a paralela a esta recta menos
afastada da origem que encontra o tridngulo.
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Modifiquemos agora ligeiramente o enunciado do problema:
suponhamos que a fabrica A produz a razdao de uma tonelada
por quatro meses e a fabrica B a razdao de uma tonelada por
trés meses e meio.

Entao é facil ver que existe uma infinidade de solucdes
Optimas, representadas por todos os pontos do segmento de
extremos (1,75; 6) e (5,16/7).

Os problemas de programacao linear sdo apenas um caso par-
ticular dos problemas de maximos e minimos condicionados para
funcdes de mais de uma variavel. Em programas de grandes empre-
sas o numero de varidveis é por vezes enorme, chegando a ser
necessario resolver sistemas com mais de 100 incégnitas, o que
seria impossivel num prazo razoavel, antes da era dos computadores
electronicos.

18. O estudo elementar das cénicas, tratado no Capitulo IV
.do livro, teréa de ser feito agora de maneira diferente. O assunto
devera ser adiado para o 7.° ano. O que nos parece que nao
deve ser de modo nenhum menosprezado no ensino liceal. As
cbnicas tiveram sempre um grande interesse, e hoje mais do que
nunca, com os progressos da astronautica.

Inicialmente as conicas serdo definidas como sendo as seccoes
planas das superficies conicas de revolugdo (ver n.°c 65 do livro,
pag. 130). Convém dispor de modelos nas turmas experimentais,
para concretizagcao deste assunto. O exemplo familiar da mancha
luminosa, produzida numa parede por uma lampada de algibeira
ou por um candeeiro munido de abat-jour de bordo circular, é
também um recurso eficaz e sugestivo, sempre aconselhdvel.

Mas nao deve ficar por aqui a motivagcdo do estudo das
conicas. O aluno aprenderé a seu tempo que o grafico duma
funcdo quadritica é uma pardbola. A demonstracao de que
esse grafico é efectivamente uma parabola, de acordo com a
definicdo anterior de pardbola, como secgdo cénica de tipo
particular, sera feita posteriormente. Mas seria um erro pedagod-
gico grave nao concretizar desde logo este assunto com exem-
plos da cinematica.

O aluno ouve dizer, desde muito cedo, que um projéctil, lancado
a superficie da Terra em direcgdo nao vertical, segue uma trajectéria
aproximadamente parabdlica, desde que a resisténcia do ar nao
seja muito aprecidvel e que a velocidade inicial ndo ultrapasse um
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certo limite (de contrdrio o projéctil pode entrar em 6rbita eliptica
ou afastar-se definitivamente da Terral). A trajectéria sera tanto
mais préxima duma pardbola. quanto menores forem a resisténcia
do ar e a extensdo da superficie terrestre considerada (convém
insistir mais uma vez no caracter aproximado de todo o conceito
geomeétrico).

A demonstragcao deste facto nao oferece dificuldade. Comece-
mos pelo caso em que o projécﬁl é lancado horizontalmente.
Suponhamos que a velocidade inicial é por exemplo, de 3 m/s.
Entdo, desprezando a resisténcia do ar e admitindo que a for¢a da
gravidade é constante em direcgdo, sentido e intensidade, o movi-

mento do projéctil serd o resultante dos dois seguintes:

1) um movimento horizontal, rectilineo e uniforme, com a
velocidade de 3 m/s;

2) um movimento vertical, uniformemente variado.

e e ¢

Tomemos para eixo dos x a recta horizontal a que se refere 1)
e para eixo dos y a vertical a que se refere 2), orientada de baixo
para cima. Entao, supondo que a aceleragao da gravidade é de
9,8 m/s?, as equacbdes destes movimentos serdo respectivamente

x=31
1
it {y=—4,9t2

e podemos dizer que o movimento resultante é definido por este
sistema de equacées. Para ter a equagédo cartesiana da trajectdria,

77



o que ha a fazer é eliminar a varidvel t entre as duas equagdes, o
que da aproximadamente:

(2) y = — 054 xt

Como se vé, a trajectéria é um arco de pardbola de eixo ver-
tical, com a concavidade voltada para baixo. Diz-se que (2) é
a equacado cartesiana da pardbola (equacdo nas coordenadas x, y).
Por outro lado, diz-se que as equagdes (1) sdao equacdes paramé-
tricas da parabola, sendo t o parametro.

- Pode em seguida considerar-se o caso geral. Sejam v; e v,
as componentes do vector velocidade inicial. Entdgo o mddulo

Ym

!
|
i
|
i
I
I
:
X

3

desta serd
Viovi+ v

e o movimento do projéctil serd o resultante dos dois seguintes:
1) movimento horizontal uniforme, de equacgao
X =wt ;

2) movimento vertical, uniformemente variado, de equacao
Yy = Vgt L gt?
— 2 D ——
2

A equagao cartesiana da trajectéria obtém-se eliminando t
entre estas duas equacdes, o que da

\"
y = 2 o 29 X
2
A %
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Como se V€, trata-se ainda duma pardbola de eixo vertical e
de concavidade voltada para baixo. Mas o eixo da parabola sé
coincide com o eixo dos y se v, = 0 (nesse caso o vértice da para-
bola coincide com a origem).

Se v, > 0, a ordenada do vértice da pardbola é a altura maxima
alcancada pelo projécti. Como a abcissa do vértice é (?)

_ 1 Va g _ViVvg
Xm = ' / 2 - '
2 W 2v; g
a referida altura sera
Vs g ., _ V3
ym = —Xm — xm
vy 2vy 2g

Por sua vez, o alcance horizontal do projéctil é 2x, Este
alcance serd tanto maior quanto maior for v, v,., No entanto, a
medida que o alcance cresce, a trajectéria vai-se afastando cada
vez mais da forma parabdlica e, para além de um certo limite, o
projéctil ndo poderd regressar a3 Terra. No entanto, para ser colo-
cado em 6rbita fechada, o projéctil necessitara de uma forgca pro-
pulsora conveniente durante a fase ascensional. Finda esta, a érbita
sera aproximadamente uma e/ipse, de que o centro da Terra é
um dos focos.

(1) Supde-se que neste momento se estd no 7.° ano e o aluno ji fez um
estudo preliminar do grafico das fungbGes quadraticas. O exemplo cinemético
qQue estamos agora analisando poderd, com vantagem, ser apresentado a pro-
posito desse estudo.
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19. Apds estas consideracdes, convém passar a demonstracao
das propriedades focais das cénicas que, como é sabido, permitem
dar novas definicoes de ‘elipse’, ‘hipérbole’ e ‘pardbola’. A demons-
tracdo mais simples e elegante que se conhece foi descoberta em
1822 pelo mateméatico belga Dandelin. O Prof. Tom Apostol
chama-lhe pitorescamente ‘ice-cream-cone proof’ (demonstracao
cone de gelado), pelo aspecto que toma, no caso da elipse, a
figura a que se recorre nessa demonstracao.

Para fazer a demonstragcdo neste caso (da elipse), consideremos
uma superficie cénica de revolucdo, X, e um plano « que nao 'seja
paralelo a -nenhuma geratriz e ndo passe pelo vértice do cone.
Entdo o plano « corta a superficie ¥ segundo uma elipse, €. Por
sua vez, o plano que passa pelo eixo de revolugcdo de X e é perpen-
dicular a « corta a superficie cénica segundo duas geratrizes, OV,
e OV, e corta o plano « segundo uma recta, V,V, (na figura supra
supbe-se que o corte é feito pelo préprio plano da figura). E f4cil
ver que existem duas e s6 duas circunferéncias tangentes as 3 rectas
OA;, OA, e V,V,. O centro C, duma dessas circunferéncias é o
ponto de encontro das bissectrizes dos angulos internos do tridn-
gulo [OV,V;]. O centro C, da outra circunferéncia é o ponto_de

encontro das bissectrizes dos angulos A1\71V2 e Vlszl.
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Esta circunferéncia toca, portanto, a recta V,V, num ponto F,
e as rectas OV; e OV, em pontos A, e B, respectivamente. Por
sua vez, a outra circunferéncia toca as mesmas rectas, em pontos
que designaremos por F,, A, e B,, respectivamente.

Ora, quando esta figura roda em torno da recta OC,, a recta
OA; gera a superficie c6nica £ e as duas circunferéncias conside-
radas geram duas superficies esféricas S; e S,, que sdao tangentes
ao plano secante « nos pontos F, e F,, e a superficie cénica segundo
duas circunferéncias, geradas pelos pontos A; e A, (ou B; e B),).
Na figura seguinte, que sugere a designacao ‘ice-cream-cone proof’,
estdo indicadas em perspectiva a superficie cénica 2, as superficies
esféricas S; e S,, e a elipse €, interseccdo de « com X. E a essa
figura que passamos agora a referir-nos.

Esfera S{—>

Ay

Foco

Esfera Sp

Seja P um ponto qualquer da elipse €; e sejam M, e M,, respec-
tivamente, os pontos em que a geratriz OP toca nas superficies



esféricas S; e S,. Ora as rectas PF; e PF,, que passam pelo ponto P,
também sdo tangentes a S; e S,, e tem-se (%)

(1) | PFi | =|PM,| , [PF|=[PM;],

em virtude do seguinte facto, cuja demonstragcdo se pode fazer
como nas consideragdes iniciais:

Quando, por um ponto P exterior a uma esfera S, se conduzem
rectas tangentes a S, as distancias de P aos pontos de tangéncia
sdo todas iguais entre si.

Por outro lado, tem-se:
| PM, | + | PMy| = | M;M, |
Daqui e de (1) resulta entdo
| PFy| + [ PFy| = | MyM, |

E, como a distancia de M; a M, ndao depende de P (é sempre
a mesma qualquer que seja a geratriz OP considerada), conclui-se:

A soma das distancias de um ponto P da elipse aos pontos
F, e F, é sempre igual a um mesmo comprimento | M;M, |.

Poderia ainda demonstrar-se que, reciprocamente:

Se Q é um ponto do plano o tal que a soma das distdncias
de Qa F, e aF, é igual a | M|M, |, entao Q pertence a elipse €.

Por conseguinte:

A elipse € é o conjunto (ou o lugar geométrico) dos pontos P
do plano o tais que a soma das distancias de P a F, e F, é sempre
igual a | MyM, |.

Temos pois aqui uma propriedade caracteristica do género
elipse, propriedade que se pode tomar para definicao deste género
de cénicas, tal como se fez no livro. Deve fazer-se em seguida
0 estudo dos métodos de construgcao indicados no livro.

Para o género hipérbole, a demonstracdio de Dandelin é
analoga, com a diferenga de que se consideram agora duas esferas
tangentes segundo circunferéncias as duas folhas do cone, como

(') Dados dois pontos A e B, designamos por | AB | a distancia de ATa B,
ou seja, o comprimento do segmento AB.
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se indica na figura junta (bastara indicar esta diferenca ao aluno,
bem como a propriedade focal caracteristica do género hipérbole).

a

Quanto ao género parabola, a demonstragcdgo é um pouco dife-
rente: considera-se apenas uma esfera e, em vez de dois focos,
tem-se um foco e uma directriz (intersec¢dao do plano secante com
o plano da circunferéncia em que a esfera é tangente a superficie
conica).

NOTA. Para a demonstracao cone de gelado, convém dispor
previamente de figuras bastante bem desenhadas, em tamanho
razoavel, a fim de serem vistas ao mesmo tempo por toda a turma.
Poderia solicitar-se para isso a colaboragao do professor de Desenho.

Melhor ainda seria dispor de modelos que permitissem aos
alunos ver num relance a ideia da demonstragdo — e numa demons-
tragdo o0 que mais interessa €, precisamente, a ideia, ou melhor, a
intuicdo donde nasce. O estudo comegaria entao pelo modelo, e
sO depois se passaria a analise do assunto, isto é, aos pormenores
da demonstragao.

Também se poderia estabelecer utilmente coordenacdao com a
disciplina de Desenho, ilustrando o estudo anterior por meio da
Geometria Descritiva. Na figura da pagina seguinte é determinada,
em rebatimento, pelo método de Monge, a secgdao parabdlica feita
por um plano de topo num cone de revolugcao de eixo vertical.
Sao determinados o foco e a directriz da pardbola pelo processo
de Dandelin. Em seguida o aluno pode verificar experimentalmente
que a pardbola é o lugar dos pontos equidistantes do foco e da
directriz.
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20. Posto isto, chega o momento de fazer o estudo das cénicas
pelo método da geometria analitica. Comecaremos pelo caso mais
simples — o da pardbola — tratado com todo o pormenor, como se
faz no livro.

Assim, finalmente, o aluno pode tomar consciéncia (0o que é
essencial) de que sdao equivalentes as trés definicoes de parébola:

1) como seccéo conica,

2) como conjunto dos pontos do plano equidistantes do foco
e da geratriz,

3) como gréfico da fung¢ao quadratica.

O estudo geral da pardbola como gréfico da funcdao quadrética
€ feito, quer no livro de Geometria Analitica, quer no Compéndio
de Matematica, 1.° volume, 2.° tomo, Cap, VI, n.c 14, pags. 113-115.
Esse estudo deve considerar-se imprescindivel.

Quanto aos casos da elipse e da hipérbole bastard fazer um
estudo analitico bastante abreviado, segundo as linhas gerais da
exposicao feita no livro, do n.° 50 ao n.c 60. A dedugdo das equa-
coes reduzidas nao serd desenvolvida: bastard indicar o ponto de
partida e o ponto de chegada, esclarecendo o significado dos para-
metros a, b, ¢ e dizendo ao aluno que a técnica da demonstragao
é perfeitamente andloga a que foi seguida no caso da parédbola.

Deve, no entanto, ser considerada imprescindivel a matéria do
n.°e 60; s6 entao o aluno podera reconhecer que sao equivalentes
as trés definicoes de hipérbole consideradas:

1) como secg¢ado conica,
2) como conjunto de pontos definido pela propriedade focal,
3) como gréfico da funcao homogréafica (hipérbole equilétera).

O estudo geral da fungdao homografica é feito no Compéndio
de Matematica, 1.° volume, 2.° tomo, Cap. VI, n.° 32, pag. 182.

E com isto se dard por concluido o estudo das cdnicas no
ensino liceal.

21. Passaremos, agora, a um assunto novo no ensino liceal:
a introdugéao ao estudo da geometria analitica no espago. A inclusao
deste assunto no programa do 3.° ciclo (de preferéncia no 7.° ano),



impoe-se, ndo s6 do ponto de vista da preparacdo para a Univer-
sidade, como ainda do ponto de vista da cultura geral. Além disso,
a matéria que interessa realmente tratar nesta fase de iniciagdo é
muito fécil e presta-se inteiramente ao método heuristico, por analo-
gia com a geometria analitica plana.

Bastard tomar como base um referencial ortonormal (isto é,
ortogonal e monométrico).

--w--v

Consideremos, pois, trés rectas orientadas OX, OY e OZ, que se
cortem perpendicularmente em O, e uma unidade de comprimento
igual para as trés rectas.

Dado um ponto P qualquer do espago, apresente-se ao aluno
a questao.

Como definir o ponto P, por meio de numeros reais, de modo
analogo ao que se faz em geometria analitica plana ?

Haverd toda a vantagem em concretizar o assunto por meio
dum modelo, que pode ser muito simplesmente constituido pelo
chao e duas paredes da sala da aula, sendo P representado pela
ponta dum ldpis ou dum ponteiro (os modelos usuais de cartdo ou
plastico com arames e pequenas esferas serdo depois Uteis ao con-
siderar pontos com uma ou mais coordenadas negativas).

Colocado perante esta questdao, o aluno serd provavelmente
levado a considerar a projec¢ao horizontal de P, isto &, a projec-
cdo P’ de P sobre o plano XOY. Ora o ponto P’, neste plano carte-
siano, é definido por um par ordenado de numeros reais, x (a
abcissa de P) e y (a ordenada de P). Para definir P, bastard entao
dar um terceiro numero real — e o mais natural é que este seja a
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distdncia do ponto P ao plano horizontal (plano XOY), com o
sinal + ou — conforme P estd acima ou abaixo desse plano (se P
pertence ao plano, é claro que a distancia é 0). O nuamero real
assim obtido — que designaremos por z — chama-se cota de P (ver
figura anterior). Assim o aluno reconhece que:

A cada ponto P do espaco fica a corresponder, pelo processo
descrito, um terno ordenado (x, y, z) de numeros reais.

Nao serd agora dificil levar o aluno a concluir que, recipro-
camente:

Dado um terno ordenado (x, y, z) de numeros reais, qualquer
que ele sefa, existe sempre um e um sé ponto P do espago que
Ihe corresponde, segundo o processo indicado.

(O aluno comega por observar que o par (x, y) define um
ponto P’ do plano XOY; em seguida observa que, sobre a recta
vertical que passa por P’, existe um e um s ponto cuja cota é z.)

Os nimeros x, y, z dizem-se as coordenadas de P, respectiva-
mente a abcissa, a ordenada e a cota (no referencial fixado).

Designemos por €3 o espaco (}), isto é o conjunto de todos
os pontos considerados como existentes em geometria euclidiana
elementar. O aluno ja sabe que se designa por R3? o cubo carte-
siano de R, isto &, o conjunto de todos os possiveis ternos ordenados
de nimeros reais. Podemos pois, em resumo, concluir que:

Pelo processo indicado, fica estabelecida uma correspondéncia
biunivoca entre os conjuntos ¢, e R3,

E, no fundo, este facto que leva a dizer habitualmente:

O espaco ¢, (da geometria euclidiana elementar) tem 3 dimen-
soes:

Ainda o mesmo facto induz a chamar a R3® o espago numérico
tridimensional.

Mas restam dois pontos a esclarecer:

1. — Para determinar as coordenadas de um ponto P dado,
comegamos por considerar a projeccao ortogonal P’ de P sobre o
plano XOY. Se, em vez desta, tivéssemos considerado a projecc¢ao
ortogonal P de P sobre XOZ ou a projeccao P’ de P sobre YOZ,
obteriamos, de modo andlogo, as mesmas coordenadas x, y, z de P?

(1) Subentende-se ‘espaco fisico ligado a um determinado corpo sélido,
por exemplo a Terra’, admitindo que existe um tal espago (ver n.° 4).
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2.2 — Os eixos OX, OY e OZ foram considerados em posicdao
especial e orientados também de modo especial em relagdo ao
observador, o que envolve nogdes de caracter ndao geométrico, tais
como as de ‘horizontal’, ‘vertical’, 'da esquerda para a direita’,) de
tras para diante’, 'de baixo para cima’. Serd possivel expor o
assunto de modo mais rigoroso, embora menos intuitivo, ndo fazendo
apelo a tais nogdes ?

Estas duas questdes estdo interligadas e o seu esclarecimento
pode ser feito, recorrendo ao paralelepipedo de vértices P, P’, P”,
P Py Ps Ps O.

p "
B e e —— . —— P
=y A
/ ,/ |
7
/, /7 // :
. ‘
me/_____ ________,i____P'/, :
| = V; | )
| / | ;
I o |
|
l 4 x : |
: —...__//"'—"'"'--_/\J’-'\,' X
!
| lo | /’ P1
1 Y, L} /
I i 1 /
| 1/
| ' |,’
YA 5

E f4cil ver que a cota, z, do ponto P é igual 3 medida (*) do
segmento OPj5, com o sinal + ou —, conforme P, est4 na parte posi-
tiva ou negativa do eixo OZ (por isso diremos que este é o e/ixo
das cotas ou eixo dos z). Portanto, as trés coordenadas de P
podem ser determinadas do seguinte modo:

Considerem-se os trés planos que passam por P e sdao perpen-
diculares respectivamente aos eixos OX, OY e OZ. Esses planos

(* Medida dum segmento AB é o mesmo que medida do seu compri-
mento | AB |.



cortam os eixos em trés pontos, que chamaremos projecgdes orto-
gonais de P sobre OX, OY e OZ e designaremos respectivamente
por Py, Py, Pgs. Cada um destes pontos, no eixo onde esta, é repre-
sentado por um numero, relativamente a origem O e a unidade de
comprimento adoptada. Os trés numeros X, y, z assim obtidos sao
as coordenadas de P no referencial adoptado. respectivamente a
abcissa, a ordenada e a cota.

E evidente que, neste processo, a posicdo e a orientacdo dos
eixos pode ser qualquer. Daqui se conclui que a determinacao das
coordenadas é independente da posicdo do observador e nao faz
intervir essencialmente nocdes de caracter ndo geométrico. Sé por
comodidade se recorre muitas vezes a tais nogoes.

Alids, em todas as consideracdes anteriores, relativas a intro-
pucdo da geometria analitica no espago, hd que ter presente a
seguinte importante

NORMA DIDACTICA: O esclarecimento total da questdo posta
de inicio devera, segundo o método heuristico, ser feito em
diglogo com o aluno, gradualmente, por tentativas, por aproximacoes
sucessivas, até atingir o maximo rigor possivel nesta fase. Usando
uma imagem, poderiamos dizer que tudo se passa como se esti-
véssemos a focar uma paisagem, que se nos torna cada vez mais
nitida.

NOoTA. Podera ser Util recorrer neste momento a geometria
descritiva de Monge, que o aluno aprende na disciplina de Desenho.
A associacao do método cartesiano com o método de Monge é
feita habitualmente, tomando o plano XQY para plano horizontal
de projeccao e o plano XOZ para pl/ano vertical de projeccdo, sendo

>
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portanto o eixo OX a /linha de terra. Na figura da pdgina anterior sdao
representados os pontos A, B, C, D, E, F que correspondem, respecti-
vamente, aos seguintes ternos ordenados de nimeros reais: (2, 1, 3),

(4%, 0 - z), 6, 0, 0), O, —2 -2), (-3, 3, 2), (-4 2 0).

Note-se que na geometria de Monge a ordenada se chama ’‘afas-
tamento’ e que o termo ‘abcissa’ s aparece em geometria
analitica.

Convird também registar a seguinte terminologia:

recta horizontal (ou de nivel): paralela a XOY

recta de frente: paralela a XOZ

recta de perfil: paralela a YOZ

recta vertical: perpendicular a XOY (ou paralela a 0Z)

recta de topo: perpendicular a XOZ (ou paralelo a OY)
plano horizontal (ou de nivel): paralelo a XOY

plano de frente: paralelo a XOZ

plano vertical: perpendicular a XOY (ou paralelo a 0Z)

plano de topo: perpendicular a XOZ (ou paralela a QY)
plano de rampa: perpendicular a YOZ (ou paralelo a OX)

As rectas verticais também se dizem ‘projectantes horizontais’
porque projectam os pontos sobre o plano horizontal.

As rectas de topo também se dizem ’‘projectantes verticais’ por
anédloga razao.

Os planos verticais também se dizem ’projectantes horizontais’
porque projectam rectas sobre o plano horizontal.

Os planos de topo também se dizem ‘projectantes verticais' por
analoga razao.

As rectas paralelas a OX dizem-se em geometria de Monge
‘paralelas a linha de terra’ precisamente porque se toma LT = OX.

Analogamente, os planos de rampa também se podem dizer
‘paralelos a linha de terra’. Note-se que estes planos sdao projec-
tantes sobre o plano YOZ.

22. O assunto que convém tratar logo em seguida é o da

distancia entre dois pontos. Aqui, mais uma vez, é o aluno quem
ird redescobrir a férmula, por analogia com o que se passa no
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plano. Sejam P; e P, dois pontos quaisquer do espac¢o, represen-
tados respectivamente pelos ternos ordenados

(X1 Y 23) € (X2 Yo 25)

Z
P
d
k Py
|
: |
M |
| x j X
1 | 2
o _; V4 ] Vd X
" / ' /
| 4 | /’
Y. | /’ 1,
1
----- e el
| / e 1
V7 -~
/ =
l/,/’ h
y2 ------- -u"
Y P2

Suponhamos fixado um referencial ortogonal e consideremos as
projec¢gées horizontais, P’y e P, de P, e P,. Designemos por M
o ponto de cota z; (igual a de P,) situado na vertical de P,. Entdo
o triangulo [ M P, P,] é rectangulo em M e a distancia d de P,
a P, é dada pela hipotenusa f’l_Pz' desse triangulo. Designemos
agora por h a medida do cateto MP, e por k a medida do cateto MP,.
Nestas condigbes, temos:

d? = h? + k2

Mas k =]z, — z,]. Por outro lado, h é igual a distancia de
P’; a P, e, como j& sabemos,

h? = (X — X2)? + (Y1 - ¥2)?
Logo

d=+v (X1 — X2)® + (y1 — Vo)? + (2, — 22)?
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Neste momento o aluno ndao deve ter dificuldade em deduzir
{por analogia com o caso da circunferéncia) a equacdo da super-
ficie de centro (a, b, c) e raio r:

(x —a)2+ (y-b)2+ (z-c)2=r2

assim como nao terd dificuldade em reconhecer os gréficos de
condi¢cbes tais como

(x —a)2+(y-b)lE+(z-c)i<nr
xB+yr+22 <2, x2+y2+22 >0 etc

23. Convém agora passar ao estudo de planos projectantes,
isto é, perpendiculares a algum dos planos coordenados (ser4 con-
veniente usar modelos!).

Comecemos pelo exemplo da equacdo z = 3. Por analogia com
o caso da geometria plana, é facil reconhecer que

z2=3<0x+0y+2z=3

e que portanto a equagdao z = 3 representa o0 conjunto de todos
os pontos de cota 3, ou seja o plano horizontal de cota 3.

Dum modo geral, as equagdoes da forma z = a representam os
planos horizontais, as equacbes y = b 0s planos de frente e as
equacbes x = ¢ 0s planos de perfil. Em particular, as equagoes
2=0, y=0 e x=0 representam os planos coordenados XOY,
X0Z e YOZ.

Por sua vez, a inequacao z = 3 representa 0 semiespaco situado
acima do plano z = 3, a condicdo 3 < x <b representa o dominio
compreendido entre os planos x = 3 e x =5 (nado incluindo estes
planos), a condicdo

O<x<3 ANO<y<2 ANO<z<x<4

representa o paralelepfpedo a seguir representado, de vértices (0, O, 0),
(3.0.0), (0, 2,0), (0,0, 4), (3,2,0), (0.2,4), (3,0,4) e (3, 2 4),
etc., etc.
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Apresenta-se agora ao aluno, por exemplo, a equagao
2x+ 3y =6
Tem-se neste caso

2x+3y=6 < 2x+3y+0z=6
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No plano XOY, a equacdo 2x + 3y = 6 representa uma recta r
desse plano. No espago, a mesma equagao representa 0 conjunto
dos pontos (x, y, z) tais que 2x + 3y = 6, podendo z ser qualquer.
O aluno devera reconhecer por si mesmo que este conjunto é o
plano vertical «, que passa por r.

Mais geralmente, o aluno deve ser levado a reconhecer, de
modo intuitivo, que as equagdes da forma ax + by = ¢ representam
planos verticais (paralelos a OZ), que as equagdes ax + bz = ¢
representam planos de topo (paralelos a OY) e que as equacgoes
ay + bz = c representam planos de rampa (paralelos a OX). Em
particular, o plano x + 2y = 0 contém o eixo OZ, o plano2x —z =0
contém o eixo QOY, etc.

24. Pode-se agora fazer um estudo elementar da recta em
geometria analitica do espaco.
Consideremos o sistema de equagoes

(1)

{3x+4y=12

4x + 5z = 20

A primeira equagao representa no plano XOY uma recta e
representa no espa¢co o plano vertical, «, que passa por essa recta.
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Por sua vez, a segunda equacao representa no plano XOZ uma
recta e representa no espaco o plano de topo, 3, que passa por
essa recta. Logo o sistema (1) representa a interseccao desses
dois planos, ou seja a recta r cujo plano projectante horizontal é o
e cujo plano projectante vertical é 3. (Como exercicio, pode-se
propor a determinacao dos pontos de encontro de r com os planos
coordenados.)
Analogamente o sistema

y=2x+3 ANy+z=5

representa a recta interseccao dos planos y=2x+3 e y+z =5,
que a projectam respectivamente sobre os planos XOY e YOZ.

O aluno nao tera dificuldade em identificar os graficos de sis-
temas tais como

x=3Ay=4 , x+y=1Az2=3 , etc

25. Consideremos agora a equacao
4x + 3y + 4z =12

Trata-se, como se vé, de uma equacao do 1.° grau nas trés varia-
veis X, Y, z.
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Para identificar o gréfico desta equacao, consideremos as suas
intersecgdes com planos horizontais. Comecemos pelo plano z = 0.
Tem-se

4x + 3y + 4z =12 4x + 3y = 12
<
x=0 z=0

Ora o aluno ja sabe que o gréfico do segundo sistema é uma
recta (contida no plano XOY).
Analogamente

{4x+3y+4z=12 [4x+3y=8
<~

z=1 z=1

Agora a interseccao é uma recta horizontal de cota 1.
Dum modo geral, sendo ¢ um nimero real qualquer, tem-se

[4x+3y+4z=12@{4x+3y=12—4c

Z2=C 2=C

A interseccdo é sempre uma recta (horizontal de cota c).
Analogamente

4x+3y+4z=12¢ x+z=3
y=0 y=0

A intersec¢cdao com o plano XOZ é pois também uma recta. Deste
modo se vé que:

O gréfico da equacao 4x + 3y + 4z = 12 é a reunidao de todas
as rectas paralelas a recta de equacdes 4x + 3y =12, z=0 e que
passam pela recta, de equacdes x +z=3 e y=0; esse grafico
é portanto um plano.

Nao. é assim, dificil levar o aluno a reconhecer indutivamente
que toda a equagcado da forma

Ax+By+Cz+ D =0,

em que um pelo menos dos coeficientes A, B, C é diferente de
zero, representa um plano, e que, reciprocamente, todo o plano é
representdvel por uma equacao desta forma.

NOTA. As rectas horizontais contidas num plano o sao cha-
madas as rectas de nivel de « (ver exemplo anterior). E claro que
todo o plano é a reunido das suas rectas de nivel. como é a reunido
das suas rectas de frente ou das suas rectas de perfil.
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Podemos, agora, dar uma nova interpretagdo geométrica a reso-
lugdo dos problemas de programac¢ao linear considerados no n.° 17
tomando para cotas os valores z das formas lineares objectivo.
Assim, por exemplo, no UGltimo problema, a forma linear objectivo
z = 4x + 3y tem agora por grafico um plano, enquanto a conjungao

O<x<bANO<y<6A4x + 3,5y > 28

das restricoes do programa tem por grafico, no espago, um prisma
triangular de arestas verticais. A solucdao Optima é entdo dada
pelo ponto da cota mais baixa, em que o plano representativo da
forma intersecta este prisma, ou seja o ponto (1,75; 6; 25). Note-se
ainda que as rectas de nlvel da forma sdo agora as projecgoes
horizontais das rectas de nlvel do respectivo plano.

26. O aluno ja teve ocasiao de verificar que, enquanto um
plano é representavel por uma tinica equacao cartesiana, uma recta
no espacgco so pode ser representada por um sistema de duas equa-
gcoes cartesianas. Até aqui apenas se considerou o caso de rectas
representadas pelas equagcdes de dois dos seus planos projectantes
(equagdes em que é nulo o coeficiente de uma das varidveis).
Mas pode apresentar-se 0 caso de uma recta definida como inter-
seccdo de dois planos quaisquer. Ora é sempre possivel reduzir
este caso ao anterior por eliminacdao de varidveis, aplicando por
exemplo o método de redugdo. Exemplo:

X + 2y — z=1<> XxX+2y —z=1
2x —

y+3z=2 bx + 5z =5
- x+2y—(1—x)=1¢ xt+ty=1
z2=1-x x+z=1



IV
OBSERVAGOES AO CAPITULO IlI

1. Como estamos ainda em fase experimental, é inevitdvel que
surjam numerosas hesitagbes quanto a escolha e a ordenagdao dos
assuntos. Uma dessas hesitagoes verificou-se no estudo das par-
ticoes associadas a relagdes de equivaléncia. Nao nos pareceu (e
ndo nos parece ainda) oportuno fazer no 6.° ano o estudo rigoroso
deste assunto, com a demonstragcdo do teorema que estabelece a
ligacdo entre relagbes de equivaléncia e particoes de conjuntos.
Mas agora, com a perspectiva que ja possuimos apds dois anos
de experiéncia, parece-nos que se impoe no 6.° ano um estudo
heuristico-intuitivo do referido assunto, o que alidgs pode e deve
ser feito em anos anteriores.

Segundo a orientacdo heuristica, esse estudo deve partir de
exemplos tao sugestivos e familiares quanto possivel. Para comegar,
poderd considerar-se um conjunto T de alunos e as respectivas
notas no exame de matemaética do 5.° ano. Seja

T={a b, c,d e f g h}

e suponhamos que estes alunos tiveram as notas indicadas na
seguinte lista:

a b c d 2 f g h

2 ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ \

13 10 13 10 10 12 12 11

Consideremos agora a relagdo definida em T, a partir desta
lista, pela seguinte expressao:

X teve a mesma nota que Y

Para construir o diagrama desta relagdo, convirda agrupar os
alunos segundo as notas que tiveram:



O diagrama desde logo evidencia que se trata de uma relacdo
de equivaléncia e que, por efeito desta relacdo, os alunos sdo
divididos (ou repartidos) em quatro conjuntos:

A={a, c} , B={b,d e} , C={fg} , D={h}

Estes conjuntos sdao chamados classes de equivaléncia correspon-
dentes a relagdao p considerada.
O aluno observard que:

1.c— As classes de equivaléncia nao sao conjuntos vazios.

2.° — A reuniao das classes de equivaléncia é o conjunto dado T,

isto é:
T=AuBuUCuUD

3. — As classes de equivaléncia sdo disjuntas duas a duas,
isto é:

AnB=g , AnC=2g , AnD=g , BNnC-=g,
BNnD=g , CnD=g
Por outro lado, verificara que:

Dois elementos x, y de T verificam a relagao p, sse x, y per-
tencem a mesma classe de equivaléncia.
Um segundo exemplo poderd ser dado pela relacao

x =y (mod 3)

restringida ao conjunto {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 9, 10 }.
Adopte-se a definigao:

Diz-se que x é congruente com y mddulo 3, e escreve-se
x =y (mod 3), sse x e y divididos por 3 dio restos iguais.
Tem-se entdao o diagrama:

o o o
A &
A\ ZaAN '\\0)

10

© as classes de equivaléncia:
A={1,47,10)} , B={2,5,8} , C={3,6, 9}



As conclusbGes sdo inteiramente andlogas as anteriores.

Um terceiro exemplo poderd ser constituido pela relagdo «X é
semelhante a Y» restringida a um conjunto constituido por um
certo nimero de figuras geométricas (p. ex. quadrados, circulos, trian-
gulos equilateros e rectangulos), de diferentes dimensdes, que se
apresentem desenhados na pedra ou num cartdo. Ainda neste caso
as conclusdes serdao andlogas.

Convird também apresentar o exemplo da relacdo Ildgica de
identidade num conjunto qualquer U= {a, b, ¢, d, e}. Neste
caso o diagrama é

a b c d e

g O g J 4

e as classes de equivaléncia reduzem-se aos conjuntos singulares
A={a} , B={b} , C={c} , D={d} , E={e}

Até aqui foram apresentados apenas exemplos em wniversos
finitos. Passando a considerar universos infinitos, podemos tornar
ao exemplo da relagdo x = y (mod 3) no universo N. Neste caso,
temos apenas trés classes de equivaléncia, mas qualquer delas é
um conjunto infinito:

Co={3,6,9, 12 ..., 3n, ..}
C.={1,4,7,10, .., 3n+1,.. }
C,={2 58 11, ..., 3n+2,..}

Exemplos andlogos sao dados pelas relagoes
x=y (mod 4) , x=y (mod H5), etc.

Um segundo exemplo em universo infinito pode ser o da re/a-
¢do de semelhanca, no universo das figuras geométricas (isto é,
conjuntos de pontos do espaco usual). Agora, temos uma infini-
dade de classes de equivaléncia, cada uma das quais é formada
por uma infinidade de figuras. Por exemplo, a classe de equiva-
léncia a que pertence um dado tridngulo é o conjunto de todos
os tridngulos que sdao semelhantes a esse, a classe de equivaléncia
a que pertence um quadrado é o conjunto de todos os quadrados,
etc.,, etc. Recordemos agora a seguinte definicao:

Diz-se que duas figuras geométricas tém a mesma forma,
sse sdao semelhantes.
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Note-se bem: ndao se define aqui explicitamente o significado
do substantivo ‘forma’, apenas se introduz a expressao ‘ter a mesma
forma’ como sinénimo de ‘ser semelhante’ (propriedades relativas).
Uma definicao explicita de 'forma’ poderia ser a seguinte, que muitos
autores modernos adoptam:

Chama-se ‘forma duma figura geométrica’ ao conjunto de
todas as figuras que lhe sdao semelhantes (classe de equi-
valéncia).

Por exemplo, segundo esta definicdo, a forma dum quadrado
é o conjunto de todos os quadrados, a forma dum tridngulo rectan-
gulo is6sceles é o conjunto de todos os tridngulos rectangulos
isOsceles, etc.

E claro que esta definicdo estd de acordo com a anterior; é
uma das suas possiveis explicitagbes. Porém, ndo € a mais natural,
a que mais se coaduna com o sentido que, na linguagem vulgar,
atribuimos a palavra ‘forma’. Na verdade, consideramos usualmente
a forma dum corpo como sendo uma propriedade (tal como o
volume, a cor ou a massa do corpo) e ndo como o conjunto dos
corpos que tém essa propriedade. Nesta ordem de ideias:

Chama-se ‘forma duma figura F a propriedade que pos-
suem todas as figuras semelhantes a F e s essas.

Em resumo, prefere-se aqui o ponto de vista da compreensao
ao ponto de vista da extensdao. Simbolicamente, a definicao exten-
siva apresenta-se do seguinte modo, no universo das figuras geo-

métricas:
forma de F = { X: X é semelhante a F}.

Mas, segundo a definicdo compreensiva, a forma de F é a proprie-
dade absoluta traduzida pela expressao ‘X é semelhante a F,
supondo F constante e X varidvel.

Um terceiro exemplo, igualmente importante, é o da refacdo de
paralelismo no universo das rectas do espaco. Recordemos a definigao:

Diz-se que duas rectas tém a mesma direccdo sse sao
paralelas.
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Daqui a definicdo explicita em termos de extensao:

Direccdo duma recta r € o conjunto de todas as rectas
que sdo paralelas a r.

Portanto, segundo esta definicdo, a direc¢dgo duma recta r é
a classe de equivaléncia a que pertence r, segundo a relagdao de
paralelismo. Mas na linguagem corrente prefere-se o ponto de
vista da compreensao:

Direccdo duma recta r é a propriedade que possuem
todas as rectas paralelas a r e s6 essas.

Um quarto exemplo, que nunca podera faltar, é a relacdo de
igualdade geométrica entre segmentos de recta:

Diz-se que dois segmentos de recta tém o mesmo com-
primento, sse sdo geometricamente iguais.

Daqui a definicdo explicita em termos de extensdo:

Comprimento dum segmento AB & o conjunto de todos
os segmentos de recta que sdo geometricamente iguais a AB.

Mas o senso comum prefere o ponto de vista da compreensao:

Comprimento dum segmento AB é a propriedade que
possuem todos os segmentos geometricamente iguais a AB
e s esses.

A propdsito, é necessario lembrar que a relacdo de igualdade
geométrica nao se confunde com a relacdo logica de identidade.
Para indicar que duas figuras F e G sdo /dénticas (ou coincidentes,
isto é, ttm a mesma figura), escrevemos

F=G
Para indicar que F e G sdo geometricamente iguais, escrevemos

F=G
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No entanto, a igualdade geométrica converte-se em identidade,
quando passamos dos segmentos de recta para os respectlvos
comprimentos. O comprimento dum segmento AB serd represen-
tado pelo simbolo | AB |. Assim teremos, por definicdo (!):

|AB|=|CD| « AB ~ CD

Entretanto é natural que o aluno pergunte: J
Qual dos pontos de vista se deve adoptar nas referidas 'déﬁ-i
nigées: o da extensdo ou o da compreensao? |
A resposta é esta: ‘Pode-se adoptar indiferentemente um ou o
outro; mas veremos casos em que ja nao é indiferente a escotha’.
Convém ainda notar o seguinte: ;

As definicdbes como as anteriores em que se de
ou propriedades a partir de relagcdoes de equivaléncia Séo_c’hanﬁadas
definigées por abstracgao. | o

Nesta ordem de ideias, também se diz, por exemplo, que a
forma duma figura F é o abstracto (ou o tipo) das figuras seme-
lhantes a F, etc. (Esta terminologia relaciona-se com a teoria dos
universais ou arquétipos de Platao.)

No 7.° ano far-se-4 um estudo mais aprofundado deste assunto,
dando a definicdo geral de ‘particio (ou classificagio) dum con-
junto’ e demonstrando o teorema que estabelece a correspondéncia
entre relagoes de equivaléncia e particoes. Por agora ndo convém
ir mais longe.

2. A nocao de 'nimero cardinal dum conjunto’ é definida a
partir da relagdao de equipoténcia por um processo de abstrac¢ao
semelhante aos anteriores:

Diz-se que dois conjuntos A e B tém o mesmo numero
cardinal (ou o mesmo numero de elementos), sse A e B sdo
equipotentes.

(') H4& hoje tenddncia para usar a notagdo [AB] em vez da notagdo AB
para designar o segmento de extremos A e B.
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A definigdo explicita em termos de extensdao seria esta:

Numero cardinal dum conjunto A é o conjunto de todos os
conjuntos equipotentes a A.

Mas tal definicdao é inaceitdvel, pelas razbes que serdao apre-
sentadas adiante, e por isso estard indicada, nesta fase do ensino,
a definicdo em termos de compreensao:

Nuamero cardinal dum conjunto A é a propriedade que
possuem todos os conjuntos equipotentes a A e s§ esses.

Vejamos agora porque é inaceitdvel a definicdo extensiva (%).
Pergunta-se:

Qual é o universo em que estd definida a relagdao de equipo-
téncia ?

A resposta vird naturalmente:

‘E o conjunto de todos os conjuntos possiveis’.

Acontece porém que nao existe tal conjunto, porque a sua
existéncia implicaria indirectamente uma contradi¢ao, chamada
PARADOXO DE RUSSELL.

Com efeito, suponhamos que existe o conjunto de todos os
conjuntos e designemo-lo por “6 Entdo um dos seus elementos

serd ele préprio, isto é:
Gt

J4 isto € uma anomalia, porque, na definigdo de um conjunto,
nao deveria intervir o préprio conjunto definido. Mas admitamos
por um momento esta anomalia. Entdao aparecem-nos duas cate-
gorias de conjuntos:

1) Os conjuntos que sdo elementos de si mesmo (como "6 ).

2) Os conjuntos que nao sdo elementos de si mesmo (como
normalmente sucede).

| Designemos entdao por % o conjunto de todos os conjuntos
que nao sao elementos de si mesmo (e so esses). Ora, de duas
uma (principio do 3.° excluido):

Ou % é elemento de si mesmo ou nao é elemento de si mesmo.

(*) A discussdo que vai seguir-se pode ser recomendada como leitura
aos alunos mais interessados. Fazé-la na aula talvez ndo resulte proveitoso.



’
Suponhamos que % é elemento de si mesmo:
14 4
G <%
’
Entao o conjunto % nao seria constituido sé pelos conjuntos que
nao sao elementos de si mesmo, visto que um dos seus elementos

(o préprio %) é elemento de si mesmo.

14
Suponhamos que "6 nao é elemento de si mesmo:

G ¢G

f
Entao L@ nao seria o conjunto de todos os conjuntos que nao
sao elementos de si mesmo, pois falta 14 um desses elementos,

que é o préprio L@

Assim, em qualquer das hipGteses possiveis, chega-se a uma
contradicdo, e é nisto que consiste, precisamente, O PARADOXO DE
RusseLL. Este pode ser apresentado sob formas mais ou menos
pitorescas, como por exemplo a do barbeiro:

Existe em certa aldeia um barbeiro, que barbeia todas as pessoas
dessa aldeia que nao fazem a barba a si mesmo, e s6 essas pessoas.

Se o barbeiro faz a barba a si mesmo, ndo barbeia sé pessoas
que nao fazem a barba a si mesmo.

Se o barbeiro ndao faz a barba a si mesmo, nao barbeia todas
as pessoas que nao fazem a barba a si mesmo.

Logo nao pode existir um tal barbeiro.

B. Russell procurou eliminar o seu paradoxo, obrigando a
relagdo € a ser anti-reflexiva (isto & obrigando a condigdo X € X
a ser impossivel) e introduzindo a teoria dos tipos l6gicos. Mas
esta teoria impoOe restricoes embaragosas, o que levou os ldgicos
matematicos a procurarem solucao diferente. Uma das solugoes seria:

O ponto de vista da compreensdo ultrapassa o da extensao,
isto é, existem propriedades as quais ndo correspondem conjuntos.

Mas esta solugdo nao se afigura suficiente, o que levou
certos autores (Church, Von Neumann, etc.) a adoptarem estoutra:

Devemos fazer uma distincao entre os conceitos de ‘conjunto’ e de
‘classe’, de acordo com certas regras, como por exemplo a seguinte:
todo o conjunto é uma classe, mas nem toda a classe é um confunto ().

(*) Note-se porém que é mantido o conceito de tipo [dgico: existem
conjuntos de individuos (conjuntos de tipo 1), conjuntos de conjuntos de tipo 1
(conjuntos de tipo 2), etc.
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Segundo este ponto de vista, o universo em que é definida a
relacdo de equipoténcia é a classe de todos os conjuntos possiveis
e a definicdo de cardinal de um conjunto pode ser dada extensi-
vamente do seguinte modo:

Ndumero cardinal de um confunto A é a classe de todos
0s conjuntos equipotentes a A.

Deve ainda notar-se que, quando o universo é uma classe mas
ndao um conjunto, hd propriedades que nao definem conjuntos
nesse universo.

3. Para alunos do 6.° ano, a nogao de numero cardinal deve
ser introduzida de maneira tao intuitiva quanto possivel, como se
faz no Compéndio. A expressao ‘correspondéncia biunivoca entre
dois conjuntos A e B’ aparece antes das expressdes equivalentes
'aplicagdao biunivoca de A sobre B’ e ’bijeccdo de A em B’, que
estdo agora muito em moda, mas que, por serem mais estranhas
ao aluno, prejudicam o caréacter intuitivo e natural que convém
imprimir a esta introduc¢ao.

Pela mesma razao, reserva-se para o Capitulo IV a demonstragdo
de algumas propriedades intuitivas, tais como as propriedades
reflexiva, simétrica e transitiva da equipoténcia. E, mesmo no
Capitulo IV, a demonstracao dessas propriedades deve ser apenas
aconselhada, em /eitura, aos alunos mais interessados.

Pelo contrdrio, deve recorrer-se nesta fase a imagens bastante
sugestivas, como por exemplo algumas gravuras dos cadernos
Sets and numbers do Prof. Suppes para o ensino primério. N&o
esquecer que nesses cadernos o simbolo de nimero cardinal é a
letra N e que o simbolo <= exprime ai inclusdo estrita, enquanto
na nossa orientacao exprime /nclusdo /ata (podemos indicar a inclu-
sdo estrita com o simbolo <).

Convém chamar a aten¢dao do aluno para o facto de que a
no¢cao de numero cardinal se pode aplicar também a conjuntos
de ndimeros. Por exemplo:

# {2 3 5}=3, #{3}=1 , etc
O que é o numero 37 Podemos dizer, por exemplo: é a pro-

priedade que possuem todos os conjuntos equipotentes ao con-
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Junto { Terra, Sol, Lua } e s6 esses conjuntos. Em vez do con-
junto { Terra, Sol, Lua }, podiamos indicar o conjunto { Lisboa,
Porto, Coimbra }, o conjunto {d6, ré, mi }, o conjunto { Lusfadas,
Hidrogénio, 9.2 Sinfonia de Beethoven }, etc., etc. Todos esses
sdo representantes da mesma cfasse de equivaléncia (do mesmo
modo que, por exemplo, vdrios segmentos com um metro de com-
primento representam o comprimento metro ou vérias moedas de
um escudo representam o valor monetario escudo).

Mas nao podemos definir o nimero 3 como sendo a proprie-
dade que possuem os conjuntos equipotentes a {2, 3, 5 }, porque
na definicao nao deve entrar o definido.

4, Convém aproveitar esta oportunidade para mostrar mais
uma vez ao aluno que nao se pode confundir um ente com o con-
junto singular formado por esse ente. Por exemplo, se

A = { Lisboa, Porto, Coimbra },
B = { Tejo, Douro, Mondego },

tem-se
#A=3, #B=3 , #{A,B}=2

mas
+{A}=1, #{B}=1,

o que mostra ser A # { A} e B # {B}.

5. O estudo das operagbes e da relagio de grandeza entre
numeros inteiros pretende estabelecer a transi¢cao

intuitivo — racional

que se deve fazer progressivamente em todo o ensino da matema-
tica, procurando reproduzir a marcha seguida na investigagao.
S6 no 7.° ano se deverad estruturar uma aritmética inteiramente
racional, a partir de uma axiomdtica independente da teoria dos

conjuntos, e s6 nesse momento ird aparecer 0 METODO DE INDUGAQ:
MATEMATICA.

Mas o professor deverd ser exigente e intransigente com o
aluno naquelas poucas demonstracées que aparecem desde j&
com cardcter rigoroso.

Alids, para estimular mais uma vez o brio do aluno, o professor
deve mostrar-lhe como é feito o estudo das operagées e da relagao
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de grandeza no ensino primdrio segundo o método Suppes, em
que o aluno tem de saber justificar a técnica das operacdes que
efectua.

6. Os cardinais infinitos s6 deverao ser tratados, se a turma
ndo estiver atrasada.

Se, pelo contrdério, a turma estiver bastante adiantada e os
alunos revelarem interesse, pode-se ir até um pouco mais longe
do que no Compéndio, demonstrando os dois seguintes factos:

1) O conjunto dos numeros racionais é equipotente a N,

isto é:
#o=%N

2) O cardinal de R (chamado 'poténcia

rior ao de N, isto é:
# N < F R

No primeiro caso, bastara considerar os racionais positivos e
seguir o método de Cantor. Comega-se por colocar em primeiro
lugar a fracgao cujos termos somam 2; em segundo /ugar as fracgoes
cujos termos somam 3, por ordem crescente dos numeradores; em
terceiro lugar as fracgOes cujos termos somam 4, por ordem cres-
cente dos numeradores; e assim sucessivamente:

1 1 2 1 2 3 1 2 3 4 1

4 ’ ’ 14 ’ ’ 4 ’ ’ ’ 5 s

1 2 1 3 2 1 4 3 2 1 5

Em seguida reduzem-se as fracgoes a sua expressao mais simples,
suprimem-se os denominadores 1 e eliminam-se as fracgbes repe-
tidas. Deste modo se estabelece uma correspondéncia biunivoca
entre os nimeros naturais e os niimeros racionais positivos:

1 2 3 4 5 6 7 8 9
! ! !

1 3 4

i ! ¢! & £
1 1 1 2 3
2 < 4 3 2
H4&, pois, tantos numeros racionais positivos quantos numeros
naturais, ao contrério do que a intuicdo sugere.
Quanto a proposi¢cdao 2), bastard provar que o conjunto ] O, 1 [
dos niimeros reais entre O @ 1 tem poténcia superior a3 de N. Para
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isso, terd de seguir-se, como faz Cantor, o método de reducgdo
ao absurdo. Suponhamos que se pode estabelecer uma corres-
pondéncia biunivoca entre N e aquele conjunto. Designemos
entdo em geral por «, 0 nimero real do intervalo ] O, 1 [ corres-
pondente ao numero natural n, qualquer que este seja. Ora j&
sabemos que cada um desses nimeros é representado por uma
dizima infinita normal (periédica ou ndo), tal como se indica no
quadro seguinte:

1 e o = 0, dy; a2 A3 ... Amm
2 & A = 0, dgy Qg dzg ... dAym
3 & xg = 0, dg dgg Agg ... Agm ...
N o, =0, ay; any ans -.. anm

Assim, como se vé, indica-se dum modo geral com a letra a,; o
algarismo decimal de ordem m da dizima que representa «,,. Segundo
a hipétese, todos os numeros reais do intervalo 10, 1 [ figuram
nesta lista. Ora vamos ver que existe pelo menos um ndmero real
deste intervalo que nao figura nesta lista. Seja b, um numero
digito diferente de a,;, seja b, um nimero digito diferente de a,,,.
etc. Dum modo geral, seja b,, um nimero digito diferente de anx..
Entdo o numero real

B=0, by by ... by

pertence ao intervalo ]0, 1[ e é diferente de «, porque b, # ay;,
é diferente de o, porque b, # as;, etc. Dum modo geral, tem-se:
B # «, porque b, # a,, qualquer que seja n € N.

Chegdmos assim a uma contradigdo, resultante de termos.
suposto que o conjunto dos numeros reais do intervalo 10, 1 [ é
equipotente a N. E, como N é equipotente a uma parte daquele
conjunto, segue-se que o cardinal de N é inferior ao do referido
conjunto. .

H4a portanto mais ndmeros reais que numeros naturais, isto é,
#N< # R

Estas demonstra¢des tém, além de outros, o mérito de chamar
fortemente a atengdo do aluno para a diferenga entre os conceitos
de ndmero real e de numero racional.
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7. O aluno manifesta geralmente muito interesse pelas ques-
toes de calculo combinatério, apesar de ndao ver logo a utilidade
deste assunto. Vé-/a-a mais tarde, ao estudar o calculo das pro-
babilidades. E possivel que se venha a reconhecer, no futuro, a van-
tagem de fazer uma bifurcagdo apds este capitulo, dedicando 3 horas
semanais ao calculo das probabilidades e as outras trés horas aos
assuntos que seguem no Capitulo Il no Compéndio.

E preciso ndo perder de vista que a ordem didéctica mais acon-
selhdvel (tal como a ordem Ilégica) ndo é uma ordem total, mas
apenas uma ordem parcial; e que impor sistematicamente, arbitra-
riamente, a ordem total, pode ter inconvenientes sérios.

8. O estudo da férmula do binémio deve reservar-se para o
Capitulo VI. Entretanto ha um assunto que convém tratar ja: o
dos sistemas de numeracao, principalmente pela enorme impor-
tancia que tem assumido modernamente o sistema de base 2.

Deve-se aproveitar esta oportunidade, para insistir na distin-
¢ao entre designacao e designado. Uma coisa € a expressao deci-
mal 237, outra coisa € o numero designado por essa expressao.
Alias, o mesmo nimero pode ser designado pela expressdao 11101101
na base dois, isto é:

237 = 111011011 (2)

Os autores de lingua inglesa costumam distinguir entre ‘number’
e ‘numeral’, usando o primeiro termo para numeros e o segundo
para nomes de numeros. Alids, em portugués também se usa neste
caso em gramatica a expressao ‘nome numeral’ ou simplesmente
‘numeral’, que pode perfeitamente ser transposta para a matematica
com o mesmo significado. Recordemos ainda que em gramatica
se distinguem:

1) os numerais cardinais — nomes de numeros cardinais;

2) os numerais ordinais —
-O, 3-0’ etc-);

3) os numerais multiplicativos e os partitivos — nomes de
numeros racionais (por exemplo, ‘o dobro’, ‘o triplo’, ‘a metade’,

_?__ ; —3— , etc.).
3 5
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A técnica das operacoes em sistemas de base diferente de dez
(nomeadamente na base dois) deve ser justificada de modo intuitivo
e directo, com exemplos numéricos simples.

E é agora chegado o momento de dar uma ideia de como os
computadores electrénicos efectuam a adicao e a multiplicacdo no
sistema bindrio, a partir das operagées légicas no conjunto {0, 1 }.

Designemos por x + y a disjuncdo ou soma l6gica exclusiva

de xey;
assim as duas seguintes tabuadas:

X+ vy Xy
\\< 0 1 \\<yo 1
X X \|

0 0 1 0 0 0
1 1 0 1 0 1

Utilizaremos ainda as duas seguintes operacdes ternarias (isto
é, com trés dados), derivadas das anteriores:
S=x +vy 4+ z (operacao de soma exclusiva)
T =xy + xz + yz (operacdo de transporte)

Suponhamos que se trata de somar os ndmeros

111011
101011

no sistema binario.
Tem-se, na primeira coluna a contar da direita: 1 + 1 = 10.

O Jdltimo algarismo de 10 é dado pela soma ldgica exclusiva:
14+ 1=0. 0O algarismo 1 a transportar é dado pelo produto

l6gico: 1 - 1 =1.
Este algarismo é depois somado aos da segunda coluna (sempre
a contar da direita), o queda: 1 +1 +1 =11. O dltimo algarismo

de 11 é dado pela operacdao de soma exclusiva:
S=1+1+1=1
O algarismo da esquerda de 11 é dado pela operagcao de transporte:

T=1-1+1:14+1-1=1



Este ird para a coluna seguinte, onde teremos agora
S=1+0+0=1 , T=1-04+1:-04+0-0=0

e assim sucessivamente. Deste modo, o computador acaba por
calcular a soma dos nimeros por meio de operacdes ldgicas ele-
mentares:

111011
+101011
1100110

Para multiplicar dois numeros escritos no sistema binario, o
computador segue a regra usual da multiplicacdo neste sistema,
utilizando a tabuada da multiplicagdo no conjunto { O, 1 } e somando
sucessivamente os produtos parciais desiocados sucessivamente de
uma casa para a esquerda. Exemplo:

101110
x1 01
101110
101110
11100110

Apesar de trabalharem fundamentaimente no sistema binario,
os computadores electronicos recebem os dados e fornecem cs
resultados no sistema decimal, mediante um mecanismo adequado
de conversdo. Convém ainda que o aluno tome conhecimento dos
seguintes factos:

1) Os mais potentes computadores electronicos efectuam cerca
de um milhdao de adicées por segundo e cerca de trezentas mif
multiplicacées por segundo, com nitmeros de 12 algarismos deci-
mais. Assim, um sistema de 7100 equacdes lineares com 7100 incog-
nitas, que dantes levaria anos a resolver, pode agora ser resolvido
em cerca de 5 segundos.

2) Os computadores efectuam nao so calculos, mas também
raciocinios, e estao a substituir cada vez mais o homem em toda
a espécie de trabalho intelectual de rotina, em féabricas, minas, labo-
ratorios, estabelecimentos bancdérios, etc., etc. Entramos na Era da
Automacdo, em que o trabalho monétono do homem acabaré por
ser quase todo feito pela maquina.
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3) A sonda espacial enviada pelos Estados Unidos para explo-
racdo do planeta Marte forneceu todas as informacgdes, inclusive
fotografias da superficie marciana, em cddigo binario, que foi depois
rapidamente traduzido na Terra por computadores.

4) As dimensdes e o consumo de energia dos computadores
diminuiu consideravelmente, depois que se tornou possivel substituir
as vdlvulas electrénicas por transistores.

5) Dois dos grandes matematicos que mais contribuiram para
o desenvolvimento dos computadores (J. Von Neumann e Nor-
bert Wiener) abriram igualmente caminho a um novo método
de estudo do sistema nervoso e da psicologia, em que o0s neu-
rones sdo equiparados a elementos de circuitos I6gicos. Assim
nasce uma nova ciéncia: a neurocibernética.
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\Y;
OBSERVACQOES AO CAPITULO IV

1. Na introdu¢do do conceito de aplicagdo (ou funcdo) dis-
corddmos da maioria dos autores modernos para o ensino secun-
dério, ndao sO pelas razbes de ordem ldgica que sdo expostas na
nota da pégina 214 do 1.° tomo do Compéndio, mas ainda por
outras razoes, especialmente de ordem did4ctica.

Para os referidos autores, uma funcdo (de uma varidvel) nada
mais € do que uma relacdao bindria R, funcional na 2.2 variavel,

isto &, tal que
VxeD, 3'%y: xRy,

em que D é o dominio da fungdo. Pode, desde logo, perguntar-se:
Porqué funcional na segunda variavel e ndo na primeira ?
Esta convengdo artificial conduz a distorgbes da linguagem
natural, que nos parecem nao sO inlteis, mas até opostas a facil
assimilacdo dos assuntos. Por exemplo, diz-se sistematicamente

X tem por pai y
em vez de

y é o pai de x
como seria muito mais natural e explicito (o artigo definido ‘o’
esta a indicar precisamente que sO existe um pai de x, para todo
o individuo x). Para qué privar a linguagem comum daquilo que
tem, precisamente, de mais Util e significativo? Apenas para que
a relacdo se possa chamar uma funcdo. Nesta ordem de ideias,
nunca mais deveriamos escrever daqui por diante

y = f(x) mas apenas f(x) =V,

0 que seria o cimulo do dogmatismo bizantino! Seria como querer
obrigar as pessoas a olharem sO para a direita e nunca para a
esquerda...

E tudo isto, porque se pretende evitar a no¢gao de correspon-
déncia como noc¢do primitiva, do mesmo modo que se pretende
reduzir a nocao de par ordenado a de conjunto de tipo 2. Trata-se,
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a nosso ver, de um purismo légico exagerado, ilusério e bastante
nocivo do ponto de vista didactico. A nocdo de correspondéncia

é afinal bastante intuitiva, pode e deve ser usada sem qualquer
temor de impureza.

2. O conceito de funcao pode aparecer psicologicamente sob
diferentes aspectos. Um desses aspectos é o da operacdo (ou
transformacédo), que faz passar do dado para o resuftado. Neste
sentido, a imagem mais adequada para o conceito de fungdo é a
de uma mdaquina que recebe o dado e, apds algum tempo, fornece

o resultado (a figura junta foi copiada do livro de Cd/culo de Apostol).

i
Y4

]

~

f(x)y

Um exemplo humoristico é o da maquina de fazer chourigos,
das quais se diz que entra por um lado o porco e saem por outro
os chourigos...

Um exemplo real e actual € o dos computadores, em que os
dados entram sob a forma de programa e os resultados saem, ao
fim de algum tempo, escritos @ maquina sobre uma fita (*). Nao
esquecer que ha operagcbes com mais de um dado (funcdes de
mais de uma varidvel), das quais nos ocupamos no Capitulo V.

Observe-se que a ideia de tempo é inerente a de operagao:
0 dado antecede no tempo o resuftado. Quando, por exemplo, se
dd a um aluno a expressdao ‘3 x 0,75’ para calcular, ele escrevera
a seguir '= 2,25,

(1) Embora estas consideragoes se dirijam ao professor, podem ser em
parte aproveitadas por este para animar o ensino. O professor deve aproveitar
todos os pretextos para tornar o ensino vivo, atraente e alegre, sabendo usar
o sentido do humor sem quebra de disciplina. Ha muitos animais que choram
(até os crocodilos...), mas, que saibamos, o homem é o tnico animal que ri.
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Mas a ordem pode ser invertida, especialmente quando se
trata de definir um simbolo ou termo novo. Exemplos:

7 = razdo entre o comprimento duma circunferéncia e o do
respectivo diametro.

Y o = nimero cardinal de N.

Energia cinética dum ponto material = metade do produto da
massa pelo quadrado da velocidade do ponto.

3. Um outro aspecto sob o qual aparece o conceito de fun¢ao
é o da definicdo cléssica, isto é& como dependéncia funcional entre
variaveis.

O caso mais simples é o das expressdes designatérias, como
as dos exemplos da pagina 173 do 1.° tomo (o exemplo das pro-
vincias de Portugal pode ser indicado apenas para leitura).

Mas os casos mais sugestivos — e também os mais importan-
tes — sd0 0s que se apresentam na geometria, na fisica e em outras
ciéncias. Por exemplo, diz-se:

O volume duma esfera é funcdo do raio da esfera.

O que quer isto dizer? Na realidade, o volume duma esfera E
e 0 raio dessa esfera sao ja funcdes de E, que podemos designar
respectivamente por v(E) e r(E). A frase anterior é apenas uma
abreviatura da seguinte:

Existe uma funcéao f que transforma r(E) em v(E), isto é, tal que

v(E) = f(r(E)) , VE
E para brevidade de linguagem que escrevemos apenas
v = f(r)

e dizemos que a varidvel v é funcao da varidvel r. Alids, no mesmo
sentido se pode dizer que r é fung¢do de v (funcao inversa).

Significado andlogo tem a frase:

O volume dum géas é funcdo da pressao e da temperatura a
que esta sujeito o gas.

(Neste caso, o volume, a pressdao e a temperatura sao fungoes
do gés e do tempo t.)

IMPORTANTE:

O aluno médio nao estara talvez ainda em condicées de ir até
ao fundo desta analise l6gica. Mas o que nao oferece duvidas é
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que o aluno necessita absolutamente de se familiarizar com este
tipo de linguagem, de modo intuitivo, tal como se faz no Compéndio
de Algebra adoptado, cuja leitura neste ponto se aconselha na
pdg. 240 do texto experimental, apds ter introduzido as nocodes
que se apresentam em nUmeros anteriores.

Se n3o se habituar desde muito cedo o aluno a essa linguagem
de tipo intuitivo, deliberadamente pouco rigorosa, corre-se o risco
de criar nele inibicoes graves, tornando-o escravo de uma mate-
matica bacteriologicamente pura, que o inibe de qualquer aplica-
¢do0 — de todo o contacto com o mundo exterior a essa perfeicao
platénica. Isso é grave, sobretudo entre nés, onde o divdrcio entre
a matemadatica e as suas aplicacées tem sido quase completo, nao
s6 no liceu, como na universidade.

E preciso que o aluno adquira os conceitos com todo o rigor
possivel. Mas é também necessario que se habitue depois, de
maneira consciente, aos abusos cémodos de linguagem, sem os
quais a matematica se tornaria insuportavel e incompreensivel.

4. Consideremos o exemplo do volume dum gds como fungao
da pressdo a que estd sujeito, a uma dada temperatura. Suponha-
mos que essa funcdo é dada pela férmula:

1,25
p

sendo, por exemplo, v a medida do volume em litros e p a medida
da pressdo em atmosferas. Da férmula anterior resulta uma infi-
nidade de implicacoes. Por exemplo:

r

p=1=>v=125 , p=2 = v=0,625
p=4 =v=03125 , p=5 = v=025 , etc.

Abreviadamente, podemos escrever

11,25 , 220,625
40,3126 , 52025 , etc,

em que o sinal ~ indica correspondéncia (por exemplo, a expres-
sdao 11,25 pode ler-se ‘a 1 corresponde 1,25’).

Assim, nestes casos, como noutros de dependéncia funcional,
a correspondéncia é, no fundo, uma implicagdo sob forma
abreviada.
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Note-se que a funcao anterior exprime uma lei de cardcter
empirico. £ indispensével que o aluno fique bem consciente de
que as leis das ciéncias experimentais tém sempre cardcter con-
tingente e aproximado, quer dizer: os valores teéricos dados pelas
formulas sdo mais ou menos préoximos dos valores observados,
mas nao coincidem necessariamente com estes. Alids, é preciso
nao esquecer que as proprias medidas das grandezas fisicas sdo
sempre aproximadas, nunca exactas.

Haveria muito interesse em fazer exerclcios em que, num grafico
se apresentassem, por um lado, uma funcao como a anterior, refe-
rente a uma lei fisica, e, por outro lado, se representassem pares
de valores observados das varidveis que intervém nessa lei (tirados
por exemplo dum trabalho experimental, com a ajuda do professor
de fisico-qulmicas ou do professor de ciéncias naturais). O aluno
verificaria entao que os pontos representativos desses pares nao
se encontram geralmente sobre o grafico da funcdo, embora deste
se aproximem mais ou menos. Em estatistica matematica estudam-se
métodos de ajustamento, pelos quais se escolhe a recta ou curva
de tipo determinado que melhor se ajusta ao conjunto dos pontos
marcados (regressao linear ou nao linear).

Como minimo dos minimos, o professor deveria pelo menos
mostrar ao aluno alguns desses gréaficos ja desenhados.

IMPORTANTE:

Alguns alunos da alinea g) (ciéncias econdmico-financeiras)
alegam que os exemplos de fisica apresentam para eles dificuldade
e pouco interesse, uma vez que a disciplina de Fisico-Quimica nao
é para eles obrigatéria. E preciso esclarecé-los, dizendo que os
conhecimentos de fisica exigidos por tais exemplos sdao extrema-
mente elementares e fazem parte da cultura geral do homem do
século XX. Durante muito tempo, desde Newton, a fisica e andlise
infinitesimal foram irmas siamesas e ainda hoje, ap6s a operagao
gue as separou no século passado, ndao se sabe ao certo onde acaba
a fisica e onde comeg¢a a matematica. Deste modo, prescindir dos
exemplos da fisica, é privar a matematica de uma das suas mais
ricas fontes de intuicdo e é portanto, em grande parte, esterilizar
0 ensino da matemadtica.

No entanto, o professor deve, em relagdo a esses alunos, ter
o cuidado de explicar mais minuciosamente esses exemplos, aten-
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dendo a que, desgragadamente, o ensino da fisica estd reduzido
quase a zero no 2.° ciclo dos nossos liceus, apesar de se ter iniciado,
ha 20 anos, a Era Atomica.

5. Até ao n.° 17 deste capitulo é feito o estudo geral das
fungdes, no aspecto operatério, e s6 depois, como se indica no
n.°c 18, se deve passar ao estudo das fungdes reais de variavel real,
com aplicacdo as ciéncias experimentais.

O professor deve dedicar especial atencdo as demonstragées (na
verdade bem poucas sdao). Quanto a demonstragdo da associativi-
dade do produto de aplicagoes f, g, h podera limitar-se ao caso sim-
ples em que o dominio de f contém o contradominio de g e o domfnio
de g contém o contradominio de h, o que desde logo elimina a
questdo dos dominios, que € a parte mais delicada da demons-
tragao.

Mas, para alunos de excepcao, convém aconselhar a leitura da
demonstracdo no caso geral.

6. Nos exemplos apresentados recorre-se muitas vezes a
operadores tais como o dobro, o triplo, a metade, um terco, ete.
Estes operadores e os respectivos produtos, em qualquer ordem,
sdo afinal os numeros racionais positivos, quando aplicados a gran-
dezas tais como comprimentos, volumes, massas, tempos, etc.
Estd-se a fazer, deste modo, uma preparacdao psicoldégica para a
teoria dos numeros reais como operadores, que ha-de ser estrutu-
rada logicamente no 7.° ano. As designa¢does dos nimeros racio-
nais positivos sao os numerais multiplicativos-partitivos, ja atras
mencionados e que convém a principio escrever por extenso. Ao
passar para as respectivas abreviaturas simbdlicas — que sao as
fraccbes — impoOe-se mais uma vez salientar que uma coisa é uma
fraccdo e outra coisa é um numero designado por essa fraccao.

3 75

Por exemplo, as frac¢oes 4 e 100 sao equivalentes, isto é,

designam o mesmo numero (fracciondrio), mas ndo sdo a mesma
fraccao, isto é, tem-se

3 75 -
4 =~ 100 ™Mas M40 =100
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A segunda é redutivel, enquanto a primeira é irredutivel — o
que nao faz sentido dizer dum numero fraccionario.

12 3

Analogamente, as fraccoes —4 e 1— sdao equivalentes, isto

€, representam o mesmo numero (inteiro), etc.
Serda também muito importante salientar que o produto de

numeros racionais é definido como produto de operadores. Exemplos:

1 1 1

metade de um tergo = um sexto (2 X 3 = 6)

3 2 3 )

X =
4 5 10

Neste caso, a preposicdo de traduz-se por 'x’ (vezes).

Ha alunos que chegam ao 6.° ano sem conhecerem o signifi-
cado da multiplicagdo de nimeros racionais!

Nunca é de mais insistir no estudo comparativo entre a légica
gramatical e a l6gica matemadtica, entre a linguagem vulgar e a
I6gica matematica, entre a linguagem vulgar e a linguagem da mate-
matica. Nao devemos esquecer que a matemdtica é, no fundo,
um processo de formalizacdo progressiva da linguagem comum.
Isto torna-se bem evidente na iniciacdo algébrica que é feita no
2.2 ciclo. Pena é que o objectivo fundamental dessa iniciagdo —
o por problemas em equacdo e resolvé-los por esse método —
esteja a ser quase completamente ignorado no nosso ensino. £sta
deficiéncia torna-se ainda mais chocante, quando verificamos que,
segundo o método Suppes, para 0 ensino primario, as criancas
comegcam a por problemas em equagcao logo na 1.2 classe.

trés quartos de dois quintos = trés décimos (



Vi

OBSERVACOES AO CAPITULO V

1. As consideragoes dos n.°® 1 e 2 podem ser resumidas para
o aluno, reservando-se para esclarecimento do professor a leitura
minuciosa desses nimeros.

2. A nocdo de grupdide desperta bastante interesse nos alunos,
sobretudo quando se parte de exemplos. O exemplo recreativo do
‘Bailado das Horas’ que aparece s6 na pag. 27 do 2.° tomo, pode
ser apresentado logo no n.° 4, atendendo a que se trata de um
exemplo muito rico em sugestées. Em vez de considerar os seus
elementos como classes de congruéncia mddulo 72, é preferivel
comegar por considera-los como entes arbitrdrios, nhomeadamente
rapazes e raparigas, como se indica no texto (de preferéncia alunos
da turma ou seus conhecimentos). Isso ndo sé concretiza bastante
mais o exemplo, como prepara o terreno para os conceitos de iso-
morfismo e de identidade de estruturas, que serdo dados mais
adiante. E claro que o préprio exemplo conduzird as referidas
classes de congruéncia (em N ou em 2 ), como elementos de uma
das possiveis concretizacdes desta estrutura.

Um exercicio entre muitos:

Determinar o numero total de grupdides que é possivel definir
com o conjunto {1, 2, 3}.

Trata-se, é claro, de achar o nimero total de aplicacdes de
{1.2,3 }* em {1, 2,3 }, nlmero esse muito elevado (3° =19683).

3. Podem imaginar-se diversos modelos para concretizar o
conceito de grupdide. Convém que tais modelos se aproximem,
mais ou menos, de maquinas de calcular.
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Seja, por exemplo, A= {1, 2, 3, 4 } e seja 0 a operagdo definida
pela tabela seguinte:

Um modelo muito simples para este grupdide pode ser cons-
truido com dois cartdes como vao a seguir indicados.

1
| 1 1 1 1 Operagdo 0
| 2 Ee—
||
1 2 3 4 1 2 3 4
3 I tE T T
1 3 3 1 E comutativa?
4 E associativa ? 3
1 4 1 4

No segundo cartdo sdo abertas 5 janelas. A da esquerda,
isolada, destina-se a mostrar o primeiro dado. As restantes quatro
sdao encimadas pelos valores do segundo dado e destinam-se a
mostrar os correspondentes resultados.

O primeiro cartdao deve deslizar verticalmente por trds do segundo,
entre dois encaixes laterais. Se as posi¢gdes relativas das janelas
estiverem bem calculadas, a mdquina executari correctamente a
operagao 0. Por exemplo, quando 3 janela da esquerda aparecer
o numero 3 (primeiro dado), deverdo aparecer 1, 3, 3, 1, respec-
tivamente, por baixo de 1, 2, 3, 4 (valores do segundo dado).
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Podem construir-se modelos deste tipo para varios grupdides,
0 que contribuird, certamente, para animar o ensino e torna-lo mais
eficiente.

E claro que também se podem concretizar, com tais modelos,
operacdes para as quais o conjunto dado ndo é um grupdide. E o
que sucede, por exemplo, com as opera¢oes de adicdo e multipli-
cacdo no conjunto dos ndimeros digitos. Conviria até comecar por
estes dois exemplos familiares, em que as tabelas sdo as tabuadas
usuais da adicdo e da multiplicacao.

4. Quando uma operagdao é dada por uma tabela, é muito
facil verificar se ela é comutativa ou ainda se tem elemento
neutro ou se é reversivel;, mas é fastidioso, nesse caso, verificar
directamente se a operacdo é associativa. O problema pode
amenizar-se bastante, por meio dum isomorfismo, como veremos
mais adiante.

5. O conceito de isomorfismo tem importancia primacial na
matematica moderna. Tudo o que neste capitulo se refere a iso-
morfismos pode ser assimilado com interesse pelos alunos, desde
que o ensino seja bem conduzido. A equipa guiada pelo Prof.
Suppes consegue transmitir estas nogdes, com éxito, a alunos de
10-11 anos, mediante exemplos adequados (de caracter elementar,
bem entendido).

Um exemplo bastante eficaz, que convém explorar a fundo, é
o do ‘Bailado das Horas:.

Um exemplo ao mesmo tempo eficaz e utilissimo é o que se
desenvolve através de todo o capitulo, como /eit-motiv, até final:
o da funcao exponencial e sua inversa. Este isomorfismo — que
s6 por si justifica todo o estudo geral que se faz sobre tal conceito
— acabard por ser concretizado, de maneira excelente, com o0 uso
da régua de célculo, que é um exemplo notdvel de associacdo da
teoria com a pratica.

6. Quando dois grupéides (A, 0) e (B, @) sdo dados por tabe-
las, é bem facil verificar se uma aplicacao f de A sobre B é ou néao
um isomorfismo. Basta substituir cada elemento x de A, em todos
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os lugares da tabela de 0 pelo correspondente elemento f(x) de B:
a aplicagcdao f serd& um isomorfismo, sse a opera¢dao definida pela
tabela assim formada coincide com &.

Seja, por exemplo, A={-1,-1}, B={0, 1}, e conside-

remos os grupdides (A, -) e (B, +) com as operagdes definidas
pelas tabelas seguintes:

Xy X +vy
\\y—1 1 x 0 1
X X

-1 1 -1 0 0 1
1 -1 1 1 1 0

S 1 0\ , .
Trata-se de saber se a aplicagao (_1 1) é um isomor-
fismo de (A, -) sobre (B, +).

Feita a substituicdo de — 1 por 1 e de 1 por O na primeira
tabela, obtém-se a tabela seguinte:

Ora a operacdo definida por esta coincide manifestamente com
a anterior, +.

N 0 1 I
Analogamente se vé que a aplicagdao 11 ndo é um
isomorfismo de (A, -) sobre (B, ).
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7. Vejamos agora como se pode, por meio de um isomorfismo,
averiguar se uma opera¢dao definida por uma tabela € ou ndo asso-

ciativa.
x 0y

4 1 {4 1 4

Seja novamente a operacdo O considerada no n.° 3, operacédo
definida no conjunto A = {1, 2, 3, 4 }. Note-se que, a cada ele-
mento a@ de A, corresponde a aplicacdo x -~ ax do conjunto A

em si mesmo, aplicacdo que podemos designar por S,. Teremos
assim:

1234 _ (1231 (1234
Sy = (1 11 1)'32"l ' 83"(1331)'54 (1 414)
Alids, estas aplicacGes sao bem evidenciadas pelo modelo-maquina
descrito no n.° 3.

Formemos, agora, a tabela do produto de aplicagées definidas
no conjunto A* = {S,, S, S, S,.}

x0y
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Confrontando esta tabela com a anterior, imediatamente se
reconhece que a aplicacdo a \2 S; é um isomorfismo do grupdide
(A, 0) sobre o grupdide (A*, -). Ora, jd sabemos que o produto de
aplicagcdes é associativo. Logo, pelo PRINCiPIO DE ISOMORFIA, 3 ope-
racdo 0 também é, necessariamente, associativa.

Vejamos um segundo exemplo. Seja, agora, A= {1,2 3}e
seja 0 dada pela tabela seguinte:

x 0y

Entao:
123 123 123
S"'(1 3 2) 'Sz"(s 2 1) 'Ss"(z 13

s o AV & D
Neste caso, a correspondéncia a\ xS, é a aplicacdo
S; Sp S3

biunivoca do conjunto A sobre o conjunto A*={S,, S, S3 }. Mas
nao é um isomorfismo. Por exemplo, tem-se

123 {28
Sp S = 231)e &%=%=(213)

portanto S,g, # S;S.,. Mais até: S;S, ndo pertence a A* e, deste
modo, (A*, <) nao é sequer um grupdide.

Podemos ndés concluir daqui que a operacao 9 nao é associa-
tiva? Vamos ver que sim, tendo em conta o seguinte teorema,
cuja demonstracao pode ser feita ou nao na aula. conforme o estado
de adiantamento da turma:

TeoremA. Seja (A, 0) um grupdide qualquer. Pondo S,(x) = afx
para todo o a€ A, e A* = { Sy :a €A}, suponhamos que a corres-
pondéncia a\.» S, é uma aplicacao biunivoca de A sobre A*. Nestas
condigbes, a operacdo 0 é associativa, sse a aplicagdo a\»S, 6é
um isomorfismo de (A, 9) sobre (A*, -).
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Demonstragao:

a) Se a referida aplicagdo é um isomorfismo, a operagdao 0 é
associativa, em virtude do PRINCIPIO DE |SOMORFIA, visto que o
produto de aplicacoes é sempre associativo.

b) Reciprocamente, suponhamos que 0 é associativa. Vamos
provar que a aplicagao a \.2 S, € necessariamente um isomorfismo
de (A, 0) sobre (A*, -), isto é que Sgep =S, - Sp, Va, b € A.

Com efeito temos, por definicdo de S;g4:

Sagp(x) = (abb)bx , W¥x €A,
donde, visto que (afb)0x = a0(b0x),
Sapp(x) = Sa(Se(x)) , VxeA

e portanto Sggp = Sa.- Se-

Este teorema exige a hipétese de a aplicacao a~> S, ser biu-
nivoca (é 6bvio que é sempre uma aplicacdao de A sobre A*). Vamos
ver dois casos em que se verifica a hipotese da biunivocidade:

1.2 caso. O grupdide tem elemento neutro. Com efeito, se u
é elemento neutro de 0, tem-se:

a#b <« abu#bbu = S, #Sp, Va, beA

2.2 caso. O grupdide verifica a lei do corte. E f4cil fazer a
demonstracao neste caso.
Assim se conclui, em particular:

CoroLARrRIO. Todo o semigrupo que tenha elemento neutro
ou verifique a lei do corte é isomorfo a um semigrupo de aplica-
coes (também se diz: '‘pode ser realizado ou representado por um
semigrupo de aplicagdes’).

E claro que qualquer das hipdteses é sempre verificada por um
grupo. Note-se que a representacao de grupos por meio de apli-
cacOes de outro tipo tem grande importancia em fisica moderna e
em outros ramos da ciéncia.

A titulo de curiosidade, pode ainda registar-se o seguinte tecrema:

Um grupdide (A, 9) que ndo tenha elemento neutro pode ser
sempre prolongado num grupdide (A’, 9') com elemento neutro, e
que é associativo sse o primeiro for.
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Com efeito, basta por A’=A u {u }, onde u é qualquer ele-
mento que nao pertenca a A, e por

ub'a=ab'u=a , VaeA
a'b=abb , Va beA

Assim 0’ é uma extensdo de 0, u elemento neutro de 6 e vé-se
que 0’ é associativa sse 0 o for.

Deste modo o anterior método poderda ser sempre aplicado com
éxito. E convém ainda notar que os anteriores teoremas sdo validos,
quer A seja finito quer seja infinito.

8. Ja atras falamos de numerais cardinais (nomes de nimeros
naturais) e de numerais multiplicativo-partitivos (nomes de nimeros
racionais positivos). Observe-se agora a correspondéncia biunivoca:

1 2 3 .o n
v ¥ V !

O mesmo o dobro o triplo o n-uplo ...

Aqui ‘o mesmo’ designa o operador identidade x \» x, ‘o dobro’
designa o operador x \_» 2x, etc. Estes operadores sio numeros
racionais, postos em correspondéncia biunivoca com numeros natu-
rais. Ora tal correspondéncia é um isomorfismo relativamente a
multiplicacdo. Por exemplo, tem-se:

2x3= 6 o dobro do triplo = o séxtuplo
3 x4=12 o triplo do quadruplo = doze vezes

e assim por diante.
Mais ainda: essa correspondéncia é também um isomorfismo
relativamente a adicao. Por exemplo:

2+3=5 0 dobro mais o triplo = o quintuplo
3+4=7 o triplo mais o quadruplo = o séptuplo

E este duplo isomorfismo que leva a identificar os numeros
naturais com os correspondentes numeros racionais, permitindo

escrever:
N cot

Por um processo anédlogo se identificam os numeros absolutos
com os correspondentes nimeros relativos (ndo negativos). Mas
isso serd tratado a seu tempo.

128



9. Assim como o conceito de correspondéncia biunivoca da
origem a relacdo de equipoténcia, assim também o conceito de
isomorfismo da origem a relacdo de isomorfia. E assim como a
relacdo de equipoténcia da origem, por abstraccao, ao conceito de
numero cardinal, assim também a relacao de isomorfia da origem

ao conceito de estrutura (ou forma).

Diz-se que dois conjuntos
tém o mesmo numero cardinal,
sse sao equipotentes.

Donde;

Numero cardinal dum con-
junto A é a propriedade que pos-
suem todos os conjuntos equi-
potentes a A e sO esses.

Com efeito:

Diz-se que dois grupdides
tém a mesma estrutura (ou a
mesma forma), sse sao isomorfos.

Estrutura (ou forma) dum
grupdide G é a propriedade que
possuem todos os grupadides iso-
morfos a G e sd esses.

Um exemplo andlogo, que convém citar, é o da forma duma
figura F (propriedade que possuem todas as figuras semelhantes
a F e sO essas).

Mas, assim como nao faz sentido falar do conjunto de todos
os conjuntos (por causa do PARADOXO DE RusstLL), assim tam-
bém nao faz sentido falar do conjunto de todos os grupdides
(pela mesma razao). Neste caso, uma solugao é utilizar o termo
‘classe’ com significado mais amplo que o de ’‘conjunto’ (ver
pags. 105-106); entdo o universo em que é definida a relacao de
isomorfia serd a classe de todos os grupdides, que ficara repartida
em classes de equivaléncia pela referida relacao (1).

MUITO |MPORTANTE:

No Compéndio define-se ‘estrutura dum grupdide’ (1.° vol.,
2.° tomo, pag. 36) de maneira diversa da anterior, embora lhe seja
equivalente, em virtude do PRrincirio DE [soMORFIA. Mas talvez seja
preferivel a definicdo anterior, para estabelecer uniformidade com
as definicoes de nimero cardinal, forma duma figura, etc.

Sendo assim, o principio de isomorfia admite um segundo
enunciado que vem esclarecer o significado de ‘estrutura’, como

(}) Recordemos que, segundo vérios autores, & a estas classes que deve-
riamos chamar estruturas de grupdide.
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propriedade equivalente 3 conjun¢do das propriedades formais da
opera¢dao do grupdéide:

A estrutura dum grupdide (A, 9) equivale & conjuncdo de todas
as propriedades /6gicas da operacao 0.

Mas, nos casos usuais, verifica-se o seguinte facto, em que se
revela a prépria esséncia da matematica moderna:

Entre todas as possiveis propriedades l6gicas de 0, é possivel
escolher algumas, em numero finito (e geralmente pequeno), que
implicam todas as outras.

As propriedades assim escolhidas sdao chamadas os axiomas e
as restantes os teoremas da estrutura.

Nestas condicées, dar uma estrutura equivale a dar um sistema
de axiomas ().

Por exemplo, dar a estrutura do grupdide (N, +) equivale a
dar um sistema de axiomas (propriedades da adigdo em N), equiva-
lente ao sistema de PEANO., como se verd no 7.° ano.

Entretanto, como preparagao do terreno psicolégico, serd muito
importante resolver os exercicios da pagina 37.

Eis mais dois exercicios esclarecedores:

i. Os grupéides (z, +) e (,@ +) sdo isomorfos? Porqué?
Il. Os grupdides (Qt, -) e (R*, *) sdo isomorfos? Porqué?

Trata-se de procurar propriedades l6gicas que sejam vélidas
num e nao no outro. Por exemplo, a propriedade

Va, Ix:x +x =a

¢ vélida em (0, +) e ndo em (=2, +).
Por sua vez, a propriedade

Va, 3x:x * x = a,
é vélida em (R*, -) e ndo em (Q*%, ).

Convém que sefa o aluno a descobrir por si estas propriedades.

10. Dum modo geral, os assuntos marcados com asterisco sa@o
facultativos. Mas a nocdo de quase-grupo deve ser dada, pelo
menos sob a forma de exercicio, a propésito do teorema:

(*) Note-se que este facto se verifica ndo s6 com as estruturas do grupdide,
mas ainda com qualquer outra que se considere em matemética.
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A operacao dum grupo é sempre reversivel.

Para concretizar melhor o conceito de operacao reversivel,
apresente-se o exemplo sugestivo do n.°c 4, pag. 13. Aqui a ope-
racdo é reversivel, mas o grupdide nédo é um grupo (ndao é associa-
tivo). Exemplo andlogo, igualmente sugestivo, é o do grupdide
(z, —=). O aluno deve, por si s6, chegar a esta conclusao:

O facto de a operacdo dum grupdide (A, 0) ser reversivel equi-
vale a serem biunivocas as aplicacées

Xurabdx , xwaxbxe , VaeA

No caso em que a operacao é definida por uma tabela, estas
aplicacoes sao dadas respectivamente pelas linhas e pelas colunas,
e é assim que o aluno se pode aperceber do referido facto.

Os termos ‘quase-grupo’ e ‘quadrado latino’ surgem agora como
necessidade de dar um nome as situagbes encontradas.

Quanto aos teoremas 'Um quase-grupo é um grupo, sse for
associativo’ e ‘A matriz dum grupdide finito define um quase-grupo,
sse é um quadrado latino’ ficam & mercé das circunstancias e a
titulo de curiosidade.

Note-se que no primeiro teorema ha um ponto delicado, rela-
tivo a existéncia de elemento neutro. Se (A, 0) é um quase-grupo,
tem-se

(1) VceA JueA:cbu=c

Isto leva o aluno precipitadamente a concluir que todo o quase-
-grupo tem elemento neutro. Mas os exemplos apresentados
mostram que isto ndao é verdade.

Para ver que a conclusao é precipitada, basta lembrar que o
elemento u indicado em (1) depende de c e néo verifica necessa-
riamente a condicao ufc = c. Para a existéncia de elemento neutro,
deveria ter-se, em vez de (1):

JueA, VceA:cbu=ulc =c

o0 que é bastante diferente de (1) e acaba por ser demonstrado,
aplicando a associatividade.

11. A introducdo ao estudo dos logaritmos, feita no n.°c 22,
tem ainda caracter intuitivo, como se diz ai, e devera ser comple-
tada logicamente no 7.° ano. Mas, para ja, € necessario tirar o
mdximo partido do estudo anterior sobre isomorfismos.
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Assim, os cldssicos teoremas sobre logaritmos (do produto, do
quociente, etc.) devem aparecer como simples consequéncia do
teorema relativo a aplicacao inversa de um isomorfismo. Alias, isto
ira tornar-se perfeitamente claro no espirito do aluno, quando fizer
uso consciente da régua de calculo.

Os alunos costumam reagir quando se trata de dar uma ideia
de demonstragdgo do teorema fundamental (n.c 24, pdag. 65),
notando que, para além do algarismo das décimas, o cdlcuio do
logaritmo se torna excessivamente laborioso. Deve-se entao expli-
car-lhes que nao se trata propriamente de recomendar um método
de calculo dos logaritmos (que, em matematica superior, se pode
fazer, de maneira muito mais expedita, por meio de séries), mas
sim de ver como se pode demonstrar a existéncia e a unicidade
do logaritmo, visto que, teoricamente, sera possivel determinar
tantos algarismos decimais do logaritmo quantos se queiram.

Em todo o caso, para que esta ideia se torne mais clara no
espirito do aluno, sera aconselhdvel fazer, como exercicio, o cal-
culo de logaritmos, na base dois, de ndmeros escritos igualmente
no sistema de base dois — por exemplo de 3 na base 2, ou sefa
o logaritmo de 11 na base 10, usando o sistema de numeracao
binaria. Serd entdo muito mais facil determinar varios algarismos
exactos do logaritmo. Exercicios como este, além de esclarecerem
o conceito de Jogaritmo, chamam novamente a atencao para o
sistema binario, de que os computadores electrénicos mostram o
grande interesse e actualidade.

12. Que o professor nao perca esta oportunidade para demons-
tragoes simples da irracionalidade de logaritmos na base 10, como
se faz por exemplo no Compéndio de Algebra adoptado, para o
logaritmo de 2 (pag. 242).

Além disso, serda do maior interesse resolver os 11 primeiros
exercicios do Capitulo XXl deste Compéndio, pag. 250, nao sé
para esclarecimento da teoria, mas ainda para desenvolvimento no
aluno da técnica de célculo. Um dos factos alarmantes que a actual
experiéncia tem posto em foco é que a preparacao adquirida pelos
alunos no 2.° ciclo é deficientissima, até no que se refere a técnica
de célculo algébrico elementar.

13. A aprendizagem do uso da régua de calculo devera ser
gradual, ocupando pouco tempo em cada aula e limitando-se a
operagoes simples no 6.° ano.
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A primeira coisa a estudar é a teoria da régua de calculo, em
intima ligacao com a teoria dos logaritmos. Neste sentido, é muito
recomenddvel que o aluno construa ele préprio uma régua de cal-
culo rudimentar, com dois bocados de cartolina sobre os quais
deve marcar duas escalas logaritmicas, numa base conveniente.
Alids, a nocao de escala logaritmica é por si s6 muito importante
e virad a reaparecer no 7.° ano, ao fazer-se uso de papel logaritmico
ou semilogaritmico.

Devem seguir-se as instrucoes que acompanham a propria
régua, utilizando a régua de demonstracao para que o ensino possa
ser rapidamente apreendido por toda a turma.
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