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CONSIDERAGCOES DE ORDEM GERAL

Convém chamar a ateng¢do para alguns pontos que jd foram
focados no Guia anterior, mas que importa salientar sob novos
aspectos.

No que se refere & questdo crucial dos exercicios, nunca é de
mais insistir nas seguintes recomendac¢des:

1) E preciso combater 0 excesso de exercicios que, como um
cancro, acaba por destruir o que pode haver de nobre e vital no
ensino.

2) E preciso evitar certos exercicios artificiosos ou compli-
cados, especialmente em assuntos simples.

3) A melhor maneira de memorizar férmulas e teoremas (quando
for necessdrio) é aprender a deduzir sem hesitagdo essas fdérmulas
@ esses teoremas, em vez de resolver listas fastidiosas de exercicios,
como pretexto, tantas vezes forgcado, para pdr & prova tais conhe-
cimentos. O professor deve incitar os alunos a sererm desembaragados
nas dedugdes, tanto como nos célculos.

N80 quer isto dizer, de modo nenhum, que ndo seja indispen-
sével resolver bons exercicios, para esclarecimento de diversos
assuntos e para a aquisicdo de técnicas (teis e necessdrias. OO que se
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J. SEBASTIAO E SILVA

imp&e € nao cair no excesso — a obsessdo do exercicio — e adoptar
um critério de escolha que elimine exercicios supérfluos e exercicios
estapafirdios, que tenham como equivalente, no ensino das linguas
vivas, a retroversao de frases deste género:

‘As sobrinhas dos capitdes brincavam no jardim com as netas
dos juizes'.

Nem sequer o ridiculo tem conseguido vencer estas e outras
incongruéncias, que certamente nao contribuem para estimular o
bom senso e o bom gosto do aluno. )

E mais proveitoso reflectir varias vezes sobre um mesmo exer-
cicio que tenha interesse, do que resolver vérios exercicios dife-
rentes, que nao tenham interesse nenhum.

No entanto, é essencial que o aluno consiga, ele préprio, sem
ajuda, resolver exercicios pela primeira vez. Todo o problema novo,
com interesse, tem uma ideia-chave, um abre-te Sésamo que ilumina
o espirito' de subita alegria: a classica ideia luminosa que faz gritar
‘Eurekal’. Ora, é esse momento dureo de alegria que o aluno precisa
de conhecer alguma vez: s6 por essa porta se entra no segredo da
matemética, se descobrem os seus tesouros, se aprendem as suas
recOnditas harmonias. Vistos por esse mégico prisma, todos os assun-
tos, desde os mais modestos, se transformam como por encanto,
ganhando vida e beleza. Diga-se a verdade: é de vida, é de alma,
que o ensino estd necessitado — porque tudo nele se reduz afinal
a... matéria que vem para exame.

Ensino vital de ideias, eis 0 que se impde — em vez de expo-
sigdo mecénica de matérias.

Entre os exercicios que podem ter mais interesse, figuram aque-
les que se aplicam a situagées reais, concretas. O nosso ensino tra-
dicional ndo enferma unicamente de fraca (e quantas vezes nula)
insisténcia em demonstragées, e de insuficiente rigor l6gico: peca
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também por auséncia de contacto com o himus da intui¢do e com a
realidadde concreta. Ora, um dos pontos assentes em reunioes inter-
nacionais de professores, promovidas pela 0.C.D.E., é que o professor
de matemadtica deve ser, primeiro que tudo, um professor de mate-
matizagao, isto €, deve habituar o aluno a reduzir situag6es concretas
a modelos matemaéticos e, vice-versa, aplicar os esquemas ldgicos
da matematica a problemas concretos.

E preciso ndo esquecer que o extremo rigor légico, em vez de
formativo, pode tornar-se perigosamente deformador, criando ini-
bicoes por vezes insuperdveis — se ndo for precedido de uma boa
motivagao intuitivo-concreta e equilibrado com o referido processo
de matematiza’béo. A critica dos fundamentos da matematica, inciada
no século passado, conduziu a esse grau de rigor ldgico, cuja neces-
sidade se impunha; mas criou ao mesmo tempo um estado de
espirito favordvel a atitudes rigidas, demasiado platonicas. Seguiu-se
uma reacgao, por vezes também excessiva, mas em parte salutar,
dos chamados ‘mateméticos empiristas’. Neste sentido, sao dignas
de reflexdo as seguintes palavras de Guido Castelnuovo, proferidas
em 1912, num congresso de professores em Génova:

‘Nés ensinamos a desconfiar da aproximac¢ao, que é realidade,
para adorar o idolo de uma perfeicdo, que é iluséria. NOs re presen-
tamos o universo como um edificio, cujas linhas tém perfeicdo
geométrica, e nos parecem desfiguradas e enevoadas, apenas por
causa da imprecisdo dos nossos sentidos, quando, pelo contrério,
deveriamos incitar os alunos a reconhecerem que as formas incertas
reveladas pelos sentidos constituem a unica realidade acessivel
- realidade que, para satisfazer certas exigéncias do nosso espirito,
substituimos por uma precisdo ideal [...]. Ndo hd melhor maneira
de alcangar o objectivo [do ensino cientifico] do que conjugar a
cada passo a teoria com a experiéncia, a ciéncia com a aplica-

c¢do [...]".


















INTRODUGAO A TRIGONOMETRIA

1. A introdugdo a trigonometria poderd e deverd ser feita com
motivagdo concreta, apta a despertar interesse suficiente no espi-
rito do aluno (1).

Comecemos pelo problema de tipo cléssico:

Calcular a altura de uma torre por meio de medicdes efectuadas
no solo (sem subir & torre).

Pede-se aqui algo que pode parecer impossivel a uma pessoa
que ndo tenha formagdo matematica. A beleza do assunto estéd
precisamente nisto: o impossivel torna-se possivel por dedugdo
matematica, baseada nos axiomas da geometria euclidiana (induzidos
da experiéncia). Eis, pois, aqui um exemplo simples do éxito do
método matemético aplicado a natureza. Alids, o aluno j& deve saber

(') Cf. Algebra e Trigonometria. para os IV, V e VI anos liceais, de Fran-
cisco Dias Agudo (1938). A introdugdo & trigonometria adoptada nesse livro é
em parte semelhante & que vamas aqui preconizar, mas, que, como é de ver,
ndo se coaduna com a orientaglo estatuida pelo actual programa cléssico.
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neste momento como se resolve o problema por semelhanga de
tridngulos.
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Para simplificar a questdo, suponhamos que o terreno junto a
torre 6 plano e horizontal (caso da figura). Com um instrumento do
género do teodolito, colocado em B, poderd medir-se o dngulo ABC,
sendo A um ponto da torre situado no plano de nivel de B e sendo C
um ponto do cimo da torre situado na vertical de A. Seja B a medida
desse &ngulo. Por outro lado, seja ¢ a medida do lado AB e seja d
a medida de BD (distancia de B ao solo) igual 3 de AE em virtude
da hipé6tese feita sobre o terreno.

Resta-nos pois determinar a medida, b, de AC, visto que a altura,
h, da torre seré:

h=b+d

Ora, a medida b pode ser determinada, indirectamente, com o0s
elementos de que dispomos, e o, préprio aluno, com os conheci-
mentos adquiridos no 2.° ciclo sobre semelhanga de tringulos, j&
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estd em condi¢gdes de dizer como se pode resolver o problema gra-
ficamente:

Comega-se por desenhar, num papel ou no préprio terreno, um
tridngulo rectédngulo [A'B'C’], que verifique a seguinte condigéo:

A'B'C'~ ABC (1)

Os angulos A'B'C' e ABC tdm, portanto, a mesma medida B
(que podemos supor expressa em graus ou em graus e minutos).

O cateto A’B’ pode ser tracado arbitrariamente. Sabe-se como é
possivel depois tragar o outro cateto, A'C’, e a hipotenusa, B'C".

Designemos por b’ e c¢’, respectivamente, as medidas dos cate-
tes A'C' @ A'B’. £ claro que estas medidas podem ser determinadas
directamente no papel (ou no terreno)..A partir deste momento, pode-

(') Como foi anteriormente estabelecido, o sinal 2 l8-se ‘geometricamente
igual a'. Se nBo hé perigo de confusdo, pode substituir-se pelo sinal =, e ler-se
‘lgual @', embora isto seja um abuso de linguagem.

17
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mos calcular a medida b procurada, atendendo & semelhanga dos
triangulos [ABC] e [A'B'C’]. Tem-se, com efeito

b b’
c“c'
donde
bl
b= — g
c

(Entre as célebres obras de ficcdo cientifica de Jdlio Verne, hé
uma, particularmente interessante, que vem muito a8 propdsito citar
aqui: «A ILHA MISTERIOSA». Nesta obra, o autor descreve como
um dos personagens — o Eng. Smith — consegue calcular a altura
a que se encontra uma gruta escavada numa rocha junto ao mar,
por meio de medigGes efectuadas na praia.)

Convird também recordar o processo, mais rudimentar, que con-
siste em medir as sombras projectadas no solo pela torre e por uma
haste vertical, bem como a altura da haste. Aliss, este processo da
aproximag:'éo suficiente para diversos fins andlogos: por exemplo,
para achar a altura de uma &rvore. Supondo, por exemplo, que a haste,
a sombra da haste e a sombra da &rvore medem respectivamente
1m, 1,6 m e 7,4 m, a altura da arvore sera:

1 :
(1) h= —-é- x 7,4 ~ 4,6 (metros)

’

Segundo se diz, foi Tales de  Milete (600 a.C.) quem primeiro
calculou a altura das pira@mides do Egipto, utilizando o método da

18
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sombra. A este facto se refere Plutarco, historiégrafo grego do século |
a. C., nos seguintes termos('):

‘Eu admiro-vos sobretudo porque, colocando o vosso bastdo
na extremidade da sombra de uma pirAmide, formastes com os raios
do sol dois tridngulos, e demonstrastes que a altura da piramide esté
para a altura do bastdo, como a sombra da pirdmide para a sombra
do bastdo’.

Um problema ainda do mesmo tipo, que se pode resolver pelo
referido processo grafico (mas ndo pelo processo da sombra), 6
0 que consiste em achar a largura de um rio por meio de medigdes
efectuadas numa das margens (sem atravessar o rio).

Neste momento, pode-se sugerir.ao aluno que, por processos
anélogos, serd possivel determinar a distancia da Terra & Lua, da
Terra ao Sol, etc. Mas, neste caso, para obter resultados satisfatérios,
as medigbées dos &ngulos terdo de ser bastante mais rigorosas, exi-
gindo aproximagdo até aos segundos. Entdo, o método gréfico teré
de ser abandonado, por dar aproximagao insuficiente — e é aqui que

(') Cf. Emma Castelnuova, ‘Geometria Intuitiva’, para a Escola Média
(correspondents ao 1.° ciclo em Portugal, com mais um ano).

19
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se torna necessario recorrer ao método numérico (ou analitico),
fornecido pela trigonometria.

2. Comecga-se por fazer notar ao aluno o seguinte facto funda-
mental:

A razéo b/c entre os catetos AC e AB dum tridngulo recténgulo
[ABC] depende univocamente da medida 3 do &dngulo agudo ABC.

Mais precisamente:

Qualquer que seja o tridngulo [A'B’'C’], rectdngulo em A’, tal que
A'B'C ~ AéC. a razao entre os catetos A'C' e A'B’ é constante,
isto é, tem-se:

AC _ AC
A'B’ AB
64 o
e
B B A

Ora bem, chama-s e tangente do &ngulo [ e designa-se abrevia-
damente por

tang # ou por tg B

20
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essa razo constante entre o cateto oposto e o cateto adjacente ao .
angulo de que se trata (depois se verd por que se chama ‘tangente’
a esta razéo) (1).

Assim, no exemplo anterior da sombra da &rvore, a tangente do
angulo B oposto ao cateto representado pela haste ou pela arvore
sera:

1
tang B = 1l6 = 0,625

r

e, segundo (1), a altura da arvore é igual ao produto da tangente
desse dngulo pelo comprimento da sombra da drvore.

Se, por acaso, a haste e a sua sombra tivessem comprimentos
iguais, o problema simplificava-se: a altura da é&rvore seria igual ao
comprimento da sua sombra. Neste caso, em que os catetos sao
iguais, o &ngulo é de 45° e vé-se deste modo que

tang 45° = 1

Fica, portanto, assim definida uma funcdo que faz corresponder
a cada angulo « agudo (isto é, tal que 0° <a < 90°) um determinado
nimero real, que se representa por tang « ou simplesmente por tg «.

(') Como se vera mais tarde em pormenor, hd que distinguir trés espécies
de entidades: &ngulo, grandeza de é&ngulo (classe de equi\}aléncia de todos
os A8ngulos geometricamente iguais ao angulo dado) e medida de édngulo
(nGmero que define a grandeza do &ngulo, relativamente & unidade adoptada).
Por exemplo, uma coisa é um &ngulo de 30 graus, outra coisa é 30 graus
(grandeza desse &ngulo) e outra coisa ainda é o nimero 30 (medida dessa grandeza
tomando para unidade o grau). No entanto, por abuso cémodo de linguagem,
usa-se muitas vezes a palavra ‘dngulo’ para qualquer desses conceitos distintos.

21
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Pergunte-se, agora, aos alunos:

Como determinar a tangente de um dado &ngulo agudo, por
exemplo, de 23°7

Os alunos responderdo, naturalmente, que basta construir um
tridngulo rectangulo com um angulo de 23° e achar a razdo entre o
cateto oposto e o cateto adjacente (depois de os medir).

Serd entdo conveniente que os alunos fagam isto efectiva-
mente e que resolvam também, graficamente, problemas de tipo
inverso, como por exemplo o seguinte:

Achar a medida de um &angulo agudo cuja tangente seja 2,35
(usando um transferidor). Quantos dngulos agudos existem nestas
condigoes?

Pbe-se, agora, a seguinte questao:

Dado um éangulo agudo qualquer (por exemplo de 64°) serd
sempre possivel calcular, com a aproximagéo que se queira, a tan-
gente desse &ngulo? ‘

A resposta dos alunos serd certamente negativa.

Como calcular entdo, com a aproximagdo que se queira (por
exemplo a menos de 10-%), a tangente de um dado &ngulo?

|
S6 mais tarde serdo estudados processos de célculo para

esse fim e s6 entdo se poderé dizer que a fungdo tangente resté
efectivamente definida. |

Chegou, agora, c momento de dizer ao ‘aluno que se encontram
jé construidas por tais processos tabelas numéricas, que fornecem,

A

22
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com certa aproximac8o (por exemplo a menos de 10~5), as tangentes
dos Angulos agudos de grau em grau, de meio grau em meio grau,
de minuto em minuto, etc. E convira entdo resolver alguns problemas
simples com tais tabelas (de fungbes naturais), escolhendo o grau
de aproximagdo conveniente em cada caso concreto: seria, por
exemplo, ridiculo exigir aproximagdo até aos milimetros na -altura
duma torre ou duma &rvore; em qualquer dos casos um centimetro
a mais ou a menos ndo tem importancia.

Convir8, agora, informar o aluno de que a sua régua de cél-
culo lhe permite resolver rapidamente muitos destes problemas,
com aproximagdo suficiente, e adestrd-los no uso da régua
para esse fim.

3. Posto isto, é conveniente passar 3 resolucdo de problemas
menos triviais, por exemplo o seguinte:

Calcular a altura de uma torre, por meio de medicdes efectuadas
no solo, em plano horizontal, supondo que a base da torre é visivel,
mas ndo acesslvel para medigoes.

23
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Supondo ainda que a base da torre se encontra no mesmo plano
horizontal, o problema reduz-se ao seguinte:

Sendo [ABC] um tridngulo 'obliquéngulo, achar a medida h
da altura CD, relativa ao lado AB, conhecendo os seguintes dados:
c, medida de AB; o, medida de BAC (4ngulo interno agudo);
B, medida de CBD (dngulo externo também agudo).

Designando por m a medida da BD e considerando os trién-
gulos rectdngulos [ADC] e [BDC], o aluno chegard sem dificuldade
as duas seguintes equagdes nas incégnitas h e m:

h

h
(1) 3 —=1tgp ., =tga
m c+m

E claro que o aluno também nao ter4 dificuldade em resolver este
sistema de duas equagbes em A e m. E convém precisamente que
o faga como exercicio, sem ajuda alheia (exercicios ensinados a resol-
ver pouco ou nenhum mérito podem ter).

O que vem a seguir é apenas para conferir a resolugdo
efectuada: De (1) deduz-se:

h=mtgf ,-h=(c+m) tge,

portanto
mtgB=(c+m) tga
donde
c tgu
m=
tgB—-tga

24
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e, finalmente

c tgax tgf
tgf-tga

Teré interesse fazer uma ou duas aplicagdes numéricas desta
férmula com a régua de célculo, bem como a respectiva veri-
ficagao gréfica.

Pode, agora, considerar-se o caso mais geral (e mais rea/), em
que a base da torre estd acima do plano horizontal onde se efectuam
as medigoes. |

A figura mostra como a resolugdo do problema, neste caso, se
reduz a de dois problemas do tipo anterior. Ndo valera a pena fazer
aplicagées numéricas.

Mas, entretanto, convird observar ao aluno que, neste caso, se
torna j4 necesséria maior precisdo nas medidas dos &ngulos.
E o aluno comegaré a compreender como tem sido possivel calcular,
por exemplo, a distdncia da Torre ao Sol, a disténcia do Sol aos
diferentes planetas, etc., tudo por triangulagdes.

25
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4. Até agora temos estado muito cingidos ao concreto, como na
verdade convém a principio. Mas é tempo de nos afastarmos a
pouco e pouco desse terre no.

O aluno terd provavelmente curiosidade em saber como se pro-
cede, quando sdao dados a hipotenusa e um angulo agudo, ou a
hipotenusa e um cateto, para determinar os restantes elementos dum
tridngulo rectangulo. E entdo oportuno introduzir as notagdes usuais
relativas a um tridngulo [ABC]. Os angulos BAC, ABC e BCA sido
designados respectivamente por A, B e € ou simplesmente por A,
B, C (abuso cémodo de escrita); e os lados BC, AC e AB, respectiva-
mente por a, b, ¢, desde que nao haja risco de confusao ().

Segundo a definigdo anterior de tangente, tem-se:

b
(1) tg B=—
C

(') J4& sabemos que, muitas vezes, por abuso cémodo de linguagem, se
confunde um segmento AB com o seu comprimento |AB| (grandeza) ou mesmo
com a sua medida (nimero), em relagdo a unidade adoptada.

26
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ou seja
(2) b=ctg B

E claro que, nesta férmula, se exige apenas que b e ¢ sejam
catetos e que B seja 0 dngulo oposto a b (num tridngulo rectdngulo
qualquer). Podemos, pois, trocar b com ¢ e B com C:

c
tg C'-'--F ouseja c=btgC

Pode-se introduzir agora a defini¢ao:
Chama-se cotangente dum &ngulo agudo B do triingulo [ABC]

rectdngulo em A, e designa-se por cot B, a razdo c/b entre o cateto
adjacente a B e 0 cateto oposto a B; isto é:

(3) G B,
b
Oou seja
(4) | c=b cot B

Analogamente

cot C = — ouseja b=ccotC
C

Assim, traduzindo por palavras as férmulas (2) e (4):

Num tribngulo rectlngulo, qualquer cateto é igual ao produto

27
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do outro cateto pela tangente do &ngulo oposto ou pela cotangente
do &ngulo adjacente.

De (1) e (3) resulta imediatamente:

1
tg B

cot B =

isto é: a cotangente dum &ngulo é sempre o inverso aritmético da
tangente desse angulo.
Por outro lado, como C = 90°¢ — B, tem-se:

C

tg(90° - B) =tg C=?=cot B

ou seja
cot B =tg (90°-B)

Portanto, a cotangente dum dngulo é sempre igual & tangente do dngulo
complementar (donde a designagdo ‘cotangente’).

5. Posto isto, poderd chamar-se a atengdo para o seguinte
facto, andlogo ao que se passa com os catetos:

A razao b/a entre um cateto e a hipotenusa é funcéo (univoca)
do éngulo B oposto ao cateto. Esta razdo chama-se seno do
angulo B e designa-se por sen B. Assim, por defini¢cdo,

sen B=—

28
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ou seja

b=a sen B

Analogamente, permutando as varidveis:

c
sen C=— ou seja c=asen C
a

Mas arazdo b/a também é fungéo (unlvoca) do éngulo C adjacente
a0 cateto. Esta razdao chama-se co-seno do dngulo C e designa-se
por cos C. Assim

b
cos C=— ou seja b=a cos C
a

Analogamente, permutando as varidveis:

c
cos B=— ou seja ¢
a

acos B

I

Em resumo:

Num tridngulo recténgulo, qualquer cateto é igual ao produto
da hipotenusa pelo seno do dngulo oposto ou pelo co-seno do dngulo
adjacente.

Imediatamente se reconhece que

cos B =sen (90° -~ B)

29
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A letra B designa qualquer 4ngulo agudo (ou, mais precisamente,
qualquer grandeza de &ngulo agudo). Em vez desta letra podem usar-se”
aqui outros simbolos, tais como «, ¢, ©, X, etc.

Em seguida, deve levar-se o aluno a redescobrir as identidades
fundamentais:

sen2x + cos2x =1 [observar que sen?x = (sen o) 2, etc.]

sen cos o
g a = . cot o =
cos o _ tga

Destas, por sua vez, deduz-se:

1
1+tg2e=
cos 2a
1
1 + cot?a =
sen 2a

Assim, as fungbes seno, co-seno, tangente e cotangente, defi-
nidas por enquanto no conjunto ]0°, 90°[, estdao relacionadas entre
si pelas férmulas anteriores: uma vez dado o valor de uma, podem
ser calculados os valores das outras, sem ambiguidade. Mas, para
comodidade de caélculos, as tdbuas fornecem os valores de todas,
aproveitando apenas as formulas dos dngulos complementares, que
reduzem a metade a extensdo das tdbuas:

cos a =sen (90° —a), cot o =tg (90° - )

sen a = cos (90° —a) 1g o = cot (90° —a)

Finalmente, as duas Ultimas férmulas anteriores podem servir de

30
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pretexto para introduzir as fungles secante e co-secante. Por
definigéo:

1 1
sec a = , coseca =
cos« sena

tendo-se, manifestamente, cosec « = sec (90° —«).

Agora as duas férmulas referidas podem escrever-se:
1 +tg2x =sec?x , 1 + cotg2a = cosec3«x

Assim ficara completa a lista das fungdes trigonométricas (direc-
tas), as quais, oportunamente, se dard a designagdo sinénima de
‘fungbes circulares’. Em vez de ‘trigonométricas’ também se pode
dizer ‘goniométricas’ (do grego gdénia, angulo; por isso, 'trigono’ é
sinénimo de ‘tridngulo’ e ‘trigonometria’ significa etimologicamente
‘'medigdo de tridngulos’).

Podem agora fazer-se exercicios numéricos sobre os vdrios
casos de resolugao de tridngulos rectangulos, utilizando primeiro
a régua de célculo e introduzindo em seguida as tabuas logaritmi-
cas, mostrando que se obtém assim maior aproximagao.

6. Chegou agora o momento de prolangar as fungdes trigono-
métricas a angulos quaisquer (tomando como base de estudo o
Compéndio de Trigonometria adoptado). Primeiro que tudo h& que
introduzir o conceito generalizado de “angulo orientado’, partindo da
nogéo intuitiva de ‘rotagdo no plano’ e admitindo a possibilidade de
um numero qualquer de rotagées completas nos dois sentidos: o
sentido que se toma para positivo e o sentido negativo.
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Néo seré oportuno introduzir /4 a nog8o de radiano, porque
isso vem desviar do objectivo imediato em vista, que é o prolon-
gamento das fungdes trigonométricas ao conjunto de todas as
grandezas de dngulo ou arco.

Bastara definir directamente, & maneira usual, as fungbes seno,
co-seno, tangente

Yy
, cose=— , tga=—

Y X
sena = —
r

porquanto as fungbes co-secante, secante e cotangente continuam a
definir-se como inversos aritméticos das anteriores.

Convém que o aluno seja levado a notar espontaneamente os
seguintes factos:

1) Para éngulos o tais que 0°< a< 90°, estas definigdes
coincidem com as anteriormente dadas: as fungbes trigonométricas
tomam entéo s6 valores positivos.
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2) Nos restantes casos, podem-nos aparecer valores negativos
ou nulos e, quando x =0, surge um problema para a tangente:
como interpretar o simbolo y/0, sendo y#0? A discussdo desse

problema seré feita mais tarde.

3) Em qualquer dos casos, vé-se, por semelhanga de tridngulos,
que o valor do seno e do co-seno ndo depende propriamente da
posicdo do ponto P, considerado no segundo lado do &ngulo (ou
da distancia, r, de P a origem), mas sim do angulo «, sendo portanto
sen o e cos « fungdes univocas de «. O mesmo para tg «, excluindo

por enquanto o caso em que x = 0.

4) Mantém-se viélidas, para qualquer dngulo «, as férmulas:

sen2ua + cos?u = 1

sen «

tg «= (com cos « # 0)
cos «
COS o

cot a = (com sen « # 0)
sen «

das quais se deduzem como anteriormente:
1+tg2x =sec2a , 1+cotg2a = cosec2a

5) Mantém-se igualmente as férmulas:

cos a =sen (90°-a) , cota=1tg(90°-a),

Para as demonstrar com toda a generalidade, convém recorrer a
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simetria em relagdo & bissectriz dos quadrantes impares, que muda x
emy e « em 90°~a (considerar &ngulos nos vérios quadrantes).

A observagao 3) conduz, de modo natural, a representacio geo-
métrica do seno e do co-seno por meio do circulo trigonométrico.
Por sua vez, esta representagao permite, como é sabido, fazer como-
damente o estudo geral das fungbes seno e co-seno, no que se refere
a contradominio, zeros, sinal e sentido de variagao.

Um facto que deve surgir espontaneamente ao espirito do aluno
8 a periodicidade destas duas fungdes, com o periodo de 360°,

Deve seguir-se a representagéo grafica das duas fungdes, mas
é muito importante notar 0 seguinte:

a) o dominio das fungdes nao é agora IR, mas sim o conjunto
das grandezas e dngulo (ou arco);

b) O comprimento escolhido para representar o grau, no eixo
das abcissas, deve ser muito mais pequeno do que o comprimento
escolhido para representar o nimero 1, no eixo das ordenadas;

c) se um angulo fosse dado em graus, minutos e segundos, seria
necessario reduzir a sua expressdo sd a graus.

7. Quanto ao estudo da fungao tangente, convém neste momento
recordar a nogao de ‘declive duma recta’ definida no 6.° ano, como
razdo entre a diferenga das ordenadas de dois pontos e a diferenca
das respectivas abcissas. O aluno j& deve ter-se apercebido da ligacdo
entre os dois conceitos, mas, para formular essa ligagdo de modo
preciso, hd que introduzir o conceito de ‘inclinagao duma recta’,
tal como se define no Compéndio de Geometria Analitica Plana.
Assim, o declive aparece como tangente da inclinagao.

E agora o momento de recordar as consideragdes intultivas
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feitas no Guia do 6.° ano, a propdsito de declive infinito, na
p. 60. Sera entdo natural escrever: | '

tg 90° =00 , tg 270° =0 , etc.

sen o .
e a féormulatga = = passa a ser védlida mesmo no caso em

oS «
que cos « = 0 (consideragées andlogas para a cotangente .

Torna-se ao mesmo tempo intuitivo que, por exemplo, tg «
tende para + o quando « tende para 90° por valores menores que
90° e que tg « tende para —o quando o tende para —oo. Estas
intuigbes serdo legalizadas na teoria dos limites, mas é pedagogi-
camente acertado que aparegam antes. |

Nenhuma dificuldade tera agora o aluno em redescobrir como se
representa geometricamente a tangente por meio do circulo trigono-
métrico (representacao que justifica' a designacdo ‘tangente’), bem
como em reconhecer por si mesmo a identidade

tg(180° + a) = tg «

e, mais ainda, que a fungdo tang é periddica de 'peridda 180e.

Segue-se 0 estudo geral, no que se refere a contradominio,
zeros, sinais e sentido de variagcdo desta funcdo, bem como a sua
representacdo gréfica.

Néo vale a pena fazer tal estudo para as funcées cot, sec
e cosec. Quando muito poder4, a titulo de curiosidade, indicar-se
como se representa geometricamente a secante, por meio do
circulo trigonométrico.

A representacdo das fungfes trigonométricas por meio de um cir-
culo justifica a designagdo ‘fun¢des circulares’, que se atribui jgual-
mente a tais fun¢des.
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8. As relacbes entre senos, co-senos e tangentes de &ngulos
associados também podem e devem ser redescobertas pelo aluno.

Deve-se dar uma atencdo especial as férmulas
sen(90°+a) = cosa , cos(90°+x) = — sen a,

que se podem estabelecer directamente ou deduzir das anteriores.
A redugédo ao primeiro quadrante aparece como aplicagao prética,

permitindo -achar, por meio de tdbuas, o valor das fungées trigono-

métricas de qualquer dngulo (com a aproximag¢ado permitida pela tdbua).
Conviré ainda resolver equagdes dos tipos:

senX=S8ena , CosX=cosa , tgx=tga

senx=k , cosx=k , tgx=k

sendo « e k dados e x a incdgnita.

Quanto a exerclcios, vém a propésito as recomendagdes de
ordem geral feitas no inicio deste Guia. Todos os assuntos até
agora tratados sdo na verdade muito simples, muito elementares,
e ndo convém estar a complica-los com dificuldades artificiais,
que consomem tempo e energia.

9. Ser4, agora, oportuno apresentar ao aluno o problema
cléssico:

Dada uma circunferéncia de raio r, determinar o comprimento
duma corda AB como fungédo da grandeza « do arco AB correspon-
dente.
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e

Trata-se de um problema como outro qualquer. Mas, desde logo,
surge uma questao:

Quantos arcos correspondem a uma corda AB?

Na realidade, dois. Assim, a designac¢éao AB & ambigua, a ndo ser
que se convencione designar por este simbolo o menor dos arcos.
Mesmo assim, a ambiguidade subsiste no caso particular das semi-
circunferéncias.

Seja entdo « a grandeza do menor dos arcos, supondo
0o < aa< 180°

J& se disse atrds, nas CONSIDERAGOES DE ORDEM GERAL, que
todo o exercicio com algum interesse tem uma ideia-chave e que
deve ser o aluno a encontrar essad ideia. Aqui, a ideia-chave é con-
duzir pelo centro O da circunferéncia uma perpendicular a AB. Posto
isto, o que o aluno ‘ja sabe sobre a geometria da circunferéncia
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e sobre a trigonometria dos tridngulos rectangulos, conduz facil-
mente ao resultado: y

2 (1)
(1) IAB| = 2 sen-—z—-

Primeiro que tudo, esta férmula permite esclarecer a etimologia da pala-
vra ‘seno’. Deve, agora, notar-se que a férmula continua a ser vélida
nos seguintes casos:

a) substituindo o« pela grandeza o' do outro arco de extre-
mos A, B; '

b) nos casos extremos em que o =0° e o = 180° (por verifi-
cacdo directa).

Posto isto, hd que fazer duas espécies de aplicagdes da férmula:

1.2 Dedugéo do seno, do co-seno e da tangente de 30°, 450
e 600, .

2.° Deducdo da férmula dos senos, para tridngulos quaisquer.
Neste caso, seguindo sempre o método heuristico, o professor per-
guntard como se determina a circunferdncia que passa pelos vér-
tices A, B, C dum triangulo.

(') Designamos por |AB| o comprimento do segmento AB (classe de equi-
valdéncia dos segmentos geometricamente iguels & este). Pode, no entanto,
por abuso cdmodo de escrita, escrever-se AB em vez de |AB|,
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C

Suponhamos tracada a circunferéncia e apagadas todas as linhas
auxiliares. Formula-se, agora, o objectivo:

Relacionar os lados do triangulo com os éngulos opostos.

Aqui, a ideia-chave & unir o centro com os vértices e relacionar
cada &ngulo interno (inscrito) com o Angulo ao centro correspon-
dente, aplicando o respectivo teorema. A aplicagdo da férmula
anterior e a eliminagdo de r conduz, entdo, ao objectivo final:

a b c
(2) —— = —
sen A sen B sen C

E este um resultado imprevisto, que impressiona pela singela
beleza, independentementé de qdalquer aplicagdo. De acordo
com o que se disse nas CONSIDERAGOES DE ORDEM GERAL, é
muito importante que o aluno tome consciéncia do aspecto
estético da matematica.

Resta um pormenor de critica sobre a validade I6gica da anterior
dedugfo. Tr8s casos se podem dar quanto 2 posigéo do centro O
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em relacdo ao tridngulo: ou é interior ao tridngulo, ou é exterior ou
estd sobre um dos lados. A figura a que normalmente se refere a
deducéo esta no primeiro caso. Ora a dedugéo deve ser independente
da figura. H4, portanto, que analisar os outros dois casos. Ndo é
dificil ver, com as observacbes que se fizeram acerca da férmula (1),
que a férmula (2) continua a ser verdadeira(').

Mais uma vez se confirma pois 0 que foi dito sobre as duas
fases da investigagdao: uma fase inicial, em que predomina a
intuicdo, e uma fase final, de critica e apuramento légico dos
resultados. Ambas as fases sdo fundamentais, como aspectos
complementares do pensamento matematico.

10. E agora e s6 agora que, @ nosso ver, vem a propésito tra-
tar do conceito de radiano e da conversido de graus em radianos
ou vice-versa (deve também falar-se do sistema centesimal). A ques-
tdo que importa depois focar é a seguinte: |

O dominio das fungGes circulares, tais como estas foram
até agora definidas, € o conjunto de todas as grandezas de
éngulo (ou de arco), que ndo se confunde com o conjunto IR.
Por exemplo, sabemos o que significa a expressdo sen 30°
(seno da grandeza 30 graus), cujo valor é 1/2, mas ndo defini-
mos, significado da expressio sen 30 (seno do numero 30).
Podfamos, é certo, convencionar dizer que seno de 30 é o mesmo
que seno de 30 graus. Mas por que razdo deve sen 30 ser o

(') Convird fazer uma aplicagio numérica ao caso de um tridingulo
obliquéngulo, do qual slo dados um lado e dois &ngulos adjacentes, e se pede
um dos outros lados.
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mesmo que seno de 30 graus e ndo 0 mesmo que seno de 30
grados ou seno de 30 radianos? Havera porventura alguma afi-
nidade que para esse fim merega preferéncia?

Pois bem, a resposta é esta:

Existe efectivamente uma unidade que merece preferéncia para
esse fim: é o radiano.

Agora, o aluno estd no direito de perguntar porqué. E claro que
se tem de responder:

S6 mais tarde, a propdsito do estudo das derivadas, se pode conhe-
cer a razao desta preferéncia.

Assim, por definigdo, o seno de um numero real x serd o seno
da grandeza x radianos, isto é:

DEFINICAO. sen x = sen (xrad) , VxelR
E analogamente para as restantes fungdes trigonométricas.

Por exemplo:

Y7 ;1 1
sen — =sen{—rad |\ =sen 30° = —
6 6 2

1 ‘/—3“ T
cos?=c0s30°= . tg?=tg 60°c=y3

sen %=sen 450 = 2 , cosmt=cos 180°=-1 , etc.
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E claro que as novas fungdes assim definidas, embora designadas
pelos mesmos simbolos, sen, cos, tg, cot, sec, cosec, e chamadas
ainda ‘fungées circulares’ ou ‘funcées trigonométricas’, nao sao as
mesmas que as anteriores, uma vez que o seu dominio é diferente:
o conjunto IR, em vez do conjunto das grandezas do_angulo. Sé por
comodidade se mantém a mesma terminologia e a mesma notagao.

Devem-se agora traduzir na nova linguagem todos os resultados
anteriores.

Mais tarde se vera que:

Dsenx=cosx , Dcosx=-senx , Dtgx=sec?x

As férmulas das derivadas das fungdes circulares seriam mais
complicadas se, porventura, na definigdo anterior, se tivesse escolhido
uma unidade diferente do radiano: eis a razdo da preferéncia que, ao tra-
tar do assunto das derivadas, serd apontada ao aluno.

Convém, pois, salientar o seguinte:

Esta mudanca de ponto de vista no estudo das funcées cir-
culares (sendo o dominio o conjunto R em vez do conjunto
das grandezas de dngulo ou arco), dé-se precisamente quando
é preciso passar do dmbito da trigonometria — ramo da mate-
matica aplicada que estd na base da topografia, da geodesia e
da astronomia — ao dominio muito mais amplo da analise mate-
madtica, como ciéncia pura. Ver-se-a depois como tais funcoes
podem ser representadas analiticamente por mejo de séries.

11. As fungdes circulares inserem-se naturalmente no quadro
da anélise matematica, por intermédio dos nimeros complexos, como
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se faz no 3.° vol. do Compéndio. Ai se indica a maneira, & nosso
ver mais natural, de deduzir as férmulas de adicéo de éngulos.

E claro que este assunto sé poderd ser tratado depois da
introducdo ao célculo vectorial que, por sua vez, convém que
séja precedida dos elementos de geometria analitica no espaco
(sem vectores) que sdo dados no Gula do 6.° ano () e que, de
futuro, deverdo ser introduzidos precisamente no 6.° ano (quanto
as cobnicas, s6 depois das matrizes convird fazer o seu estudo).
Os assuntos comegam a interpenetrar-se, a associar-se entre si,
num processo fecundo de complexificacdo que caracteriza toda
a marcha ascensional do pensamento — e nao seria portanto
pedagégico separé-los artificialmente, ocultando as suas multi-
plas correlagdes. Mas convém, desde j4, ter uma ideia de como
se completa o estudo das fungées circulares.

Esse estudo adquire agora unidade e simplicidade, gracas & fun-
cao E, que tem a propriedade notével:

(1) E(x+B) = E(x) E(B)

Esta férmula, da qual irfo sair as férmulas trigonométricas de adi-
¢do e outras mais, diz-nos que a funcdo E transforma a adigio em
multiplicagdo, & semelhanga do que sucede com qualquer funcéo
exponencial. E, na verdade, em matemética superior, acaba-se por
identificar E(x) com a exponencial e'*. Mas convém notar, de pas-
sagem, que esta funcdo é uma aplicagdo ndo biunivoca do conjunto

(') Parece-nos vantajoso que o aluno tome o primeiro contacto com a
geometria analltica pela via mais elementar possivel, a fim de facilitar a apli-
caclo do método heuristico.
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IR sobre o conjunto dos nimeros complexos de médulo 1 (cuja
imagem & uma circunferéncia).

Tal aplicagdao nao é, portanto, um isomorfismo do grupo
aditivo IR sobre o grupo multiplicativo dos niimeros complexos
de médulo 1, visto nao ser injectiva; mas, como é sobrejectiva
e transforma a adicao em multiplicagao, segundo (1), diz-se
que é um homomorfismo do primeiro grupo sobre o segundo.

12. A propésito das férmulas de bissecgao, & importante obser-
var o seguinte: '

Essas férmulas, restringidas ao 1.° quadrante,

' a 1+cosa a 1-cosa
(2) C0§ — = _, sen — = PP
2 2 2 2

fornecem um processo de célculo numérico do seno e do co-seno
dum &ngulo com a aproximagdo que se quiser. Seré, portanto, esse
um dos meios de resolver o problema que ficou em aberto nos n.°s 1
e 2 deste capitulo, apds ter-se verificado que o método gréfico
ndo permite ir além de certo grau’ de aproximacéao, insuficiente para
muitos fins.

Suponhamos que se toma para unidade o &ngulo recto. J4& se
conhecem o seno e o co-seno dos &ngulos de medidas 0, 1/2 e 1.
Em seguida as férmulas (2) permitem calcular o seno e o co-seno
do &ngulo de medida 1/4, que s&o respectivamente iguais ao co-seno
e ao seno do Angulo de medida 3/4. '
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Posto isto, as férmulas (2) permitem calcular o seno e o co-seno
dos angulos de medidas

que sdo iguais, respectivamente, ao co-seno e ao seno dos angulos
de medidas

P 1 7 3 5
1_—. —_— 1__ e
8 8 8 8

= -

Analogamente se calculam o seno e o co-seno dos angulos
de medidas

3 5 7 9 1" 13 15

r ’ r r r

16 16 16 16 16 ' 16 ' 16 ' 16

E assim sucessivamente, repetindo as operagdes de bissecgdo e
de passagem ao angulo complementar. '

Suponhamos, por exemplo, que se pretendia calcular sen 63°.
Ora 63° é igual a 0,7 do angulo recto e tem-se, sucessivamente:

— < 0,7 < —

llllllllllllllllllllllllllllll
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o que permite calcular valores aproximados de sen 63°, por defeito
@ por excesso, com erro tdo pequeno quanto se queira.

Os célculos exigidos por este processo sao laboriosos, mas,
quando se dispde de um bom computador, podem ser efectuados
rapidamente. No entanto, mesmo quando se trabalhe com um
bom computador, procura-se sempre, entre varios métodos de
aproximagdo, aquele que seja mais expedito e mais facil de
programar, porquanto o objectivo, nestes casos, é obter @ maxima
economia de tempo e de energia, que se traduz em economia
de dinheiro. No caso das fungdes circulares, recorre-se normal-
mente a desenvolvimentos em série, para o célculo numérico
por meio de computadares. |

Entretanto, convéem n&o esquecer este pormenor: do ponto
de vista pedagdgico, é sempre importante que o aluno conhecas,
pelo menos, um processo de cédlculo, mesmo que ndo sefa o
mais expedito.

13. Quanto ao teorema dos co-senos (ou de Carnot), ja se disse
que convém apresentd-lo em intima ligagdo com a nogéo de produto
interno, como se indica no 3.° vol., do Compéndio. Alids essa nogao,
bem como as suas aplicacbGes & geometria analitica, pode ser tratada
logo a seguir ao estudo dos nimeros complexos.

O desenvolvimento a dar a estes assuntos dependers, evidente-
mente, do estado de adiantamento de cada turma-piloto. Havera
casos em que seja preciso susbtituir as demonstragbes por esclare-
cime ntos de carécter intuitivo e havera assuntos que terdo de ser mes-
mo omitidos.

Ha, no entanto, dedugdes que o aluno devera ficar a saber sem
hesitagdes, como sejam por exemplo aquelas relativas a numeros
complexos sob forma trigonométrica. Por outro lado, héd assuntos
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sobre os quais o aluno deverd ficar a ter ideias bastante claras, como
por exemplo vectores, transformacbes geométricas, representacédo
analltica de afinidades e célculo matricial (com matrizes quadra-
das de 2.2 ordem).

14. Todo o conceito é introduzido com uma determinada fina-
lidade: quanto menos o conceito surgir ligado 3 sua finalidade, menos
interesse poderd despertar. Qual & por exemplo, o interesse das
funcdes circulares inversas? Porque se introduziram os simbolos arc
sen, arc cos, etc.? Se estes simbolos ndo fossem necessérios para
algum fim, ninguém se teria provavelmente lembrado de os inventar.

O interesse das fungdes circulares inversas aparece no problema
el
| 1+x2 " yTx2 '
O momento mais oportuno para as introduzir serd, talvez, o que
se segue ao estudo das derivadas das fungGes circulares directas e
ndo muito antes da introducdo ao cdlculo integral.

As fungdes circulares inversas podem aparecer com dois aspectos:
a) como fungdes plurivocas; b) como determinados ramos univocos
de tais fungdes.

Por exemplo, a expresséao

na integracdo de funcdes tais como etc.

‘arco cujo seno é 1/2'

é ambigua, uma vez que existe uma infinidade de arcos (ou de
nlmeros), cujo seno é 1/2. Mas jd a expressdo

1 T 11
g (s8N a=— A = sms—z—

2 2 )

n8o é ambigua: o seu valor é =/6.
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Normalmente, adoptam-se as seguintes definicdes de func¢des
circulares inversas univocas:
7T T

arc sen X=1ty (X=sen y A\ - —< y< —

2 Y

arc cos x=t (x=cos y A 0<y< %)

N| A

T
arc tg x=ty (x=tgy A —?ﬁys

Como se vé, trata-se de fungdes reais de varidvel real. A primeira
tem por dominio o intervalo [-1, 1] e por contradominio o intervalo
[-m/2, /2]: é a fungado inversa da fungdo seno, restringida esta ao
intervalo [-r/2, =/2]. O aluno tera facilidade em reconhecer o domi-
nio e o contradominio das outras duas(?).

Para isto convém, é claro, examinar os gréaficos das fungdes
circulares inversas plurivocas (que podemos representar pelas exrpres-
sdes Arc sen, Arc cos, Arc tg) e destacar desses os graficos das fun-
¢Oes arc sen, arc cos, e arc tg.

Das definigbes anteriores deduz-se, pela regra de derivagao das
fungles inversas:

1 1
——— , Darccosx = - '
V1 —x2

D arc sen x = e oo
: V1 -x2

1

Darctg x = ——
‘ 1+x2

E com isto terminard propriamente o estudo da trigonometria no
curso-piloto.

(1) E manifesto o cardcter convencional destas definicdes. Convém lem-
brar que também, por exemplo, a fungdo x \}2 ndo & biunivoca e que se repre-

senta pelo simbolo ¢/~ a inversa dessa fungéo restringida ao intervalo [0, + .
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