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Vil
OBSERVACOES AO CAPITULO VI

1. Embora os assuntos aqui desenvolvidos tenham grande
importadncia e despertem seguro interesse nas turmas, grande parte
do que se inclui neste capitulo vird a ser mais para elucidacdo do
professor do que para informacdo do aluno. Assim, convird aqui
indicar desde ja, precisamente, um minimo de matéria a tratar nas
aulas, o que passamos a fazer.

2. Todos os assuntos dos n.°s 1 a b5, inclusive, deverdao ser
tratados em pormenor, excepto o n.° 2 em que basta dar a
nog¢dao de isomorfismo entre anéis, renunciando ao exemplo apre-
sentado (que exige tempo excessivo), mas insistindo nas notas
que sao bastante esclarecedoras.

3. Devem dar-se os conceitos de ‘divisor de zero’ e de ‘ele-
mento regular’, mas podem omitir-se os teoremas do n.c 6. Nestas
condicoes, o coroldrio 1 do n.° 7 aparecerd como propriedade dos
corpos, que se demonstra directamente:

Suponhamos que a - b =0, com a # 0. Entdo a é regular (por
definicdo de corpo) e assim, multiplicando ambos os membros de
a:-b=0 por a-l, obtém-se

a~1(ab) = 0 ou seja (a~'a) -b=0, donde b =0
Isto prova a inexisténcia de divisores de zero num corpo A qualquer.

Analogamente se demonstra o coroldrio 2 (a que chamaremos
agora PROPRIEDADE DO ANULAMENTO DO PRODUTO):

Se a-b=0 e a#0, tem-se, pelo raciocinio anterior, b= 0.

Sea-b=0¢e b#0, tem-se, de modo andlogo, a = 0.

Logo a.b=0 == a=0 V b=0. A implicacdao inversa ¢
consequéncia imediata do CoroLARrio | da pag. 75.

Assim se poupard tempo, que vai ser necessario para outros
assuntos mais prementes.
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4. Os n°s 8 e 9 devem manter-se com as respectivas notas
esclarecedoras, mas a matéria dos n.°s 10 e 11 deve agora redu-
zir-se ao estudo de equagbes quadraticas em R.

Deve-se agora comecar, precisamente, pela resolucdao da equa-
¢do do 2.° grau em R (omitindo-se pois o n.° 10).

Ja no primeiro periodo, a propdsito do estudo da I6gica (pags. 21-22
deste Guia), o aluno recordou um artificio que permite fazer facil-
mente a factorizacdo dum polindmio do segundo grau (quando
possivel). Podemos agora aplicar artificio a resolucdo da equacédo
geral do 2.° grau. Convird, como sempre, comec¢ar por exemplos
numéricos e s6 depois convidar os alunos a passarem ao caso geral.

EXEMPLO 1:
2x2 - x -3 =0 <« x2—-1——x——i=0©
2 2
¢>(x—1)—3—1 =0<>(x—l-)—£-=0¢>
4 2 18 4 16
- (x—1———5——) (x—1—+—5—)=0<> (x—f—- (x+1)=0
4 4 4 4 2

Vé-se, deste modo, que a equacgdo proposta tem duas raizes
em R (-—1 e —3-)
2

EXEMPLO 2:
xX2-6x+9=0< (x—-3)2=0

Vé-se que a equacao tem uma dnica raiz (3).

EXEMPLO 3:
3)(2-2x+2=0<:>x2———2—x+£=0@l>
3 3
2 2
@(x-—l) +i———1—=0¢-(x-——1—-) +—5-~=0
3 3 9 3 9

2
Como —-:— > Qe (x - 1?) > 0, ¥x € R, segue-se que a equacao

é impossivel em R.
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REsoLuCAO0 GERAL:

ax2+bx+c=0¢x2+—b—x+—9-=0¢>
a a
b 2 @& b? b \? b2-4ac
-r.-(x+—-—_) + — - =0¢>(x+————)—--———-——=0
2a a 43 2a 432

Ponhamos, agora, b? — 4ac = Ag: Trés casos se podem dar:

1) A>0. Sabe-se que existe entdao um e um s6é nimero posi-
tivo cujo quadrado é A. Designa-se por VA esse ndmero posi-
tivo, que é raiz quadradade A. Tem-se pois por definicdo A = (V A)?
e portanto:

2 ‘/ 2
ax2+bx+c=0¢(x+—b~)—( A) =0 <«
2a 2a

- (e 2E) (025

Deste modo, o Princlrio DE DECOMPOSICAO mostra que a equacido
ax2+ bx + ¢ = 0 tem duas raizes em R, dadas pelas férmulas:

x_~b+VZ;—b+VN—4m
= =

) 2a 2a
- -b-VA_-b-Vb-dac
: 2a 2a

2) A =0. Entdo

2
ax2+bx+c=0 <« (x+—b—) =0
2a

e o Princirio DE DecomMPosiCA0O mostra que a equagdao tem uma

unica raiz, que € Mas, como essa raiz pode ser dada

2a
por qualquer das férmulas (1), também se diz que a equacao
tem neste caso uma raiz dupla (ou duas ralzes iguais,
X; = X,), enquanto no primeiro caso se diz que a equagdo tem
duas ralzes simples (ou duas raizes distintas, x; # X,).
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3) A < 0. Neste caso, tem-se —/AA > 0. Ora

2
ax2+bx+c=0¢>(x+i) 2 =0

2a 432
b 2
Como - >Oe(x+—> >0, Vx € R, vem
432 2a
2
(x+i) - = >0, Vxe R,
2a 432

0 que mostra que, neste caso, a equacao ax? + bx + ¢ = 0 é impos-
sivel em R, isto é, ndo tem nenhuma raiz em R.

5. A andlise anterior mostrou que, quaisquer que sejam
a, b ceR coma # 0, se tem:

If

b
axt+bx+c=a (x2+—~x+c>
a

2 & (mat 2
2a 432 2a 43

Além disso, quando A = 0, tem-se:

. _ et
R el R N e
2a 432 2a 2a

Em conclusao:

TEOREMA. Se A > 0, tem-se, quaisquer que sefam a, b, c € R,
com a # O:
ax2+bx+c=a(x-x) (x—x),
b+ af R Y s
ondex1=—‘——l2—a~~———é € X, = & o
2a 2a

Estas ultimas férmulas fornecem facilmente as relacées entre
as raizes e os coeficientes do polinémio:
Xy + Xo = — — x1x2=—9—
a a
A partir deste momento podem resumir-se os trés casos prin-
cipais da discussao da equag¢ao quadratica, como no n.° 13, pag. 110,
e prosseguir a discussdo como se faz nesse numero.
Pode, depois, fazer-se a discussao de algumas equa¢ées numé-
ricas e de algumas (poucas) equacdes com coeficientes depen-
dentes dum parametro, sem cair no exagero tradicional.
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Nota. A titulo de esclarecimento, terd muito interesse infor-
mar o aluno de que a anterior teoria da equacao do 2.° grau pode
ser generalizada a corpos quaisquer, desde que estes verifiquem
certa condicdao que a seguir se verad. Considere-se, por exemplo,
a equacao

2x2+6x+3=0

no corpo A,. Segundo o artificio habitual, tem-se:

2x +§x+§='0¢§(x2+-5—-x+m—)=0
< xX2+6x+5=0 < (x+-§)2+-5_2—5
< (x+3)2+3=0<x (x+3)2-4=0

Procuraremos agora um elemento de A, cujo quadrado seja 4.
Construindo a tabela da aplicacdo x\-2x2 neste corpo vé-se que
ha ai dois elementos cujo quadrado é 4: sdo 2 e 5. Escolhendo
O primeiro, tem-se:

(Xx+3)2-4=0 < (x+3)2-22=0
< (X+5) (x+1)=0< (x—2) (x—6)=0

A equacao proposta tem, pois, duas raizes: 2¢e6 (em A;).

Note-se que, numa das passagens anteriores, foi necessario
dividir 6 em A, pelo namero natural 2, o que deu 3. No corpo A,
a divisao por 2 é sempre possivel, visto que 2 -1 = 2 # 0 e dividir
por 2 equivale a dividir por 2 (tem-se 2x = 'Z-x). Mas em A, a
divisdo por 2 é impossivel porque 2 - 1 = 2=0.

Diz-se que um corpo K tem caracteristica 2, sse 2.1 =0 em K
(sendo 1 o elemento unidade de K).

Ora é facil ver o seguinte:

Num corpo K que nao tenha caracteristica 2, uma equacdo
do 2° grau tem duas raizes, uma sd, ou nenhuma, conforme o
discriminante / da equacdo tiver duas raizes quadradas, uma sé
ou nenhuma. Nesta hipdtese, as férmulas resolventes e todos os
teoremas anteriores em que néao intervenha a relacdo << sao vélidas
no corpo K.

6. O estudo das fungdes quadraticas em R (n.° 14, pags. 113-118,
2.° tomo) pode, agora, fazer-se rapidamente. As demonstragées dos
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teoremas /, 1l e Ill podem ser dispensadas: basta que o aluno chegue
indutivamente a essas conclusées, como foi preconizado no n° 10
deste Guia (pags. 27-22).

Quanto ao COMPLEMENTO AO TEOREMA I, convird que seja também
o aluno a redescobri-lo. Apresente-se, por exemplo, a funcao

f(x) = x2~3x + 1 (A> 0)

e convide-se o aluno a procurar a posicao do nimero 2 em relagao
as raizes desta fungdo. Como f(2) = 2 > 0, vé-se que 2 é exterior
ao intervalo das raizes. Pergunta-se:

E maior ou menor que as raizes?

A tendéncia serd resolver a equacao para fazer o confronto.
Mas a equacédo foi escolhida propositadamente com as raizes irra-
cionais e o0 que interessa € responder a pergunta sem resolver a
equagdo. Suponhamos que 2 é menor que as raizes (hip6tese
sugerida ao aluno).

Entao
X, >2 e Xy >2 donde, x; +x;, > 4

Ora x; + x, = 3. Logo...
Dum modo geral:

S

c x1—2-—x2
[
)

—

]
X; + X
x1>c/\x2>c=>x1+xg>20¢i~2—-—3>c

Xy + Xp
X, << CAXg<<C = x1+x2<20<:>———-2~———<c
Daqui o aluno deduz a regra em questdao (convém recorrer ao

gréafico anterior).

7. Quanto a matéria dos n.°®s 15, 16 e 18 bastard fazer o que
se disse atrds, a propdsito da interseccdao de rectas em geometria
analitica. Quando muito, podera resolver-se um sistema de equa-
¢bes lineares num corpo A, a titulo de curiosidade.

Quanto ao assunto do n.° 17, seria prematuro e pouco provei-
toso trata-lo agora.

Também a andlise do conceito de equacdao paramétrica, tal
como é feita no n.° 19, nos parece prematura — muito embora,
como se disse atrds, se possa fazer a discussdao de equagdes para-
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‘métricas, apresentadas de modo intuitivo. No entanto, a analise
do referido conceito de equacdo paramétrica interessa sobremaneira
ao professor.

MuUITO |MPORTANTE:

A resolucao e discussao de problemas concretos por meio de
equacodes é da maxima importancia, como se diz no n.° 20 (pag. 135)
e até porque, como ja atras foi observado, o ensinar a por problemas
.em equacido tem sido deploravelmente descurado no 2.° ciclo.

Um problema tipico, para comecar, seria o que se considera
no Compéndio de Algebra, 7.° ano, Cap. X/V, n.° 3, pag. 71, rela-
tivo ao encontro de dois automdveis, comecando pelo caso parti-
cular numérico e passando depois ao caso geral, seguido de dis-
cussdo (supondo d fixo > 0 e v, V' variaveis).

Note-se, a propdsito, que a discussao de equacoes lineares, tal
como se faz nesse capitulo do referido Compéndio, é sem signi-
ficado concreto, € inteiramente dispensavel — é tempo perdido!

Alids, a resolucdo e discussdao de problemas concretos é assunto
que convém iniciar no 6.° ano, com moderagcdo, para desenvolver
depois no 7.° ano.

8. O assunto relativo a equacdes do 3.° grau (n.° 2, pags. 136-
-142) devera restringir-se ao corpo real e ser considerado, essen-
cialmente, como motivacao para o estudo do corpo complexo.

No entanto, o teorema segundo o qual uma equacdo cubica
nao pode ter mais de trés raizes distintas pode ser demonstrado
para um corpo K qualquer e as consideragcdes relativas a equacoes
binbmias podem igualmente ser mantidas com a mesma forma.

Mas logo a seguir deve avisar-se o aluno de que, para fixar
ideias, o corpo K passa a ser o corpo R e assim, onde se diz ‘deter-
minar um elemento h tal que’ podera dizer-se ‘determinar um niimero h
tal que’. Do mesmo modo, a frase ‘Suponhamos que o corpo K
nao é de caracteristica 3' pode ser omitida, por desnecessdria, assim
como, na pag. 138, a restricdo ‘se o corpo K nao é de caracteris-
tica 2’ e tudo o que, no seguimento, se liga a estas duas hip6dteses
(verificadas em R).

Por outro lado, desde que exista o nimero « dado por (7),
isto é, desde que seja

@, Py

- + >

4 27
existe uma e uma s6 raiz ciibica de « em R, que se designa por v/ «.
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O enunciado do teorema da pag. 139 devera entdao ser modi-
ficado de acordo com estas observacées:

Teorema. A formula

— 2 3
x=\37a-—-'p—_—,comot=—-g~+'\/q+p.
3V 2 4 27

o

fornece uma raiz da equacdo (2) em R, desde que seja

2 3
q_+_p‘>0

4 27

Convém ainda observar ao aluno que, d_e_ acor@ com (4).
(5) e (6) (no texto), se tem x =u+v= Vv« + VB e portanto

3 = 3 i == P
2 3 2 3
x = ’\/_1+\/g_,+ ° ’\/_1_\/3_+ p
2 4 2l 2 4 27
E com este aspecto que a férmula resolvente da equacdo (2)
se costuma chamar ‘férmula de Tartaglia’. Mas a anterior tem van-

tagem sobre esta, quando se passa do corpo real ao corpo complexo.
Quanto a exemplos, é claro que basta dar os dois primeiros.

9. O assunto do n.° 22 devera ser dado integralmente como
se apresenta no texto, com uma possivel excepcdo: a demonstragao
de isomorfismo dada nas pdaginas 149 e 150, que pode ser dis-
pensada. No entanto, a observagcao que se segue sobre a natureza
dos numeros complexos é, sem dulvida alguma, essencial.

Igualmente essencial se deve considerar a matéria dos n.°s 23,
24, 26 e 28.

O n.c 25 deve ser suprimido e o n.° 28 considerado facultativo,
assim como o n.° 29; ndao deve contudo deixar de ser feita uma
breve referéncia as equacées biquadradas (n.° 29).

Os n.°s 30 e 31 poderao ser indicados, como leitura, aos alunos.
mais interessados.

O n.° 32 (fungdes homogréaficas) poderd ser reservado para
o 7.° ano, no corpo R, a propdsito do estudo das cdnicas, como
foi atrds indicado.

10. Finalmente, o estudo das &lgebras de Boole (sem demons-
tracoes ou apenas com uma ou duas, a titulo de exemplo), pode:
ser transferido para o 7.° ano, com duas finalidades principais:
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a) fazer uma revisdao sistematizada das operagdes sobre valo-
res l6gicos e das operagdes sobre conjuntos, servindo de introdugao
ao cadlculo das probabilidades;

b) apresentar um tipo muito importante de estruturas algé-
bricas (as édlgebras de Boole), que se afastam nitidamente do
dominio classico dos universos numéricos, e cuja comparacdo com

as estruturas andlogas de corpo deve ser feita atentamente pelo
aluno.
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