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não se anulará, quando se fizer t = c e se substituir z por um qual­
quer dos números aI' a2, ... , a n - de contrário o polinómio fez, c) e 
a sua derivada teriam pelo menos uma raiz comum, que seria raiz 
múltipla de fez, c). 

Ora, o teorema das funções implícitas continua a ser válido para 
as funções deriváveis de uma ou mais variáveis complexas.(1) Pode­
mos portanto afirmar que, no caso precedente, a equação fez, t) = ° 
define implicitamente, numa conveniente vizinhança de c, n funções 
contínuas de t 

as quais, para t = c, tomam respectivamente os valores aI' a2, ... , an • 

Pois é precisamente a tais funções de t que chamaremos raízes da 
equação fez, t) =0, relativamente à incógnita z. 

Analogamente se definem raízes duma equação em z 

cujos coeficientes sejam funções racionais de m variáveis indepen­
dentes tI' t2 , ••• , tm' Neste caso, as raízes serão funções contínuas de 
tI' t2 ,···, tm (as chamadas funções algébricas) definidas numa vizi­
nhança dum ponto (cp c2, ••• , cn ) no qual resulte diferente de zero o 
discriminante da equação. 

Resta agora averiguar como se pode extender a tais equações a 
teoria de GALOIS. Para isso são necessárias as considerações do 
número seguinte. 

50. Corpos de funções 

O conceito de corpo, tal como o definimos no n.o 33, extende-se 
imediatamente a conjuntos de funções. Diremos que uma dada fa­
rrulia.Q de funções (de uma ou mais variáveis) constitui um corpo, 

(1) - Dizem-se analíticas tais funções . O seu estudo sistemático será feito na cadeira de Aná­
lise Superior. 
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quando for fechada a respeito das operações racionais e contiver 
mais de um elemento(l). (No capítulo seguinte será dada uma defini­
ção geral de corpo, que engloba e precisa a actual definição). 

Assim, por exemplo, o conjunto de todas as funções racionais 
de uma variável Z é um corpo, e o mesmo podemos dizer, mais ge­
ralmente, a respeito do conjunto de todas as funções racionais de n 

. / . 
varlavelS zl' Z2' ... , zn· 

A ideia de adjunção encontra também aqui a sua extensão ime­
diata. Consideremos, por exemplo, um corpo ~ (corpo numérico ou 
corpo de funções) e uma variável independente, Z; o corpo ~ (z), ob­
tido pela adjunção de Z a ~, será manifestamente o conjunto de to­
das as funções racionais de z, de coeficientes em ~ (note-se que z é 
uma variável e não um número). Analogamente se pode considerar 
o corpo gerado pelas raízes duma equação algébrica cujos coefi­
cientes sejam funções racionais de um ou mais parâmetros. 

Para que a teoria de GALOIS se possa extender às equações 
algébricas com coeficientes situados num corpo de funções, é ne­
cessário ainda precisar o sentido que adquirem neste caso certas 
expressões atrás usadas. Consideremos uma equação algébrica 
fez) = 0, cujos coeficientes sejam funções racionais de m variáveis 
tI' t2,···, tm; as raízes ZI' Z2' ... ' Zll desta equação são, como dissemos 
há pouco, determinadas funções de tI' t2 , ••• , tm; então, dadas duas 
funções <p(ZI' Z2'··· , Zn)' 'V(Z1' Z2'···' zn) das referidas raízes, diremos 
que tais funções são formalmente iguais, quando resultam idênticas, 
considerando zl' Z2' ... ' zn como variáveis independentes; e diremos 
que são concretamente iguais, quando, substituindo zl' Z2' ... ' zn pe­
los respectivos valores em função de tI' t2 , ••• , tm, se obtém, a partir 
delas, funções idênticas de tI' t2 , ••• , tm. (Aqui o termo "concreta­
mente" substitui o termo "numericamente", atrás usado). É claro que 
duas funções das raízes formalmente iguais serão também concreta­
mente iguais, mas a recíproca não é verdadeira. Seja, por exemplo, 
a equação recíproca 

Z4 + a Z3 + b Z2 + a Z + 1 = ° , 
(1) - Supõe-se nesta definição que, exceptuada a função identicamente nula (elemento O), to­

dos os elementos de .Q admitem inverso. 
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cujas raízes (funções de a, b) podem ser designadas por Zl' Z2' Z3' Z4' 
de modo que se tenha ZI Z2 = 1, Z3 Z4 = 1; neste caso, ZI Z2 e Z3 Z4 são 
funções das raízes formalmente distintas, mas concretamente iguais. 

Posto isto, diremos que uma dada função das raízes pertence em 
sentido restrito a um dado grupo G de substituições sobre essas raí­
zes, quando: 1) a função é formalmente invariante para todas as 
substituições de G e só para essas; 2) as suas conjugadas em G são 
todas concretamente distintas. 

Com estas premissas, toda a teoria de GALOIS, tal como a ex­
pusemos anteriormente, se pode extender, sem modificações subs­
tanciais, aos novos tipos de equações. Todavia, a legitimidade de tal 
extensão só pode ser estabelecida de modo inteiramente rigoroso, 
com os métodos modernos da Álgebra abstracta. 

Em particular, a pesquisa do grupo de GALOIS conduz agora a 
problemas deste tipo: 

Dada uma equação algébrica fez) = O cujos coeficientes sejam 
funções racionais com coeficientes racionais, de variáveis ti' t2, ... , tm, 
determinar as suas raízes porventura existentes no corpo Ra(tl' t2, ... , tm) 
(isto é, que sejam funções racionais, com coeficientes racionais, de 
t1' t2,···, tm)· 

O problema resolve-se de modo análogo ao da pesquisa das raí­
zes racionais duma equação de coeficientes racionais. 

51. Equação geral de grau n 

Chama-se equação algébrica geral de grau n a equação 

em que aI' a2, ... , an são variáveis independentes. De acordo com o 
ponto de vista adoptado no número 49, as raízes ç I' ç 2' ... , ç n desta 
equação são determinadas funções de ai' a2, ••• , an• 

Usemos agora os símbolos zl' Z2' ... ' zn como variáveis indepen­
dentes. A equação que admite estas variáveis como raízes será 

F(z) = zn- S zn-I + S zn-2 - ... + (-l)n s = O 
1 2 n ' 
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Começaremos por estabelecer o seguinte: 

Lema: Se um grupo G de substituições sobre n elementos (com 
n > 4) contém todos os ciclos de três elementos, e se H é um sub­
grupo invariante de G tal que G/H seja um grupo comutativo, então 
H contém também todos os ciclos de três elementos. 

Demonstração: 
Segundo as considerações do n. o 26, existe um homomorfismo 

T de G sobre o grupo cociente G/H. Ponhamos 

a = (ij k); e = (k r s) 

em que i, j, k, r, s são cinco números arbitrários distintos entre si (o 
que é possível, visto ser n > 4). De acordo com a hipótese, a, e são 
elementos de G. Então, atendendo a que, G/H é comutativo e pondo 
T( a) = a, T(e) = e, virá 

e portanto a-I e-I a e E H, pois que o grupo H (núcleo do homomor­
fismo T) é constituído por todas as substituições de G que são trans­
formadas por T na identidade de G/ H. Mas 

a-1 e-l ae = (kji) (srk) (ijk) (krs) = (kjs). 

Tem-se pois (kj s) E H, sendo k, j, s três números arbitrários, 
distintos entre si - e é nisto, precisamente, que consiste a tese do 
Lema. 

E agora é fácil demonstrar o teorema em questão. Suponhamos 
que o grupo Sn (com n > 4) é resolúvel; ,quer isto dizer que existe 
uma cadeia de grupos 

cada um dos quais, a partir do segundo, é subgrupo invariante de ín­
dice primo do precedente. Mas, sendo assim, os grupos 
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serão todos de ordem prima, e portanto cíclicos, e portanto comuta­
tivos. Por outro lado, Sn' grupo total das substituições sobre n ele­
mentos, contém todos os ciclos ternários. Logo, em virtude do Lema, 
também G 1 conterá todos os ciclos ternários, e o mesmo acontecerá 
a respeito de G2 , de G3, ••• , de .o/. Mas !!7 é o grupo que se reduz à 
substituição I e, como tal, não contém nenhum ciclo de três elemen­
tos. Fomos assim conduzidos a um absurdo, supondo Sn resolúvel. 

Este teorema, associado ao do n. o precedente, habilita-nos a 
concluir que: 

A equação algébrica geral de grau n, para n > 4, não é resolú­
vel por meio de radicais a respeito do corpo constituído pelas fun­
ções racionais dos coeficientes. 

Mas a equação geral de grau n é uma equação de coeficientes 
variáveis. Uma outra questão que se põe é a de saber se existem ou 
não equações algébricas com coeficientes numéricos, que não sejam 
resolúveis por meio de radicais a respeito do corpo gerado pelos 
coeficientes. Ora demonstra-se que, para cada valor de n, é possível 
construir infinitas equações algébricas de grau n, com coeficientes 
numéricos, cujo grupo de GALOIS a respeito do corpo gerado pelos 
coeficientes é o grupo gerado pelos coeficientes é o grupo simétri­
co. Pode mesmo dizer-se que o facto de o grupo de GALOIS de 
uma equação não ser o simétrico é um caso excepcional, do mesmo 
modo que é excepcional o facto de uma equação de coeficientes 
racionais (tomados ao arb itri o ) ter raízes racionais. 
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CAPíTULO V 

NOÇÕES GERAIS 
DE GRUPO E CORPO 

53. Axiomatização do conceito de grupo 

Inicialmente, o conceito de "grupo", tal como o considerou 
GALOIS, dizia respeito unicamente a conjuntos de substituições. 
Mais tarde, por obra de SOPHUS LIE e de FELIX KLEIN, o con­
ceito foi extendido a famílias de transformações biunívocas dum 
conjunto qualquer (finito ou infinito) sobre si mesmo. Sob esta for­
ma o definimos no n.o 12: uma farru1ia não vazia de transformações 
diz-se um grupo, quando é fechada a respeito da multiplicação e da 
divisão (bastaria dizer "a respeito da divisão"). 

Mas o conceito de grupo extende-se expontaneamente a muitos 
outros domínios. Assim, por exemplo, é natural dizer que um con­
junto não vazio de números, desprovido do elemento 0, forma um 
grupo multiplicativo, quando é fechado a respeito da divisão: o con­
junto dos números racionais, excluído o zero, é um grupo multipli­
cativo; mas já o não é o conjunto dos inteiros. Um grupo multiplica­
tivo - e até cíclico - é ainda o conjunto das raízes de índice n da 
unidade. 

Por outro lado, é natural dizer que um conjunto não vazio de 
números forma um grupo aditivo, quando é fechado a respeito da 
adição e da subtracção (bastaria dizer "a respeito da subtracção"). É 
um grupo aditivo, por exemplo, o conjunto dos números inteiros, 
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positivos e negativos, o qual admite como subgrupo, entre outros, o 
conjunto dos números pares. 

Este e muitos outros exemplos mostram a vantagem que pode 
haver numa definição geral de "grupo" e na construção de uma teo­
ria abstracta, unificada, que englobe todas as possíveis concretiza­
ções deste conceito. O que desde logo se consegue por tal processo 
é uma notável economia de pensamento, evitando a repetição de ra­
ciocínios análogos em campos diversos, com terminologia e notações 
diversas. Por outro lado, este avizinhamento de ramos distintos da 
Matemática sob uma teoria comum é um dos mais fecundos recursos 
de que se têm valido até hoje o espírito criador dos matemáticos. 
Não se trata apenas de sistematizar, ou porventura assentar em base 
mais sólida, conhecimentos já adquiridos: trata-se dum autêntico 
método de investigação e descoberta, o chamado método abstracto, 
formal ou axiomático, que caracteriza todo o movimento das mate­
máticas modernas, desde a Álgebra à Topologia. Com tal orientação, 
a Matemática aproxima-se, por um lado, do campo da Lógica pura, 
ganhando em rigor e em beleza; enquanto, por outro lado, afastan­
do-se só aparentemente da realidade concreta, se toma mais apta a 
penetrar no âmago das questões, por um maior poder de esquemati­
zação e de separação entre o que é essencial e o que é acidental. 

Pode bem dizer-se, portanto, que a Matemática atinge, por esta 
via, um mais alto nível de racionalidade. 

Vejamos pois como se define modernamente o conceito de 
"grupo" (segundo DEDEKIND). Seja H um conjunto não vazio de 
elementos a, b, c, ... de natureza qualquer, e seja <I> uma operação bi­
nária definida entre elementos de H, isto é, um processo de compo­
sição, pelo qual, a cada par ordenado (a, b) de elementos de H, devi­
damente escolhido, fique associado um terceiro elemento c de H. 

Os elementos a, b dizem-se os dados da operação <I> e o elemen­
to c chama-se resultado da operação <I> aplicada aos elementos a, b. 
Este elemento c pode ser representado indiferentemente pelos sím­
bolos <I> (a, b) ou a<l>b. Posto isto, diz-se que o conjunto H é um grupo 
a respeito da operação <I> se, e só se, resultam verificadas as três se­
guintes condições: 
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gl) A operação <I> é univocamente definida em todo o conjunto 
H; isto é, para cada par ordenado (a, b) de elelnentos de H, 
existe um e um só elemento c = a <I> b. 

g2) A operação <I> é associativa; isto é, tem-se 

(a <I> b) <I> c = a <I> (b<l>c) , 

quaisquer que sejam a, b, c EH. 

g3) A operação <I> é invertível; isto é, dados dois elementos a, b 
quaisquer de H, é sempre possível encontrar em H elemen­
tos x, y tais que 

a<l>x = b, y<l>a = b. 

Pode acontecer que, além destas, seja ainda verificada em H a 
condição seguinte: 

gc) a<l>b = b<l>a, quaisquer que sejam a, b EH. 
Neste caso, H diz-se um grupo comutativo ou abeliano. (Em ge­

ral, dois elementos a, b de H dizem-se permutáveis, quando se tem 
a<l>b = b<l>a). 

Por exemplo, o conjunto dos números inteiros (positivos e ne­
gativos, incluido o zero) é um grupo comutativo a respeito da adi­
ção' mas já não é um grupo a respeito da subtracção, pelo facto de 
esta operação não ser associativa: não é lícito escrever em geral 
(a-b)-c = a-(b-c). 

Sempre que, num conjunto H, se encontra definida uma opera­
ção <1>, o conjunto H diz-se algebrizado por esta operação, mesmo 
que não forme um grupo a respeito dela. 

Observemos desde já que a família S de todas as transformações 
biunívocas dum conjunto A sobre si mesmo, algebrizada com a 
operação usual de produto, constitui um grupo segundo a presente 
definição, visto que nessa família são verificadas as condições 
gl)' g), g3)· Posto isto, para saber se uma dada subfamília M de S 
constitui ainda um grupo conforme a definição geral (a respeito da 
mesma operação de produto), basta averiguar se a família M é fe­
chada a respeito da divisão, pois que, nessa hipótese, e só nessa, as 
condições gl)' g2)' g) resultam verificadas em M. O conceito actual 
de grupo é pois uma generalização do conceito definido no n. o 12. 
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Outros exemplos: 

a) Seja R o conjunto dos números reais e <p a operação definida 
pela fórmula 

facilmente se reconhece que R é um grupo a respeito de <p. Mas, a 
respeito da operação 8 definida por 

já R não é um grupo, pela simples razão de que 8 não é invertível. 

b) Seja J a farm1ia de todos os subconjuntos dum dado conjunte 
A não vazio. Em J são definidas univocamente duas equações biná­
rias - a intersecção (n) e a reunião (U) - ambas associativas e co­
mutativas, mas nenhuma delas invertível. O conjunto J não é por­
tanto um grupo a respeito de qualquer destas operações. 

c) Consideremos o conjunto U= {a, b} e as operações <p, 8, defi­
nidas em U mediante as seguintes tabelas: 

x<py x8y 

IX a b iX a b 

a a b a a a 

b b a b a b 

É fácil ver que o conjunto U forma um grupo a respeito de <p, 
mas não já a respeito de 8, pois que não existe em U nenhum ele­
mento x tal que x8a = b. 

54. Primeiras consequências da axiomática dos grupos 

A partir dos axiomas gl)' g2)' g) pode desenvolver-se, por dedu­
ção lógica, toda a teoria formal dos grupos. 
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Seja H um grupo a respeito duma dada operação <j>. Tomado em 
H um elemento c qualquer, existirá necessariamente em H, por força 
de g), um elemento Jl tal que Jl<j>c = c. Ora é de notar que este ele­
mento Jl goza da propriedade 

Jl<j>a = a, qualquer que seja a E H. 

Com efeito, ainda em virtude de g3)' existirá em H pelo menos 
um elemento x, tal que c<j>x = a, donde, atendendo a g): 

Jl<j>a = Jl<j>(c<j>x) = (Jl<j>c)<j>x = c<j>x = a. 

Ao elemento Jl chamaremos módulo da operação <j> (à esquerda). 
Analogamente se demonstra a existência de (pelo menos) um ele­
mento u de H, tal que 

a<l>u = a, qualquer que seja a E H, 

ao qual poderíamos chamar módulo de operação e à direita. Sim­
plesmente, o módulo à direita coincide com o módulo à esquerda, 
pOIS que: 

Jl<j>u = u, Jl<j>u = Jl, donde Jl = u. 

Este mesmo raciocínio mostra que não pode haver mais de um 
módulo de cada lado. 

Note-se que, usualmente, a operação grupal se apresenta umas 
vezes com o nome de "multiplicação", outras vezes com o nome de 
"adição". No primeiro caso, tem lugar a linguagem multiplicativa: o 
resultado da operação aplicada aos elementos dados a, b chama-se 
produto de a por b e representa-se por a· b ou ab; o módulo da ope­
ração chama-se unidade e pode representar-se por 1 (muitos autores 
usam o símbolo e), etc. No segundo caso, emprega-se a linguagem 
aditiva: em vez de produto (ab), diz-se soma (a + b); em vez de uni­
dade (1), diz-se zero (O), etc. 

Continuemos a usar <j> como símbolo genérico de operação gru­
paI em H. O axioma g3) habilita-nos ainda a afirmar que, para cada 
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a E H, existe (pelo menos) um elemento a de H, tal que a<l>a = f.l 
(continuando a designar por f.l o módulo de <1». 

Daqui resulta a univocidade da operação inversa de <1>: quais­
quer que sejam a, b E H, não pode haver mais de um elemento x tal 
que a<l>x=b, nem mais dum elemento y tal que y<l>a=b. Com efeito, 
se for a<l>x= a<l>x', virá, sucessivamente, 

a <I> (a <I> x) = a <I> (a <l>x') ou seja f.l<l>x = f.l<l>x', 

donde, finalmente, x = x'. Analogamente se demonstra a segunda 
parte da proposição. 

Em particular, podemos garantir que, para cada a E H, existe um, 
e um só, elemento a de H, tal que a<l>a = f.l. Em linguagem multipli­
cativa, o elemento a chama-se o inverso (à esquerda) de a e repre­
senta-se por a-I; em linguagem aditiva, a chama-se o simétrico (à 
esquerda) de a e representa-se por -a. Mas o inverso à esquerda 
também é inverso à direita; isto é, tem-se não só 

a-la = 1 , 

mas ainda aa-l = 1. Com efeito, de a-la = 1, vem 

donde, multiplicando à esquerda por a: 

aa- l = 1 , q.e.d. 

Este mesmo resultado mostra que (a-l)-l = a. 

55. Representação dum grupo qualquer mediante um grupo de 
transformações 

As noções de "homomorfismo", "isomorfismo" e "automorfis­
mo" atrás formuladas para os grupos de transformações extendem­
-se automaticamente ao novo conceito de grupo. Sejam Gp G2 dois 
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grupos quaisquer, relativos a operações <1>1' <1>2' definidas respectiva­
mente em G1 e G2; chamaremos homomorfismo do grupo G1 sobre o 
grupo G2 toda a transformação unívoca 't do primeiro sobre o segun­
do, tal que 

2) 't(a<l>l h) = 't(a) <1>2 't(h) quaisquer que sejam a, h E G1 • 

Se 't é além disto reversível, diz-se um isomorfismo, e prova-se 
que a sua inversa 't-1 é também um isomorfismo. 

Assim, por exemplo, o operador log estabelece um isomorfismo 
entre o grupo multiplicativo dos números positivos e o grupo aditivo 
dos números reais: 

log(x·y) = log x + log y. 

No desenvolvimento da teoria geral dos grupos, é cómodo adop­
tar uma só das linguagens - aditiva ou multiplicativa. Comummente 
opta-se pela segunda, e é o que faremos a partir deste momento. 

Consideremos um grupo G qualquer. Designando por a um ele­
mento arbitrário de G, é fácil ver que a fórmula 

(26) y=ax 

define uma transformação biunívoca do conjunto G sobre si mesmo, 
pois que; 1) a cada x E G fica a corresponder um e um só elemento 
y(=ax) de G; 2) reciprocamente, para cada elemento y de G, existe 
um e um só elemento x de G, tal que ax = y: o elemento x = a-1y. 

Mas o elemento a de G é arbitrário. Deste modo, para cada a E G, 
tem-se uma transformação biunívoca de G sobre si mesmo, trans­
formação que designaremos por f a: 

fa(x) = ax, para cadaxE G. 

(Assim, por exemplo, se G for o grupo multiplicativo dos números 
positivos, f 2 será o operador que transforma 1 em 2, -3 em -6, 3/4 
em 3/2, etc.) 
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Não oferece agora dificuldade demonstrar que: o conjunto G de 
todas as transformações fa assim obtidas (quando a percorre G) é 
um grupo; e que: a correspondência a ~ fa é um isomorfismo de G 
sobre G. 

Com efeito, dados dois elementos a, b quaisquer de G, tem-se: 

fa(x) = ax, fb(x) = bx, para cada x E G, 

e portanto 

Tem-se pois que, no produto ab, corresponde precisamente o 
produto fafb ou seja, em símbolos 

o que significa, precisamente, que a correspondência ~ ~ fa é um 
homomorfismo de G sobre G. Daqui resulta logo que G também é 
um grupo. Finalmente, é fácil ver que a referida correspondência é 
biunívoca, pois que a desigualdade a "# b implica fa"# fb. Com efeito, 
se fosse fa= fb, ter-se-ia em particular fa(l) = fb(1) ou seja a·I = b·I, 
donde a = b. 

O facto que acabamos de estabelecer tem grande importância e 
pode enunciar-se nestes termos: todo o grupo G é representável iso­
morficamente mediante um grupo de transformações. Deste modo, 
uma vez que os isomorfismos respeitam (por definição) as proprie­
dades algébricas dos grupos, somos levados a concluir que todos os 
anteriores teoremas com carácter exclusivamente algébrico, relati­
vos a grupos de transformações, podem ser transportados ao domí­
nio geral dos grupos abstractos que não se encontre já representa­
do na teoria dos grupos de transformações. 

56. Axiomatização do conceito de corpo 

Observemos que todo o corpo numérico ~ é um grupo comutativo 
a respeito da adição e que, privado do elemento 0, é ainda um grupo 
(comutativo) a respeito da multiplicação; além disso, a multiplicação 
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é, em ~, distributiva a respeito da adição. Daqui se parte para a no­
ção geral de corpo: Seja M um conjunto de elementos quaisquer, al­
gebrizado por meio de duas operações, uma das quais convenciona­
remos chamar adição e a outra multiplicação; diz-se que M é um 
corpo a respeito destas operações, quando são verificadas as seguin­
tes condições: 

c l ) O conjunto M é um grupo comutativo a respeito da adição; 
c) Privado do elemento 0, o conjunto M é um grupo a respeito da 

multiplicação; 
c3 ) Em M, a multiplicação é distributiva à direita e à esquerda a res­

peito da adição; isto é, tem-se, quaisquer que sejam a, b, c EM: 

a(b + c) = ab + ac; (b + c)a = ba + ca. 

c4 ) a· ° = 0, qualquer que seja a EM. 
Esta condição pode ainda ser substituída pela condição mais fraca: 
c;) O produto de ° por cada elemento de M é sempre um determi-

nado elemento de M (que se demonstra depois ser O). 

Se, além disto, a multiplicação for comutativa em M, dir-se-á 
que M é um corpo comutativo. 

Os corpos de números e de funções atrás considerados reen­
tram, manifestamente, na actual definição. Mas note-se que, por 
exemplo, o conjunto C de todas as funções contínuas num intervalo 
(a, b) não é um corpo, a respeito das noções usuais de soma e do 
produto de funções; com efeito, se designarmos por f uma função 
que se anule em metade do intervalo (a, b), mas não na outra meta­
de (existam tais funções em C), o elemento l/f não pertencerá a C, 
e tem-se, contudo, f * O. 

Exemplos notáveis de corpos são os seguintes: 
Representando por E o conjunto dos inteiros, positivos e negati­

vos, zero incluído, e fixado em E um elemento m qualquer, já sabemos 
(n. o 18) que a relação de congruência a respeito do módulo m de­
termina em E uma repartição. Suponhamos, para fixar ideias, m = 3, 
e convencionemos representar por a o conjunto dos elementos de 
E congruentes a a modo 3, sendo a um elemento arbitrário de E. 
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É claro que~ neste caso, se tem uma repartição de E apenas em 
três classes: O, 1, 2. (Note-se que é O = 3 = 6 = ... , 1 = - 2 = 7 ... , 
2 = - 4 = 8 = ... ). Representemos por E o conjunto {O, 1, 2} -=--É na­
tural agora definir soma e produto de dois elementos a, b de E, me­
diante as fórmulas: 

- -
a+b=a+b, ab=ab. 

Teremos então as duas seguintes tabelas de adição e multiplica­
ção emE: 

x+y x·y 

~ - - -
O 1 2 l~ - - -

O 1 2 

- - - - - - - -
O O 1 2 O O O O 

- - - - - - - -
1 1 2 O 1 O 1 2 

- - - - - - - -

2 2 O 1 2 O 2 1 

" E fácil constatar que o conjunto E assim algebrizado é um corpo 
comutativo. 

Ter-se-ia obtido ainda um corpo comutativo (e finito), se, em 
vez de m = 3, se tivesse tomado para m um valor primo qualquer. 
Todavia, se m não for um número primo, o sistema algébrico obtido 
por este processo não será um corpo, como se pode verificar. 

Uma das questões centrais da moderna Álgebra abstracta é esta: 
sendo C um corpo arbitrário, determinar uma condição necessária e 
suficiente para que a teoria de GALOIS seja válida para as equações 
algébricas com os coeficientes em C. 

Para um estudo desenvolvido das teorias dos grupos, dos corpos, 
bem como de outros sistemas algébricos, podem consultar-se várias 
obras, nomeadamente a de VAN DER WAERDEN, Modeme Algebra. 

O presente curso não pretende ser mais do que uma introdução 
às referidas teorias. 



NOTAS FINAIS 

A) Sobre o teorema de LAGRANGE. 

O teorema de LAGRANGE generalizado pode ainda ser apre­
sentado sob a seguinte forma, particularmente cómoda para a apli­
cação à teoria de GALO IS: 

Consideremos uma equação algébrica fez) = 0, de raízes 
aI' a 2 ,···, a n , com os coeficientes num dado corpo Ll, e seja G um 
seu grupo admissível a respeito de Ll. Consideremos, por outro lado, 
uma função racional ~ = <p (aI' a 2 , ••• , aJ das raízes desta equação, 
com os coeficientes em Ll e pertencente em sentido restrito a um 
grupo H em G. Nestas condições, qualquer outra função racional 
das raízes, 

com os coeficientes em Ll, que fique formalmente invariante para as 
substituições de H, terá o valor em Ll(~). 

A técnica da demonstração é inteiramente análoga à que segui­
mos nos n.OS 30 e 32. Sejam ~1 (= ~), ~2'···' ~m as funções conjuga­
das de ~ em G, e 

as funções correspondentes obtidas a partir de y. Tomando para in­
cógnitas cp c2 , ••• , cm' O determinante do sistema 

é o determinante de VANDERMONDE em ~l' ~2'·.·' ~m e portanto 
"# O. Por outro lado, qualquer substituição e de G sobre os aa não faz 
mais do que produzir uma substituição sobre os ~~ e a substituição 
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correspondente sobre os Y'!, provocando assim, quando muito, uma 
alteração da ordem das equações (27). Os coeficientes cp c2 , ... , cm 
são pois, por intermédio dos ~~ e dos Y'!, funções racionais dos aa, 
com os coeficientes em ~ que se mantêm formalmente invariantes 
para as substituições de G. Mas G é, por hipótese, um grupo admis­
sível da equação fez) = O a respeito de ~. Logo, tem-se 

o que prova a afirmação feita. 

B) Sobre as equações cíclicas. 

Nas considerações desenvolvidas no n. o 37 sobre a resolução al­
gébrica da equação cíclica, há um ponto a rectificar. A função das 
raízes, 

n 

~ = L rok-1ak , 

k=l 

só pertencerá em sentido restrito ao grupo .9'" em H, se for ~ "* O. 
Esta dificuldade pode ser removida do seguinte modo: se os aa são 
todos distintos, existe necessariamente um expoente Jl tal que 

com efeito, se assim não fosse, as equações 

roO a; + roa; + ... + ron
-
1 a: = O (r = O, 1, ... , n - 1), 

considerando roo, ro, ... , ron
-
1 como incógnitas, formariam um sistema 

determinado, tendo por única solução roO = ro = ... = ron - 1 = O, o que é 
absurdo. Pode então tomar-se para valor de ~ o somatório 

n 
~ rok-1a fl 
.L..J k' 
k=l 
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em vez do primeiro. Deste modo se evita o inconveniente indicado, 
e todos os raciocínios podem seguir como foi dito no n.o 37. 
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