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CAPITULO 1

GENERALIDADES SOBRE
CONJUNTOS E TRANSFORMACOES

1. Nocao geral de conjunto e as relacoes logicas primitivas

Em Matematica a palavra “conjunto” € hoje usada na mais larga
acepcdo possivel, como sinénimo de “classe”, “colec¢do” ou “fami-
lia”: um conjunto de nimeros, um conjunto de pontos, um conjunto
de figuras, um conjunto de fun¢des, um conjunto de sinais, um con-
junto de palavras, um conjunto de livros, etc, etc., sdo exemplos de
conjuntos admissiveis em Matemdtica. Exige-se apenas que os ele-
mentos de cada conjunto sejam entidades bem definidas, com indi-
vidualidade bem marcada: um conjunto de estados psicolégicos, por
exemplo, estaria fora das consideragGes matemaéticas.

Todavia, na linguagem comum, a palavra “conjunto” € usada
com menor elasticidade. Nao se dird, por exemplo, “o conjunto das
aves”, mas antes “a classe das aves”; ndo se dird “o conjunto dos
tridngulos”, mas sim “a classe ou a familia dos tridngulos”, etc.
Mas ja parece indiferente dizer “o conjunto dos nimeros primos”
ou a “classe dos nimeros primos”. Mesmo na linguagem matemati-
ca se transige, por vezes, com O uso, para obter maior clareza e ex-
pressividade: assim, por exemplo, dir-se-4 de preferéncia “familia
de conjuntos, em vez de “conjunto de conjuntos”. Ndo esquecamos
todavia que, na Matematica moderna, os termos “conjunto”, “clas-
se”, “familia”, etc., sdo considerados sindnimos.
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Para indicar que um dado ente a € elemento dum dado conjunto
C, escreveremos a € C (ler “a pertence a C”); para indicar que dois
entes a € b sao elementos de C, escreveremos a, b&C (ler “ae b
pertencem a C”), etc. Em certos casos, o simbolo “& ” devera ler-se
“pertencente” ou “pertencentes”, em vez de “pertence” ou ‘“‘perten-
cem”.

Por outro lado, a expressdo simbdlica a & C significard que a
ndo pertence a C.

Dados dois conjuntos A, B, diremos que A estd contido em B,
ou que A é um subconjunto de B, quando todo o elemento de A for
também um elemento de B, e escreveremos entdo para o indicar:
A CB. Nesta mesma hipétese diremos que B contém A ou que € um
sobreconjunto de A, e escreveremos para o indicar BDA. Assim,
por exemplo, se representarmos por M, o conjunto dos multiplos de
6, e por M, o conjunto dos multiplos de 3 (no conjunto dos inteiros)
ter-se-a: M, C M, ou M,DM,.

Pode acontecer, em particular, que se tenha a0 mesmo tempo:
ACB e BDA; entdo é claro que as letras A e B representardo o
mesmo conjunto. Também se diz, neste caso, que os conjuntos A e B
coincidem ou sdo idénticos, e para o indicar, escreveremos: A =B
(na realidade trata-se de um sé conjunto, representado de dois mo-
dos diversos). Assim, por exemplo, se designarmos por L, a classe
dos tridngulos equilateros e por A, a classe dos tridngulos equidngu-
los, poderemos escrever: L,=A,.

De resto, o sinal “=" est4 hoje a ser empregue, sistematicamen-
te, como um simbolo de identidade, devendo ler-se “coincide com”,
“idéntico a”, “o mesmo que”, etc.. Para indicar, por exemplo, que
dois dados pontos geométricos a € b coincidem (ou, falando mais
correctamente, para indicar que os simbolos a, b representam um
mesmo ponto), escreveremos a = b; mas, para indicar que dois dados
segmentos ab e cd sdo geometricamente iguais (isto &, sobreponi-
veis, ou, como também se diz, congruentes) nao sera licito escrever
ab = cd a ndo ser que tais segmentos coincidam. ®

(1) — Comummente, em Geometria Elementar, os pontos sdo designados por letras mindsculas
do alfabeto latino e a relacdo de identidade ou coincidéncia € expressa pelo sinal “="
reservando-se o sinal “=" para exprimir igualdade geométrica, (isto é, congruéncia). E,
portanto, necessério ter presente esta diversidade de convengdes, para evitar equivocos,
ao ler um texto de matemaética moderna.
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Como vimos, entre os subconjuntos dum conjunto A, figura sem-
pre o proprio conjunto A; isto €, tem-se A CA, qualquer que seja o
conjunto A (propriedade reflexiva da inclusao).

Aos subconjuntos de A distintos de A dd-se o nome de subcon-
juntos proprios ou partes de A.®

Por outro lado, € evidente que, todas as vezes que se tiver ACB e
B C C sera também A C C quaisquer que sejam os conjuntos A, B, C
(propriedade transitiva da inclusdo). E nesta propriedade que con-
siste o principio dos silogismos da 16gica formal.

2. Operacoes logicas sobre conjuntos

Chama-se interseccdo ou produto légico de dois conjuntos A, B, e
representa-se por A N B, o conjunto dos elementos comuns a A € a B,
isto €, o mdximo conjunto contido ao mesmo tempo em A e em B.

Chama-se reunido ou soma légica de dois conjuntos A, B, e re-
presenta-se por A U B, o conjunto de todos os elementos de A e de
B, isto €, o minimo conjunto que contém ao mesmo tempo A e B.

Exemplos:

1) Representando em geral por M, o conjunto dos multiplos de
n, ter-se-a

M,=M,NM,.

2) Representando por R, L, Q, respectivamente a classe dos re-
tangulos, a classe dos losangos € a classe dos quadrados, sera:

O=RNL.
3) Representando por [a , b] o conjunto dos nimeros reais x

tais que a < x < b (intervalo fechado de extremos a, b) podemos
escrever:

(1) — Alguns autores escrevem ACB (em vez de ACB) para indicar que A esta contido em B,
e ACB para indicar que A € um subconjunto prdprio de B.
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[3,71N[5,91=[5,7],
[3,71U1[5,9]1=[3,9].

De modo inteiramente andlogo se define a intersec¢do ou reunido
de mais de dois conjuntos A, B, C, ..., em nimero finito ou infinito;
Dados n conjuntos A,, A,, ..., A, representaremos por

A, NA,N...NA

n

ou, abreviadamente, por

M A

i=1

a intersecc¢ao desses conjuntos, € por

A UA,U...UA

n

ou por

U 4,

i=1

a reunido dos mesmos conjuntos.

3. Conjuntos formados dum s6 elemento e conjuntos de conjuntos

Observemos desde ja que um conjunto finito pode sempre ser
definido pela simples enumerac@o dos seus elementos, 0 que ja ndo
acontece, naturalmente, com os conjuntos infinitos.

Para indicar que um conjunto M € formado pelos elementos
a, b, c,... escreveremos: M = {a, b, c,...}; assim, por exemplo, de-
signando por D, o conjunto dos divisores (positivos) de 6, ter-se-a
D, = {1, 2, 3, 6}; quanto ao conjunto dos multiplos de 6, M, seria
M= {0,6,12,..., 6n, ...}, mas € claro que, sendo este um conjunto
infinito, n@o € possivel defini-lo, mencionando um por um, todos os
seus elementos.
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Consideremos o conjunto U = {a, b, c}. Entre os subconjuntos
de U figuram, além de U, os seguintes conjuntos:

{a, b}, {a, c}, {b, c}

que designaremos respectivamente por A, B, C. Ora € preciso notar
que, na linguagem matemaética, ao contrario do que sucede na lin-
guagem comum, € licito falar de conjuntos formados de um so ele-
mento. Assim, por exemplo, o conjunto U admitird ainda os subcon-
juntos {a}, {b}, {c}, que é preciso ndo confundir com 0s proprios
elementos a, b, c¢: ndo serd portanto licito escrever a = {a}.

Uma outra convengao a registar € a que se refere a conjuntos de
conjuntos. Continuemos a referir-nos ao exemplo anterior: € claro
que os subconjuntos de U podem agora ser combinados entre si de
varios modos, dando origem a novos conjuntos, por exemplo, 0s se-
guintes: {A, B}, {A, B, C}, {A, B, {a}}, que designaremos respecti-
vamente por %, %, &. Diz-se que tais conjuntos .4, .%,... sdo de
tipo 2, a respeito de a, b, ..., para os distinguir dos conjuntos de ele-
mentos de U, chamados também conjuntos do tipo 1 (a respeito de
ab,c,...).

Importa ndo confundir uma dada familia de conjuntos com a reu-
nido dos conjuntos dessa familia. Assim, por exemplo, a reunido dos
intervalos [2, 5], [3, 7] e [4, 9], coincide com a reunido dos interva-
los [2,7]e[5, 9], embora se trate de dois conjuntos diversos de in-
tervalos. Analogamente, o conjunto das rectas do espago que passam
por um ponto p (estrela de rectas de centro p) € o conjunto de planos
que passam por p (estrela de planos de centro p) sdo duas familias
distintas de pontos do espaco, e, contudo, a reunido dos conjuntos de
cada uma dessas familias coincide com o espaco inteiro.

Observemos finalmente que, assim como se podem considerar
conjuntos de conjuntos de elementos a, b, c, ... (conjuntos de tipo 2,
a respeito de a, b, ¢, ...) também se podem considerar conjuntos de
conjuntos do tipo 2 (conjuntos de tipo 3), conjuntos de conjuntos de
tipo 3 (chamados conjuntos de tipo 4) e assim sucessivamente, pros-
seguindo mesmo no transfinito. E esta a ideia fundamental da teoria
dos tipos, criada por BERTRAND RUSSEL, com o objectivo de re-
solver os paradoxos da teoria dos conjuntos.
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4. A nocao de conjunto vazio

Consideremos, por exemplo, os intervalos [3 ,4] e [7, 9]. Como
ndo existe nenhum elemento comum a tais intervalos, poderiamos
dizer que a sua intersec¢ao nao existe. Todavia, € corrente em Mate-
madtica introduzir entidades convencionais, para tornar possiveis
certas operagdes em todos os casos que se apresentam, tendo em
vista unicamente a comodidade de linguagem — e, quem diz como-
didade de linguagem, diz comodidade de pensamento. Aparecem
assim, por exemplo, os nimeros negativos, 0s nimeros imaginarios,
0s expoentes negativos ou fraccionérios, os pontos do infinito, etc...
Foi assim, também que, ainda antes destes conceitos, apareceu o de
numero 0.

Pois bem, € ainda por tal processo, que se apresentam, na teoria
dos conjuntos, os conjuntos formados de um sé elemento (de que ja
faldamos) e a nocdo de conjunto vazio ou conjunto desprovido de
elementos. Diremos assim que a intersec¢cdo dos intervalos [3 , 4], e
[7 , 9] € o conjunto vazio, para exprimir abreviadamente o facto de
nao existirem pontos comuns a [3,4] e a [7, 9]. Analogamente; di-
remos que € vazia a classe dos tridngulos birectdngulos (na geome-
tria euclideana), a classe dos nimeros primos divisiveis por 6, a
classe dos nimeros positivos x tais que x> + 7x + 2 = 0, etc.

Quando a intersec¢ao de dois conjuntos A, B € o conjunto vazio,
diremos ainda que A, B sdo disjuntos.

E agora facil reconhecer que, uma vez incluidos entre os sub-
conjuntos de um conjunto finito A, os conjuntos formados de um s6
elemento, o conjunto vazio € o préprio conjunto A, o nimero total
de subconjuntos de A serd 2" sendo n 0 numero de elementos de A.
Trata-se dum simples problema de anélise combinatoria:

(-0

5. O conceito geral de transformacao

Dados dois conjuntos A, B, quaisquer, diz-se definida uma
transformagdo univoca @ de A sobre B, quando se tenha fixado um
critério, pelo qual fique a corresponder, a cada elemento x de A, um,
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e um sO, elemento y de B, chamado imagem ou transformado de x
por meio de @ e representavel por @ (x):

y=0(x).

Dir-se-4 ainda, neste caso, que a varidvel y € uma funcdo da va-
ridvel x definida no conjunto A; e chamar-se-4 contradominio de @
ao conjunto de todos os elementos @(x) de B, transformados dos
elementos x de A por meio de @.

Dir-se-4 ainda que @ € um operador (ou uma operagao) definido
em A e de contradominio contido em B.

Uma dada transformac@o univoca 6 de A sobre B diz-se uma
transformacao biunivoca ou reversivel de A sobre B, quando, para
cada elemento y de B, exista um, € um s, elemento x de A, do qual
y seja a imagem por meio de 0, isto €, tal que 0(x) = y; em tal hip6-
tese chamaremos tranformacdo inversa de 0, e representaremos por
0-! a transformacdo que consiste em passar de y (dado arbitraria-
mente sobre B) para o correspondente valor de x em A:

x=0"(y).

Exemplos:

O conceito de “correspondéncia” ou de “fun¢do” reside na base
de todo o pensamento. Por isso encontramos dele exemplo a cada
passo, mesmo na linguagem comum.

Consideremos, por exemplo, a expressao “capital de...”; € claro
que esta expressao, por si sO, nada designa de concreto, mas, uma
vez seguida do nome de um determinado pais, ela passa a designar
uma determinada cidade. Entdo, se representarmos por P 0 conjunto
dos paises e por C o conjunto das cidades, e se, além disso, escrever-
mos abreviadamente “y = cap x”” com o significado de “y € a capital
de x”, podemos dizer que a varidvel y é uma fungdo univoca da va-
ridvel x, funcdo que tem por dominio de existéncia o conjunto P e
por contradominio um subconjunto de C. Por outras palavras: o
simbolo “cap” representa uma transformacdo univoca do conjunto P
sobre o conjunto C, do mesmo modo que, por exemplo, o simbolo
sen (abreviatura do “seno de”) representa uma transformacao univo-
ca do conjunto R dos nimeros reais sobre si mesmo.
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Todavia, o simbolo “cap” nao representa, nesta ordem de ideias,
uma transformac¢ao biunivoca de P sobre C, visto que ha cidades
que ndo sdo capitais de nenhum pais; mas, se representarmos por C*
o conjunto das cidades que sdo capitais (sendo entdo C* o contra-
dominio da fun¢do “cap de x”°) j4 podemos dizer que se trata duma
transformacdo biunivoca® de P sobre C* (pois ndo pode haver mais
de um pais com a mesma capital) e a sua transformacdo inversa sera
entdo aquela indicada pela expressao: “x € o pais cuja capital € y”.

Por sua vez, o operador sen € uma transformacdo univoca, mas
ndo reversivel, do conjunto dos niimeros reais sobre o intervalo fe-
chado [-1, 1] (contradominio desse operador); ele define, contudo,
uma transformac¢do biunivoca do intervalo [-7/2, ®/2], sobre o in-
tervalo [-1, 1], e a sua transformacdo inversa serd entdo o operador
arc sen.

Consideremos agora a expressdo “multiplo de”; seguida do no-
me dum numero, esta expressdo passa a designar, ndo um ndmero
determinado, mas sim toda uma classe de nimeros dependente do
primeiro. Diremos entdo que se trata de um operador plurivoco
com infinitos ramos univocos, que sao, por exemplo, os operadores:
“dobro de”, “triplo de”, etc.

Passemos a geometria. A projec¢do dos pontos do espago eucli-
deano, que representaremos por R,, sobre um plano o paralelamente
uma direc¢do d (ndo paralela a o) € um exemplo de transformacao
univoca, mas ndo reversivel, de R, sobre o.

Exemplos notédveis de transformacdes biunivocas do espaco
R, sobre si mesmo sd3o as homotetias, as translacgoes, as rotagoes,
e as simetrias:

1) Fixados ao arbitrio, um ponto ¢ € um nimero real r (positivo
ou negativo) chama-se homotetia de centro c e de razdo r a operacao
geométrica 0 que, deixando fixo o ponto c, transforma cada ponto p
do espago, distinto de ¢ no ponto p* tal que cp*/cp=|r| ficando p e
p* do mesmo lado ou do lado oposto em relagdo a ¢ conforme a ra-
zao r for positiva ou negativa. O facto de se ter 0(c) = ¢ exprime-se

(1) — Diz-se que uma transformag@o univoca 0 (de A sobre B) € univalente quando se tem
0(x,) #0(x,), para x, #x,. Supondo verificada esta hipétese e representando por B* o
contradominio de 0 esta serd uma transformacéo biunivoca de A sobre B, se, e s6 se, for
B¥=RB,.
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dizendo que o ponto ¢ é invariante para 0. E claro que serd esse o
unico ponto invariante se r # 1; mas, se r = 1 todos os pontos serdo
invariantes, e entdo dir-se-4 que 6 € a transformacao idéntica ou
identidade.

E f4cil ver ainda que a transformagéo inversa da homotetia de
centro ¢ e razdo r €, precisamente, a homotetia de centro c e razdo 1/r.

2) Fixados dois pontos quaisquer a, a* de R, chama-se translac-
¢do definida pelo vector aa* a operagiio O que consiste em passar de
cada ponto p do espago, para o ponto p* tal que

pp* = aa*.

E claro que O se reduz a identidade se, e s6 se, for c* =c.
Por outro lado, € facil ver que a transformacao inversa da translac-
¢do definida por cc™ € a translacgdo definida por cc™.

3) Sendo E uma recta qualquer orientada e ¢ um angulo dado,
positivo ou negativo, chama-se rotacdo de eixo E e de amplitude
@, a transformacdo 0 que deixa invariantes os pontos de E e faz cor-
responder a cada ponto p € E o ponto p*, tal que, designando por
7 0 plano conduzido por p perpendicularmente a E e por ¢ 0 ponto
de intersec¢do de ® com E, resultam verificadas as trés condigdes:

PFETR;
dist (p, c¢) = dist (p*, ¢);
ang (p*Ccp)=0

(considerando como sentido positivo dos dngulos o sentido antiho-
rério, a respeito de um observador colocado segundo a recta orien-
tada E).

A transformac@o inversa da rotacdo de eixo E e de amplitude
¢ serd manifestamente a rotacdo do eixo E e amplitude —@.

4) As simetrias podem ser de tr€s espécies: em relacdo a um
ponto, em relacdo a uma recta e em relacdo a um plano. As defini-
coes destes tipos de operadores sdo bem conhecidas.
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E curioso observar que a transformacéo inversa duma dada si-
metria € essa mesma simetria. Por outro lado, € de notar que a trans-
formacdo idéntica pertence a classe das homotetias, a classe das
translac¢cOes e a classe das rotacdes (constitui mesmo a intersecgao
dessas classes), mas ndo pertence a classe das simetrias.

6. Transformacoes entre conjuntos finitos

J4 atr4s observamos que todo o conjunto finito pode ser defini-
do (pelo menos teoricamente) pela simples indicacdo dos elementos
que o constituem. Analogamente, dados dois conjuntos finitos A, B,
toda a transformacdo univoca 0 de A sobre B se podera definir, indi-
cando quais os elementos de B que correspondem, segundo 0 nos
diversos elementos de A, mencionados um por um, sem omissao: tal
€ por exemplo, o caso do operador “capital de” atrds considerado,
definido entre o conjunto dos paises € o conjunto das cidades.

Consideremos, para assentar ideias, o conjunto

A={a b, c d}.

Se, por exemplo, fizermos corresponder ao elemento a o ele-
mento b, ao elemento b o elemento ¢, ao elemento ¢ o préprio ¢ e ao
elemento d o elemento a, ficard definida uma transformacao univo-
ca do conjunto A sobre si mesmo. Designando por 0 esta transfor-
macao, ter-se-4, em simbolos:

O(@)=b, 0(b)=c, O(c)=c, O(d)=a.

A definicdo deste operador poderd ainda ser esquematizada na
seguinte tabela:
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na qual, como se v€, estdo escritos a esquerda os elementos de A
(isto €, os dados ou valores da varidvel independente, x) e a direita,
na mesma linha, os elementos de B que correspondem ordenada-
mente aos primeiros (isto €, os resultados ou valores da variavel de-
pendente, y). E claro que o uso das tabelas estd indicado sobretudo
para os casos em que seja muito grande (embora finito) o numero
dos valores da varidvel independente; tal € por exemplo, o que
acontece a respeito das tabelas numéricas . Quando, porém, € pou-
co numeroso o conjunto dos dados, costuma usar-se esta outra con-
vencdo: dispdem-se os dados numa linha horizontal e, por cima de
cada um deles, o respectivo resultado; encerra-se depois o conjunto
das duas linhas num paréntese: o simbolo composto assim obtido
designa, por convencao, o operador definido.

Assim, por exemplo, para o operador 0, que estivamos conside-

rando, ter-se-a
. (b cc a).
abcd

Observemos ainda que esta transformacdo deixa fixo (ou inva-
riante) o elemento c¢. Além disso, 0 ndo € uma transformacao rever-
sivel, pois que se tem

0(b)=0(c),sendo b #c.

Uma transformacd@o biunivoca do mesmo conjunto A sobre si
mesmo €, por exemplo, a seguinte:

¢_(cadb>
abcd)’

cuja transformacdo inversa €, como facilmente se reconhece,
¢! = (b da c)
- 2
abcd

Q=

tendo-se, portanto,

(1) — Estas tabelas (como, por exemplo, uma tdbua de senos) referem—se geralmente a uma
fung@o real de varidvel real, x. Todavia, na prética, basta conhecer o valor da fungéo pa-
ra um numero finito de valores de x.
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As transformacgdes biunivocas dum conjunto finito sobre si mes-
mo costumam aparecer na literatura matematica com o nome de
substituicoes.

Segundo a convengao precedente, o simbolo

(ail aiz ain>
b
al a2 P a

n

em que g, , @,, ..., 4; representam os elementos a,, a,, ..., a, diSpos-
tos numa ordem qualquer, sem omissao nem repeticdo, designara
uma determinada substituicdo © sobre os n elementos a,, a,, ..., a,.
Esta substitui¢cdo ndo depende porém da ordem das colunas daquele
simbolo: basta que, por cima de cada elemento, esteja indicado o
respectivo transformado por meio de 6. Torna-se entdo manifesto
que o numero total das possiveis substituicdes sobre n elementos é
precisamente igual ao nimero das permutacdes desses n elemen-
tos ou seja n!.

Neste numero estd incluida a substitui¢ao idéntica ou identidade:

I= (al a2 v an)
al a2 cee an
Discorrendo de modo andlogo, chega-se a conclusdo de que o
nimero total de transformagdes univocas (reversiveis ou nao) dum
conjunto de n elementos sobre si mesmo € igual ao nimero de ar-

ranjos com repeticdo de n objectos n a n, ou seja, como ensina a
andlise combinatdria, n".

7. Produto de duas transformacoes

Consideremos trés conjuntos A, B, C quaisquer e sejam: 6, uma
transformacdo univoca de B sobre C, 6, uma transformagdo univoca
de A sobre B. A cada elemento x de A, far4 o operador 0, correspon-
der um determinado elemento y de B; por sua vez, ao elemento y de
B, fard o operador 6, corresponder um determinado elemento z de C.

(1) — Alguns autores usam mesmo o termo “permutac@o” como sinénimo de “substitui¢do”.
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Serd entdo y = 0,(x), z = 0,(y) = 0,(8,(x)). E claro que, se fizermos
corresponder directamente ao elemento x de A, o elemento z de C,
ficard definida uma transformaca@o univoca de A sobre C. Designe-
mos por 0 essa transformacao; diz-se entdo que 0 € o produto de 0,
por 0, e escreve-se 6 =06,-0,.

Ter-se-4, pois, por definicdo,

(0,0, (x)=0,(0,(x)), paracadaxEA.

Exemplos:

1) Designemos por P, C, N, respectivamente o conjunto dos pai-
ses, o conjunto das cidades e o conjunto dos numeros naturais. J4
no n.° 5 vimos que a expressao “capital de” representa uma trans-
formacdo univoca de P sobre C. Por sua vez, a expressdo “nimero
de habitantes de” representa uma transforma¢ao univoca de C sobre
N (e também de P sobre N). Seja entdo x um elemento qualquer de
P; se aplicarmos sobre x o operador “capital de” e em seguida o
operador “nimero de habitantes de”, obter-se-4 um determinado
elemento de N, funcio de x: o niimero de habitantes da capital de x.
Ficard assim definida, portanto, uma transformac¢do univoca de P
sobre N, que serd o produto do operador “numero de habitantes de”
pelo operador “capital de”.

2) Consideremos o conjunto A = {a, b, ¢, d} e as duas seguintes
transformagdes de A sobre si mesmo

bdab dabc
0, = , 0,= )
abcd abcd

Sera entao

bbda)

0.0, =
o E (abcd

pois que se tem: 0,(a)=d, 0,(d)=>b, donde, 6,(0,(a))=b, 0,(b)=a,
0,(a)=b, donde 6,(0, (b)) =b, etc.
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Por outro lado sera:

acda)
abcd)’

@Q:(

e portanto 6,0, #06,0,.

Este simples exemplo mostra que a lei comutativa ndo é aplicd-
vel ao produto de transformagoes. Todavia, dados dois operadores
c, 0, pode acontecer que se tenha 6 0 =0 G; diz-se entdo que G ¢ 0
sd0 permutdveis. Tais sdo, por exemplo, os operadores

( cdb a) ( bad c)
o= , B= i
abcd abcd

3) Consideremos as fungdes @(x)=x> e y(x)=x—1. Elas defi-
nem manifestamente transformagdes univocas do conjunto dos nu-
meros reais (e também do conjunto dos nimeros complexos) sobre
si mesmo. Trata-se, de resto, de duas operacOes elementares: a ele-

vagcdo ao cubo e a subtraccdo duma unidade.
Ter-se-4 entdo:

O(y(x) = (x-1)
Y(o@)=x"-1

e portanto, @Y # Y. As duas operacdes consideradas ndo sdo pois
permutéveis.
Sejam agora as duas seguintes transformacdes:

o) =x? , y(x)=Va

(elevagdo ao quadrado e extraccdo da raiz ciibica).
Ter-se-4 neste caso:

@V ®) =V, (Wo)(x) = (V)

e, portanto,

DY =Y.
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4) Sejam 0,, 0, duas homotetias de centro c e de razdes, respec-
tivamente, 7, e r,. B facil ver que o produto 0,0, é precisamente a
homotetia de centro c e de razdo r,r,; ter-se-4, portanto 6,0,=0.,6,.
Em particular, se for r,=r," (isto &, se for 0,=0,"), serd 6,0, a trans-
formacao idéntica.

Sejam agora 0,, 0, duas homotetias, respectivamente de centros
c,, ¢, (com c,#c,) e de razdes r,, r,. Se r, #r, ", € facil ver que o
produto 6,0, é uma homotetia de razdo r,r,, cujo centro ¢ € uma
determinada funcdo de c, e c¢,; mas ter-se-4 entdo, geralmente,
0,0,#6,0,. Se r,=r, !, o produto 0,0, serd uma translac¢do e ter-se-a
ainda 0,6, # 0.,0,.

8. Propriedades gerais dos produtos de transformacoes

J4 vimos no nimero precedente que a multiplicacdo definida
entre operadores ndo € uma operacdo comutativa, dizendo-se que:
dois operadores @, y sdo permutdveis, quando se tem, excepcional-
mente, QY =y@. Todavia, vamos ver que a referida multiplica¢io
goza da propriedade associativa, isto €, que se tem

(0,06,)0,=0,(00,0,),

quaisquer que sejam os operadores 0,, 0,, 6, desde que os produtos
considerados tenham sentido. Para fixar ideias, suponhamos que 0,
0,, 0, sdo transformacgdes univocas dum conjunto A sobre si mesmo
(no caso geral a demonstracdo € andloga). Se fizermos 6,=0,0,, sera,
por defini¢do de produto,

0,(x)=0,(0,(x)) (paracadax&EA),
donde, substituindo x por 6, (x),
6,(0,(x)) =0,(6,(0,(x)), (paracadaxecA),
ou, ainda, substituindo o, por 0, 0,:

(D ((6,0,)0,)(x) =6,(0,(0,(x)), paracadax€EA.
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Por outro lado, se pusermos o, = 6, 0,, vira:

G, (x) = 6,(6,(x)), (6,0,)(x) =0,(0,(x)),

para cada xE A, ou seja

(6,(8,6,) (x) = 8,(6, (8;(x))),

para cada x € A, donde, por comparacdo com (1),
(6,6, 6,=6,(0,6,) q.e.d.

Podemos entdo escrever simplesmente 0, 0,0, em vez de
(0,6,)0, ou de 0,(0,0,) e dizer que 0, 0,0, € o produto dos trés ope-
radores 0, 0,,0, na ordem em que estdo escritos. Analogamente se
definem produtos de quatro operadores, cinco operadores, etc.

Ja atrés foi dito que se chama transformacdo idéntica ou identi-
dade, e se representa por I, a transformacdo que faz corresponder a
cada elemento x 0 mesmo elemento x; isto é, em simbolos: I(x)=x.

Ora € fAcil ver que se tem

10=01=0

qualquer que seja a transformacao ©.
Seja agora ¢ uma transformacdo biunivoca do conjunto A sobre
si mesmo. Imediatamente se reconhece que

ool=0cllo=1.

Este resultado permite-nos resolver o seguinte problema: dadas
duas transformag¢des univocas ¢, 0 do conjunto A sobre si mesmo,
das quais a segunda seja reversivel, determinar uma terceira trans-
formacio § tal que

2) E6=0
ou uma transformacao n tal que

On=o.
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No primeiro caso, multiplicando ambos os membros de (2) por
0-!, a direita, vira

€6)6'=E(06)=EI=E=06",

e dir-se-4 que ¢ 07! € o cociente da divisdo a direita de G por 0.
Discorrendo analogamente no segundo caso, vird

n=0"'c

e dir-se-a que 070 € o cociente da divisdo a esquerda de G por 0.
Pode reconhecer-se, por substitui¢do directa, que tais valores de e
M verificam, de facto, as referidas equacdes.

Apresentam-se, pois, duas modalidades de divisdo (divisdo a di-
reita e divisdo a esquerda), em consequéncia da ndo comutatividade
da multiplicagao.

Convém tomar ainda nota do seguinte teorema:

O produto de duas transformacoes reversiveis ©, 0 é ainda, uma
transformacdo reversivel, tendo-se, precisamente,

(c0)'=0"0c"".

Demonstragcdo: Sejam ¢ uma transformacdo biunivoca dum
conjunto A sobre um conjunto B e 0 uma transformagao biunivoca
de B sobre um outro conjunto C (em participar pode ser A = B = C).
Poderemos entdo afirmar que, a cada elemento z de C corresponde-
rd, um e um s6 elemento x de A tal que z=(00)(x). Tem-se, com
efeito, sucessivamente: z=0 (0(x)), 67'(2) =0(x), 0! (671(2)) =x,
(0'6")(z) =x. Pode agora verificar-se directamente que (6! 61)
(60) =1 e portanto

(c0)'=0"c", g.e.d.
Este resultado € generalizdvel a qualquer nimero de factores:

(Gl G, Gn)_l = Gn“(y’il 0'1-1.
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Uma sua consequéncia imediata € que, para todo o operador re-
versivel 0, vira

(e—l)n - (en)—l.

9. Poténcias dum operador

Do anterior conceito de multiplicacao, deriva um natural conceito
de poténcia 0" dum operador 6 (com n >1). Serd, por defini¢ao:

0"=0-0-----0 (nvezes).

Seja, por exemplo, a funcdo @(x) =V 1 — x; ter-se-4 entdo

P®W=VI-Vi-x; ¢®=V1-VIi-Vi-x

etc.

E ainda natural, dizer que a poténcia de expoente 1 dum opera-
dor O € o préprio operador 0; isto é, em simbolos: 6'= 0, qualquer
que seja 0. Por outro lado, convenciona-se dizer que a poténcia de
expoente 0 dum operador 0 € a identidade; ou seja, em simbolos:
0° = I, qualquer que seja 0.

Estas definicdes podem condensar-se no seguinte esquema de
recorréncia:

g'=1l, o"H=g-0"
Podemos agora estender, a0 novo conceito de poténcia, a pro-
priedade do produto de poténcias da mesma base.

Ter-se-a, com efeito:

c"-6"=(00---0)(00 --- 0),
mvezes nvezes

donde, pela associatividade da multiplicag@o:

Gmcn — Gm+n_
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Daqui se deduzem imediatamente os seguintes corolarios:
I — Duas poténcias quaisquer dum mesmo operador sdo sempre
operadores permutéveis entre si.

IT — Quaisquer que sejam 0s ndmeros naturais m, n, tem-se (G™)" =G™
—em que O representa uma qualquer transformac¢do univoca dum
conjunto A sobre si mesmo.

Todavia a conhecida regra do produto de poténcias do mesmo
expoente:

c"-0"=(cO)",

sO € agora vélida no caso em que © € 0 sdo operadores permutéveis.
Notemos ainda que, para os operadores reversiveis, podemos de-
finir de maneira natural poténcia de expoente negativo. Bastara por

G—n — (G—I)n

sendo ¢ um qualquer operador reversivel € n# um nimero natural. E
facil ver que as anteriores propriedades sdo ainda generalizdveis ao
novo conceito de poténcia.

10. Periodo duma transformacao

Se representarmos por G a rotacdo de 120° em torno dum deter-
minado eixo E, é claro que 62 serd a rotacdo de 240° em torno de E
e 0° sera a identidade, isto é, 6> = I. Dum modo geral, toda a rota-
cdo que tenha por amplitude uma frac¢cdo p/q da circunferéncia
(com p, g inteiros), reproduz a identidade quando elevada ao ex-
poente g. Pelo contrério, se a amplitude duma rota¢do o tiver me-
dida irracional em graus, serd sempre 6" # I, para todo o expoente
inteiro n, positivo ou negativo.

Ora bem, diz-se que uma transformacao reversivel 0 tem periodo
finito, quando existe pelo menos um ndmero inteiro m > 0 tal que
0™ = I; em tal hipétese, chama-se periodo de © a0 menor numero in-
teiro m > 0 que satisfaz aquela condi¢do. No caso contrério, diz-se
que 0 tem periodo infinito.



36

Voltando ao exemplo anterior, vé-se imediatamente que o periodo
duma rotagdo que tenha por amplitude a fraccdo p/q de circunferén-
cia, com p e g primos entre si, € precisamente igual ao denominador
g. E também ficil verificar que: a) toda a translacdo distinta de I tem
periodo infinito; b) a transformacio @(x)="V'1 — x tem perfodo infi-
nito; ¢) a transformacao

~V3x-1

0(x)= o/

tem periodo 6, etc., etc.

Podemos agora demonstrar o seguinte teorema:

Dada uma transformacdo reversivel 0 de periodo finito, condi-
cdo necessdria e suficiente para que se tenha 0™ = I, com m inteiro
e positivo, é que m seja um miltiplo do periodo de ©.

Que a condic¢do € suficiente, ndo oferece dividas. Suponhamos
entdo que se tem 0" = I, com m inteiro e positivo e seja n o periodo
do operador 0. Representando por g e por r, respectivamente, 0 co-
ciente e o resto da divisdao de m por n, vira:

Or=0"* =] comr<n
ou seja, atendendo as propriedades das poténcias (n.° 9):
07)e-07=1,
ou ainda, visto ser, por hipétese, 6" = I:
0 =1.

Mas, como se tem r < n, € visto que n €, por hipétese, o menor
inteiro positivo tal que 0" = I, segue-se que r = 0 e que, portanto, m
€ multiplo de n, g.e.d.

Notemos ainda que se for 0 uma transformacdo reversivel de

periodo finito n, sera

01'=0".0"1=0".
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Tem-se pois que: A transformacado inversa duma transformacdo
reversivel de periodo finito é igual a uma poténcia de expoente po-
sitivo dessa transformacado.

Em particular: Condicdo necessdria e suficiente para que uma
transformagdo reversivel tenha periodo 2 é que coincida com a sua
inversa. Estdo neste caso as simetrias, a transformacao y=1-x, etc.,
etc.

Seja agora A um conjunto qualquer formado de z elementos, € seja
g uma transformacao biunivoca de A sobre si mesmo. Visto que o ni-
mero total de substitui¢cdes sobre n elementos € finito e igual, preci-
samente a n! (n’ 6), segue-se que as substituicdes 0, 6% ..., 07,... ndo
podem ser todas distintas entre si. Haver4, pois, pelo menos, dois
expoentes n,, n,, Com n, > n, para os quais se tenha

g =g
Mas daqui resulta, multiplicando ambos 0s membros por 672
0'1.0"2=0Q"1™ "2
ou seja
grit=]
e, como n,—n, € um inteiro positivo maior que 0, segue-se que 0 é
uma transformacao de periodo finito.
Tem-se, pois, o seguinte resultado:
Toda a transformagdo biunivoca dum conjunto finito em si mes-
mo tem periodo finito.

Em particular: A transformacdo inversa duma substituicdo G é
sempre igual a uma poténcia de expoente positivo de G.

11. Substituicoes ciclicas

Diz-se que uma substituicdo ¢ € ciclica, ou que é um ciclo,
quando os elementos que ela muda podem ser dispostos numa ordem
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circular tal que cada um desses elementos seja o transformado do
precedente por meio de 6. Seja por exemplo, a substitui¢do:

(d ba c)

o= .

abcd

Tem-se 6(a)=d, 6(d)=c, 6(c)=a; o elemento b € invariante.

A substituic@o € portanto ciclica e a ordem circular a que se refere a
definicdo € a indicada pelo seguinte esquema

7N
a d
~—_-7
Costuma entdo representar-se mais concisamente pelo simbolo

(adc)

uma tal substituicao.
E claro que nem todas as substitui¢cdes sdo ciclicas. Considere-
mos, por exemplo, a substitui¢ao

e=<efcadb)
abcdef.

Partindo do elemento a, vird sucessivamente: 0(a) = e, 0(e) = d,
0(d) = a. Fica, assim, gerado o ciclo 6,=(a e d). Mas € claro que
ndo se tem 0=0,, pois que, por exemplo, o elemento b ainda € alte-
rado por 6. Partindo agora de b, vird 6(b) = f, 0(f) = b, fechando-se
deste modo, um segundo ciclo 6,=(b f). E como c € invariante, po-
demos escrever finalmente

O=(aed) (bf).

Seja agora O uma substituicdo qualquer. Discorrendo de modo
andlogo, chega-se a conclusdo de que serd em geral:
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em que O,, 0,, ..., O, designam ciclos sem elementos comuns (po-
dendo ser r=1).

Podemos assentar no seguinte resultado:

Toda a substituicdo O distinta de I é decomponivel, e dum so
modo, num produto de substituicoes ciclicas sobre conjuntos dis-
juntos dois a dois.

Esta teorema apresenta analogias com o da decomposi¢cdao dos
numeros naturais em produtos de factores primos.

Observemos ainda que o periodo duma substituicdo ciclica é
precisamente igual ao nimero de elementos que ela muda.

Chamam-se transposicoes os ciclos de periodo 2.

12. Conceito de grupo de transformacoes

Consideremos um conjunto A qualquer, finito ou infinito, e seja
H uma familia ndo vazia de transformacgdes biunivocas do conjunto
A sobre si mesmo. Diz-se que a familia H constitui um grupo, quan-
do verifica as duas seguintes condi¢Oes: 1) dadas duas quaisquer
transformacdes o, 0, (distintas ou idénticas) pertencentes a H tam-
bém o produto ¢ O pertence a H; 2) a transformacao inversa de toda
a transformacao pertencente a H € ainda um elemento de H.

Assim, por exemplo, a familia das translacdes do espago consti-
tui um grupo, visto que o produto de duas translacdes € ainda uma
translacdo e a transformacdo inversa duma translacdo € também
uma translacdo. Analogamente, € um grupo o conjunto das rotacdes
em torno dum mesmo eixo E. Mas ja ndo € um grupo o conjunto de
todas as rotacdes possiveis, porque o produto de duas rotacdes em
torno de eixos ndo complanares ndo € uma rotacao.

Nestes exemplos, os grupos citados sdo infinitos, (ou de ordem
infinita) isto €, formados de infinitas transformac¢des. Mas, seja, por
exemplo, p a rotacdo de 60° em torno dum determinado eixo E; é
claro que as transformagdes p, p% p?, p*, p°, p° = I formam um gru-
po finito, de ordem 6 (isto €, constituido por seis elementos), que é
um subgrupo do grupo (infinito) de todas as rotacdes em torno de
E.

Chama-se pois ordem dum grupo o numero dos seus elementos.
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Exemplo trivial dum grupo € o grupo .7 constituido pela identi-
dade: = {I}.

Um grupo diz-se comutativo ou abeliano, quando nele € vélida
a lei comutativa da multiplicacdo.

Como consequéncia imediata da definicdo de “grupo”, tem-se
que:

a) Todo o grupo contém a identidade.

b) Se 0 ¢ um elemento dum grupo G, qualquer poténcia de © é
ainda um elemento de G.

Note-se ainda de passagem como o conjunto de todas as potén-
cias (positivas e negativas) duma mesma transformacdo 0 constitui
um grupo comutativo, que serd finito ou infinito, conforme for finito
ou infinito o periodo de 0, sendo no primeiro caso a ordem do gru-
po precisamente igual ao periodo de 0. Chama-se grupo ciclico
(gerado por 0) um tal grupo.®

13. Grupos de substituicoes

Consideremos agora, em particular, grupos de substitui¢cdes.
Um grupo de tal natureza € necessariamente finito, visto ser finito
(igual a n!) o nimero de substituicdes sobre n elementos. Chama-se
grupo simétrico (ou grupo total) sobre n letras e representa-se por S,
o grupo constituido por todas as possiveis substituicdes sobre 7 letras.
Mas outros exemplos se apresentam de grupos de substitui¢des:

a) Consideremos o tridngulo equildtero da Fig. 1, cujos vértices
sdo designados por 1, 2, 3. Cada um dos deslocamentos deste trian-
gulo que o transformam em si mesmo serd manifestamente definido
por uma conveniente substituicdo sobre os trés vértices 1, 2, 3. Ora
é féacil ver que o grupo de tais substitui¢des coincide com o grupo
total,

S,=1{1,(12),(13),(23),(123),(132)}.

(1) — Note-se que esta no¢@o nada tem que ver com a de substitui¢o ciclica.
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Fig. 1

Todavia, se considerarmos apenas, entre tais deslocamentos, aque-
les que ndo mudam a face do tridangulo, ficaremos reduzidos a um gru-
po de ordem 3: o grupo constituido pelas poténcias do ciclo (1 2 3).

b) Seja agora o quadrado [1 2 3 4] (Fig. 2). E fécil ver que o
grupo desta figura — grupo que designaremos por Q, — € constituido
pelas substituicdes 7, (1 3),(24),(12),(34),(14)23),(13)24),
(1234),(4321).

Fig. 2

Tem-se pois Q, # S,, visto que a ordem de S, € 4! = 24.

c) Se em vez dum quadrado considerarmos um rectangulo
(Fig. 3) seremos conduzidos ao grupo formado pelas substitui¢cdes
I, (12)(34),(14)@23),(3)(24). Este grupo que, ao contrario do
anterior, € comutativo — € geralmente conhecido por “grupo quértico
de KLEIN” e representa-se por V.

Exemplos instrutivos de grupos sdo, em geral, todos aqueles que
se apresentam em cristalografia.
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Importa ainda salientar o seguinte facto:

Para que um conjunto H de substitui¢des constitua um grupo
basta que verifique a condi¢do de conter o produto 60 de todo o par
o, 0 de substituicdes que lhe pertencam.

Fig. 3

Com efeito, uma vez verificada esta condi¢do, tem-se que, dado
um elemento ¢ de H, também G~' pertencerd a H — pois que, como
vimos (n.° 10), a inversa duma substitui¢do G coincide sempre com
uma poténcia de expoente positivo de ©.

14. Grupo duma funcao

Como se sabe, duas fun¢des de uma ou mais varidveis dizem-se
idénticas quando tomam o mesmo valor para cada sistema de possi-
veis valores das varidveis independentes. Por exemplo, sdo idénticas
as funcdes @ (x, y)=(x + y)?, Y(x, y)=x*+ 2xy + y?, 0 que se expri-
me escrevendo @ (x, y)=W(x, y) ou simplesmente Q=\.

Seja entdo @(x, y) uma qualquer funcdo das duas varidveis
x, y; diz-se que esta fungdo € simétrica ou comutativa, quando se
tem @ (x, y)=@(y, x). Os primeiros exemplos de fun¢des simétri-
cas sdo-nos dados, naturalmente, pela adicdo e pela multiplicacio:
X+y=y+Xx, xy=yx; e os primeiros exemplos de funcdes assimétricas
aparecem-nos com a subtracc@o e a divisdo: x—y =y —x, X!y £y X.

Mas o conceito de fungdo simétrica generaliza-se imediatamen-
te a fungdes de qualquer nimero de varidveis (para fixar ideias, po-
demos limitar-nos a funcdes complexas de varidveis complexas).
Diz-se que uma fun¢do ¢(z,, z,, ..., 2,) € simétrica quando fica idén-
tica a si mesma, qualquer que seja a substituicdo efectuada sobre as
suas varidveis. Exemplo: a fun¢do
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P(25 25 23) = (2, + ) (2, + 25) (2, + 25)
€ simétrica; a funcao
O(215 25, 2,) = (2, + 2) (2, + 25)

¢ assimétrica.

Todavia, uma fungdo ¢(z,, z,, ..., z,) pode, sem ser simétrica, fi-
car invariante para algumas substituicdes sobre as suas varidveis.
Assim, por exemplo, a fun¢do

(P(Zlv 2y Z3) = (Zl o Zz) (Zl - Z3) (Zz - Z3)

¢ assimétrica e contudo mantém-se inalterada para as substituicoes
I,(123),(132)®0,

Dum modo geral, dada uma fun¢do ¢(z;, z,, ..., z,), convencio-
naremos representar abreviadamente por 6{@} a fungdo que se ob-

tém da primeira, efectuando sobre as varidveis z,, z,, ..., g, a substi-
tuicao 0.
Sejam entdo o, 0 duas substitui¢des sobre z,, z,, ..., Z,, que dei-

xem inalterada a func@o @, isto €, duas substitui¢Oes tais que

c{o} =6{0}=0.

Daqui resulta imediatamente, pela defini¢do de produto G 0:

(00){p} =o{0{e}} =c{0} =0;

isto €, o produto ¢ 0 também deixa invariante a fun¢do ¢. Podemos
pois, atendendo a observagdo final do nimero precedente, assentar
no seguinte resultado:

As substituicoes sobre z,, z,, ..., 2, que deixam invariante uma dada
fungdo destas varidveis (qualquer que ela seja) formam um grupo G.

(1) — Para representar as substitui¢des sobre as varidveis z,, z,, ..., z,, bastard escrever os
indices.
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Diz-se entdo que a funcdo @ pertence ao grupo G ou que G € o
grupo da fungdo @. Duas funcdes dizem-se semelhantes, quando
pertencem ao mesmo grupo. Por exemplo, as fungdes

Z1+Z2_Z3 € Z1+Z2+Z§

s3o semelhantes: pertencem ambas ao grupo G = {I, (1 2)}. Note-se,
de passagem que, na expressao analitica duma func¢do de » variaveis,
podem ndo figurar explicitamente algumas dessas varidveis; tal € o
caso, por exemplo, das func¢des

O (25 255 23) =2, + 2,
025 255 23) =2, 2y
as quais® pertencem ainda manifestamente ao grupo
G=1{I, (12)}.

Pode mesmo acontecer que ndo apareca explicitamente nenhuma
varidvel: tal € o caso das fun¢bes que se reduzem a constantes, fun-
¢cOes que devemos naturalmente incluir na categoria das simétricas.

Em particular, o grupo duma func¢do pode reduzir-se a identida-
de, como acontece, por exemplo, com a funcdo

02y, 2, 2,) =2, -2, + 22,

Demonstra-se mesmo que, dado arbitrariamente um grupo G de subs-
tituicdes sobre n varidveis z,, z,, ..., Z,, € sempre possivel construir
uma funcdo (racional inteira) de z,, z,, ..., 2,, @ qual pertenca a G.
Sdo dignos de nota os dois seguintes exemplos: ao grupo Q, do
quadrado [1 2 3 4] atrds considerado pertence, entre outras, a fungao
2,23 +2,7,; a0 grupo V, do rectdngulo pertence a fun¢do (z,—z,) (z,— z,).

(1) — Podemos ainda escrever z,+2,+0-z, em vez de z,+z, € z, 2,+0-z, em vez de z, z,,
passando assim a varidvel z, a figurar explicitamente.
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Chama-se grupo alternante (sobre n letras) e representa-se por
A o grupo a que pertence a fun¢do definida pelo determinante de
VANDERMONDE:

1 1
V= % % |=EG-5)E& -5 &%)
212 Z22 . Z,f (Zn—l - Zl) (Zn—l - Zn-z)
gh gl o gl (z,-2,)
Abreviadamente:

V=In1(zi—zk).

i>k

Dizem-se pares as substitui¢des pertencentes a A, e impares as
restantes. Toda a transposi¢c@o € (pois que se traduz numa troca en-
tre duas colunas do determinante V) uma substituicdo impar. Por
outro lado, visto que o efeito duma substitui¢do sobre as varidveis
de que depende V consiste quando muito em mudar o sinal desta
funcdo, segue-se que o produto de duas substituicdes impares € uma
substituicdo par € que o produto duma substitui¢do par por uma
substituicdo impar € uma substituicdo impar. Deste modo, fixada
uma transposic¢ao (i k), podemos fazer corresponder a cada substitui-
¢do par, 0, uma, € uma s, substitui¢do impar, G, por meio da fér-
mula & = (i k); reciprocamente, esta mesma férmula faz correspon-
der a cada substituicdo fmpar G, a substitui¢do par

c=(ik)y'oc=(ik)G.

Daqui resulta que ha tantas substituicOes pares quantas as substitui-
cOes impares e que, portanto, o niimero de elementos de A, serd n!/2.

De resto, demonstra-se facilmente que toda a substituicdo € de-
componivel — de vérias maneiras — num produto de transposi¢oes
(possivelmente com elementos comuns); ora, em virtude do que
acabamos de ver, o nimero de transposi¢des dum tal produto, deve
ser necessariamente par ou impar, conforme for par ou impar a
substituicao de que se trata.
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15. Interseccio de dois ou mais grupos. Geradores dum grupo

Consideremos um conjunto A qualquer (finito ou infinito) e se-
jam G,, G, dois grupos de transformagoes (reversiveis) do conjunto
A sobre si mesmo. Os grupos G,, G, t€m, pelo menos, um elemento
comum: a identidade; e estdo contidos num mesmo grupo: 0 grupo
total ou simétrico que designaremos por S(A). Sejam entdo G, 0,
dois elementos da intersec¢do G,MNG,: como ©, O pertencem ao
grupo G,, também © 0 pertencerd a G,; analogamente, como G, 0
pertencem a G,, também G O pertencerd a G,; logo, o produto ¢ 0
serd um elemento comum a G, e a G,, isto é, pertencerd a G, N G,.
De modo andlogo se demonstra que a inversa de cada transformacgao
pertencente a G,N G, € ainda um elemento de G, N G,. Podemos,
pois concluir que o conjunto G, N G, constituiu também um grupo.

Este resultado generaliza-se imediatamente a um ndmero qual-
quer, finito ou infinito, de grupos de transformagdes (sobre os mesmos
elementos): a interseccdo de vdrios grupos serd sempre um grupo.

Podemos nés afirmar o mesmo a respeito da reunido de dois ou
mais grupos? E f4cil ver que no. Seja, por exemplo, H_ o grupo das
homotetias de centro ¢ e T o grupo das translagdes: o conjunto
H UT nao € um grupo, visto que o produto duma homotetia ¢ de
centro ¢ por uma translac¢ao 0 # I é uma homotetia de centro ¢’ # c.

Seja M um conjunto qualquer de transformacdes reversiveis do
conjunto A sobre si mesmo e designe (M) o conjunto de todas as
transformagdes que se obtém tomando os elementos de M e os seus
inversos, € multiplicando-os entre si dois a dois, trés a trés, etc., de
todos os modos possiveis, com ou sem repeticdo. Os elementos de
(M) serdo assim todas as transformacdes ‘Cda forma

— S . 82 o S
(3) C=0,'-0,2---0O.m
em que 0,,0,, ..., ©,, designam elementos arbitrarios de M (em nu-
mero arbitréario), eventualmente repetidos, € s, §,, ..., s, nUmMeros in-

teiros quaisquer, positivos ou negativos. Podemos entdo afirmar que
o conjunto (M) € um grupo (que contém o conjunto M). Com efeito,
o produto de duas transformacdes da forma (3) ou a transformacao
inversa duma tal transformacdo € ainda uma transformacdo da mes-
ma forma:
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(Glsl 0252 anm) (eltl eth e:r) = Glsl stz Gn:m 91’1 92’2 9:’,
(Glsl 6252 Gn:m)_l — Gr;sm 62_52 Gl_sl }

Mais ainda: podemos afirmar que (M) € o grupo minimo que
contém o conjunto M; isto €, podemos afirmar que todo o grupo que
contenha M contém necessariamente o grupo (M). Para exprimir es-
te facto, diz-se que (M) € o grupo gerado pelos elementos de M ou
que os elementos de M sdo geradores do grupo (M).

a) Por exemplo, o grupo gerado por todas as possiveis rotacdes
do espaco (em torno de eixos quaisquer) é o chamado grupo dos
deslocamentos (movimentos das figuras invaridveis). Interessa ob-
servar, entretanto, que todo o deslocamento se pode reduzir ao
produto de uma rotagcdo por uma translacao.

b) Analogamente, o grupo gerado pelo conjunto H U T, atrds
citado (sendo H, o grupo das homotetias de centro ¢ e T o grupo das
translacdes) € o conjunto que tem por elementos todas as homote-
tias e todas as translagdes, isto €, o conjunto H U T, representando
por H, o conjunto de todas as homotetias.

c) O grupo gerado por uma unica transformacao 0 serd, mani-
festamente, o grupo ciclico

H={..,0%6",1,0,0,..).

Convém, todavia, ndo perder de vista que um grupo admite, ge-
ralmente, mais de um sistema de geradores.

16. Imagem dum conjunto; imagem duma transformacao

Seja 0 uma transformacdo univoca dum conjunto A sobre um
conjunto B. Dado um subconjunto M, qualquer, de A, chamaremos
imagem ou transformado de M, por meio de 0, e representaremos
por (M), o conjunto dos transformados dos elementos de M por
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meio de 0. Assim, por exemplo, a transformada duma figura geo-
métrica F por meio duma homotetia 0 serd a figura 6(F') cujos pon-
tos sdo os transformados de todos os pontos de F por meio de 6.

Sejam agora ¢ uma transformacdo univoca do conjunto A so-
bre si mesmo e 6 uma transformacao biunivoca de A sobre B. A ca-
da elemento x de A faz o operador ¢ corresponder um elemento Yy,
também de A. Mas, por outro lado, ao elemento x de A corresponde-
rd em B uma imagem, x, por meio de 6, e, analogamente, ao ele-
mento y de A corresponderd em B uma imagem, y, por meio de ©.
Deste modo, ao operador o, que transforma x em y, correspondera o
operador @ que transforma x em y: y = @(x). A este operador ¢ é
natural chamar o transformado ou a imagem de @ por meio de 6.
Escreveremos entao:

¢ = 06[0].

Esta defini¢do pode ser resumida no seguinte esquema:

¢ =0[0]:
_ x=0(x) _ — _
y—@@%{yzmw—ey—muy

Notemos entretanto que, visto ser 0 reversivel, (por hipétese),
vira
x=0"(x)

e, portanto:
y=0(»)=6(0x)) =06(p (6" (x)),
isto €,
y=096")(x)

donde, por comparagio com y = @(x):

©=0¢0".
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Esta ultima férmula podia-nos servir para definir directamente
“transformada de ¢ por meio de 0”, mas tal defini¢cdo seria menos
natural do que a primeira.

Exemplos:

a) Representemos por P o conjunto dos nimeros positivos e por
R o conjunto de nimeros reais. O operador ¥V é uma transforma-
¢do biunivoca de P sobre P; o operador log, uma transformacgao biu-
nivoca de P sobre R. Ter-se-4 entdo

y="%, {f=1°gx -
y=logy 3

A extracgdo da raiz cubica €, pois transformada pelo operador
log na divisdo por 3.

b) Sejam o, B dois planos quaisquer e ¢ um ponto de o. Se re-
presentarmos por 0 a operacdo de projeccao dos pontos de o sobre
B, segundo uma direc¢ido determinada d (ndo paralela nem a o nem
a B3), é facil ver que toda a homotetia de centro ¢ (em o) é transfor-

mada por 6 na homotetia de igual razdo e de centro ¢’ (em ) sendo
e’ = Bic).

c¢) Consideremos o conjunto
A={a, b, c d}.
O operador
(c ab c)
o=
abcd

serd uma transformacado univoca de A sobre A; o operador

9=<cadb)
abcd
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sera também uma transformacgdo biunivoca de A sobre A. Para de-
terminar a transformada ¢ de ¢ por meio de 0, em vez de utilizar a
formula

oc=0060"!

€ mais comodo proceder directamente conforme o esquema

N x=0(x) .
y=0(x), {§=9(y) — y=0(x).

_ 6=<

a=0(), b=0(), c=60(c), d=0(d),

6=<a’cad>=<cda’a>
cadb) \abcd)

Tudo se resume, portanto, em efectuar a substituicdo © sobre as
letras do quadro representativo do operador G.

Observe-se agora o seguinte facto:

Condigdo necessdria e suficiente para que se tenha 0 @0~ =¢@
é que os operadores 0, © sejam permutdveis.

Por outros termos: a igualdade 6 ¢ 0~'=¢ € equivalente a igual-
dade 6 = 6.

Para reconhecer este facto, basta multiplicar a direita, por 0,
ambos 0s membros da igualdade

Ter-se-4a entio:

Q| K

ol S
Ql ol

333)
_ , com
b

1Sto €,

090 =0,

e multiplicar, também a direita, por 0!, ambos os membros de
0p=00.
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E facil ainda verificar as duas seguintes propriedades:
1) O transformado do produto é igual ao produto dos transforma-
dos: 6[¢ - y] =0[¢] - O[y].
2) O transformado do inverso coincide com o inverso do transfor-
mado (quando este existe): 0[@™'] = (0[¢@])~.

Bastar4d demonstrar a propriedade 1):

Olo] - O[ywl=0B¢@67) (OyO)=
=(00) (676)(y0")=
=0 (vo)=0(0oy) 0" =
=0[o yl.

17. Transformado dum grupo

Sejam ainda A, B dois conjuntos quaisquer (distintos ou coinci-
dentes) e seja 0 uma transformag@o biunivoca de A sobre B. Dado
um conjunto H de transformag¢des biunivocas de A sobre A, chama-
remos transformado de H por meio de 6 ao conjunto H de todas as
transformacdes da forma

0E0,

em que & designa um elemento qualquer de H; isto é, simbolica-
mente,

H=0H0"'ouH=0[H].

(Em geral, dada uma transformacao 0 € um conjunto H de trans-
formagdes do mesmo tipo, representaremos por 6 H o conjunto de
todas as transformacdes que se obtém multiplicando 6 por cada ele-
mento de H; analogamente, dados dois conjuntos 7, H de transfor-
macdes do mesmo tipo, representaremos por TH o conjunto de to-
das as transformacdes que se obtém, multiplicando cada elemento
de T por cada elemento de H).
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Ora € facil de ver que, se o conjunto H € um grupo, também o
seu transformado H por meio de 6 € um grupo: basta atender as
duas ultimas propriedades indicadas no final do nimero precedente.

Como exemplo, consideremos de novo o grupo V,, a fun¢do

P(2y5 25, 23, 2P =(2, - 2) (2, — 29

e punhamos 0 = (1 3).
Ter-se-a

P2 Zps Tps Z) =2, —2) (2, —2)
e, portanto, 0{o}#0.
Ora o grupo a que pertence a funcdo 6{@} € precisamente o grupo
gV, 8

A diferenca entre @ e 6{@} estd apenas na diversidade de nota-
cao, isto é, na maneira de representar as variveis, € outro tanto se
pode dizer a respeito de V, e de V,; para a fungo ¢, as varidveis sdo
215 29 23> 2,5 Para a fungdo 0{ @}, os simbolos das varidveis sao subs-
tituidos, respectivamente, por z,, z,, Z,, Z,.



CAPITULO Il

TRANSITIVIDADE E
HOMOMOREFIA

18. Relacoes de equivaléncia; reparticoes dum conjunto

Diz-se que, num dado conjunto A, é definida uma relacd@o bind-
ria p, quando se tenha fixado um critério, pelo qual, dados dois
quaisquer elementos x, y de A (distintos ou coincidentes), se apre-
senta sempre uma, € uma so, das seguintes hip6teses: 1) os elemen-
tos x, y, na ordem por que estdo escritos, verificam a relagdo p; 2) os
elementos x, y, na ordem por que estdo escritos, ndo verificam a
relacdo p. No primeiro caso também se diz que o par ordenado (x, y)
verifica a relac@o p, e, para o indicar, escreve-se

xpy.

Assim, por exemplo, a relacdo < € definida no conjunto dos nu-
meros reais; a relagao miiltiplo de é definida no conjunto dos nime-
ros inteiros ou mesmo no conjunto dos polinémios, etc. Em Geome-
tria euclideana, a relacdo de paralelismo € definida no conjunto das
rectas, no conjunto dos planos ou mesmo na reunido dos dois con-
juntos, mas ja o ndo € no conjunto dos pontos, pois que ndo faz sen-
tido dizer que dois pontos sejam ou ndo paralelos.

Sendo p uma relagao definida num conjunto A, diz-se que:

I) a relacdo p ¢ reflexiva, quando se tem: x p x, qualquer que se-
JaxEA;
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II) a relacdo p € simétrica, quando, todas as vezes que se tem
xpYy, se tem igualmente y p x;

III) a relagdo € transitiva, quando, todas as vezes que se tem si-
multaneamente xpy e yp z, se tem igualmente x p z.

Para exprimir que uma dada relacdo p € ao mesmo tempo refle-
xiva, simétrica e transitiva, costuma dizer-se que p € uma relacdo de
equivaléncia.

Como exemplo de relacdo de equivaléncia, apresenta-se em pri-
meiro lugar a relacdo légica de identidade, expressa pelo simbolo
“=". No campo da Geometria euclideana, além da relacdo de identi-
dade (ou coincidéncia), sdo relacdes de equivaléncia a de igualdade
geométrica (ou congruéncia), a de semelhanca, a de afinidade, a de
paralelismo (considerando a coincidéncia como um caso particular
do paralelismo), etc., etc. Mas ja a relacdo de perpendicularidade
ndo € uma relacdo de equivaléncia, porque ndo € reflexiva nem tran-
sitiva.

Posto isto, seja p uma relacdo de equivaléncia definida num
conjunto A. Dado um elemento a qualquer de A podemos imaginar
reunidos num conjunto todos os elementos de A equivalentes a a
(segundo p), conjunto que designaremos por K,. Como K, contém
necessariamente a (pela reflexividade de p), segue-se que a reunido
de todos os conjuntos K, assim obtidos, quando a percorre A, € pre-
cisamente o conjunto A. Por outro lado, tem-se que:

1) Se a é equivalente a b (segundo p), entdo K, =K,. Com efeito,
em virtude da transitividade e da simetria de p, se a € equivalente a
b, todo o elemento x equivalente a a (isto é, pertencente a K ) é tam-
bém equivalente a b (isto €, pertencente a K,) e, reciprocamente,
todo o elemento de K, serd um elemento de K.

2) Se a ndo é equivalente a b (segundo p), entdo os conjuntos
K, e K, sdo disjuntos. Com efeito, se os conjuntos K e K, tivessem
um elemento comum c, ter-se-ia a0 mesmo tempo ap ¢, cp b, e por-
tanto a p b, contra a hipétese.

Deste modo, o conjunto A fica decomposto numa familia § de
conjuntos K, K,, ..., disjuntos dois a dois e cuja reunido € A. A uma
tal familia d4-se, genericamente, o0 nome de reparticdo de A, e aos
conjuntos que a constituem, o nome de elementos, células ou classes
da reparticdo. Do que precede resulta entdo que:
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Condigdio necessdria e suficiente para que se tenha ap b é que
a, b pertencam a mesma célula de reparticdo determinada em A
por p.

Reciprocamente, é manifesto que, dada uma reparticio § do
conjunto A, ficard definida em A uma relacdo p de equivaléncia,
desde que se ponha, por defini¢ao:

xXpYy, se, e SO se, x, y pertencem a mesma classe de reparticéo J.

Exemplos:

a) Como se sabe, dados tr€s numeros inteiros, x, y, p, diz-se que
X € congruente a 'y relativamente ao modulo p, e escreve-se

x =Yy (mod p),

quando x — y € um multiplo de p. Uma vez fixado o niimero p, fica
assim definida uma relacdo bindria entre as varidveis x, y, relacdao
manifestamente reflexiva, simétrica e transitiva: uma relacdo de
equivaléncia. Seja, por exemplo, p = 3; entdo, o conjunto dos intei-
ros (positivos e negativos, incluido o zero) ficara repartido em tr€s
classes: a dos nimeros que divididos por 3 dao resto 0, a dos nume-
ros que divididos por 3 ddo resto 1 e a dos ndmeros que divididos
por 3 ddo resto 2.

b) Consideremos agora a relacdo de paralelismo, definida no
conjunto das rectas. E facil ver que esta relacio determina, em tal
conjunto, uma reparticao, cujos elementos sdao as diferentes direc-
coes — se chamarmos direcgcdo duma recta a classe de todas as rec-
tas que lhe sdo paralelas. (Segundo a acepg¢do corrente, a direcgcdo
duma recta ndo € propriamente a classe das rectas que lhe sdo para-
lelas, mas sim aquilo que ha de comum a todas essas rectas — ou,
como se diz, a entidade abstracta de que qualquer dessas rectas €
uma representacdo. Mas trata-se aqui duma distingdo puramente
psicoldgica, que se revelou inessencial em Matematica).

c) A relacdo de semelhanca entre figuras geométricas determina
no conjunto de tais figuras uma reparticao, cujos elementos sdo as
diferentes formas — se chamarmos forma duma figura, a classe das
figuras que lhe sdo semelhantes. (Observacao andloga a precedente).
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d) Diz-se que dois conjuntos sdo equipotentes ou igualmente
numerosos, quando € possivel estabelecer entre os elementos dum e
do outro uma correspondéncia biunivoca. Trata-se ainda aqui duma
relagcdo de equivaléncia, que conduz, por abstracg¢do, a ideia de ni-
mero (cardinal).

e) Consideremos finalmente o conjunto
M={a, b, c, d}.
Uma reparti¢ao deste conjunto serd, por exemplo, a familia
J={{a c}, {b d}}.

A relacdo de equivaléncia definida por tal reparticdo serd a rela-
cdo p descrita no seguinte quadro:

xXpYy
s | a b ¢ d
a * s
b * *
c * *
d * *

em que, a presenga ou auséncia do asteristico no cruzamento da linha
x com a coluna y esté a indicar que o par ordenado (x, y) verifica ou
ndo a relagdo p.

Em particular as células da reparticdo definida num conjunto A
podem reduzir-se aos elementos de A: neste caso, a relacdo sera,
manifestamente, a relacdo de identidade. Por outro lado, toda a rela-
¢ao de equivaléncia se traduz numa relacdo de identidade: a identi-
dade entre as classes da reparticdo correspondente. Assim, por
exemplo, dizer que duas rectas sdo paralelas equivale a dizer que
tém a mesma direc¢do (equivaléncia entre as rectas, identidade en-
tre as respectivas direc¢des); analogamente dizer que 2 figuras sdo
semelhantes equivale a dizer que t€ém a mesma forma, etc., etc..
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19. Equivaléncia a respeito dum grupo. Sistemas de transitivi-
dade

Seja A um conjunto qualquer e designe G um grupo de transfor-
macoes reversiveis do conjunto A sobre si mesmo. Diz-se que dois
elementos x, y de A sdo equivalentes a respeito de G, e escreve-se,
para o indicar,

x ~y(G),

quando existe pelo menos uma transformacdo 0 pertencente a G, que
transforme x em y: 6(x) = y. Uma vez fixado o grupo G, podemos
escrever simplesmente x ~ y, em vez de x ~ y(G). A relagdo expres-
sa entdo pelo simbolo “~” € efectivamente uma relacdo de equiva-
1éncia, como mostram as consideracdes seguintes:

1) x ~ x, qualquer que seja x € A. Com efeito, existe em G o ele-
mento I, que faz corresponder a x o proprio x.

2) Se x ~ y, também y ~ x. Com efeito, se x ~ y, quer dizer que
existe em G um elemento 0 tal que 6(x) = y. Mas entdo sera

x=0"(y)

e, como 6'€ G (visto ser G um grupo), segue-se que também y ~ x.

3) Se x~y e y~z, entdo x~z. Com efeito, se existem em G dois
elementos G, O tais que 6(x)=y, 0(y)=z, entdo ter-se-4 0(c(x)) =z,
ou seja

Bo)x) ==z,

e, como 00 € G, segue-se que x ~ z.

A relacdo expressa pelo sinal “~” € pois uma relagcdo de equiva-
1€ncia que, como tal, determina em A uma reparti¢do. Ora bem, cha-
mam-se sistemas de transitividade de G (sobre A), precisamente, as
classes de tal reparticdo.

O sistema de transitividade a que pertence um dado elemento x
de A serd pois, o conjunto de todos os elementos de A em que x po-

de ser transformado por meio de transformagoes pertencentes a G.
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Fig. 4

Consideremos, por exemplo, o grupo L, do losango [1 2 3 4],
(Fig. 4). Ter-se-4

L,={1,(13),124),(13)(24)}.

Os sistemas de transitividade deste grupo serdo, manifestamen-
te, os conjuntos {1,3} e {2,4}. (Ao mesmo grupo pertence, por
exemplo, a func¢do z, z, — 2, z,)-

Pode acontecer, em particular, que o grupo G admita, como Uni-
co sistema de transitividade, o préprio conjunto A: em tal hipétese,
todos os elementos de A serdo equivalentes a respeito de G. Diz-se
entdo que o grupo G € transitivo (sobre A) ou que o conjunto A é
homogéneo a respeito de G; caso contrério, diz-se que G € intransi-
tivo. Assim, por exemplo, o espaco euclideano R, é homogéneo a
respeito do grupo das translacgdes, € portanto, a respeito do grupo
dos deslocamentos, do grupo das semelhancas, etc.; por sua vez, o
espacgo projectivo §3 (que resulta de R, pela adjunc¢do dos chamados
pontos imprdprios ou pontos do infinito) nao € homogéneo a respei-
to do grupo das semelhancas ou do grupo das afinidades, mas ja €
homogéneo a respeito do grupo das colineagées. (Chamam-se coli-
neagoes as transformacgdes pontuais biunivocas do espaco ﬁ3 sobre
si mesmo que respeitam a no¢do de recta, isto €, que transformam
rectas em rectas. Chamam-se afinidades as colineagGes que trans-
formam pontos impréprios em pontos improprios e, portanto, rectas
paralelas entre si em rectas paralelas entre si. A respeito do espago
euclideano R,, as afinidades podem ser definidas simplesmente co-
mo as transformagdes biunivocas de R, sobre si mesmo que trans-
formam rectas em rectas).
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A anterior defini¢cdo de equivaléncia a respeito de G, € suscepti-
vel de generalizacdo, passando dos elementos para os conjuntos.

Dados dois subconjuntos M, N de A, diz-se que M ¢é equivalente
a N, a respeito de G, quando existe em G pelo menos uma transfor-
macao 9 que transforme M em N: 6(M) = N.

Assim, por exemplo, duas rectas serdo equivalentes a respeito
do grupo das translacdes, se, e s6 se, forem paralelas. E curioso ob-
servar como o grupo das translagdes, sendo transitivo sobre o con-
junto R, dos pontos, ndo o € sobre o conjunto das rectas. Todavia,
este ultimo conjunto ja € homogéneo a respeito do grupo dos deslo-
camentos, visto que € sempre possivel passar duma recta para outra
recta por meio duma rotacao.

20. Alusao ao programa de Erlangen

Duas figuras geométricas dizem-se iguais (ou congruentes ou
sobreponiveis), quando sdo equivalentes entre si a respeito do grupo
G, dos deslocamentos; dizem-se semelhantes, quando equivalentes
entre si a respeito do grupo G, das transformacdes de semelhanca
(gerado pelas homotetias e pelos deslocamentos); dizem-se afins,
quando equivalentes entre si a respeito do grupo G, das afinidades,
dizem-se homeomorfas, quando equivalentes a respeito do grupo G,
dos homeomorfismos (ou transformagdes bicontinuas), etc., etc. Ter-
-se-a:

JCG,CG CG,CG,CSR,)

designando por .7 o grupo que se reduz a identidade e por S(R,) o
grupo total. E claro que dois conjuntos de pontos serdo equivalentes
a respeito de .7, se, e s6 se, forem coincidentes, e serdo equivalentes
a respeito de S(R,), se, e sO se, forem equipotentes (isto €, com o
mesmo nimero de elementos).

A cada geometria corresponde um grupo: o grupo das transfor-
magoes que respeitam os conceitos estudados por essa geometria. A
cada grupo corresponde uma geometria: a geometria dos conceitos que
se mantém invariantes para todas as transformacoes desse grupo.
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Ao grupo G, corresponde a geometria euclideana, que estuda os
conceitos definiveis, em ultima anélise, a partir das no¢des de “rec-
ta”, “situado entre” e “equidistancia”. Ao grupo G, corresponde a
geometria afim, que estuda apenas as nog¢des afins, isto €, as nogdes
exprimiveis nos conceitos de “recta” e de “situado entre”. Ao grupo
G, corresponde a topologia, que estuda as nog¢des definiveis a partir

29 &6

do conceito de “limite”, tais como a de “interior”, “exterior”’, “fron-
teira”, “conjunto fechado”, “conjunto conexo”, etc., etc. Ao grupo
S(R,) corresponde a légica formal (para os conjuntos de pontos),
que estuda nocdes tais como as de “contido”, “intersec¢do”, “reu-
niao”, etc., etc.

Observemos ainda que, reportando-nos ao espago projectivo ﬁ3,
o grupo afim se pode considerar contido no grupo projectivo G,
(constituido pelas colineac¢des) que € o grupo caracteristico da geo-
metria projectiva. Por sua vez, G, esta contido no grupo G, dos ho-
meomorfismos de R,, que dd a topologia do espago projectivo, di-
ferente da topologia do espaco euclideano.

Tal €, em linhas muito gerais, a ideia da sistematizacdo das geo-
metrias mediante o conceito de “grupo”, exposta por FELIX KLEIN

no célebre programa de Erlangen.

21. Fungoes conjugadas duma funcio dada. Conceito de sub-
grupo invariante

Consideremos uma fun¢do ¢(z,, z,, ..., z,) € um grupo G, qual-
quer, de substitui¢des sobre z,, z,, ..., z,. Quais as substituicdes de
G que deixam ¢ invariante? Designando por G* o grupo da fungio
@, a intersec¢ao G N G* serd, manifestamente, o subgrupo H de G
constituido por todas as substituicoes de G que deixam @ invariante.
Diremos entio que ¢ pertence ao grupo H em G.

Efectuando sobre as variaveis z,, 2,, ..., z, todas as substitui¢oes
de G obter-se-a0 varias fungdes a partir de ¢ (desde que seja H # G).
Sejam @, ©,, @,, ..., ¢, todas as fungdes distintas assim obtidas:
diremos entdo que @, ©,, ..., @, sdo as fungdes conjugadas de ¢ em
G, (ou simplesmente, as funcoes conjugadas de @, se G € o grupo
simétrico).
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Seja, por exemplo, a fungio
Py s Zas L =L &+ 25 2,

ja considerada, cujo grupo designamos por Q, — grupo de ordem 8
que pode ser gerado pelas substitui¢des (1 3) e (1 2 3 4). Considere-
mos, por outro lado, o grupo alternante A,. O grupo da fungdo ¢ em
A, serd a interseccdo A, N Q,, ou, seja o grupo constituido pelas
substitui¢des pares de Q,, que s@o: 1, (12) (34),(14)(23),(13)(24);
mas estas sdo, precisamente, as substituicdes do grupo V, do rec-
tangulo; tem-se pois:

ANQ,=V,.

Quanto as fung¢des conjugadas de ¢ em A,, elas serdo, como é
facil ver:

(PI (Zl’ Z2’ Z3’ Z4) = (P(Zl, Z29 Z37 Z4) = Zl Z3 + ZZ Z4
(p2 (Zl’ Z2’ ZB’ Z4) = (p(zza Z37 Zla Z4) = Z2 Zl + Z3 Z4,

0.z 22 2) 59@: 202, =L, 5, + 2, %,

Posto isto, tornemos a considerar uma fungdo ¢ qualquer das
variaveis z,, z,, ... , Z,, ujo grupo em G seja H e cujas funcdes con-
jugadas em G sejam @, (=), @,, ..., ¢,; € propunhamo-nos resolver
0 seguinte problema:

Dada uma fungdo @,, conjugada de © em G, determinar todas
as substituicoes de G que fazem passar de @ para @,.

Seja entdo 0, uma das substituicdes de G que convertem ¢ em
@, , isto &, tal que

ei{(P} =0Q,.

Se for ‘C'uma outra substitui¢do que produza o mesmo efeito,
ter-se-a

TClo} =6,{0} =0,
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donde
©'C) o} =(0,"0){0}=0.

A substituicdo 0! C deixa pois invariante a fungdo @, o que quer
dizer que tal substituicdo pertence ao grupo H:

01 CEH,
ou seja, pondo 0''C=o0:

C=0,0, com CEH.

Reciprocamente, toda a substitui¢cdo de G da forma 6, G, com
O € H, converte ¢ em @;:

0,0) {0} =6,{c{p}} =6,{0} =0,.

Podemos pois concluir que, se for 0, uma substituicdo de G que
converte @ em ©,, as substituicoes de G que produzem este efeito
serdo todas aquelas da forma 6,0, em que O representa uma qual-
quer substituicdo de H. Segundo a convencdo do n.° 17, o conjunto
de tais substituicdes poderd representar-se por 0, H. Suponhamos
que se tem

H={l,0,0,...,0,};
sera entao

6H={0,0,0,0,0,,...,0,0}.

p

Fazendo agora variar i de [ a m (sendo m o nimero dos conjuga-
dos de @ em G) e tomando, para maior simplicidade, 6, = 1, o grupo
G ficard repartido em m conjuntos, de p elementos cada um:

[,6,,0;...,0, (0 —0)
0,,0,0,0,0,...,0,0, (9 >0,

0,9,0,60,0,....,0,06, (0—>0,).

Estes conjuntos chamar-se-ao classes laterais de H em G. Mas
deste assunto trataremos mais a fundo no nimero seguinte.
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Procuraremos agora resolver uma questdo mais geral do que a
precedente:

Dadas duas quaisquer funcoes ©,, ¢, conjugadas de ¢ em G,
determinar todas as substituicoes de G que fazem passar de @,

para @,.
Seja entdo y uma substituicdo de G que converta @, em @, :

Y{(p,} = Q.

Sendo agora 0,, 0, duas substituicdes de G que convertam @,
respectivamente em @, € em @,, Vira:

y{ei{(p}} e ek{(P} »

ou seja

©;v0) {0} =0.

A substituicdo 0,' v, deixa pois a funcdo ¢ invariante, o que
quer dizer que tal substitui¢ao pertence a H:

0,'v6.€H,
ou seja, pondo 0,70, =0:

Y=0,00,", com GEH.

Reciprocamente, toda a substituicdo de G da forma 6, 60", com
O € H, converte ¢, em @, :

(ejc Gei_l){(pi} = (ekc){(p} = (ek){(P} = Q-

Podemos assim concluir que, se forem 0,, 0, duas substituicbes de
G que convertem @ respectivamente em Q, e em ©,, as substituicoes
de G que fazem passar de @, para Q, serdo todas aquelas da forma

0,60,
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em que G representa uma qualquer substituicdo de H. O conjunto
de tais substituicoes serd pois

0, HO .

Em particular: O grupo a que pertence a fungdo @, em G (isto é,
o conjunto das substituicoes de G que convertem @, em Q,) serd

0,H 0"

ou seja (n.° 17), o grupo transformado de H por meio de 0..

Como exemplo, consideremos de novo a func¢éo
U=2Z,2,+2,2,
cujo grupo em A, €, cOmoO vimos,
V,={1,(12)(34),(14)23),(13)(24)}.

Uma das substituicdes de A, que convertem a funcdo u na sua
conjugada

U,=2,2,+2; 3,

€ o ciclo (1 2 3); o grupo a que pertence a funcdo u, em A, serd por-
tanto (1 2 3) V, (1 3 2). Para determinar as substitui¢cdes deste grupo
ndo temos mais do que efectuar sobre os elementos dos ciclos re-
presentativos das substitui¢cdes de V, a substitui¢ao (1 2 3):

(123)Vv,(123)'={1,23)(14),24)(31),(21)(34)}.

Observa-se, porém, este facto notdvel: o grupo transformado de
V, por meio do ciclo (1 2 3) — isto é, o grupo a que pertence a fun-
¢do u, em A, — coincide com V,. Analogamente se reconhece que o
grupo transformado de V, por meio do ciclo (2 3 4) — grupo a que
pertence a funcdo

Uy =2,2,%t2,2,

— coincide com V.
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Ter-se-4 portanto
ov,6'=V,
qualquer que seja
0EA,.

Dum modo geral, diz-se que um subgrupo H dum grupo G € in-
variante ou normal em G, quando se tem

OHO'=H,
paratodo o 0 € G.

O grupo V, € pois invariante em A,, mas ja, por exemplo, o grupo
Q, ndo € invariante em S, , como € fécil reconhecer.

22. Classes laterais dum grupo

Designe G um grupo qualquer de transformacgdes e seja H um
seu subgrupo. Dadas duas transformacgoes 0,, 6, de G, diz-se que 0,
€ congruente a 0,, a respeito de H, e escreve-se

0,=6,H),

quando o cociente 6;' 0, € um elemento de H; por outras palavras:
quando exista uma transformacdo ¢ € H, tal que

0,=6,0.

Uma vez fixado o grupo H, pode escrever-se simplesmente
662

0,=6,, em vez de 6,=0,(H). A relacdo binaria “=" assim definida €
uma relagio de equivaléncia, como se conclui do que segue:

1) 6 = 0, qualquer que seja 6 € G. Com efeito, tem-se 0=01,
pertencendo I a H.
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2) Se 0,=0,, também 0,=0,. Com efeito, se 0,=0, (a respeito
de H), quer dizer que existe em H um elemento ¢ tal que 6,=6,0.
Mas entdo vira

0,=0,0"

e, como 0~ € H, segue-se que 6,=0,.
3) Se 6,=0,¢e 0,=0,, também 0, = 0,. Com efeito, se existem
duas transformacgdes G, " de H tais que

6,=0,0, 6,=0,0,

ter-se-4
0,=(0,0)0=0,(c"0) e, portanto
0,=0,, visto que 6'c EH.
A relacdo “=” determina portanto uma reparticdo no grupo G;

aos elementos dessa reparticdo di-se o nome de classes laterais de H
em G, Seja 6 um elemento qualquer de G: a classe lateral (de H em
G) a que pertence O serd, manifestamente, o conjunto de todas as
transformacdes da forma 0 6, com ¢ € H — ou seja o conjunto 0 H.

Podemos agora estabelecer o seguinte:

Teorema — As classes laterais de H em G tém todas o mesmo
niimero de elementos (niimero finito ou infinito).

Com efeito, a formula 6" = 0 ¢ define uma transformagao biuni-
voca 0 — O de H sobre 0 H: a cada elemento ¢ de H fica a corres-
ponder um, e um s6, elemento 6= 06 de 6 H, e a cada elemento G°
de © H fica a corresponder o elemento

oc=0"10" de H, e sO esse.

(1) —Mais precisamente: classes laterais esquerdas, porque se apresenta ainda o conceito de
“classe lateral direita”. Podemos todavia limitar-nos ao primeiro conceito, 0 que torna
dispensével a especificagdo.
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Em particular, se © € H (e s6 entdo), tem-se 0 H = H: uma das
classes laterais de H em G € pois o proprio grupo H. Seja agora 6,
uma transformacdo pertencente a G, mas ndo a H: serd 0, H uma
classe lateral de H em G, distinta de H; seja por sua vez 0, um ele-
mento de G ndo pertencente a H nem a 0, H: serd 0, H uma classe
lateral de H em G, distinta de H e de 6, H; e assim sucessivamente.
Podera entdo escrever-se:

G=HU®,HUB,HU -,

sendo os conjuntos H, 0, H, 0, H,... distintos entre si 2 a 2. Importa
ainda notar que, excepto H, nenhuma das classes laterais de H em
G pode ser um grupo, pois que nenhuma dessas classes contem a
identidade.

Do teorema precedente resulta imediatamente o seguinte corolé-
rio importante:

Se o grupo G é finito, a ordem do subgrupo H de G é um divisor
da ordem de G.

Na hipétese do grupo G ser finito, chama-se indice de H em G
ao cociente r/p da ordem r de G pela ordem p de H. E fcil constatar
agora, recordando o que foi dito no n.° anterior, que, se for ¢ uma
funcdo pertencente a H em G, o numero das conjugadas de @ em G
serd precisamente igual ao indice de H em G.

Um outro facto a salientar € o seguinte:

Quando a ordem de G ¢ um niimero primo, os unicos subgrupos
possiveis de G sdo o proprio G e o grupo idéntico I, donde resulta
que G serd entdo um grupo ciclico.

Por conseguinte, encontra-se em tais condi¢des todo o grupo ge-
rado por uma transformacgdo 6 cujo periodo seja um nimero primo
— facto este que ird intervir de maneira essencial na teoria da resolu-
bilidade por meio de radicais.

Convém ainda ilustrar as anteriores consideracdes com um
exemplo intuitivo. Consideremos o octaedro regular [1 2 3 4 5 6]
(Fig. 5), cujo grupo designaremos por O,. Um subgrupo de O €, por
exemplo, Q, constituido pelas substitui¢cdes de O que transformam
em si mesmo o quadrado [1 2 3 4] — grupo da ordem 8, conforme o
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que se viu no n.° 13. A substitui¢cdo 0 = (1 5) (3 6) transforma [1 2 3 4]
em [5 2 6 4] e a substituicdo ‘CT= (2 5) (4 6) transforma [1 2 3 4] em
[15 3 6]. Ter-se-a entao

0,=0,U080,UTQ,.

Fig. 5

O grupo O, € portanto da ordem 24.
As substitui¢des de G que deixam o quadrado [5 2 6 4] invariante
sd0 manifestamente as do grupo

00,0
e as que deixam invariante o quadrado [1 5 3 6] s@o as do grupo
T 0, T

Como exercicio, propomos ainda a demonstracdo dos seguintes
factos:
I - O grupo alternante A, é um subgrupo normal do grupo si-
métrico, S, , qualquer que sejan=2,3,....
As classes laterais de A, em S, sdo: A, (conjunto das subs-
tituicoes pares) e (1 2) A, (conjunto das substituicoes im-
pares).
IT — Todo o subgrupo dum grupo comutativo G ¢ invariante em G.
III — O grupo constituido pela identidade é invariante em qual-
quer grupo.
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23. O conceito de homomorfismo entre grupos

Continuemos a considerar como exemplo o grupo O, do octae-
dro e, para brevidade de expressdo, designemos respectivamente
por I', I',, I, os quadrados diagonais [1 23 4],[264 5], [15 3 6].
E de observar que cada substituicio ¢ de O, (executada sobre os
vértices 1, 2, 3, 4, 5, 6) determina uma substituicdo G sobre os qua-
drados I' , I, I',. Assim, por exemplo, a substituicdo (1 2 3 4) sobre
os vértices determina a substitui¢do (I', I',) sobre os quadrados dia-
gonais; a substituicdo (1 4 5) (2 6 3) sobre os vértices traduz-se
na substituicdo (I', I', I',) sobre os quadrados diagonais, etc. Mais
ainda: € facil ver que uma mesma substituicdo sobre os quadrados
diagonais pode ser determinada por quatro substitui¢des distintas
sobre os vértices; por exemplo, a substitui¢do I sobre os quadrados
I', I',, I, pode provir de qualquer das seguintes substituicdes sobre
os vértices: I, (1 3), (2 4), (1 3) (2 4). As substitui¢cdes assim obtidas
sobre os quadrados I';, I, I, constituem manifestamente um grupo
(que facilmente se reconhece ser o grupo simétrico sobre os trés
elementos I',, T, I',), grupo que designaremos por O,. Além disso,
fica assim estabelecida uma transformac@o univoca ¢ — 6 de O
sobre 56 , com a seguinte particularidade notével:

Sejam G, ©, duas substituicbes quaisquer de O, e sejam G,, G,,
as substituicoes que lhes correspondem respectivamente em O .
Pois bem, ao produto G, - G, corresponderd precisamente em Og o
produto G,-C,:

E Ll
Ql Al Qi

1

2 2

1 - 0,.

Q Qa Q

0, - G,

Exprime-se este facto dizendo que tal transformacgdo € um homo-
morfismo do grupo O, sobre o grupo O,.

Dum modo geral, sejam H, H duas familias quaisquer de trans-
formacdes (sobre os mesmos elementos ou sobre elementos diver-
s0s). Dada uma transformac@o univoca T de H sobre H, diz-se que T
é um homomorfismo (de H sobre H), quando verifica as duas seguin-
tes condicoes:
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1) Para cada elemento o de H, ha, pelo menos, um elegento (6]
de H que é transformado em & por T (isto é, tem-se T(H) = H).
2) Quaisquer que sejam O,, 0, € H, tem-se

I'(c,-0,)=T(c)- T(0,).

Suponhamos agora que o conjunto H € um grupo. Vamos pro-
var, em primeiro lugar, que T transforma necessariamente a identi-
dade na identidade e o inverso no inverso. Com efeito, designando
por ¢ um qualquer elemento de H, tem-se

I-c0=0

donde, aplicando T a ambos os membros desta igualdade e atenden-
do a propriedade 2):

I-6=0, ouseja I=c-6'=1

como tinhamos afirmado. Por outro lado, tem-se, para cada elemento
6 de H:

co'=1,
donde
T(o)-T(oYH=1I,
ou seja
T(c)=[T()]"

como se tinha dito.

Podemos agora demonstrar que, se H é um grupo, também H é
um grupo. Sejam, com efeito, G, B dois elementos quaisquer de H; a
6 corresponderd em H pelo menos um elemento G e a © pelo menos
um elemento 0; ao produto G- 0 corresponder4, pela propriedade 2),
o produto ¢ 0; mas, se H é um grupo G 6 pertence a H — logo -0
pertencerd a H, visto que H é constituido pelos transformados de
todos os elementos de H. Analogamente se demonstra que o inverso
de cada elemento de H é ainda um elemento de H e que portanto H
€ um grupo (na hipétese de H o ser).
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Em resumo:
I - A imagem homomdrfica dum grupo é sempre um grupo. =
Il - Se T é um homomorfismo dum grupo H sobre um grupo H,
entao

T)=1, T(cH)=[T(©)]".

Posto isto, sejam G, G', G" trés grupos, e T, S, dois homomor-
fismos, respectivamente de G sobre G’ e de G' sobre G". Dados
dois elementos ¢, 0 quaisquer de G, vird, aplicando sucessivamente
as transformacgdes 7, S do produto ¢ 6:

ST(6-0)=S(T(o)-T(0))=ST(o)-ST(),

isto é:
O produto de dois homomorfismos é também um homomorfismo.
Dados dois grupos G, G', diz-se que G' é homomorfo a G, e es-
creve-se, para o indicar,

G~G',

quando € possivel definir um homomorfismo de G sobre G'. Em
virtude do resultado precedente, tem-se que, se G ~ G' ¢ G' ~ G”,
também G ~ G"; por outros termos: a relacdo de homomorfia, ex-
pressa pelo simbolo “~”, € transitiva.

24. Isomorfismos e automorfismos

Quando um homomorfismo entre dois grupos € uma transfor-
macao reversivel, toma a designacao particular de isomorfismo.
Desde logo se reconhece que:

A transformacdo inversa dum isomorfismo é também um isomor-
fismo.

Seja com efeito 7 um isomorfismo entre dois grupos G, G
e sejam G,, 0, dois elementos arbitrdrios de G. Em G existirdo
dois elementos, G,, G, que corresponderdo respectivamente a G,, O,
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segundo 7-'. Ora, como T € um isomorfismo, segue-se que, a0 pro-
duto o, - ©,, correspondera segundo T o produto G, - G,. Mas, por sua
vez, como T é reversivel, ao produto G, - G, correspondera segundo
T-' o produto o, - ©,, isto é:

T-1(5,5,) = T-'(6,)T-'(G,), g.e.d.

Dados dois grupos G,, G,, diz-se que G, € isomorfo a G,, € es-
creve-se, para o indicar,

G, =G,,

quando € possivel definir um isomorfismo de G, sobre G, . A rela-
cdo de isomorfia, expressa pelo simbolo “=”, é transitiva, (visto ser
um caso particular da homomorfia); € simétrica (visto que a trans-
formacao inversa dum isomorfismo € ainda um isomorfismo); é fi-
nalmente reflexiva (pois basta fazer corresponder a cada elemento G
de G esse mesmo elemento o, para ficar definido um isomorfismo
de G sobre G). Em resumo: a relacdo de isomorfia é uma relagdo de
equivaléncia.

Chamam-se automorfismos dum grupo G os isomorfismos do
grupo G sobre si mesmo. Visto que o produto de dois automorfis-
mos € ainda um automorfismo e a transformacao inversa dum auto-
morfismo é também um automorfismo, segue-se que o conjunto G de
todos os automorfismos do grupo G é também um grupo — o grupo
dos automorfismos de G.

Como exemplo, consideremos de novo o grupo V, do rectangulo

e o grupo L, do losango:

V,={1,(12)34),(14)(23),(13) 24},
L={1,(13),24),13)24)}.
Se pusermos s, =(12) (34), s,=(14)(23),
s;=(13)24), t,=(0123),
t,=24), t,=s,,
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e estabelecermos a correspondéncia
I—=1, §—=h, =31, 5,31,

ficard definido, como € fécil ver, um isomorfismo de V, sobre L,.
Mas tanto V, como L, admitem varios automorfismos. Para V,, por
exemplo, ter-se-30 os seguintes automorfismos:

L, (5,5,), (5,55), (5,55), (5,5,53), (5;5,5)).

Cada uma destas substitui¢des, multiplicada pelo isomorfismo
anterior de V, sobre L,, dard, manifestamente, um novo isomorfismo
de V, sobre L,.

25. Propriedades algébricas e propriedades especificas. Isomor-
fismos internos

As propriedades dum grupo G, bem como as dos seus elemen-
tos (tomados 1 a 1,2 a2, ...) podem ser divididas em duas catego-
rias: 1) propriedades que se mantém invariantes para todas as possi-
veis transformacdes isomorficas de G; 2) propriedades que ndo sdo
necessariamente respeitadas pelos isomorfismos de G. As primeiras
sdo chamadas propriedades algébricas: as segundas, propriedades
especificas.

Por exemplo, o facto de uma dada transformacao ter periodo ;
o facto de duas transformacdes serem permutédveis entre si; o facto
de um dado subgrupo ser invariante, etc., etc., sdo propriedades al-
gébricas. Mas o facto de uma dada transformag@o ser ou néo ciclica,
o facto de um dado grupo ser ou ndo transitivo, etc., etc., sao pro-
priedades especificas. Que a transitividade ndo € propriedade algé-
brica podemos reconhecé-lo no exemplo do nimero anterior: os
grupos V, e L, sao isomorfos, sendo o primeiro transitivo € o segun-
do intransitivo.

Dum modo geral, as propriedades algébricas sdo todas aquelas
que podem em, ultima andlise, ser definidas a partir do conceito de
“produto” (conceito algébrico fundamental da teoria dos grupos).
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Retomemos o exemplo do grupo L,. Tem-se:
ti=ti=tl=1 tt,=tt,=t, LL,=4Lt=t, L,=L1,=t,.

Vé-se, pois que, do ponto de vista algébrico, nada distingue entre
si as substituicdes ,, t,, t,, as quais, por iSso mesmo, sao transforma-
das umas nas outras pelos automorfismos de L,. E, contudo, as
substituicdes ¢, 7, sdo ciclicas (transposi¢des), enquanto 7, 0 nao €.

Se em vez de L, considerarmos V,, as regras de multiplicagdo
serdao precisamente as mesmas que as anteriores (bastaria substituir
t, t, t, POI §,, S,, §,, €m qualquer ordem) — o que esta de acordo com
o facto dos grupos V, e L, serem isomorfos.

Por isso, quando dois grupos sdo isomorfos, diz-se ainda que
tém a mesma estrutura algébrica ou que definem o mesmo grupo
abstracto. .

Sejam agora A, A dois conjuntos quaisquer € G um grupo de
transformagdes biunivocas do conjunto A sobre si mesmo. Seja por
outro lado 6 uma transformacgdo biunivoca de A sobre A. J4 no n.°
16 vimos o que se entende por transformado dum elemento ¢ de G
por meio de 6. O transformado 6 GO~ de G por meio de 6 €, como
vimos, um outro grupo, G. Nestes termos, o operador 0 traduz-se
numa transformagio biunivoca de G sobre G; a cada elemento ¢ de
G corresponde o elemento 6[c]=606" de G, e a cada elemento
o de G corresponde o elemento

0-'[c]=06"100
de G. Por outro lado, vimos que se tem
0[c,-0,]=0[c,]-0[c,]

quaisquer que sejam O, 0, € G. Uma tal transformagao 6 € pois um
isomorfismo de G sobre G, mas um isomorfismo de natureza parti-
cular, proveniente duma transformacdo definida entre A e A. Aos
isomorfismos deste tipo da-se o nome de isomorfismos internos.

Assim, por exemplo, os isomorfismos atrds estudados entre V, e
L, ndo sdo internos.
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E ainda de observar que, entre os automorfismos de V, (atrds in-
dicados), s6 a identidade € um automorfismo interno.

Facilmente se reconhece agora que certas propriedades ndo al-
gébricas, como por exemplo a da transitividade, sdo respeitadas
por todos os isomorfismos internos.

26. Primeira nocao de grupo cociente

Consideremos uma fun¢do @(z,, z,, ..., z,) € designe G um grupo
qualquer de substitui¢Oes sobre as variaveis z,, z,, ..., Z,. S€ja por outro
lado H o grupo a que pertence ¢ em G e sejam @,(=9), ¢Q,, @, ..., ¢,
as fun¢des conjugadas de @ em G (serd pois m o indice de H em G).

Vejamos o que acontece quando se efectua uma substituicao 0
de G sobre as variaveis z,, z,,..., z,. A funcdo @, serd entdo conver-
tida numa das suas conjugadas em G. Mas que efeito produz sobre
as restantes fungdes @,, ..., @, essa mesma substitui¢cdo 67 Conside-
remos, por exemplo, a funcido @,; o facto de @, ser uma conjugada
de @, em G, significa que existe uma substituicdo 0, de G que con-
verte @, em @,; efectuar a substituicdo 6 em @, equivale portanto a
efectuar a substitui¢do 60, em @,:

6{@,} =6{6,{¢,}} =(86,){0,}.

Mas, como 6 € G e 0, € G, também 00, € G, visto que G €&, por
hipétese, um grupo; logo, a func@o 6{¢,} serd ainda uma conjugada
de @, em G. Anéloga conclusao para as restantes fung¢des @, ..., @, .

Ponhamos ent3o:

0{0,}=0,, 6{0,}=0,,....6{¢,} =0, .

E claro que ndo podera ser 0{@,} = 6{¢@,} com i # k, visto que,
efectuando 0! nos dois membros, viria ¢,=@,. Podemos pois garan-
tir que os indices de i, i,,..., i, sdo ainda os niimeros 1, 2,... m dis-
postos numa ordem possivelmente diversa, mas sem omissdo nem
repeticdo. Em resumo: cada substituicdo 0 sobre os zz determina
uma substitui¢do O sobre os QQ:
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‘6=<(pi1 (Piz (Pim>;
¢ 0, - 0,
isto é:

0(p,)=6{0p,}, para i=1,2,...,m.

Note-se bem: 6 é uma substitui¢do sobre os zz, enquanto 0 € a
substituicdo correspondente sobre os @@. A correspondéncia 6 — 0
€ univoca, mas ndo necessariamente reversivel: veremos que se po-
de ter 8,=0,, com 0,#6,. Além disso, ao produto ¢ 6 de duas quais-
quer substitui¢cdes de G, corresponde precisamente o produto das
substitui¢cdes correspondentes sobre os Q@:

60 (9)=(00){9,} =0{6{9,}} =5 (8(9,)) =(c0)(9).

Daqui se conclui que: a) a correspondéncia 6 — 6 é um ho-
momorfismo; b) o conjunto G de todas as substituicdes 0 obtidas
sobre os @@ € um grupo (visto que G também o €).

Ocorre agora investigar quais as substitui¢des de G que se tradu-
zem na identidade em G, isto €, ocorre determinar aquelas substitui-
¢oes de G (efectuadas sobre os zz), que convertem @, em @,, ¢, em
@,,..., ¢, em @, . Ora, j4 sabemos que as substituicdes de G que
deixam invariante cada funcdo @, sdo precisamente as do grupo
transformado

0,H 0",

designando por 0, uma das substituicdes de G que convertem @,
em @, e por H, como dissemos, o grupo a que pertence @, em G
(i=1,2,..., m). As substituicdes de G que se traduzem na identida-
de sobre 0s @@ sdo pois as substituicdes comuns aos grupos

0.HO, para i=1,2,...,m,
isto €, serdo os elementos do grupo

N=HNO,HO; 1 N--NO HO



77

Em particular, pode ter-se
H=0,H0,/'=...-=0_H06'

e portanto H = N. J4 sabemos que, neste caso, o grupo H se diz inva-
riante ou normal em G. Pois bem: nesta iltima hipétese, o grupo G,
considerado como grupo de substitui¢cdes sobre os indices 1, 2,..., m
(dos @®), chama-se grupo cociente de G por H e designa-se pela
notacao G/H.

Ilustremos estes factos com um exemplo. Consideremos, por um
lado, o grupo alternante A, e, por outro lado, a fun¢do u = z, z,+z, z,,
pertencente ao grupo V, em A,.

As conjugadas desta funcdo em A, sdo

Uy =2123%2,2,
Uy=2125+ 232,
Uy =21 24+ 2, 25
No quadro seguinte estdo indicadas, na coluna a esquerda, as

substituicdes de A, (sobre os zz) e, na coluna a direita, as substitui-
coes correspondentes sobre 0s uu:

A, A,
L(12)(34),(13)(24),(14)(23) I
(123),(134),(243),(142) (123)
(132),(143),(234),(124) (132)

O grupo A, € pois constituido pelas poténcias do ciclo (1 2 3) e,
como V, é invariante em A,, podemos escrever A, = A,/V,. Na colu-
na a esquerda, os elementos de A, encontram-se repartidos em trés
classes, que s@o precisamente as classes laterais de V, em A,, a sa-
ber: V., (123) V,e(132) V,

Consideremos agora, em vez de A,, o grupo simétrico S,. Ja sa-
bemos que, em S,, a func¢io
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U=243+232

pertence ao grupo Q, do quadrado. Mas Q, ndo € invariante em S,
as substitui¢des de S, que deixam invariantes, a0 mesmo tempo, as
trés funcdes u,, u,, u, sao as da intersec¢ao

0,N(123)0,(132)N(132)0,(123)=V,.

Neste caso, as substituicdes obtidas sobre os uu, sdo, além de /,
(123),(132), ainda as transposicoes (1 2), (1 3), (2 3). Mas entao
0 grupo §4, constituido por estas 6 substituicdes, coincidird com .S,.
Verifica-se pois, em particular, que

S, ~ S,
27. Teoremas sobre homomorfismos. Noc¢ao geral de grupo
cociente "

Convém, previamente, observar o seguinte facto:
Para que um subgrupo H de G seja invariante em G, é necessd-
rio e suficiente que o transformado

0c06!

de cada elemento 6 de H por meio de cada elemento 0 de G seja
ainda um elemento de H; isto é, em simbolos:

O H 0~ C H, qualquer que seja 6 € H.

A condi¢ao € evidentemente necesséria, pois que, por defini¢ao,
o grupo H se diz invariante em G quando resulta,

OH 0~'=H, paratodo o 6 €G.

(1) A leitura deste nimero ndo € indispensavel para a compreensao do capitulo seguinte.
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Suponhamos entdo que se tem
O H 0°' C H, qualquer que seja 6 € G.

Multiplicando ambos os membros, desta inclusdo, a esquerda
por 07! e a direita por 0, vir4,

4) HCO'H6.

Mas 0! € um elemento de G; logo, em virtude da hipétese, ter-
-se-a

0'HO")'CH,
donde, por confronto com (4):

0'HO=H

ou ainda
H=0H0", qualquer que seja 0 € G.

A condicao enunciada € pois suficiente.

Para comodidade de linguagem, convém ainda introduzir a se-
guinte no¢do: Dada uma transformacgdo univoca ‘C dum conjunto A
sobre um conjunto B, chamaremos imagem inversa completa de um
qualquer elemento x de B, segundo ‘C, e representaremos por

T (),

o conjunto de todos os elementos de A que sdo transformados em x
por meio de ‘C; analogamente, chamaremos imagem inversa com-
pleta dum subconjunto M de B, e representaremos por

FC(—I) (M)9

o conjunto de todos os elementos de A que sdo transformados em
elementos de M por meio de C .
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Posto isto, podemos demonstrar o seguinte teorema:

Em todo o homomorfismo G — G, a imagem inversa completa
do elemento I de G é um grupo N invariante em G, a imagem inver-
sa completa de cada elemento © de G é uma das classes laterais de
N em G.

Seja com efeito 7 um homomorfismo de G sobre GesejaNo
conjunto de todos os elementos de G que s@o transformados em / por
meio de T (diz-se entdo que N € o nicleo do homomorfismo 7). Ora,
dados arbitrariamente 6, 0 EN, vira T(60) =T(c) - T0)=1-1=1,
logo também 6 6 € N. Por outro lado

IT(c™)=[T(o)]" =1,

e portanto 6! € N. Podemos pois concluir que N € um grupo.
Sejam agora ¢ um elemento qualquer de N e 6 um elemento
qualquer de G. Vira

TOG06)=TO)T(C)[T®)]'=6-1-0"=

donde 6 6 6! €N, o que significa que N € invariante em G.

Resta-nos provar a segunda parte do teorema. Seja 6 um elemento
qualquer de G e seja 6 um dos elementos de G tais que T(0) = .
Proponhamo-nos entdo determinar todos os elementos & de G tais
que T(&§) = 6. Ora tem-se

TO'E)=[TO)]'T(E)=6"0=1,
e portanto 071§ € N ou seja
EEON.
A imagem inversa completa de 0, isto €, o conjunto de todos os
elementos & de G que sdo transformados em 0 por meio de 7, € pois

a classe lateral 0 H de H em G, q.e.d..

Somos agora conduzidos a este outro resultado:
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Se existem dois homomorfismos T, T dum mesmo grupo G sobre
dois grupos G, G , respectivamente, e se os niicleos dos dois homo-
morfismos coincidem, podemos concluir que G é isomorfo a G.

Sejam com efeito 7, T’ dois homomorfismos nas condi¢des do
enunciado e seja N o nicleo comum de T e T’. Entdo, segundo o
teorema precedente, existird uma correspondéncia biunivoca 6 — O N
entre os elementos de G e as classes laterais de N em G; e, analoga-
mente, uma correspondéncia biunivoca 6 N — 3, entre as classes
laterais de N em G e os elementos de G ; podemos assim definir di-
rectamente uma correspondéncia biunivoca 6 — 0 entre os elemen-
tos de G e os de G. Ora esta correspondéncia € isomorfica. Com
efeito, dados arbitrariamente 8,, 8, € G, existirio em G pelo menos
dois elementos 0,, 0,, tais que

T®)=9, 7@ =9;
entdo vird
T(0,0,)=T(0,)T(,)=6,0,,
e, por outro lado,
T°(6,0,)=T'(0,) T'(0,) =9, 0,.

Logo, ao produto 8, 8, ndo pode deixar de corresponder em G o
produto 6, 6,, 0 que prova a afirmagdo feita.

Surge entretanto o seguinte problema:

Dados arbitrariamente um grupo G e um seu subgrupo inva-
riante N, existird sempre um homomorfismo de G sobre um segundo
grupo G, de modo que o niicleo desse homomorfismo seja precisa-
mente N?

A esta questdo responde-se afirmativamente, com a introduc¢ao
de um conceito geral de “grupo cociente”.
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A nocdo de “grupo cociente” dada no n.° anterior tem o incon-
veniente de fazer intervir funcdes de z,, z,,..., Z,, O que restringe a
sua aplicabilidade aos grupos de substituicdes. Ora nés podemos
definir tal no¢cao com inteira generalidade: basta, para isso, fazer
com que o papel das fungdes @,, @,,..., @, seja desempenhado pelas
classes de H em G.

Seja pois G um grupo qualquer (finito ou infinito) e seja H um
seu subgrupo invariante. As classes laterais de H em G:

H,6,H,0,H, ...
serdao agora em numero finito ou infinito. Ponhamos em geral
H,=6,H, com9,=1,

e designemos por A a familia destas classes H,. Seja agora 6 um
elemento qualquer de G; multiplicando a esquerda por 0 cada classe
H,, obter-se-4 ainda uma classe lateral de H em G:

0H, =0(06.H)=(06,H.

Ficar4 pois assim definida uma transformagio univoca 0 da fa-
milia A sobre si mesma:

—_<9H, 06,H, 963H,...>
H, ©,H, 0H,..)

ou seja, abreviadamente:
(5) O0(H)=0-H,, paracada HEA.

Ora facilmente se reconhece que esta transformacdo 0 é biuni-

voca; a sua inversa, 0!, é precisamente,

0-'(H)=0"-H,, paracada HEA.
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Podemos pois assentar em que, a cada elemento 0 de G, fica des-
te modo a corresponder uma transformacao biunivoca 0 da familia
A sobre si mesma. Ora a correspondéncia © — 0 assim definida é
um homomorfismo, pois que se tem, atendendo a (5)

(60)(H)=(c0)-H=c-(0-H)=
=6 (6(H)) = (c 0) (H),
istoé,60=0 0, quaisquer que sejam G, 8 € G.
O conjunto G de todas as transformacdes 0 assim obtidas (sobre
a familia A) € portanto um grupo, ao qual chamaremos, precisamente,
0 grupo cociente, G/H, de G por H. B
Vejamos agora qual o nicleo do homomorfismo G — G, isto &,
procuremos determinar a totalidade dos elementos & de G que se
traduzem na identidade G:
EH, = H,, qualquer que seja H,EA.
Ora esta igualdade € equivalente a seguinte
E@O.H)=6.H,
que €, por sua vez, equivalente a esta outra
(61E6)H=H.
Entdo, pondo

ei_l gei =1,

segue-se que 1N € um elemento de H (pois que sé nessa hipdtese
N H = H). Mas tem-se

§=6m0;";
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logo, também & serd um elemento de H, visto ser H invariante em G.
Podemos pois concluir que o nicleo do homomorfismo G — G/H
coincide com H.

A tal homomorfismo dé-se, precisamente, o0 nome de homomor-
fismo natural de G, com o nucleo H.

Em resumo:

Dados um grupo G e um seu subgrupo invariante H, existe sem-
pre um homomorfismo de G com o niicleo H: o homomorfismo na-
tural G — G/H. Para qualquer outro homomorfismo G — G’ com o
mesmo niicleo H, tem-se, necessariamente:

G’ =G/H.

Esta ultima proposi¢do € conhecida como o teorema fundamen-
tal dos homomorfismos.

Como exercicio propomos a demonstracao dos seguintes factos:

I —Em todo o homomorfismo G — G, cada elemento 0 de G
com periodo finito é transformado num elemento 6 de G
cujo periodo € um divisor do periodo de ©.

II — O grupo cociente S /A € isomorfo ao grupo §,, qualquer
que sejan=2,3,....

IIT — O grupo T das translacoes é um subgrupo invariante no
grupo G, dos deslocamentos, o qual, por sua vez, € inva-
riante no grupo Es das semelhangas. O grupo G,/ T ¢ iso-
morfo ao grupo R, das rotagdes em torno dum ponto c. O
grupo G,/G, é isomorfo ao grupo H_ das homotetias em re-
lac@o a um mesmo centro c.



CAPITULO Il

RESOLUBILIDADE POR MEIO DE RADICAIS
(12 parte)

28. O teorema das funcoes simétricas
Consideremos a equagao do 2.° grau
az?+bz+c=0.

As raizes z,, z, desta equacgdo estdo relacionadas com os coefi-
cientes a, b, ¢, por meio das conhecidas férmulas

C
Z1+ZZ=—_7 Z122=_-
a a

Como se sabe, utilizando estas relagdes, torna-se possivel calcu-
lar, por exemplo, a soma dos quadrados das raizes, o quadrado da
diferenca das raizes, etc., sem recorrer a formula resolvente da equa-
cdo — efectuando sobre os coeficientes a, b, ¢, apenas operacdes ra-
cionais: adicdes, subtrac¢des, multiplicacdes e divisdes. Com efeito:

b? ¢ b*-2ac
Z12+Zz=(Z1+Z2)2_2Z1Z2=;_2;=—az_

b? ¢c b-4ac
(ZI—Z2)2=(Z1+Z2)2_4ZIZ2=—2—4—=—2
a a a
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Mas note-se: a soma z, + z,, 0 produto z, z,, a soma dos quadra-
dos z? + z2, o quadrado da diferenca (z,—z,)? etc. sdo func¢des simé-
tricas de z,, z, (pensando z,, z, como varidveis independentes). Ocor-
re entdo perguntar: Dada uma funcao simétrica (racional) das raizes
duma equagdo algébrica, serd sempre possivel exprimir racional-
mente essa fungao nos coeficientes da equacao proposta?

Consideremos, em geral, a equacao algébrica de grau n:

f@=a,"+a,2"'+--+a,_z+a,=0

(ay a,, ..., a,—numeros complexos quaisquer).
Sendo z,, z,,..., g, as raizes desta equagdo (oportunamente repe-
tidas quando maltiplas), tem-se, como € sabido,

f@=a,z-2)(-2) -+ (2—-2,).

Designemos por s, a soma das raizes, por s, a soma dos produ-
tos das raizes duas a duas, por s, a soma dos produtos das raizes trés
atrés, ..., por s, o produto das n raizes; isto €, em simbolos:

S, =X =3+,+ - +2,,
=X 4L =0, 5t H gt + 2,2,
3= 2055 =05Lh+ 452+ +2,,2,,%,,

............................................................

Imediatamente se reconhece que s,, S,,..., §, 40 fungdes simé-
tricas de z,, z,, ..., 2, — chamadas precisamente as funcoes simétricas
elementares das raizes (pensando estas como varidveis independen-
tes). Os valores de tais fun¢des sdo dados, a partir dos coeficientes
da equacdo, pelas formulas notaveis

a a
— 1 — 2
§,=——, §,=—,
aO aO
a a
_— 3 -
Sy=——2 s, = (=1 ==
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Pois bem, nos tratados de Algebra Superior” costuma demons-
trar-se o seguinte teorema:
Toda a fungdo racional inteira e simétrica (com os coeficientes

inteiros) de n varidveis z,, 2,,..., z, pode exprimir-se como fun¢do
racional inteira (com coeficientes inteiros) das funcdes simétricas
elementares de z, z,,..., Z,.

Para ver como, na prética, se consegue efectivamente exprimir
uma dada fungdo racional inteira e simétrica de z,, z,,..., 2, COMO
funcdo racional inteira de s, $,,..., §,, convém introduzir algumas
convengdes prévias.

a) Dados dois mon6nimos no semelhantes, nas variaveis z,, z,,
ceer 2,

A:az;xl 232 00 200, B:bzPl ZEZ an

diremos que A tem uma ordem superior a de B, quando a primeira
das diferencas o, —3,, o,—B,, ..., &, — B, que ndo & nula, € positiva.
Dois monémios semelhantes dir-se-ao de igual ordem.

b) Dada uma func¢do racional inteira @(z,, z,,..., z,) (que supo-
mos j4 reduzida a forma dum polinémio inteiro em z,, 2, ..., Z,, S€m
termos semelhantes nem termos nulos), chamaremos primeiro termo
de @ ao termo de ordem mais elevada do polindmio que representa Q.
Facilmente se demonstra que, se ¢ é uma fungdo racional inteira e
simétricade z,, 2,, ..., 2, € Se 0 Seu primeiro termo é

azixl Z§‘2 Z":‘n
entdo deve ser
O 20, 2 =+ 2 0L,

n

Seja entdo U= (z;, 2,, ..., 2,) uma funcdo racional inteira e simé-
trica de z,, 2,, ..., 2, € s€ja

azl‘xl Zgz Z";‘n

(1) - Veja-se Prof. VICENTE GONCALVES, Curso de Algebra Superior, 2.° vol.
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0 seu primeiro termo. Consideremos o produto
— o— o 0Oly— O (05
P_asll 2852793 o 5%,

Desde logo se reconhece que P € uma fun¢ao simétrica (racional
inteira) de z,, z,,..., z,. Além disso, € féacil provar que o primeiro
termo de P resulta idéntico ao primeiro termo de U. Entdo, a dife-
renga U — P, que representaremos por U, serd ainda uma func¢do ra-
cional inteira e simétrica de z,, 2,,..., 2,, CUjo primeiro termo terd
uma ordem inferior a do primeiro termo de U. Aplicando a U, o que
se disse para U, vé-se que a funclo U, é, por sua vez, redutivel a
forma U, =P+ U,, em que P, representa um produto de poté€ncias de
Sy 85 ..., 8, € U, uma funcdo racional inteira e simétrica de z,, z,, ...,
z, cujo primeiro termo € de ordem inferior ao do primeiro termo de
U,. Procedendo assim, sucessivamente, chegar-se-4 por forca a uma
funcao identicamente nula:

v-P=U, U-P=U,.., U-P=0.

r r

Destas igualdades resultar4, finalmente,

U=P+P +P,+---+P

ro

sendo P, P,..., P monOmios em §,, Sy, ..., S,.

Assim, o valor de U serd dado por uma fungdo F(s, S,,..., S,)
racional inteira em s, S,,..., S,, fungdo que terd os coeficientes in-
teiros, se 0 mesmo acontecer a respeito de ©(z,, z,,..., Z,)-

Como exemplo, consideremos a funcdo simétrica
U=(z,z2,+ 2,2 (2,2, + 2,2,) (2,2, + 2,25).
Reduzindo esta funcao a forma de polindmio, vira:

U=Y7222,2,2,+Y 222222,
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em que os somatorios se supdem extendidos a todos os termos que

se deduzem dos termos escritos, efectuando sobre os indices as
substitui¢des de S,. O primeiro termo de U €, manifestamente,

23z,2,z, (,=3,0,=0a,=0,=1).
Ponhamos entao

—_ o3-1 g1-1 g1-1 o1 —
P=si"s,7" 5,75/ =s'5,

=(g + %+ 5+ 0P 55 % 2
Ter-se-a, efectuando os calculos:
U=U-P=%72722722-23% 72722, 2,.
O primeiro termo de U, é
227272 (=0, =0, =2,0,=0).
Ponhamos
P =gsi2s2sts)=s2.
Viré
U,=U,-P,=—422]2; 2%
Ponhamos agora
P,=—4s5,s,.

Vira, finalmente

e assim poderemos escrever

—_ —_ 2 2
U=P+P,+P,=5is,+s5;—-45,s,.
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Dada uma equagao algébrica f(z)=0 de raizes z,, z,,..., z,, cha-
ma-se discriminante D dessa equagdo o quadrado do determinante
de VANDERMONDE em z,, z,,..., 2,:

D=V2=H(z,.—zk)2.
i>k

Imediatamente se reconhece que D € uma funcdo simétrica de
215 29 -+ 5 Z, (0 que ja ndo se pode dizer de V, que pertence ao grupo
alternante, A ).

Para a equacdo do segundo grau

Z2+bz+c=0,
tem-se
D=(z,—z)=s—4s,=b*>-4c.
Para a equacdo do 3.° grau
2+bz*+cz+d=0,
tem-se, pelo método das fun¢des simétricas,

D = (Z3 = Z2)2 (Z3 - Z1)2 (Zz - Z1)2

=18 bcd-4b*d + b*c*—4c*-27d>.

E facil ver que: condicdo necessdria e suficiente para que uma
equacdo algébrica tenha raizes miiltiplas é que o seu discriminante
seja nulo. Aqui a origem do termo “discriminante”.

O teorema das func¢des simétricas pode ser estabelecido com
maior generalidade:

Toda a funcdo simétrica racional (com coeficientes racionais) de
25 2y -+ » 2, pOdeE exprimir-se como fungdo racional (com coeficien-
tes racionais) das fungoes simétricas elementares de z,, 2,, ..., 2,
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Seja com efeito u = @(z,, 2,, ..., 2,) uma fungdo simétrica racio-
nal de z,, z,,..., z,. Visto que se trata duma func@o racional, pode-
mos escrever

u=—,
w

sendo v, w duas fungdes racionais inteiras em z,, 2,,..., Z,. Repre-
sentando por v,(= v), v,,..., v, , as funcdes que se obtém a partir
de v efectuando todas as possiveis substituicdes sobre as varidveis
(fungdes conjugadas de v), e por w,(= w), w,,..., w, as fungdes
correspondentes obtidas a partir de w, vird, atendendo a que @ é
simétrica

v, Vv %
u=_1=__2-=...=_m,
w W, W
donde
VISUW, V,SUW,y, ..., V, =UW,,
e portanto
VitV + ety muw +w,+ - +w),
ou seja

Lottty

W W+ W,

Mas v, +v,+---+v_¢€, manifestamente, uma funcio simétrica de
Zys 25 -+ Z, €, portanto, racionalmente exprimivel em s,, s,,..., S,;
outro tanto se diga a respeito de w, + w, + --- + w . Fica portanto
provado, como pretendiamos, que a funcdo u € racionalmente ex-
primivel nas func¢des simétricas elementares de z,, z,,..., z,. Ob-
serve-se ainda, como complemento, que, se os coeficientes da fun-
cdo u = 9(z, z,,..., z,) forem racionais, serdo também racionais os

coeficientes da fun¢do racional que exprime u mediante s, s,, ..., S,

n
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29. Equacoes resolventes. Transformacoes de TSCHIRNHAUS

Seja ainda f(z) = 0 uma equaco algébrica de raizes z,, z,, ..., Z,,
e sejau=@(z;, 2, ..., 2,) uma qualquer funcdo racional de z,, z,, ..., 2,.
Representando por u, (= u), u,,..., u,, as fun¢des conjugadas de u,
podemos afirmar que toda a funcdo R(u,, u,,..., u,) racional e si-
métrica em u,, W,, ..., u, serd ainda, por intermédio destas varidveis,
uma fungdo racional e simétrica de z,, z,, ..., z,. Com efeito, visto
que u,, U,, ..., u, sdo as funcdes conjugadas de u, toda a substituicdo
sobre 0s zz se traduz numa substitui¢ao sobre 0s uu, o0 que nao altera,
evidentemente, o valor da funcdo R(u,, u,, ..., u,,), suposta simétrica
SN By s s 5 Uy

Posto isto, consideremos a equacdo cujas raizes sdo, precisa-
mente, U, U,, ..., u,; isto €, a equacao

g=z-u)@z-u,) - (z-u,)=0.

Pondo S =2u,S,=Xuu,....,S, =uu, - u

m?

podemos escrever
g@=2"—- 82" + 52"t — o+ (18, =0,

Ora, visto que S,, S,,..., S, sdo fungbes simétricas racionais
dos uu, serdo também, pelo que foi dito hd pouco, funcoes simétri-
cas racionais dos zz, e portanto racionalmente exprimiveis nos coe-
ficientes da equacdo f(z)=0.

A resolucdo de uma tal equacdo g(z) =0 pode, por vezes, facili-
tar a resoluc@o da proposta, f(z)=0. Deste ponto de vista, a equacdo
g(z) =0 dir-se-a uma resolvente da equacdo, f(z)=0.

Seja, por exemplo, a equacio do 4.° grau

24+ b +cz?+dz+e=0,
cujas raizes designaremos por z,, z,, Z;, Z,- Propunhamo-nos construir
a equacao que tem por raizes as conjugadas da fun¢do u=z,z,+z,z,.

Ora as conjugadas de u sdo:

u(=u), U,=22,+2,2 U =22, +2,%;.
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Vira entao:
S,=2uu,=222,2,=5,5,—4s,=bd—4e.

Quanto a S, ja o seu valor foi calculado como exemplo no ni-
mero precedente:

S,=b*e+d*—4ce.
A equacdo procurada ser4 pois:
pw=w—cu*+ (bd—4e)u+4ce-b*e+d*=0

chamada a resolvente de FERRARI da proposta.

Suponhamos que se calculou uma raiz desta equacao; € claro que
podemos supor escolhidas as notagdes z,, z,, Z;, Z,, de modo que essa
raiz seja precisamente u, =z, z, + 2z, z,. Podemos entdo determinar o
produto z, z, (ou o produto z,z,) mediante uma equagio do 2.° grau;
tem-se, com efeito,

215,22, €

donde

e
Z1Z2+Z3Z4 =Z1Z2+_—=u19

212,
ou seja

(2,2,)" —u,(z,2,) + e =0,

equacdo do 2.° grau em z, z,, de coeficientes conhecidos. Uma qual-
quer das raizes desta equagdo pode ser tomada como valor de z,z, €
a outra, portanto, como valor de z,z,. Uma vez determinado o produto
Z,%,, a soma z, +z, determina-se imediatamente por via racional,
atendendo a que é

Z1Z2(Z3 T Z4) -+ Z3Z4(Zl = Z2) - 2Z122Z3 = d,

ou seja (visto que z, + z, + z, + 7, =— b):
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e
25 [-b— (2 +2)]——(z,+2)=—d,
214y

equacdo do primeiro grau em z, + z,, de coeficientes ja conhecidos.
Calculados os valores z,z, € z, + z,, a determinacdo das raizes z,, z,
reduz-se a resolucdo duma equacdo do segundo grau. Analogamen-
te se determinam z,, z,. (E de notar como a escolha das notacdes
215 2,5 Z3» 2, vai sendo feita gradualmente, a posteriori).

Tornemos a considerar a equacdo de grau n qualquer, f(z) =0.
Uma fungdo racional u = ¢(z,, z,,..., 2,) das n raizes desta equagéo
pode, em particular, reduzir-se a funcdo racional duma s6 raiz (por
exemplo, de z,) deixando as outras varidveis de figurar explicitada-
mente na expressao de u. Mais precisamente, pode acontecer que se
tenha

? (235 255+, 2,) =R(z)),

sendo R o simbolo duma fun¢@o racional.
Neste caso, as fungdes conjugadas de ¢(z,, z,, ..., g,) serdo, ma-
nifestamente

u, =R(z), u,=R(z,), ..., u,= R(z,).
Por isso, a equacao
guwy=u-u)w-u,) - (u-u,)=0

terd o mesmo grau da proposta, f(z) =0, com a qual esté relaciona-
da por meio da férmula de transformacao u = R(z). Diz-se entdao que
g(u) = 0 € uma transformada de TSCHIRNHAUS de f(z)=0.

Um caso particular das transformac¢des de TSCHIRNHAUS € a
transformagdo homogrdfica

az+b
u=
cz+d

(com ad # bc), estudada nos cursos cldssicos de Algebra Superior.
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Como exemplo, propunhamo-nos construir a equacdo que tem
por raizes os quadrados das raizes da equacao do terceiro grau

Z2+bZ2+cz+d=0.

Trata-se de efectuar a transformacdo u=z* sobre a equacio dada.
As raizes da equacg@o procurada serdo, neste caso, z2, z2, z2. Ora

Y=gt -25=p -3¢,

2 52 = 2 = 2
2lgt=pi-2s 5, ="M,

z2iz2z2=d>.

A equacdo transformada serd pois

w—b*-2c)u*+(c*-2bd)u-d*=0.

30. Teorema de LAGRANGE

Seja u = @(z;, 25,..., 2,) uma funclo racional de z,, z,,..., z,,
pertencente a um grupo G de substitui¢cOes sobre as varidveis inde-
pendentes, e seja v = Y(z,, Z,,..., Z,) uma outra funcéo racional de
21 2y -+ » Z,, @ qual resulte invariante para todas as substitui¢cdes do
grupo G. Note-se bem: ndo se exclui a possibilidade de a funcio v
ser invariante para outras substituicdes, além das que pertencem a G.
Representando por G* o grupo a que pertence , a nossa hipétese
consiste apenas em supor G’ D G, podendo ou nio ser G'=G.

Ora bem, um teorema de LAGRANGE garante-nos que, em tais
condigoes, v é exprimivel como fungdo racional de u e das fungoes
simétricas elementares de z,, z,, ..., Z,.

Mais precisamente, nds podemos afirmar que, se for m o niimero
dos conjugados de ¢, poderd escrever-se v sob a forma dum polind-
mio inteiro em u

v=cu"'+cu"*+---+c, _u+c,,

de grau inferior a m, e cujos coeficientes c,, C,, ..., C, sdo funcoes
simétricas de z,, 2, ..., 2,
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Para demonstrar este facto, designemos por u, (= u), u,, ..., u,, as
funcdes conjugadas de u, e por v,(=v), v,,..., v, , as funcdes corres-
pondentes que se obtém a partir de v. Visto que o grupo G’ da fun-
¢do v = 9(z;, 2, .- 2,) N30 coincide necessariamente com G, pode
acontecer que as fungdes v, v,,..., v ndo sejam todas distintas; mas
tal no prejudica em nada a marcha dos raciocinios que vamos de-
senvolver. (Como se tem G’ D G, é claro que toda a classe lateral
0G’ de G’ em S, conterd a classe lateral 0G de G em S)).

Posto isto, procuremos determinar os coeficientes c,, ¢,,..., C
por meio das condi¢des

m?

(

- m-1 m-2
VI—CIM1 +c2u1 +-~+cm_1u1+cm,

- m-1 m-2
= m-1 m-2
v,=C U +C2um + +Cm_1um+cm

Ora, temos aqui um sistema de equagdes lineares em ¢, ¢,,..., C,,

cujo determinante, A, € (aparte o sinal) o determinante de VANDER-
MONDE em u,, u,,..., u,:

m-1 ;,m-2
urtur?eeul

um—l um—2 vxn B 1 =
A=|"2 25 =] - w).

..................... i<k

Condi¢do necessdria e suficiente para que tal sistema seja possi-
vel e determinado €, como se sabe, que A # 0. Para que A fosse
identicamente nulo (isto €, nulo para todos os sistemas de valores
possiveis das varidveis z,, z,, ..., Z,), seria necessario que duas, pelo
menos, das fungdes u,, u,, ..., u, fossem idénticas. Mas, por hipétese,
as funcdes u,, u,,..., u, sdo todas distintas (fungdes conjugadas de
u,). Logo, o sistema €, em geral, possivel e determinado: podemos,
portanto, aplicando a regra de CRAMER, determinar c,, c,,..., C,
em fungdo racional de u,, u,,..., u,, v, v,,..., v, € portanto em
fungdo racional de z,, z,, ..., z,. E contudo necess4rio ndo perder de
vista que a férmula
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— m-1 m-2
v=cu" +cu"*+ - +c,

s0 serd vdlida para aqueles sistemas de valores numéricos de
Zps 29 -+ 2, qUe tornem distintos entre si os valores numéricos das
m fungbes u,, U,..., u, — pois que, de contrdrio, resultard nulo o
determinante A .

Resta-nos provar que os coeficientes c,, c,,..., ¢, sdo fungdes
simétricas de z,, z,,..., 2,. Para isso, basta observar que toda a
substitui¢do ©, , sobre os zz que faga passar de u, para u, é também
uma das que convertem v, em v,. Com efeito, designando por 6,, 6,
duas substituiges que facam passar, respectivamente, de u, para u; e
de u, para u,, ter-se-4

0,,=0,00, comoeG;

mas 0! converte v, em v,, 0 deixa v, invariante e 0, converte v, em v,
—logo 0, , faz passar de v, para v, como tinhamos afirmado.

Vé-se portanto que o efeito de uma qualquer substituicdo sobre
0s zz consiste, quando muito, em alterar a ordem das equacdes (6), 0
que, evidentemente, ndo influi na soluc@o do sistema. Os coeficien-
tes ¢, ¢,,..., ¢, $d0, por conseguinte, funcdes simétricas racionais
de z, z,,..., 2, €, como tais, racionalmente exprimiveis nas funcoes
simétricas elementares de z,, z,,..., 2,, mas que se podem reduzir a
tais, dividindo-os pela funcéo

V=l£[(zi—zk).

i>k

Como exemplo de aplicacdo, consideremos o seguinte problema:
Conhecido o produto de duas raizes da equacdo

2+b>+cz+d=0,

determinar, por meio de operagbes racionais, a soma das mesmas
raizes. E visivel que as duas funcdes

0z, 20, 2) =2,2,, V(21520 2) =2, + 2,
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pertencem ao mesmo grupo: o subgrupo de S, constituido pelas
substituicdes Z, (1 2). Aplicando o processo indicado, vird entao

2, +2,=¢,(2,2)* + ¢,(2,2,) + ¢4

2, +23=65(2,2) + 6,(2,2,) + ¢4

2, +23=¢,(2,2,) + ¢,(2,2,) + ¢4
donde

_ @i-2)2,— (27 -2z, + (27— 29z,

(212~ 8 %) (2105~ Bu D) 21 5~y 55)

(21— )@ —%@—2) _ 1

b

212,2;(2, - 202, - 2,)(z,—2;) d

e, analogamente,

O polinémio procurado serd portanto

u* —cu
B o e
d

Note-se que se podia chegar mais rapidamente a este resultado,
por consideracdes elementares. Se apresentamos aqui este exemplo,
€ apenas com o objectivo de ilustrar a anterior demonstracdo de
caracter geral.

31. Consequéncias do Teorema de LAGRANGE

Dada uma func¢io racional u = ¢(z,, z,,..., z,), pode acontecer
que todas as conjugadas de u pertencam a um mesmo grupo. Ja sa-
bemos que tal acontece, se, € s6 se, 0 grupo G a que pertence @ €
um subgrupo invariante de S,. Nesta hip6tese, € claro que, segundo o
teorema de LAGRANGE, dadas duas quaisquer func¢des, u;, u,, sera
possivel exprimir , em u, mediante um polinémio
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m?

= m-1 m-=2
I/ti—CII/tk +C2Ltk +'°'+Cm_11/tk+C

de coeficientes c,, c,, ..., ¢, racionalmente exprimiveis nas fungdes
simétricas elementares de z,, z,,..., 2, .

Uma outra consequéncia imediata do teorema de LAGRANGE
¢ esta:

Toda a fungdo racional Z = ®(z,, 2,, ..., 2,) pertencente ao grupo
alternante A, é susceptivel da representacdo

Z=M+NYV,

em que M, N representam fungoes simétricas de z,, 2,, ..., 2, € em que

V=fI(Zi_Zk)'

Com efeito, a funcdo V (pertencente por defini¢do ao grupo A,)
admite apenas duas conjugadas: V e —V. Designando por Z e Z’ as
conjugadas de Z, tem-se, como € facil reconhecer

1 1
M=—(Z+2Z"), N=—Z-2Z")IV.
2( ) 2( )

Em particular, se M = 0, serd Z'=—7Z, e a funcdo Z dir-se-4 he-
misimétrica (tal como V).

Consideremos agora o caso das func¢des pertencentes ao grupo 7.
Tal é, por exemplo, toda a func@o # da forma

u=axz +61222+ +anz”,
sendo a,, a,, ..., a, constantes numéricas todas distintas entre si.

(Qualquer substituicdo distinta de [ altera esta fun¢o; o nimero das
suas conjugadas é pois n! — indice de .7 em S,).

Visto que toda a fun¢do de z,, z,,..., z, s¢ mantém invariante
para a substituicdo I, segue-se, pelo teorema de LAGRANGE, que
toda a fungdo racional de z,, z,,..., z, € racionalmente exprimivel

numa qualquer funcdo pertencente ao grupo idéntico e nas fungoes
simétricas elementares de z,, 2,, ..., 2, .
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Em particular, as fun¢des racionais u = ©(z,, 2,,..., Z,) €
V=VY(Z; Zy---» 2,) podem reduzir-se a fungdes duma so variavel:

Oz}, 25, 2) =P ), Y@ 2p5---52,) =F(2)).
Pode mesmo acontecer que se tenha
D(z)=z.
Neste caso, as conjugadas de u = ®(z,) serdo z,, z,,..., 2, € as de
v=Y¥(z), serdo ¥(z)), ¥(z,),..., ¥(z).

Ora, se for f(z)=0 uma equacdo algébrica de raizes a, a,, ..., a
ter-se-4, segundo o teorema demonstrado

n’

Y(o)=co " +c,a'2+---+c,_ 0 +cC,

n-1
i=1,2,...,n),sendo c, c,,..., ¢, racionalmente exprimiveis nos
coeficientes de f(z) = 0.

Note-se bem: W(z) € uma funcdo racional gqualquer de z, portan-
to da forma

_N@@)

D)’
em que N(z), D(z) designam polinémios inteiros em z, de grau qual-
quer. Ora, como acabamos de ver, o valor de ¥(z) para z = o, sendo

o, uma raiz qualquer da equagdo f(z) =0, pode sempre ser dado me-
diante um polinémio inteiro em z:

(7) Y(2)

— -1 -2
Plol=c, 2 + 6,77+ + €, ;2+C,;

de grau inferior a n.

(Impde-se naturalmente a restriccdo de W(z) ndo se tornar infi-
nita para nenhum dos valores o, 0., ..., O ).

Este facto pode ser estabelecido mesmo directamente:

Seja ¥(z) uma func¢do da forma (7). Comecaremos por mostrar
que, para z = 0., € possivel substituir os polinémios N(z), D(z), por
dois polinémios v (z), 6(z), de grau inferior a n. Tem-se, com efeito,
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representando por ¢g(z) € V(z), respectivamente, o cociente e 0 resto
da divisdo de N(z) por f(2):

N(@)=q() - f(2) +v(2),
donde, atendendo a que f(c,) =O:
N(o,) =v(o,) (i=1,2,....m),

sendo o grau de v (z) inferior ao de f(z) o portanto inferior a n, de
acordo com o que tinhamos dito. Analogamente para D (7).
Posto isto, podemos provar que, na fraccdo algébrica,

V(2)

0(z)
o denominador 6(z) pode ser substituido (para z = a,) por um poli-
némio 0,(z) do grau inferior ao de d(z). Tem-se, com efeito, repre-

sentando por ¢,(z) e 9,(z), respectivamente, o cociente e o resto da
divisdo de f(z) por d(2)

f@ _ o 8@
3@ n 8(z)

donde, supondo que f(z) e 6(z) ndo tém raizes comuns:

d, (o)
o(o)

i

(i=1,2,....n),

0=¢q,(a)+

o que da

D(ai) — U(O('i) : ql(a,-)
d(a) 9,(cx,)

G=1,2,...,n),

sendo o grau de 9,(z) inferior ao de d(z), por ser o resto da divisao
de f(z) por 6(2).

E assim, abaixando sucessivamente o grau do denominador,
acabaremos por reduzi-lo a uma constante ficando deste modo a
func¢do racional ¥(z) substituida por um polinémio inteiro em z,
cujo grau podemos tornar inferior a n, conforme o que dissemos.
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Exemplos:

a) Seja a equagao do segundo grau x*> — 5 = 0, cujas raizes costu-
mam ser designadas pelos simbolos V5, —V/5. Qualquer que seja a
funcgdo racional @ (x), cociente de 2 polinémios p(x), g(x) de coefi-
cientes racionais (com q(\/g) # 0), serd sempre possivel determinar
dois nimeros racionais a, b, tais que

pE£;=a+b\/§.
q

Este facto pode ser estabelecido mesmo elementarmente, atenden-
do a que € (V35)"=57 ou (V5)"=57\V5 (com p inteiro), consoante
m € par ou impar; e recordando, por outro lado, o conhecido processo
de racionalizacdo de denominadores.

b) Toda a expressao do tipo ®(V-1), sendo @ um simbolo de
funcdo racional de coeficientes racionais e V-1 uma qualquer das
raizes da equagdo z2 + 1 = 0, pode reduzir-se a forma a + bV—1 (ou
a + bi, pondo i = \/——1), com a, b racionais.

c) Seja agora a equacgdo do terceiro grau z>—2=0. Representan-
do uma qualquer das raizes desta equagdo por V2 , é claro que toda
a expressdo do tipo ®(V/2), sendo ainda ® simbolo de funcdo ra-
cional de coeficientes racionais, pode reduzir-se a forma

a(V2?+bV2+c,

com a, b, c racionais. E recomendével verificar como, aplicando o
anterior processo, se consegue efectuar neste caso a racionalizacao
de denominadores.

32. Generalizacao do teorema de LAGRANGE

O teorema de LAGRANGE pode ser generalizado do seguinte
modo:

Sejam u=Q(z,, 2, ..., 2,), v=P(z;, 2,, ..., 2,) duas fun¢des racio-
nais de z,, 2,,..., Z,, CUjOS Erupos representaremos respectivamente
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por G, G’, e sejaw =% (2, 2, .- -, 2,) Uma terceira funcio racional de
21 290 -+ » Z,» que fique invariante para todas as substituicdes comuns
a Ge G’,isto é, cujo grupo H contenha G N G’. Em tais condicdes,
podemos afirmar que w é exprimivel como funcdo racional de u, de
v e das fungdes simétricas elementares de z,, 2,, ... , z,; mais precisa-
mente, podemos afirmar que w é susceptivel da representacdo:

w=cv*l+c, v+ 4+, V+C,,

sendo m o niimero das conjugadas devem G e c,, c,,..., C, funcoes
racionais de u e das referidas funcoes simétricas elementares.
Sejam, com efeito, v,(=v), v,,..., v, as fungdes conjugadas de v
em G (note-se bem: em G ndo em S)) e sejam w,(=w), w,,..., w,_ as
fungGes correspondentes obtidas a partir de w. Consideremos entao
o seguinte sistema de equagdes lineares em ¢, ¢,,..., C,:

m*

(8) w, = clvi’"“l -+ czvi”’—2 + ot

4

v te, (=1,2,...,m).

Discorrendo como no nimero precedente, chega-se a conclusio
de que este sistema € possivel e determinado, desde que se evitem
os valores numéricos de z,, z,,..., Z, que tornam iguais os valores de
duas quaisquer das fungdes v, v,,..., v, . Tal sistema permite pois,
em geral, determinar os coeficientes c,, c,,..., c,, em func¢do racio-
nal dos vv e dos ww, e portanto em funcao racional dos zz.

Seja agora 6 uma substituicao qualquer do grupo G. Ja sabemos
(n.° 26) que a substituicdo 0, efectuada sobre os zz, se traduz numa
substituicdo 6 sobre os vv. Podemos portanto concluir, por um ra-
ciocinio andlogo ao do nimero precedente, que o efeito de uma tal
substituicdo O consistird, quando muito, numa alteracdo da ordem
das equacdes (8), o que, obviamente, ndo influe na solugdo do siste-
ma. Por outras palavras: os coeficientes c,, c,, ..., ¢, 30 fungdes ra-
cionais de z,, z,,..., Z,, que se mantém invariantes para todas as
substituicdes de G, grupo a que pertence a fungdo u. Entdo, segun-
do o teorema de LAGRANGE, os coeficientes ¢, ¢,,..., ¢,, poderdo
exprimir-se racionalmente em u e nas funcdes simétricas elementa-
res de z,, 2,, ..., 2,, q.€.d.
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33. Nocao de corpo numérico

E evidente que, efectuando operacdes racionais (adicdes, sub-
traccdes, multiplicacdes e divisdes) a partir de nimeros racionais,
os resultados obtidos serdo ainda, necessariamente, nimeros racio-
nais. Mais precisamente: representando por Ra o conjunto dos nu-
meros racionais, tem-se que a soma, a diferencga, o produto e o co-
ciente de dois quaisquer elementos de Ra (sendo o divisor diferente
de 0) € ainda elemento de Ra. Exprime-se este facto dizendo que o
conjunto Ra € racionalmente fechado ou fechado a respeito das
operagoes racionais.

Mas tal propriedade ndo € exclusiva do conjunto Ra: também o
conjunto R, dos niimeros reais, € o conjunto K, dos nimeros com-
plexos (para nfo citar outros) sdo racionalmente fechados, como
imediatamente se reconhece. Mas j4, por exemplo, o conjunto P,
dos niimeros positivos, nao € racionalmente fechado, visto que a di-
ferenca de dois elementos de P pode ndo pertencer a P.

Costuma chamar-se corpo ou dominio de racionalidade todo o
conjunto de nimeros racionalmente fechado e constituido por mais
de um elemento.

Corpo numérico € pois todo o conjunto €2 de nimeros, dotado
dos seguintes caracteres: 1) tem mais de um elemento; 2) dados dois
quaisquer elementos a, b de 2, também a+ b, a—b, ab, a/b (supondo
neste Gltimo caso b # 0) sdo elementos de €.

Esta defini¢cdo pode ainda ser simplificada: Para que um con-
junto Q, constituido por vdrios niimeros, seja um corpo, é necessd-
rio e suficiente que, dados dois elementos a, b quaisquer de €, se
tenha sempre a—b € Q, alb € Q) (sendo b # 0). Com efeito, uma vez
verificadas estas condicdes, tem-se representando por ¢ um elemento
ndo nulo de Q:

O=c-c€EQ, 1=clcEeQ.

Entdo, dados dois elementos a, b quaisquer de Q (com b # 0)
tem-se que 0 — b e 1/b também serdo elementos de 2 e, portanto,
vistoquea+b=a+ (-b),a-b=a:(1/b), também a + b e a-b per-
tencerdo a €.
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Observemos agora que o minimo corpo numérico existente é o
corpo racional, Ra. Com efeito, qualquer outro corpo numérico
contém Ra, pois que, contendo 1, conterd todo o niimero natural
m=1+1+---+1 (m vezes) e portanto o cociente m/n de todo o par
de nimeros naturais (com zn # 0), bem como o simétrico —m/n.

Um exemplo ndo trivial de corpo € o conjunto de todos os nu-
meros da forma a + bV2 , com a, b racionais. A diferencga ou o co-
ciente de dois nimeros desta forma € ainda, manifestamente, um
numero da mesma forma.

E facil demonstrar que a interseccdo de dois ou mais corpos
(em numero qualquer, finito ou infinito) é ainda um corpo. Com
efeito, dados vérios corpos €, se forem a, b dois numeros perten-
centes a interseccdo N €2, a diferenca a-b deverd pertencer a cada
um desses corpos €2, e portanto a interseccao de todos eles, € 0 mes-
mo acontecerd a respeito do cociente a/b (supondo b # 0).

Posto isto, seja M um conjunto qualquer de nimeros. Havera
pelo menos um corpo numérico que contém M: o corpo complexo,
K. Ora, a intersecc@o de todos os corpos que cont€m M seré ainda,
em virtude do resultado precedente, um corpo que contém M: desig-
nemo-lo por Q. E claro que Q serd o minimo corpo que contém M:
diz-se entdo que Q € o corpo gerado por M (ou pelos elementos de
M). Observemos ainda que €2 é o conjunto de todos os niimeros que
se obtém por meio de operagbes racionais efectuadas um niimero
finito de vezes sobre elementos de M ou sobre os resultados de tais
operagoes.

Consideremos agora um corpo numérico A € um numero o,
qualquer. (Se o & A, a reunido A com o ndo serd um corpo). Repre-
senta-se por A(at) o corpo gerado por o e pelos elementos de A, e
diz-se que A(a) resulta da adjungdo do nimero o ao corpo A. No
caso de A coincidir com o corpo racional, € claro que A(a) podera
ser gerado unicamente por o.

Analogamente, chama-se corpo resultante da adjuncdo de va-
rios ndmeros o, O,,..., 0. a um corpo A, e representa-se por
Ao, O, ..., O, ), 0 corpo gerado por esses nimeros e pelos elemen-
tos de A. E claro que o corpo A(e,, O.,,..., 0. ) pode ainda ser obtido
pela adjunc¢do sucessiva dos nimeros o, O,,..., 0. a A, em qualquer
ordem.
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Exemplos:

Efectuando a adjuncdo de V2 ao corpo racional, Ra, obtém-se o
corpo Ra(V2), constituido por todos os nimeros da forma a+bV2
com a, b racionais. Designemos por A este corpo; fazendo a adjungao
de V5a A, obtém-se o corpo A(\3/5_), constituido por todos os nume-
ros da forma a + bV5 + ¢ (\3/5)2, com a, b, c € A. Ponhamos ainda
Q=AV5; fazendo a adjuncdo de log 3 ao corpo Q, obtém-se o corpo
Q(log 3), constituido por todos os nimeros da forma ¢ (log 3), sendo
¢ uma qualquer funcéo racional de coeficientes em Q. E claro que

Q(log 5)=Ra(V2, V5, log 3).

E ainda de observar que o corpo complexo resulta, precisamente,
da adjuncdo do elemento i = V-1 ao corpo real.

Como exercicio, recomenda-se a demonstracdo dos seguintes
factos:

1) Para que se tenha a + bV2=d +b\V2,coma, b, a, b’ racio-
nais, € necessdrio e suficiente que a = b; a’=b".

2) O ndmero V'3 ndo pertence ao corpo Ra (V2).

3) A interseccdo de Ra (\/5) com Ra (\/§) € o corpo Ra.

4) Condigo necesséria e suficiente para que se tenha a+bV3 =
=a'+b'V3,coma b, a’,b’ ERa(V2)é que resultaa=a’, b="b".

34. Funcoes pertencentes a um grupo em sentido restrito

Até aqui, falando das raizes, z,, z,, ..., z,, duma equacao algébrica
de grau n, temos tratado tais raizes como varidveis independentes.
Todavia, nos casos concretos, dada uma equacao algébrica

f@=a,2"+a,z"'+--+a,=0,

de coeficientes numéricos determinados, as raizes de tal equagao
(que designaremos agora por o, O.,, ..., 0. ) Serdo nimeros determi-
nados € ndo varidveis. Seja u = Q(z,, Z,, ..., z,) uma func¢ao racional
das varidveis independentes z,, 2,, ..., 2, € sejam u,(= u), u,, ..., u, as
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funcdes conjugadas de u; suponhamos, além disso, que, substituindo
2 20 -+ » 2, Pelas raizes o, o.,, ..., 0, da equagdo considerada, vém
para u,, u,, ..., u, valores finitos e determinados:

Bl = (pl (al’ a27 Sueinify (xn)’
BZ = (pz(al’ (Xz, DR (xn)’

B.=0,(0,0,...,d).

Por comodidade de linguagem, continuaremos a dizer que f3, é
uma fungdo racional de o, 0.,,..., 0. (muito embora os 00 sejam
constantes) e que B,, B,,..., B,, 30 as fungdes conjugadas de B, .

Por outro lado, diremos que duas funcdes das raizes sdo formal-
mente iguais, quando (e s6 quando) essas funcdes resultam idénti-
cas, abstraindo do valor numérico dos 0., isto €, tratando mental-
mente os simbolos o.;, O.,, ..., 0, cOmo varidveis independentes.

Ora pode acontecer que duas fungdes das raizes sejam formal-
mente distintas, sendo numericamente iguais.

Seja, por exemplo, a equacao reciproca

x*=2x*-2x+1=0,

cujas raizes designaremos por o, o.,, 0., 0, . E claro que podemos
supor estas notacdes ja escolhidas de modo que se tenha o, o, =1,
o, o, =1 (pois que se trata duma equagdo reciproca). Deste modo, a
funcdo das raizes

(P(a’l’ (XZ’ (x3’ (x4) = a‘l a2

ficard formalmente invariante para as substituicdes do grupo
G={I,(12),34),(2)@34)}, e so para essas; podemos mesmo
dizer que tal funcdo pertence formalmente ao grupo G. Hé todavia
substituicOes fora de G que deixam a fun¢do o, o, numericamente
invariante: tal €, por exemplo, a substituicdo (1 3) (2 4), que muda
o, 0, em 0, 0, tendo-se, numericamente, o, 0., = 0., O, = 1, embora
formalmente (isto é, pensando os 0L0t como varidveis independentes)
se tenha o, o, == 0., 0, . O mesmo acontecerd, de resto, com qualquer
funcdo de forma m o, o, +n o, 0, sendo m, n coeficientes numéricos
distintos.
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Pois bem, tornando ao caso geral, diremos que uma dada fungao
racional @ (o, O, ..., 0. ) das raizes da equacao considerada perten-
ce, em sentido restrito, a um dado grupo G, quando se verificam as
duas seguintes condi¢bes: 1) a fung¢do @(o,, O.,,..., ¢, ) pertence
formalmente ao grupo G; 2) os valores numéricos J,, B,,..., B, das
fun¢des conjugadas de ¢ sdo todos distintos sobre si.

A necessidade desta convencgdo faz-se sentir na aplicagcdo do teo-
rema de LAGRANGE. Suponhamos que a fun¢io B=¢ (o, 0.,, ..., 0 )
pertence em sentido restrito a um grupo G, e seja Y=y (0o, 0., ..., )
uma segunda funcao racional dos ao que fique formalmente inva-
riante para todas as substituicdes de G. Entdo, segundo o teorema
de LAGRANGE, existirdo m numeros c,, ¢,,..., C,, racionalmente

m?

exprimiveis nos coeficientes da equacdo considerada, tais que
Y= CIBm + CZBm_l + e+ Cm—lB + cm'

Note-se porém que, no caso de @ pertencer ao grupo G apenas
formalmente, e ndo em sentido restrito, ndo seria licito chegar a
esta conclusdo, pois que em tal hipétese, ndo sendo os nimeros
B, By,---» B, todos distintos entre si, o determinante de VANDER-
MONDE em B, B,,..., B, resultaria nulo (reveja a demonstragdo do
teorema de LAGRANGE).

Assim, por exemplo, tornando ao caso da equacgdo reciproca
precedente, ndo serd possivel exprimir a soma o, + o, como func¢ao
racional (com coeficientes racionais) do produto o, o, e dos coefi-
cientes da equacdo, embora as fungdes o, + o, o, 0., pertencam for-
malmente a0 mesmo grupo. De resto, como € facil ver, as somas
o, + L, O+ 0L, tém por valores numéricos 1+V/3, 1-V/3. (Ja no
numero 29, a propdsito de resolventes, vimos como se pode calcular
a soma z, +z, de duas raizes de uma equacdo do quarto grau, uma vez
conhecido o produto z, z, dessas raizes; ora, € fécil ver que tal pro-
cesso € inaplicavel, quando se tenha, numericamente, z,z, = z,2,).

O que dissemos para o teorema de LAGRANGE estende-se,

tatis mutandis, a sua generalizacao.

Posto isto, podemos demonstrar um facto de importancia capital
para o que segue: Se as raizes O, O.,, ..., 0. da equagdo f(z)=0 sdo
todas simples, é sempre possivel, dado um grupo G qualquer de
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substitui¢oes sobre os 00, construir uma fungdo racional das raizes
(com coeficientes racionais) que pertenca a G em sentido restrito.

Suponhamos pois que a equagdo f(z) =0 ndo admite raizes miil-
tiplas. Comegaremos por mostrar como se constréi uma fungéo ra-
cional dos ol pertencente em sentido restrito ao grupo 7. Conside-
remos o polinémio inteiro em ¢:

p(t)EOC1+OLZt+OL3t2+ +(xn tn—l.

Efectuando sobre os ol uma substituicdo 0 # I, qualquer que
ela seja, obtém-se um polinémio distinto de p (), pois que, por hipé-
tese, os numeros o, 0.,,..., ¢, sdo todos diferentes, e, segundo o
principio das identidades, dois polindmios sdo idénticos, se, e s6 se,
tem iguais os coeficientes dos termos do mesmo grau. Sejam entao
p,(=p), p,,..., p, todos os polindbmios que se obtém a partir de p
efectuando sobre os ol todas as possiveis substituicdes: serd entdo
v=n!. Consideremos agora o determinante de VANDERMONDE em

p,(®), p, (1), ..., p,(0):

L)
vy =] [p.)-p.@].
i>k

Visto que os polindmios p,(¢) sdo todos distintos entre si dois a
dois, o polinémio V(¢), ndo serd identicamente nulo, e admitird por-
tanto um numero finito de raizes, o que quer dizer que existem infi-
nitos valores inteiros de t que ndo o anulam. Seja #, um desses valo-
res; ter-se-4 pois

V(z,) #0,

o que equivale a dizer que os numeros p, (t,), p,(,),..., P, (,) sdo to-
dos distintos. Mas tem-se

p(t) =0 + 0ty + 02+ - + 0L 2075
logo p(,) serd uma funcdo racional dos oo (de coeficientes intei-

ros) que, em virtude de que foi dito, pertence, em sentido restrito
ao grupo 7.
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Ponhamos para brevidade . = p,(¢,)) (i=1,2,...,v). E claro que
T, T,,..., T, sd0 as fun¢des conjugadas de 7, — tantas quantos os
elementos de S ; pois que, dada uma destas conjugadas, T;, existe
uma, e s6 uma substituicdo 0, que faz passar de w, para T, .

Seja agora:

G={lo0,,..,06}

um grupo qualquer de substitui¢cdes sobre os o, € sejam T, TT,,..., T,
as conjugadas de , em G:

n,=1{m},
T,=0,{m},...,
T =0.{m,}.

Consideremos o polinémio em A:
PAM=(A-m)A-m,) - A-—m).

Qualquer substitui¢do ¢ de G (efectuada sobre os o) traduz-se
numa substitui¢do sobre os 7w € ndo altera, portanto, o polindmio
P(A). Por outro lado, qualquer substitui¢éo 6 de S,, ndo pertencente

a G, altera o polinémio P(A), pois que, em tal hipitese, as fungdes
dos oo

0{r },0{n},...,0{r }

sdo todas distintas (mesmo numericamente) das fung¢des 7, ,, ..., T..
(Efectuar a substituicdo 6 em &, T,, ..., T, equivale a efectuar direc-
tamente em T, as substitui¢cOes da classe lateral 6G, de G em S).
Vé-se, pois que, designando por m o indice de G em S, se obtém, a
partir de P (L), m polinémios, todos distintos entre si,

P,(A), P,(A),..., P, (L),

quando sobre os oo se efectuam todas as substitui¢des de S, . Entao,
discorrendo como anteriormente para os polinémio p,(f), chega-se a
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conclusdo de que existe pelo menos um inteiro A,, para o qual os nud-
meros P,(A,) sdo todos distintos. Ponhamos entdo =P (A,); ter-se-4

B=(A,-m)A,—T,) - (A, —T).

Em virtude do que foi dito, B serd uma fungao racional dos o,
pertencente a G em sentido restrito.

35. Grupo de GALOIS duma equacio

Observamos, em primeiro lugar, que, fazendo intervir a nocao
de corpo numérico, o teorema das fun¢des simétricas € susceptivel
do seguinte complemento:

Designe 2 um corpo de niimeros e seja u = ©(z,, z,,..., 2,) uma
fungdo racional e simétrica de z,, 2, ..., z, com 0s coeficientes em
Q. Nestas condigoes, a funcdo racional F(s,, s,,..., S,), que exprime
u nas fungdes simétricas elementares s,, S,,..., 5, terd também os
coeficientes em €.

A demonstracdo deste complemento € imediata, desde que se
examine o processo geral atrds indicado para o célculo das fungdes
simétricas.

Um complemento andlogo pode ser enunciado para o teorema
de LAGRANGE, em qualquer das suas formas.

Posto isto, sejam f(z) =0 uma equacdo algébrica de coeficientes
racionais e @ (o, 0., ..., 0. ) uma fun¢do racional (com coeficientes
racionais) das raizes desta equacdo. Se a fungdo @ € simétrica, o seu
valor numérico ndo pode deixar de ser racional, pois que, segundo o
teorema das fungdes simétricas, esse valor € racionalmente exprimi-
vel nos coeficientes da equacao, e estes, por hipétese, sdo racionais.
Suponhamos porém que a func@o ¢ ndo € simétrica: podemos nés
concluir dai que o seu valor ndo € racional? Sabe-se bem que ndo:
basta que as raizes o, O.,,..., O sejam todas racionais, para que O
valor de ¢ também o seja. Mesmo fora deste caso trivial, pode
acontecer, excepcionalmente, que o valor numérico duma fungéo
assimétrica das raizes seja racional. Seja, por exemplo, a equacao

2Z+pz+qg=0.
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Consideremos a fun¢@o assimétrica das raizes
V=1(2-2) (z-2) (z~2).

O valor de V serd, segundo a expressao indicada no nimero 28,
dada pela férmula

V=VD=V-4p3-274%.

Ora, pode acontecer, em casos particulares, que VD seja racio-
nal; tal €, por exemplo, o caso da equacado

22-9z2+9=0,

para a qual se tem V = V9 = + 27, sem que as raizes sejam racio-
nais, como se pode verificar.

Consideremos agora, mais geralmente, um corpo numérico €2,
qualquer, e uma equacdo algébrica f(z) = 0, de coeficientes em €.
Dada uma funcdo racional das raizes desta equacdo

B=o(a, a,,...,0),

cujos coeficientes sejam elementos de €2, € claro que, se tal funcdo
pertencer ao grupo S, (isto é, se for simétrica), o seu valor numérico,
B, serd ainda um elemento de €. Mas esta propriedade nio é, neces-
sariamente, um privilégio do grupo simétrico, S, .

Diremos que um dado grupo G de substitui¢des sobre os oo é
um grupo admissivel da equacio f(z) = 0, a respeito do corpo €,
quando toda a fungdo racional dos aow com os coeficientes em €2,
que fique formalmente invariante para as substituicdes de G, tenha
o seu valor numérico em £2.

Imediatamente se reconhece que o grupo simétrico € sempre um
grupo admissivel. Por outro lado, € facil ver que condicdo necessd-
ria e suficiente para que G seja um grupo admissivel da equacdo
f(z) =0, a respeito do corpo Q, é que exista uma funcdo racional
(com coeficientes racionais) das raizes da equacdo, pertencente ao
grupo G em sentido restrito e cujo valor numérico esteja em L.
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Com efeito, se for B = ¢(a, 0.,,..., ¢ ) uma tal funcdo, qualquer
funcdo racional das raizes, com os coeficientes em €2, que fique
invariante para as substituicdes de G, poderd, segundo o teorema de
LAGRANGE, exprimir-se como func¢do racional (com os coeficien-
tes em Q) de B e dos coeficientes da equagao e o seu valor numérico
pertencerd portanto a 2.

Mais ainda: podemos demonstrar o seguinte

TEOREMA - A interseccdo de dois grupos admissiveis da
equacdo f(z) =0, a respeito do corpo L2, é ainda um grupo admissi-
vel de f(z) = 0 a respeito de 2.

Sejam, com efeito, G, H dois grupos admissiveis de f(z) =0 em
relacdo a €, e sejam @, ¥ duas fungdes racionais das raizes, com
coeficientes racionais, que pertengcam em sentido restrito respectiva-
mente a G e a H. (Segundo a andlise do numero precedente existem
sempre duas tais funcdes). Seja, por outro lado, y uma fungdo ra-
cional das raizes, com coeficientes racionais, pertencente ao grupo
GNH. Ora, segundo o teorema de LAGRANGE generalizado, a
func¢do 7y poderé exprimir-se racionalmente em @, Y € nos coeficien-
tes de f(z) = 0. Mas tanto os valores de ¢ e de y, como os coeficien-
tes de f(z) = 0, pertencem por hip6tese a €2. logo, também o valor de
X pertencerd a €2, o que significa que a interseccdo G H € um gru-
po admissivel da equacdo f(z) = 0 a respeito do corpo €2, g.e.d..

Sejam entdo G,, G,,..., G, os grupos admissiveis de f(z) =0, a
respeito do corpo Q. (Eles s3o necessariamente em numero finito,
visto serem subconjuntos de S).

Consideremos o grupo

G=G,NG,N---NG,
=((G,NGYN --)NG,.

Em virtude do teorema precedente, G serd ainda um grupo admis-
sivel de f(z) a respeito de €2: serd pois um dos grupos G, G,, ..., GM
e precisamente o menor de todos eles. Chamar-lhe-emos grupo de
GALOIS da equacdo f(z) =0, a respeito do corpo €. Portanto:
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Grupos de GALOIS da equacdo f(z) =0 a respeito
do corpo € € o minimo grupo admissivel de f(z)=0 a
respeito de Q.

Como exemplo, consideremos de novo a equagdo z>—9z+9=0.
O grupo alternante A, € um grupo admissivel desta equacdo para o
corpo racional Ra, pois que, como vimos, a funcdo V, pertencente a
A, em sentido restrito, tem o valor numérico em Ra. Mas A, € o
grupo gerado pela substituicdo (1 2 3): o seu unico subgrupo, dis-
tinto de A , € o grupo 7. Mas .7 ndo € um grupo admissivel da
equacdo considerada, em relacdo a Ra, pois que, se o fosse, a funcdo
o(o,, 0, 0,) = o, teria valor racional: ora ja dissemos que as raizes
desta equacdo sdo irracionais. Logo é A, o grupo de GALOIS da
equacdo considerada a respeito de Ra.

36. Pesquisa do grupo de GALOIS duma equacio

Uma questio se pde, primeiro que tudo, na pesquisa do grupo
de GALOIS:

Como fixar as notagdes o, 0., ..., 0. , antes de conhecer efecti-
vamente as raizes (todas distintas por hipétese) da equagdo f(z)=0?

Um dos vérios critérios que poderiam servir para este fim seria
0 seguinte: representar as raizes por o, O, ..., 0., segundo a ordem
crescente dos mddulos e, no caso das raizes equimodulares, segun-
do a ordem crescente dos argumentos, entre 0 e 2%. Todavia, o
mais comodo ainda é deixar primeiro indeterminadas as notagbes
o, O, ..., O e fixd-las apenas no momento oportuno.

Ora, para determinar o grupo de GALOIS da equacdo f(z)=0 a
respeito dum dado corpo 2, serd preciso, naturalmente, procurar
grupos admissiveis da equacdo para o corpo 2. Como se consegue
porém saber se um dado grupo H de substitui¢des sobre os oot € ou
ndo um grupo admissivel da equacdo a respeito de 27 As conside-
racdes do numero precedente indicam-nos o caminho a seguir.
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Construa-se (pelo processo do n.° 34) uma func¢ao racional
B=o(o,, 0,..., 0 ), que pertenca ao grupo H em sentido restrito, e
considere-se a equacao

g(u)z(u_B1) (u—Bz) (u_Bm)=0,

cujas raizes sdo as fungdes conjugadas de 3. Conforme o que se viu
no numero 29, os coeficientes desta equacdo sao racionalmente ex-
primiveis nos coeficientes da proposta, e, portanto, pertencentes a
Q). Entao, dois casos se podem apresentar:

a) A equacdo g(u) = 0 ndo admite raizes em Q.
b) A equagdo g (u) = 0 admite pelo menos uma raiz em €.

No primeiro caso, pode-se concluir desde logo que o grupo H nio
€ admissivel para €2. Quanto ao segundo caso, podemos supor as nota-
coes O.;, Ol,, ..., O, fixadas de modo tal que uma das raizes de g(u)=0
pertencentes a L seja precisamente a raiz f=@(0,, 0., ...,0. ), € en-
tdo podemos afirmar que o grupo H € um grupo admissivel da equa-
cdo g(u) =0, a respeito de €.

Resta porém um ponto importante a esclarecer: Como se conse-
gue saber se a equacdo g(u) = 0 admite ou ndo uma raiz em 2?

O caso mais simples serd aquele em que €2 € o corpo racional:
trata-se entdao de saber se a equacdo g (#)=0 admite ou ndo raizes ra-
cionais, problema que ensinam a resolver todos os tratados cldssicos
de Algebra Superior.

Nos casos em que €2 ndo seja o corpo racional, o problema com-
plica-se, naturalmente. Dele nos ocuparemos s6 mais adiante.

Finalmente, podemos indicar o modo de achar o grupo de GA-
LOIS da equagido f(z) = 0, a respeito de €2:

Apenas se tenha determinado um grupo admissivel H, a respeito
de € (e um destes grupos € sempre um grupo simétrico), bastard
prosseguir a pesquisa entre os subgrupos de H. Entdo, se nenhum
dos subgrupos méximos de H € admissivel a respeito de €, H serd
manifestamente o grupo de GALOIS que se pretende determinar. Se,
pelo contrario se encontra um subgrupo maximo K de H, que seja
ainda admissivel a respeito de €2, repetir-se-a para K o que se fez
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para H. E assim sucessivamente. Deste modo, o grupo de GALOIS
acabard seguramente por ser determinado com um ndmero finito de
operacoes.

Este método, tal como acabamos de o expor, resultaria excessi-
vamente laborioso na pratica. H4 todavia consideracdes de ordem
véria, que simplificam consideravelmente a pesquisa do grupo de
GALOIS.

37. Equacoes do terceiro grau®. Equacoes ciclicas

Recordemos o método de TARTAGLIA para a resolugcdo da equa-
cdo geral do 3.° grau e vejamos se € possivel descobrir nele alguma
ideia que possa aplicar-se a classes mais extensas de equacoes.

Em primeiro lugar, sabe-se que € sempre possivel, mediante uma
transformacdo em z + A, sendo A a média aritmética das raizes, re-
duzir a equacgdo geral do 3.° grau a forma

) 2+pz+q=0.
Ponhamos entdo z=u+ v e procuremos determinar u € v, de
modo que a equacdo (9) seja verificada.

Vira, sucessivamente:

wW+v+3ulv+3uvi+pu+v)+q=0,
w+v+QBuv+p)(u+v)+qg=0.

A equacdo serd portanto verificada, se pusermos
(10) Buv=-p, wW¥+v¥*=-gq.
A primeira destas igualdades da-nos

w3 .

Vv=——Dp3.
27 F

(1) — Para um estudo completo do assunto, veja-se Prof. VICENTE GONCALVES, Curso de
Algebra Superior, 2.° Vol..
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Os valores de u’ e de v* serdo pois as raizes da equagdo do se-
gundo grau em (:

1
2_ gl ——p3=0.
£2-¢qC 57 P

Para brevidade da expressdo, designemos por A € B as raizes
desta equacdo:

w=A, v=B.
Entao, devera ter-se

z=u+v=VA+VB.

Mas existem trés raizes cuibicas de A e trés raizes cubicas de B;
somando cada determinaco de VA, com cada determinacdo de VB,
obtém-se ao todo nove valores para z, enquanto a equacao (9) nos
dé apenas trés. Desfaz-se esta indeterminacdo, atendendo a primeira
das igualdades (10). Entdo, se representarmos por #, uma das deter-
minagSes de VA, a determinagio correspondente VB devera ser

p

vl =__.
3u,

. A 3 ~
As restantes determinacgdes de VA, serdo pu,, p*u,, representan-
do por p uma das raizes cubicas primitivas da unidade, isto €, uma
das raizes da equacdo

Z2+z7z+1=0.

(Podera escolher-se, por exemplo:

~1+V3i -1-V3i
P T3~

?

tendo-se, evidentemente,

1+p+p2=0).
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. ~ 3 ~
As determinagdes de VB correspondentes a pu,, p°u,, serio,
respectivamente,

V, =— 2 =p~lv, =p’v,,
3pu,

- P _ 2, _

v3__3p2u1—p Vi=PVys

e assim, as trés raizes de (9) serdo:
Z=u v, ,=pu +pv, z;=pu +pv;.

Estas mesmas igualdades permitem-nos determinar u, € v, em
funcdo de z,, z,, z;. Para obter u,, basta multiplicar ordenadamente a
segunda por p?, a terceira por p e somar ordenadamente as trés,
atendendo aque € 1 + p + p*>=0; vird

1
u, = E iz, * p°z, + Pz

Analogamente, ter-se-4

1

V= 5 (z,+pz, +p°z,).

Estudemos estas duas funcdes, do ponto de vista das substituicoes
sobre 0s zz. A transposi¢do (2 3) muda u, em v,. Quanto as substitui-
¢oes do grupo alternante, A, distintas de I, observa-se que:

a) o ciclo (1 2 3) muda u, em

1 1
E(Zz‘*' p2Z3 +pz) =§ p(z; + p2Z2 +P2z) =puy;

b) o ciclo (1 3 2) muda u, em

2 — A2
L+ P2+ P, =pu,.
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Deste modo, a fungd@o u? serd transformada pelo ciclo (1 2 3) na
funcao

e, pelo ciclo (1 3 2), na fungdo
poui=uj;

numa palavra, ficard invariante para as substitui¢cdes de A, (e s6 para
essas), 0 que a torna racionalmente exprimivel em V="VD e nos
coeficientes da equacao proposta (n.° 31). Outro tanto se diga a res-
peito da fungdo v’ .

Consideremos agora uma equacgdo f(z) = 0, de grau n, de coe-
ficientes contidos num dado corpo A. Diremos que esta equacdo €
ciclica a respeito de A, quando for ciclico e transitivo um dos seus
grupos admissiveis” a respeito de A.

Suponhamos pois que f(z)=0 é ciclica a respeito de A, e designe
H um seu grupo admissivel (a respeito de A) que seja ciclico e tran-
sitivo. Se for 6 uma das substitui¢Oes geradoras de H, € claro que &
s6 podera ser formada por um n — ciclo, de contrario cada um dos
ciclos em que se decompusesse daria lugar a um sistema de transiti-
vidade. Ter-se-4 pois

c=(i..1),

em que i,, i,,..., i, representam os elementos 1, 2,..., n dispostos
numa ordem determinada, sem omissdo nem repeticdo. Mas nada
nos impede de supor as notagdes o, O.,,..., ¢ (das raizes de
f(z2)=0 previamente escolhidas de modo que se tenha, precisamente,
i,=1,i,=2,...,i =n; e assim poderemos escrever, mais comoda-
mente,. 6 =(12 ... n).

(1) — Segundo a terminologia corrente, a equacdo f(z)=0 diz-se ciclica a respeito de A, quan-
do € ciclico e transitivo o seu grupo de GALOIS a respeito de A. H4 contudo vantagem,
do ponto de vista didactico, em apresentar o conceito de “equacg@o ciclica”, tal como o
definimos aqui.
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Por outro lado, tem-se:
H={I,0,0%...,0"}.

Posto isto, designemos por ® uma das raizes primitivas de indice
n da unidade. Notemos, desde ja, que o grupo H € ainda um grupo
admissivel de f(z)=0 a respeito do corpo ampliado A(w): com efeito,
qualquer fun¢do racional dos oo, com coeficientes racionais, per-
tencente em sentido restrito a H, tem o valor numérico em A e por-
tanto em A(m) (reveja cuidadosamente as consideragdes do n.° 35).
Consideremos entao a seguinte funcao das raizes

B=o, + oo, + 0* o, + -+ + @0,

As fungdes conjugadas de B em H, obtém-se, como € sabiao,
executando as substituicdes de H sobre os o, na expressdo de P.
Ponhamos:

B,=B, B,=o{B}, B,=0*B},...,B,=0""{P}
Ter-se-a, como € facil verificar:

B=0,+00,+ -+ "o =p,
B=o,+00a,+ -+ o, =B,
B,=0,+wo, + -+ "o, = 02,

B,=0, +wo, +---+0 "o _ =w0p.

Daqui resulta imediatamente que

n— n_.“_Bn
1~ F2 — Fno

visto ser (0)"=1, (w?)'=1,..., "= 1.
Ponhamos " = v . Segundo o que acabamos de ver, Y é uma
funcdo racional dos o, de coeficiente em A(w), a qual se mantém
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formalmente invariante para todas as substituicdes de H. Ora H €
um grupo admissivel de f(z) = 0, a respeito de A(w). Logo, y tem de
ser um elemento de A(w). O valor de 3 pode pois ser deduzido de
um elemento de A mediante uma extrac¢do de raiz:

B=Vy (tem-seyE A(w)).

Por outro lado, observemos que € uma fungdo racional das
raizes, de coeficientes em A(®), pertencente em sentido restrito ao
grupo 7 dentro de H (as suas conjugadas f3,, B,,..., B, em H sdo to-
das numericamente distintas). Mas, por sua vez, o, € uma fun¢do
racional das raizes, de coeficientes racionais,

o0, Oy ..., )=0, +0-0,+ - +0-0,
pertencente ao grupo 7 dentro de H. Logo, segundo o teorema de
LAGRANGE generalizado, podera escrever-se

f

o =C1I31n_1 +CzB1n_2+ +cn—IBI +c,,

(11) < a2=C1 ;_1+C2[32n_2+”.+Cn—ll32+cn’

-----------------------------------------------

sendo os coeficientes ¢, c,,..., ¢, elementos de A(w). Com efeito,
uma substituicdo qualquer de H executada sobre os oot determina
apenas uma substituicdo sobre os Bf3, e o seu efeito serd, quando
muito, o de alterar a ordem das equagdes (11), o que ndo influi so-
bre o valor dos cc deduzido dessas equacdes; 0s cc sdo pois fungdes
racionais dos oo, de coeficientes em A(®), que se mantém formal-
mente invariantes para as substitui¢cdes de H, donde se conclui que
pertencem ao corpo A(m), atendendo a hipétese feita sobre H.

Veremos oportunamente que ¢ mesmo possivel eliminar a raiz
primitiva ®, das expressdes obtidas para os 0lO.

Em conclusio:

Se a equacdo f(z)=0 ¢ ciclica a respeito de A, as raizes de f(z)=0
podem ser obtidas, efectuando apenas operagdes racionais e uma
extraccdo de raiz, a partir de elementos de A.
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Observe-se, entretanto, que toda a equagdo do terceiro grau €
ciclica a respeito do corpo gerado pelos coeficientes e pela raiz qua-
drada do discriminante. Em particular, a equagdo 72 -9z + 9 =0 ¢
ciclica a respeito do corpo racional pois que, como vimos no n.° 35,
a raiz quadrada do seu discriminante € 27, portanto racional.

38. Condicao suficiente de resolubilidade por meio de radicais

Dada uma equacdo algébrica f(z) =0, de coeficientes contidos
num dado corpo A, diz-se que tal equacgdo é resoliivel por meio de
radicais a respeito do corpo A, quando todas as suas raizes podem
ser obtidas mediante operagcdes racionais e extracgdes de raiz, efec-
tuadas um numero finito de vezes sobre elementos de A ou sobre os
resultados de tais operacdes.

Em vez da locu¢@o “por meio de radicais”, poderia usar-se esta
outra “por meio de equacdes binémias”, visto que o simbolo Va de-
signa, como € sabido, uma qualquer das raizes da equacio binémia

"—a=0,

obtendo-se as restantes raizes da mesma equacio multiplicando Va
pelas poténcias duma raiz primitiva de indice n da unidade. Chama-
-se extrac¢do da raiz de indice n de a, precisamente, a operacdo que
consiste em passar de a para Va.

Posto isto, designe G um grupo admissivel da equacdo f(z)=0a
respeito do corpo A e seja

B=o(a, oy,..., 0 )

uma fung¢do racional, com coeficientes racionais, de o, O.,,..., O,
pertencente em sentido restrito ao grupo G. (J4 sabemos que é
sempre possivel determinar uma tal funcdo). Ter-se-4 entdo, natu-

ralmente, B EA.

Seja agora H um subgrupo de G, distinto de G. Construida uma
funcdo racional das raizes

Y=y, Oy, ..., O )



123

com coeficientes racionais, pertencente em sentido restrito a H den-
tro de G (isto €, pertencente formalmente a H em G e tal que as suas
conjugadas em G sejam todas numericamente distintas), j& ndo po-
demos garantir que se tenha Y& A, a ndo ser que H seja ainda um
grupo admissivel de f(z)=0 a respeito de A.

Seja porém como for, nés podemos assentar nos seguintes
factos:

I- O grupo H é um grupo admissivel da equacdo f(z)=0, a
respeito do corpo A(y). Com efeito, qualquer fun¢do racio-
nal dos oo, com os coeficientes em A, que fique formal-
mente invariante para as substituicdes de H em G, pode,
segundo o teorema de LAGRANGE generalizado, expri-
mir-se como funcdo racional de ¥, com os coeficientes em
A e terd o valor numérico em A(Y).

II — Representando por Y,(=7), Yy ---» Y, S conjugadas de Y em
G, a equacgdo

g(Z)E(Z_’Yl) (Z_yz) (Z—'Ym)=0

terd os coeficientes em A. Com efeito, os coeficientes desta
equacao

-5, =_ZYI’ Sz=Z'Y1’Yz’ s DS, =
= =LY% s T

sdo, por intermédio dos 7y, funcdes racionais dos ool (com
coeficientes racionais) que se mantém formalmente inva-
riantes para todas as substituicdes de G, uma vez que o
efeito destas substituicOes € apenas permutar entre si 0s
vY. Os valores numéricos de S,, S,,..., S, serdo pois ele-
mentos de A, em virtude da hipétese.

III — J& sabemos (n.° 26) que cada substituicdo 6 de G sobre os
oo se traduz numa substitui¢do 8 sobre os yy e que, portan-
to, o grupo G d4 assim origem a um grupo G de substitui-
coes sobre os vYy. Seja entdo
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IF'=®(y Yy eoes V)

uma qualquer func¢do racional dos yy (com os coeficientes
em A) que se mantenha formalmente invariante para as
substitui¢des de G. Executando sobre os 0.0t uma qualquer
substituicio de G, esta traduz-se numa substitui¢io de G
sobre 0s Yy e ndo altera portanto ®@. Logo I" €, por intermé-
dio dos vy, uma funcdo racional dos oo (com os coeficien-
tes em A), que se mantém formalmente invariante para as
substitui¢des de G, tendo-se portanto

IreA.

Em resumo: toda a fun¢@o dos 7y, com os coeficientes em
A, que se mantenha formalmente invariante para as substi-
tui¢des de G, tem o valor numérico em A. Mas isto quer di-
zer precisamente que:

O grupo G é um grupo admissivel da equacdo g(z)=0, a
respeito do corpo A.

IV —Recordemos que, quando H é invariante em G, o grupo G é

o chamado grupo cociente, G/H, cuja ordem € igual ao in-
dice de H em G.

O caso mais simples serd aquele em que o indice de H em
G € um ndmero primo. Mas entdo o grupo G/H admitir4,
como unicos subgrupos, ele mesmo e a identidade, e serd
portanto um grupo ciclico (n?° 22). Com efeito, seja 6(#1)
um elemento de G e seja C o grupo ciclico gerado por C;
se C fosse distinto de G, entdio G admitiria um subgrupo C,
distinto dele mesmo e da identidade, o que € impossivel.
Além disso, o grupo G ¢é transitivo. Com efeito, dadas duas
quaisquer conjugadas v,, Y, de Y em G, designando por 0,, 0,
duas substitui¢des de G que facam passar, respectivamente,
de v, para v,, a substituicdo

0,0
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faz passar de v, para vy,, €, portanto, a substitui¢ao

6,0
de G transforma y,em 7, .
Em conclusao:
Se H é um subgrupo invariante de indice primo de G, a
equacdo g(z)=0 é uma equacdo ciclica a respeito do corpo
A, e pode portanto, segundo o que se disse no niimero pre-
cendente, resolver-se por meio de radicais a respeito de A.

Posto isto, suponhamos que o grupo G admite uma cadeia de
subgrupos

GDHDKD---ODMDNDJY,

comecando em G e terminando no grupo idéntico, cada um dos
quais, a partir do segundo, seja um subgrupo invariante de indice
primo do precedente. Diz-se, em tal hipotese, que G € um grupo re-
soluvel ou metaciclico.

Sejam, por outro lado,

T O o0 s Mh G s

funcgdes racionais dos olol, com coeficientes racionais, pertencentes
em sentido restrito, respectivamente a H em G, K em H,..., N em
M, J em N, e sejam

D=0, k(D=0,....80=0 10)=0,

as equacdes que admitem como raizes, respectivamente, as conjuga-
dasde yem G,de dem H,...,de N em M, de { em N.

Em virtude do que foi dito nas alineas I), II) os coeficientes de
h(z) =0 pertencerdao ao corpo A, os de k(z) =0 ao corpo A(Y),... 0s
de 1(z) ao corpo A(Y, 9, ..., n).

Por outro lado, em virtude do estabelecido nas alineas III) e IV), a
equacdo h(z) =0 serd resolivel por meio de radicais a respeito de A;
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analogamente, a equacado k(z) sera resoluvel por meio de radicais a
respeito de A(Y), e portanto a respeito de A, visto que o elemento Y €
raiz da equacdo h(z)=0. E assim sucessivamente. Podemos portanto
concluir que a equacgdo 1(z) =0 € resolivel por meio de radicais a
respeito de A.®

Ora o elemento (, raiz da equagdo 1(z) =0, pertence em sentido
restrito ao grupo .Zem N. Logo, toda a funcao racional dos oo (com
coeficientes racionais), € em particular as fungdes o, 0., ..., O, , pO-
derdo exprimir-se em {, mediante polinémios com os coeficientes
em A(y, 0,..., M). Mas isto significa precisamente que a equacio
f(z)=0 € resolivel por meio de radicais a respeito de A.

Podemos pois assentar no seguinte resultado fundamental:

Condicdo suficiente para que uma equagdo algébrica f(z)=0 seja
resoliivel por meio de radicais a respeito de um dado corpo A é que
um seu grupo admissivel a respeito de A seja um grupo metaciclico.

J4 se disse que o minimo grupo admissivel da equacio f(z)=0 a
respeito do corpo A € chamado o grupo de GALOIS de f(z)=0 em
relacdo a A. Pois bem, diz-se que a equacdo € metaciclica em rela-
cdo a A, precisamente quando o seu grupo de GALOIS a respeito
de A é metaciclico.

Segundo o que acaba de ser estabelecido, toda a equacdo meta-
ciclica € resolivel por meio de radicais. Veremos no capitulo se-
guinte que a reciproca desta proposicao também € verdadeira; isto
€, demonstraremos que as Unicas equagoes resoliiveis por meio de
radicais (a respeito de um determinado corpo A) sdo as equacoes
metaciclicas (a respeito de A).

Exemplos:

a) Como exemplo de aplicacdo da doutrina exposta, considere-
mos a equacao

f@=z*-22"+72+2z-1=0,

cujas raizes representaremos por o, o.,, O.,, O,

(1) — O elemento {, raiz de 1(z) ficar4 portanto expresso mediante um nimero finito de radi-
cais sobrepostos.
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Comecemos por procurar grupos admissiveis desta equagao a
respeito do corpo Ra. Seja, por exemplo, o grupo

G={l,(12),(34),(12) 34), (13) (24), (14) (23),(1324), (1423)},
subgrupo méaximo de S,, ao qual pertence, entre outras, a funcao
B=a,0, + ;0.

Construamos a equagdo g(z) =0, que tem por raizes as conjuga-
das de B (resolvente de FERRARI da proposta).
Segundo o que foi estabelecido no n.° 29, ter-se-4

g(x=7"-7"-4=0.

Ora, fazendo a pesquiza das raizes racionais desta equacao, en-
contra-se 2 como raiz, sendo as restantes raizes g(z) as raizes da
equacdo z> + z + 2 = 0, ambas imagindrias. Podemos entdao supor
escolhidas as notagdes o, o, O,, 0, , de modo que a raiz 2 seja pre-
cisamente o valor numérico da fun¢do o, o, + o, @, a qual perten-
cerd, em sentido restrito, ao grupo G — visto que as suas conjugadas
(raizes de g(z) = 0) sao numericamente distintas. O grupo G é pois
um grupo admissivel da equagdo proposta a respeito de Ra.

Consideremos agora subgrupos méaximos de G. Seja, por exem-
plo, o grupo

H={[(12),(34),(12) 34},
ao qual pertence em G a funcdo
Y=0,0,.
As conjugadas desta funcdo em G sdo

Y =04 Q, =7, Y, =0, 0y
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e a equacdo que admite v,, Y, como raizes serd

h@=22-(+Y)z+V7%=0.
Mas
Y+ YL=0,0,+ 0,0,= B =2,
VY, = 0 0 O 0L, =—1
e portanto
h(2)=z2-2z-1.

A equacdo resolvente (z) =0 tem pois os coeficientes em Ra,
conforme o previsto na teoria. Por outro lado, H é um subgrupo in-
variante de indice 2 de G, e, segundo a teoria, a equacao h(z)=0 de-
ve ser ciclica a respeito de Ra, o que realmente acontece: toda a
equacdo do segundo grau € ciclica, uma vez que o grupo simétrico
S, € gerado pelo ciclo (1 2).

Podemos entdo escrever

1,=1-V2, 1,=1+V2.

Posto isto, consideremos o grupo
K={1, 34)},
subgrupo invariante de H, ao qual pertence em H a fungdo
d=q,,
que tem por conjugadas em H
d,=0,(=9), 0,=0,.
A equacdo que admite §,, 0, como raizes sera

Kz)=z>-(o,+a,) z+ 0, o, =0.
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Ora
o, 0,=Y=1+V2.
Quanto a o, + o, recordemos (n.° 29) que é

o, o, (0, + o) + 0,0, (0L + 0L) =2 0, 0,0, =1,

ou seja
1+V2)[2- (o, +0a)]+(1-V2) (o, + ) =1,
donde
a+a—1+—2\/§—2+£
ARG REY . B 2

A equacdo k(z)=0 tem pois os coeficientes em Ra(y)=Ra (V2).
A sua resolu¢do fornece-nos as raizes o, 0., da proposta.

Finalmente, o unico subgrupo de H (distinto de K) € o grupo
idéntico, .7, ao qual pertence em K a fungio

gE=0,
cujas conjugadas em K sao
€, =0,(=€), g =0,.
A equacgdo que admite €,, €, como raizes €
()=z2-(o,+0,)z+0a,0,=0,

equacio de coeficientes em Ra(V'2), cuja resolugo nos fornece as
restantes raizes da proposta.

Utilizou-se, portanto, na resolucdo de f(z) =0, a cadeia de gru-

pos

GDHDKDJY,



130

cada um dos quais, a partir do segundo, € subgrupo invariante de in-
dice 2 do precedente.

Note-se como, neste caso, as raizes de f(z)=0 se exprimem ex-
clusivamente mediante radicais quadrdticos. Isto habilita a con-
cluir que tais raizes podem ser determinadas graficamente, por meio
da régua e do compasso.

b) S6 excepcionalmente o grupo de GALOIS duma equagio a
respeito de Ra ndo € o grupo simétrico. No caso da equagdo do quar-
to grau, de coeficientes racionais, se o discriminante da equacgdo e
as raizes da sua resolvente cibica nao forem racionais, o grupo de
GALOIS da equagdo a respeito de Ra serd S, .

Mas o grupo S, € metaciclico. Com efeito, representando por V,
o grupo do rectangulo e por N o grupo

{1, (12)(34)},
ter-se-a
S,DA,DV,DND Y,

sendo cada um destes grupos, a partir do segundo, subgrupo inva-
riante de indice primo do precedente. Uma funcdo pertencente a A,
€, como ja sabemos, V = VB ; 0 seu valor calcula-se, portanto, me-
diante uma equacdo do segundo grau, o que estd de acordo com o
facto de ser 2 o indice de A, em S, .

Por sua vez, a funcao

B=0‘10‘2+0('30‘4

pertence ao grupo V, em A,. A equacdo que admite como raizes as
conjugadas de 3 em A,, serd ainda a resolvente de FERRARI, que
se apresenta portanto como equacdo ciclica a respeito do corpo nu-
mérico A = Ra(VD).

A funcdo y = o, o, pertence ao grupo N em V,, tendo por conju-
gadas em V, as fun¢Oes o, o, O, O, .
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Os coeficientes da equagao
(z—o, o) (z—0o,0,)=0

serdo pois elementos do corpo Ra(V'D, P).

Finalmente, a fung¢do d =0, —a.,, cujo quadrado € um elemento
do corpo Ra(V'D, B, ), pertence ao grupo .Zem N, e portanto as
raizes o, O.,, 0.5, O, da equagdo proposta estardo todas contidas no
corpo ampliado

Ra(VD, B, v, ).

As raizes o, o.,, 0., O, ficardo pois expressas mediante um radi-
cal cubico e trés radicais quadréticos.
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CAPITULO IV

RESOLUBILIDADE POR MEIO DE RADICAIS
(22 parte)

39. Redutibilidade dos polinémios. Corpos algebricamente
fechados

Seja f(z) um polindmio em z de grau n e de coeficientes situa-
dos num dado corpo A.

Diz-se que f(z) € redutivel em A, quando existem pelo menos
dois polinémios p(z), g(z), de coeficientes ainda em A, ambos de
grau superior a 0 e inferior a n, tais que

f@=p@-q@Q@.

Se esta hipédtese se nao verifica, diz-se que f(z) € irredutivel em
A. Por sua vez a equacdo f(z)=0 diz-se redutivel ou irredutivel em
A, consoante o polinémio f(z) € redutivel ou irredutivel em A.

Consideremos, por exemplo, o polindmio de coeficientes racio-
nais

¥—xt- 2,

As suas raizes sdo, como é facil reconhecer, os nimeros i, —i,
V2, V2. Ter-se-4 pois a decomposi¢do em factores lineares:

xt—x2-2=(x—-i) (x+i) (x-V2) (x+V2).
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Vé-se entdo que, a respeito do corpo Ra, o referido polinémio
admite a seguinte decomposi¢ao em factores irredutiveis:

xt=x2=-2=x*+1) (x2-2).
Passando porém ao corpo Ra (i), o factor x>+ 1 torna-se redutivel
xX2+l=@x-i)(x+1i).

Finalmente, no corpo Ra(i, V'2) o polinémio em questdo decom-
pOe-se nos factores irredutiveis x+i, x—i, x+ \/5, x—\/i, todos
do primeiro grau.

Dum modo geral, um polinémio f(z) diz-se completamente re-
dutivel num corpo A, quando € decomponivel num produto de fac-
tores todos do primeiro grau, de coeficientes em A. Por sua vez, um
dado corpo Q diz-se algebricamente fechado, quando todo o poli-
némio de coeficientes em €2 € completamente redutivel em €2 (ou, e
que vem a dar no mesmo, quando toda a equacao algébrica de coefi-
cientes em {2 admite pelo menos uma raiz em €2). Assim, por exem-
plo, o corpo complexo € algebricamente fechado: € este, precisa-
mente, o facto afirmado pelo “Teorema fundamental da Algebra” ou
“Teorema de D’ Alembert”. Mas ja o corpo real ndo € algebricamen-
te fechado.

Chama-se niimero algébrico todo o numero que € raiz de algu-
ma equacdo algébrica de coeficientes racionais. E f4cil provar que o
conjunto A de todos os numeros algébricos € um corpo algebrica-
mente fechado, e, portanto, o minimo corpo algebricamente fecha-
do existente. Com efeito, seja

fR=z"+12" + 12"+ +7,=0
uma qualquer equacdo de coeficientes em A € sejam
p,(u)=0, p,(u)=0, ..., p,(u,)=0,

equacdes de coeficientes racionais, que admitam como raizes res-
pectivamente,
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Ora, eliminando as incégnitas u,, u., ..., u_entre a equacao
1 2 n
+u M+ u, 2"+ +u, =0
e as equacoes

p,(u)=0,p,(u) =0, ...,p,(u,) =0,

chega-se necessariamente a uma equacgio algébrica, F(z) =0, de
coeficientes racionais, que admitird, entre outras, as raizes da equa-
¢ao inicial, f(z)=0, o que prova a afirmacao feita.

Demonstra-se também facilmente que o conjunto dos nimeros
algébricos tem a poténcia do numerdvel. Como, por outro lado, o
conjunto dos nimeros complexos tem, notoriamente, a poténcia do
continuo, segue-se que existem numeros ndo algébricos — os quais
sdo chamados niimeros transcendentes.

Em 1873, HERMITE demonstrou a transcendéncia do nimero e
e, nove anos depois, LINDEMANN conseguiu demonstrar® a trans-
cendéncia de . O facto de  ser um nimero transcendente implica
a impossibilidade de resolver o famoso problema da quadratura do
circulo por meio da régua e do compasso.

40. Teorema fundamental da irredutibilidade. Componentes
dum nimero num dado corpo

Na teoria de GALOIS, desempenha um papel fundamental o se-
guinte teorema:

Sejam f(z), g(z) dois polinomios de coeficientes situados num
mesmo corpo A. Se g(z) é irredutivel em A e se f(z) admite pelo me-
nos uma raiz de g(z), entdo f(z) admite todas as raizes de g(z).

(1) — Para uma demonstracdo simplificada destes factos, veja-se VALIRON, “Théorie des
fonctions”, pag. 104.
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Demonstracdo:

Seja d(z) o maximo divisor comum de f(z) e g(z). Visto que os
coeficientes de d(z) se obtém a partir dos coeficientes de f(z) e g(z)
efectuando apenas operacdes racionais, tais coeficientes serdo ainda
elementos de A. Suponhamos que existe uma raiz 0. comum a f(z) e
a g(z): entdo o serd também raiz de d(z) e portanto o grau de d(z)
serd necessariamente superior a zero. Como, por outro lado, d(z) €
um divisor de g(z) de coeficientes em A, e g(z) € irredutivel em A,
segue-se que o grau de d(z) sO podera ser igual ao de g(z) e que,
portanto, d(z) €, quando muito, o produto de g(z) por um factor
constante. Logo f(z) serd divisivel por g(z) e admitird assim todas
as raizes de g(z), q. e. d.

Como consequéncia deste teorema, podemos agora demonstrar
que:

Se f(z)=0 é uma equacdo de grau n, irredutivel em A, e se . é
uma raiz de f(z) =0, condicdo necessdria e suficiente para que re-
sulte

(12) c, o' +c,0"?+ -+ +¢c,_0+c,=0,
sendo c,, C,, ..., c, elementos de A, é que se tenha
c,=c,=+=¢,=0.

A condicdo € manifestamente suficiente. Suponhamos agora que
se verifica a igualdade (12), sendo ¢, c,,..., ¢, elementos de A. En-
tao, o polinémio

pR@=c 2"+, 2%+ +c,,
de coeficientes em A, admite a raiz o de f(z). Mas f(z) € irredutivel
em A. Logo, segundo o teorema anterior, p(z) admitird as n raizes

de f(z), e, como o grau de p(z) € inferior a n, segue-se, pelo princi-
pio das identidades, que

Il
3
I
)

C1=CZ= cee
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Posto isto, sejam A e € dois corpos numéricos tais que
ACQ.

Diz-se, em tal hipétese, que A € um subcorpo de €2 ou que Q é
uma extensdo de A.

Por outro lado, se existir um nimero o capaz de gerar o corpo
Q) a partir de A, isto €, um numero a tal que

Q=A(0),

dir-se-4 que €2 € uma extensdo simples de A e ao nimero o. chamar-
-se-a elemento primitivo, elemento gerador ou elemento base de €
a respeito de A.

Diremos ainda que A (o) € uma extensao algébrica de A, se o for
raiz de alguma equacao algébrica de coeficientes em A. Caso con-
trario, diremos que A(o) € uma extensao transcendente de A.

Por exemplo, o corpo Ra(V2) é uma extenséo algébrica simples
do corpo Ra, extensdo que admite como elemento primitivo um
qualquer dos seus elementos ndo contidos em Ra. Analogamente, o
corpo Ra(V2, V/3) é (por exemplo) uma extensio algébrica simples
do corpo A=Ra(V/2), admitindo como elemento primitivo, a res-
peito de A, o nimero V'3 ou qualquer outro dos seus elementos nio
situados em A. Por outro lado, o corpo Ra(V2, V3) é uma exten-
sao algébrica simples do corpo Ra, pois que se tem, como veremos
adiante,

Ra(V2,V3)=Ra(V2 +V3).

Consideremos entdo, em geral, um corpo numérico €2, extensao
algébrica simples dum corpo A:

Q=A(x),

e seja f(z) =0 a equacgdo irredutivel em A que admite como raiz o
elemento primitivo o. Os elementos de £ sdo, como ja sabemos, to-
dos os nimeros exprimiveis em o mediante fun¢des racionais com
os coeficientes em A. Mas, segundo o estabelecido no nimero 31,
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todo o nimero { exprimivel na raiz o de f(z), mediante uma fungéo
racional ¢ de coeficientes em A, € susceptivel da representagcdo

(13) C=c,a" +c,a2+ - +c,_ 0+,

sendo n o grau da equacdo f(z) =0 e estando os coeficientes
Cys Cyy ..., C, Situados em A.

Deste modo, para cada elemento { de Q, existird um sistema
(¢), ¢y ..., C,) de n elementos de A que o representard segundo a for-
mula (13). E podemos acrescentar que tal sistema € unico, para cada
€ € Q. Com efeito, se for

c, o +c,a"*+ - +c,_OL+cC, =
=cla +cio"?+ -+, 0+,
ter-se-4
(c,—cDa '+ (c,—c))a 2+ +(c,—c.)=0
e portanto, em virtude do teorema precedente,

— 4 — /’ — ’
8y =8y, By= 0y vens, O, =0,

n

visto ser f(z) =0 irredutivel em A, por hipétese.

E entdo natural chamar aos nimeros Cps Cy ..., C, COMpONENtes
(ou coordenadas) em A do niimero C a respeito do elemento base .
Fica portanto assim estabelecida uma correspondéncia biunivoca
entre os elementos de Q2 e os sistemas de 7 elementos de A; do mes-
mo modo que fica estabelecida uma correspondéncia biunivoca en-
tre os pontos do espaco R, e os sistemas de trés numeros reais, uma
vez fixado um referencial cartesiano.

Consideremos, por exemplo, o nimero V8—\/3, pertencente ao
corpo Q=Ra(V2, V3). Representando por 0. o elemento V2 +V3
de €, ter-se-a, como € facil verificar

\/—=%(a_l>, \f:%(owi),

o o
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donde

V3-V3=2Vi-\3=1lg-3.1
2 2 o
Por outro lado, a equacdo irredutivel em Ra que admite o como
raiz é

z4=10z22+1 =0.
Vira entao
1 3 3
\/§—\/_=Eoc+5(oc3—100c)=50c3—70c.

Serdo pois 3/2, 0, 7, 0 as coordenadas racionais de V8 -V3a
respeito do elemento base V2 + V3.

Como aplicacdo da doutrina exposta, procuremos um modo de
resolver o seguinte problema:

Sendo p uma raiz duma equacdo algébrica de coeficientes ra-
cionais e f(z) um polindmio de coeficientes em Ra(p), determinar
as raizes de f(z) que porventura existam no corpo Ra(p).

Seja entdo g(z) o polindmio irredutivel em Ra que admite p como
raiz e designe m o grau deste polindmio. Em virtude dos resultados
precedentes, cada raiz z da equacgao

f@=z"+az"'+ - +a,=0,
existente no corpo Ra(p), serd da forma
(14) 2=XPp" +x,p" 24 - X, PHX,,
sendo x,, x,, ..., x, ndmeros racionais. Entdo, substituindo z por esta
expressdo em f(z) =0, obter-se-4, depois de efectuadas todas as pos-

siveis simplifica¢gOes, uma igualdade do tipo:

(15) Pp™'+P,pm2+.--+P p+P, =0,
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em que P, P,,..., P, designam polinémios inteiros em x,, X,, ..., X, ,

com coeficientes racionais. Ora, visto que g(z) € irredutivel em Ra, a
igualdade (15) seré verificada se, e sO se, resultar simultaneamente

P =0,P,=0,...,P, =0.

Mas estas igualdades constituem um sistema de equagOes algé-
bricas em x,, x,,..., X,,, com coeficientes racionais. As raizes de f(z)
existentes em Ra(p), isto é, da forma (14), sdo-nos dadas, entdo, por
todas as solugdes (x,, x,,..., x,) deste sistema constituidas unica-
mente por nimeros racionais. Trata-se, portanto, em tultima anélise,
de achar as solugdes racionais do referido sistema, o que se conse-
gue efectuando sucessivas eliminagdes e determinando as raizes ra-
cionais das equacgOes algébricas assim obtidas.

Exercicios:
1) Determinar as raizes da equagao
22-V3z+2=0
existentes no corpo Ra (\/3).

2) Verificar que o nimero V 1+ i ndo pertence ao corpo Ra(i).

41. Isomorfismos e automorfismos entre corpos

Dados dois corpos €2, ﬁ, chama-se isomgrﬁsmo de Q sobre Q
toda a transformacao biunivoca T de €2 sobre €2 que respeite a adi¢do
e a multiplicac?o; isto é, tal que

T(a+b)=1(a)+1(b), 7(a-b)=1(a)-T1(b),
quaisquer que sejama, bEQ.

Se, em particular, se tem €2 = €2, 0 isomorfismo T é chamado um
automorfismo do corpo Q.
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Por exemplo, € facil ver que, fazendo corresponder a cada ele-
mento a+b V2 do corpo Ra(V2) o seu conjugado a—b V2 (com
a, b racionais), a transformacgao assim definida € um automorfismo
do corpo Ra (V2).

Resulta da defini¢do precedente que todo o isomorfismo T entre
dois corpos Q, Q respeita também a subtraccdo e a divisdo. Com
efeito, pondo

x=a->b, y=alb,
vem
b+x=a, by=a,
donde
T(h) +1(x) =1(a), T(b)-T(y)=1(a),
ou seja

T(a-b)=1(x)=1(a) —T(b)
T(a/b)=1(y)=1(a)/ T(b) g. e. d.

E facil agora provar que:

Todo o isomorfismo T, entre dois corpos, deixa fixos os niimeros
racionais.

Comecemos por observar que, tendo-se

O=a-a, 1=ala (coma#0),
resultard
T0)=1t(a)—1(@) =0, t()=7(a)/t(@)=1.
Por outro lado, sendo m um nuimero inteiro positivo, vird
m=1+1+---+1 (mvezes)
e portanto
Tmy=t()+t(1)+---+7(1)=m.

Ter-se-4, por conseguinte, para todo o nimero racional positivo
mlin:
T(m/n)=1t(m)/t(n) =min

e, finalmente, para todo o ndmero racional negativo, —r:

T(=r=10-rN=10)-t(r=—7t(r)=-r.
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42. Teorema fundamental dos isomorfismos entre corpos
algébricos

Consideremos um corpo €2, extensdo algébrica simples de um
outro corpo A, e proponhamo-nos resolver o seguinte problema:
Determinar todos os isomorfismos de L (sobre um segundo corpo
Q, coincidente ou ndo com Q) que deixam fixos os elementos de A.
Seja entdo o0 um elemento base de 2 a respeito de A e seja

f=z"+a, "' +---+a,_z+a,=0

a equacdo irredutivel em A que admite o0 como raiz. J4 sabemos que
todo o elemento { de Q sera entdo da forma

(16) C=co ! +c,a2+--- +c,,
comc,, C,,...,C,EA.

Seja agora T um isomorfismo de €2 que deixe fixos os elementos
de A. Ponhamos o.=7(ct), { =7({). Aplicando T a ambos os mem-
bros da igualdade

o+ao0t+--+a_o0+a,=0,

vir4, atendendo a que T € um isomorfismo que deixa fixos os ele-
mentos de A (e portanto os coeficientes a,, a,, ..., a,):

oa'+a, 0" +--+a_o+a=f(a)=0.

Isto é, o ndmero «, transformado de o por meio de T, é ainda
uma raiz de f(z).

Aplicando agora T a ambos os membros de (16), vird, analoga-
mente

C=c,o* +c,0" %+ - +c,_ O+c,.

Podemos assim concluir que:
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Se T é um isomorfismo de 2 que deixa fixos os elementos de A,
entdo o elemento base ., raiz do polinomio f(z), é transformado
por T huma outra raiz, o, de f(z) e cada elemento { de Q é trans-
formado por T no niimero  cujas componentes em A a respeito de
o sdo precisamente as mesmas que as de { a respeito de o. Deste
modo o corpo Q = A(Q) é transformado por T no corpo Q=A().

Vamos agora ver que a reciproca desta proposicdo € também
verdadeira. Seja, com efeito, o0 uma raiz qualquer de f(z) e conside-
remos a transformacao T que faz corresponder a cada elemento

(17) C=c, o0 +c,am 2+ -+,

do corpo A(a) (com ¢, ¢y, ..., ¢, € A), 0 elemento

(18) C=c, o™ +c,0"2+ .- +c,

do corpo A(a). Observemos entdo que:

1) A transformacdo T é biunivoca. Com efeito, pela férmula (17),
fica estabelecida uma correspondéncia biunivoca entre os elementos
€ de Q e os sistemas (c,, c,,..., ¢,) de n elementos de A; analoga-
mente, pela férmula (18) fica estabelecida uma correspondéncia
biunivoca entre tais sistemas de n elementos de A e os elementos
¢ de Q; logo, a correspondéncia { — { é também biunivoca.

2) Quaisquer que sejam (, (' € Q, tem-se

TC+8) =10 +t(@).

Com efeito, designando por ¢}, c’,..., ¢, as componentes de {’
a respeito de o (e portanto as de T({") a respeito de o) é claro que
as componentes de { + {’ a respeito de o serdo
4 ’ ’
c,+cl, c,+cy, ..., C,+C..

Serdo pois essas as componentes de T({ + {”) a respeito de o.
Mas, por outro lado, as componentes de
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() + ()

a respeito de o serdo ainda ¢, + ¢, ¢, +¢,, ..., ¢, + C., € que prova
a afirmacao feita.
3) Quaisquer que sejam {, (' € Q, tem-se

(O EL(SEI(DN

Para reconhecer este facto, basta observar que, tal como aconte-
ce para a soma, as componentes do produto {{’ (a respeito de o) se
obtém a partir das componentes de { e de {’ do mesmo modo que as
componentes de {-{’ (a respeito de o) se obtém a partir das compo-
nentes de {e de {’ utilizando o processo indicado na tdltima parte do
numero 31.

Finalmente, € obvio que T deixa fixos os elementos de A.

E assim fica provado que T € um isomorfismo de A(a) sobre
A() que deixa invariantes os elementos de A.

Podemos portanto afirmar que:

Os isomorfismos de L2 que deixam fixos os elementos de A sdo
todas as transformacoes que se obtém, substituindo o elemento base
O por uma outra raiz o., qualquer, da equagdo f(z) =0 (irredutivel
em A) e fazendo corresponder a cada elemento C de A(o) o elemen-
to { de A(01) cujas componentes em A a respeito de o. sGo precisa-
mente as mesmas que as de C a respeito de o..

Sejam

o, (=a), oy,..., O

n

as raizes de f(z). Pode acontecer, em particular, que se tenha
Alo) =A(0,) =--- =A(a,).

Nesta hipotese, € claro que todos os isomorfismos de €2 que dei-
xam fixos os elementos de A sdo automorfismos. Diz-se entdo que o
corpo € € normal a respeito de A. Também se diz, neste caso, que a
equacdo f(z) =0 é normal a respeito de A.



145

A equacdo f(z)=0 serd portanto normal a respeito de A, quando
(e s6 quando) todas as suas raizes forem exprimiveis numa qualquer
delas, mediante fun¢des racionais de coeficientes em A.

Exemplos:

a) Determinar os isomorfismos do corpo Ra (V2,V3) que dei-
xam fixos os elementos de Ra (\/5). Ponhamos

d=Ra(V2), Q=A(V3).

O elemento base (V3) é raiz da equacdo x*>—3 =0, irredutivel
em A. Por outro lado, a equacdo x*—3 =0 € normal em A (toda a
equacgdo do segundo grau € normal). Deste modo, os isomorfismos
procurados serdo a identidade e o automorfismo

C, +c2\/§% Gy —cz\/g
em que ¢,, ¢, EA.

b) Determinar todos os isomorfismos do corpo

Q=Ra(V2,V3).

J4 no nimero 40 se viu que Ra(V2,V3)=Ra(V2 +V3). A equa-
cdo irredutivel em Ra que admite o elemento base V2 +V/3 como
raiz €

z*-1022+1=0,

equacao normal a respeito de Ra. Portanto, os isomorfismos de €2 s@o
todos eles automorfismos, 0s quais se obt€ém substituindo o elemento
base V2 + V3 por um qualquer dos niimeros V2+V3,V2-V3,
~V2+V3,-V2-V3, raizes da referida equago.

¢) Determinar os isomorfismos do corpo Ra(V2). A equagio
irredutivel em Ra que admite V2 como raiz é x3~2=0. Os isomor-
fismos de Ra(V2) obtém-se portanto substituindo o elemento base
V/2 por um qualquer dos nimeros V2, oV2, 0*V2, em que ®
designa uma raiz cubica primitiva da unidade. Mas pode-se demons-
trar que 0s corpos
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Ra(V2), Ra(®@V?2), Ra(w*V?2)

sdo distintos, (isto €, que a equagdo x*—2=0 nao € normal). Por con-
seguinte, destes trés isomorfismos s6 a identidade € automorfismo.

43. O grupo de GALOIS como grupo de automorfismos

Seja € uma extensdo algébrica simples e normal de um dado
corpo A, e designe I a familia de todos os automorfismos de €2 que
deixam fixos os elementos de A.

Do que ficou estabelecido no nimero precedente, resulta ime-
diatamente que o produto e o cociente de dois quaisquer elementos
de 1 é ainda um elemento de I". O conjunto I" € pois um grupo ao
qual se d4 o nome de grupo de GALOIS do corpo Q a respeito do
corpo A, ou, abreviadamente, grupo de GALOIS de Q/A.

Seja agora f(z)=0 uma equacdo algébrica de coeficientes em A,
sem raizes multiplas (irredutivel ou ndo a respeito de A). Chama-se
corpo de GALOIS desta equacao a respeito de A o corpo

L2 = Af0; Oy uunr O)

obtido pela adjun¢do de todas as raizes o, O,,..., o, de f(z) ao
corpo A.

Desde logo convém observar que o corpo de GALOIS de f(z)=0
a respeito de A é uma extensdo algébrica simples de A. Com efeito,
j4 no numero 34 vimos como € possivel construir uma fun¢ao racio-
nal dos oo

(19) T=ko, + k0, + - +k,0,

de coeficientes inteiros, pertencente em sentido restrito ao grupo .7,
na qual se podem portanto, segundo o teorema de LAGRANGE, ex-
primir todos os elementos de €2, mediante fun¢des racionais de coe-
ficicentes em A. Ter-se-a pois

Aoy, O, ..., O) = A(TT),

0 que prova a afirmacao feita.



147

Posto isto, sejam

T, (=n), T,,..., T

v

as fun¢des conjugadas de 7 (ja sabemos que € L = n!). A equacgado
F@)=(z-m)(@z-m,) - (z-m) =0

que admite T, TT,,..., T, cOmo raizes, tem os coeficientes em A. Por
outro lado, o polinémio F(z) é decomponivel num produto de facto-
res irredutiveis em A (podendo, em particular ser j& F(z) irredutivel).
Seja entdo R(z) o factor irredutivel em A que admite 7T, como raiz e
sejam T, TT,, ..., T, as raizes de R(z). A equagdo

R(z)=(iz-m)(z-m) -+ (z—m)=0

diz-se uma resolvente de GALOIS da equacdo f(z) =0 a respeito de
A.

Notemos agora que o corpo 2=A(7) € normal em A. Com efeito,
qualquer das raizes 7, T,, ..., T de R(z) € uma funcio racional dos
o (de coeficientes inteiros) pertencente em sentido restrito ao grupo
7, e, portanto, qualquer delas pode gerar o corpo Q a partir de A.

Entao, segundo a anélise do nimero precedente, os isomorfismos
de € que deixam fixos os elementos de A serdo todos eles automor-
fismos, que se obtém substituindo o elemento base T por uma outra
raiz, T, qualquer, de R(z) e fazendo corresponder a cada elemento {
de Q aquele elemento { ainda de Q cujas componentes em A a res-
peito de Tt sdo precisamente as mesmas que as de  a respeito de 7.

Designemos entdo por I" o conjunto de todos estes automorfis-
mos, isto €, o grupo de GALOIS de Q/A. Vamos provar que:

O grupo T é isomorfo ao grupo de GALOIS da equacdo f(z)=0
a respeito de A.

Seja com efeito T uma transformacgdo pertencente a I" e punha-
mos

& =T(0), =T} cos B =T().
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Raciocinando como anteriormente, € facil reconhecer que se tem
f(o) = 0, isto é, que o, ainda é uma raiz de f(z), qualquer que seja
i=1, 2,..., n. Por outro lado, € evidente que os nimeros o, O.,, ..., O,
sdo ainda todos distintos entre si. Deste modo, a transformacdo T
traduz-se na substitui¢do

e=(a1 o, - O('n)
o, O, -+ O

n

sendo ainda manifesto que a correspondéncia T — 0 assim definida
€ um homomorfismo. Mais ainda: esta correspondéncia € biunivoca.
Com efeito, aplicando T a ambos os membros de (19), vem

T=T(N) =k, o, + k0, + - +k O .

Ora, h4 uma #nica transformacao T pertencente a I' que trans-
forma 1 em T e portanto uma dnica que transforma o, em o, 0., em
o,,..., 0, em L .

Representaremos por G o conjunto das substitui¢cdes 6 assim in-
duzidas sobre os ao.. Resta-nos provar que G € o grupo de GALOIS
da equacdo f(z)=0, a respeito de A. Para isso, devemos demonstrar

as duas seguintes proposi¢des, chamadas propriedades caracteristi-
cas de G:

A.

Seja B=o¢ (0, O, ..., O ) uma funcdo racional dos oo, com os
coeficientes em A, que se mantenha numericamente invariante para
todas as substitui¢cées de G. Entdo, podemos afirmar que B é um
elemento de A.

Demonstragdo:

Visto ser B um elemento de Q=A(m), é claro que poderemos es-
crever

B=p(m),

designando por p um polinémio de coeficientes em A. Efectuando
sobre os oo todas as substitui¢Oes de G, o elemento 7 transforma-se
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nos seus conjugados T,, T,, ..., T, enquanto 3, por hipdtese, se man-
tém invariante.
Entao vira

B=p(m)=pm,)=---=p(m)

=% [p(m,) +p(m,) + --- + p(T,)].

Ora, a expressao entre colchetes € uma funcdo simétrica das rai-
zes de R(z) e, como tal, racionalmente exprimivel nos coeficientes
de R(z); o seu valor numérico estd pois em A, € 0 mesmo acontecera
quanto a [3.

B.

Seja B = o@(0,, O, ..., O.) uma fun¢do racional dos o0, com os
coeficientes em A, cujo valor numérico, P, esteja em A. Entdo, po-
demos afirmar que tal funcdo se mantém numericamente invariante
para todas as substituicoes de G.

A demonstragdo desta propriedade é imediata, atendendo a que
toda a substituicdo pertencente a G define um automorfismo de 2
que deixa fixos os elementos de A.

Ora, da propriedade A deduz-se que G € um grupo admissivel
de f(z)=0, a respeito de A, pois que, se uma funcio fica formalmente
invariante para uma dada substituicdo G sobre os oo, também ficara
numericamente invariante para ¢ (s a reciproca ndo € verdadeira).
Seja agora H um subgrupo de G, admissivel de f(z)=0 a respeito de
A, e seja

B=o(a, a,,...,0)

uma funcio racional dos oo, com coeficientes em A, pertencente,
em sentido restrito a H: o valor numérico, 3, desta fungéo deve ento,
estar em A; mas, segundo a propriedade B, ela ficard numericamente
invariante (e portanto formalmente, visto pertencer a G em sentido
restrito) para todas as substituicdes de G; logo H = G. Podemos pois
concluir que G € o minimo grupo admissivel de f(z)=0 a respeito de
A, ou seja, o grupo de GALOIS de f(z)=0 a respeito de A, g.e.d.
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44. Estudo da redutibilidade através do grupo de GALOIS

Mantendo as hipéteses e as notacdes do numero precedente,
consideremos um elemento 3 qualquer de Q = A(r). Existird entdo
um polinémio p(z) de coeficientes em A tal que B=p (). Pondo

Bl =p(m,), B2=p(n2)’---’ Br=p(nr)’

a equacao
P@)=(z-PB) z-B) - z-B)=0,

que € uma transformacdo de TSCHIRNHAUS de R(z) = 0, terd os
coeficientes em A. O polinémio P (z) pode ser ou ndo irredutivel em
D. Em qualquer hipétese, existird um seu factor Q(z) irredutivel em
A que admite 3, como raiz.

Seja agora T um automorfismo de 2 que deixe fixos os elemen-
tos de A, e ponhamos Bl =1(3,). Visto que se tem

Q@) =0,

sera ainda

Q(p)=0.

Ora os transformados de 3, por meio de todas as transformagdes
de T" (grupo de GALOIS de Q/A) sdo precisamente B, B,,..., B, .

Tem-se pois que todas as raizes de P(z) sdo ainda raizes de Q(z), o
que obriga a concluir que é

P(2) =k[Q(2)]",

sendo k£ um factor constante € u um nimero natural, que pode em
particular reduzir-se a 1.

Em conclusdo: Os elementos em que pode ser transformado 3
pelas transformagoes pertencentes a I" sdo raizes duma equacdo ir-
redutivel em A cujo grau é um divisor do grau de R(z) = 0.
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Pode ainda reconhecer-se que, se W = 1, e s6 entdo, B serd um
elemento primitivo de €2 a respeito de A.

Note-se que B pode, em particular, ser uma das raizes de f(z).
Podemos assim concluir que:

Os elementos em que pode ser transformada uma raiz o, de f (z)
pelas substituicoes de G sdo as raizes do factor de f(2), irredutivel
em A, que admite O, como raiz.

Mas os elementos em que pode ser transformada o, pelas substi-
tuicdes de G constituem, por definicao, o sistema de transitividade a
que pertence o.,. Deste modo, a cada sistema da transitividade de G
corresponde um factor de f (z) irredutivel em A, e reciprocamente.

Em particular:

Condicdo necessdria e suficiente para que f(z) = 0 seja irredu-
tivel em A é que seja transitivo o seu grupo de GALOIS a respeito
de A.

Como exemplo, consideremos a equacao

(x*-2) (x*-3)=0,
cujo corpo de GALOIS (a respeito de Ra) €, como ja sabemos,
Q=Ra(V2,V3)=Ra(V2+V3)
e de que € uma resolvente de GALOIS a equacao irredutivel
z*-10z2’+1=0,
que admite V2 + V3 como raiz. O grupo de GALOIS de Q/Ra
traduz-se entfio num grupo de substituicdes sobre os nimeros V2,
—\/f, V3,-V3 , cujos sistemas de transitividade sao

(V2,-V2}, {V3,-V3}.

A estes sistemas correspondem, precisamente, os factores irreduti-
veis x*—2, x*—3, da equagdo proposta.
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45. Equacoes binémias
Consideremos a equagao bindmia

(20) 2?—a=0

em que p designa um nimero primo € a um elemento de um dado
corpo A, o qual contenha as raizes primitivas de indice p da unidade.
Designemos por ® uma tal raiz primitiva e por { uma raiz qualquer
de (20). As raizes desta equacao serao pois

6i=C, §=08, §=w0'C,..., {,=0"C.

Podemos entao escrever

(21) C2=(D§1, C3=m§2’°“’ sz(")gp—l’ Cl=mc.op'

Vé-se pois que, multiplicar por ® cada um dos {{, equivale a
efectuar sobre estes elementos a substituicao

6=(12...p).

Portanto, efectuar sobre os {{ a substituicdo 6™ equivale a mul-
tiplicar cada um deles pala poténcia ®” de ® (m =1, 2,...).

Designemos entdo por G o grupo de GALOIS da equacao (20) a
respeito de A e seja 0 uma substituicdo qualquer de G. Ponhamos,
por outro lado,

0¢)=C, 8(L)=Chus 8E) =T,

Ora 0 define um automorfismo de A({) que deixa fixos os ele-
mentos de A. Além disso, A contém ®, por hipétese. Logo, atenden-
do a (21),

(=0l {;=0l,..., {,=al,,.
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Entao, se for

Cl o Ciz wiCn
€ claro que serd também
szmgl =0 O)iz;l =o' Q)C1 — mij

e, analogamente,

C;=0'C5,..., C,=00'C .

Mas ja vimos que multiplicar por @’ cada um dos {( equivale a
efectuar sobre eles a substituicdo 6°. Logo

0=0".

Pode pois concluir-se que o grupo G é um subgrupo do grupo
ciclico C, gerado por G e, como a ordem de C, € um nimero primo,
de duas uma: ou G = C, ou G = .7, No primeiro caso, o grupo G serd
manifestamente transitivo, o que implica, segundo o resultado do ni-
mero precedente, a irredutibilidade de (20) a respeito de A. Se G=.9,
entdo € claro que todas as raizes de (20) estardo em A.

Em resumo:

Se ndo existir em A um niimero C tal que C? = a, entdo o grupo

de GALOIS da equacao
Z#—a=0
a respeito de A é um grupo ciclico transitivo de ordem p, e a equa-

cdo é portanto irredutivel em A. Caso contrdrio, o grupo da equa-
cdo a respeito de A reduz-se a identidade.

46. Teorema de GALOIS sobre adjuncgoes

Designe G o grupo de GALOIS duma dada equacio f(z)=0 a res-
peito dum corpo A. Efectuando a adjuncdo de um ou mais elementos
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Yi» Yas - -+ 5 Y, @0 corpo A, é claro que o grupo de GALOIS de f(z)=0
a respeito do corpo ampliado A(y,, ¥,, ..., Y,) ndo pode deixar de ser
um subgrupo G’ do primitivo grupo G, podendo em particular ter-se
ainda G’ = G. Exprime-se abreviadamente este facto, dizendo que a
adjuncdo de tais elementos reduz ou conserva o grupo de GALOIS
da equacdo considerada.

Ora, o estudo da resolubilidade por meio de radicais, assenta em
parte sobre o seguinte teorema de GALOIS (mais tarde generaliza-
do por JORDAN)).

Dada uma equagdo p(z)=0, cujo grupo de GALOIS a respeito
do corpo A seja um grupo ciclico transitivo de ordem prima p, a
adjuncdo de uma raiz desta equacdo ao corpo A ou conserva o gru-
po de equacoes f(z) =0 (a respeito de A) ou o reduz a um seu sub-
grupo invariante de indice p.

Demonstragado:

Sejam G, C,,..., G, as raizes de p(z) =0. Recordemos em pri-
meiro lugar que (n.° 37), sendo o grupo C de p(z) =0 um grupo ci-
clico transitivo, ele s6 pode ser gerado por uma substituicado ciclica,
que podemos supor seja precisamente o cicloc=(12 ... p).

Ora a equagdo p (z) =0 é normal a respeito de A (n.° 42), por ou-
tras palavras: foda a equagdo ciclica é normal. Com efeito, desig-
nando por C o grupo gerado por G, a raiz ,, como fungdo racional
de G, Gy, ..., G, pertence em sentido restrito ao grupo .7em C. En-
tao, segundo o teorema de LAGRANGE generalizado, dada uma
raiz , qualquer de p(z), serd possivel determinar p elementos

Ci,Ci,...,C

p
de A, tais que
L= CLLT+ O o+ G

0 que significa precisamente que a equacdo p(z) =0 € normal a res-
peito de A.
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Seja entdo G o grupo da equagdo f(z)= 0 a respeito de A e seja
H o grupo da mesma equag@o a respeito do corpo ampliado A(C,).
Construida uma func¢do racional, com coeficientes racionais,

B=o(a, ..., 0)

das raizes de f(z), pertencente em sentido restrito ao grupo H, deve-
ra ter-se B € A(L,), ou seja

B=¢(C1),

sendo ¢ uma func¢ao racional com coeficientes em A.

Designando por B,, B,, ..., B,, as fungdes conjugadas de  em G
(elementos em que € transformado [ por todas as transformacdes do
grupo de GALOIS de Q/A), a equacado

0@)=z-B)z-B) - z-B,)=0,

devera, segundo o estabelecido no n.° 44, ser irredutivel em A (pois
que os numeros B, B,,..., B, sdo todos distintos). Deste modo, Q(z)
€ o polindmio irredutivel em A que admite como raiz o elemento
B,=d(L,), situado no corpo A(L,). Por outro lado, ja vimos que este
corpo € normal a respeito de A (contém todas as raizes da equacdo
p(z)=0). Entdo, atendendo ainda ao que foi estabelecido no n.°44,
segue-se que o grau m de Q(z) deve ser um divisor do grau p de
p(z), e, como p € por hipétese um nimero primo, de duas uma: ou
m =1 oum = p. Mas m € o indice de H em G (nimero das conjuga-
das de B em G). Logo, ou se tem H = G ou H é um subgrupo de in-
dice p de G.

Resta provar que o grupo H € invariante em G. Para isso, basta
observar que os elementos B,, B, ..., B,, estdo todos situados no cor-
po A(C,), o que leva a concluir, (atendendo a propriedade B estabe-
lecida no n.° 43) que B,, B,, ..., B,, sdo fungdes dos o pertencentes
ao grupo H em G, visto ser H o grupo de GALOIS de f(z)= 0 a res-
peito do corpo A(L,). Ora, segundo o que se disse antes, isto significa
precisamente que o grupo H € invariante em G.
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47. Equacoes ciclotomicas®

Seja ainda p um nimero primo. Como € sabido, as raizes primi-
tivas de indice p da unidade sdo todas as raizes da equacdo

xP-1
=xPl4+xP2+...+x+1=0,

V() =

x —
chamada equacado ciclotémica ou equagdo da divisdo do circulo, por-
que traduz analiticamente o problema da divisdo do circulo em p par-
tes iguais. Designando por ® uma raiz qualquer da equacdo y(z) =0,
jé sabemos que as raizes desta equacgdo coincidem, na sua totalida-
de, com as poténcias
W, 0%, ..., ®P!
da raiz w. Por outro lado, também € sabido que, para se ter
0" =Q0"
€ necesséario e suficiente que resulte: m = n (mod. p).

Ora, demonstra-se, na teoria dos ndmeros, que, qualquer que se-
ja 0 nimero primo p, existe um ndmero inteiro g cujas poténcias

2, 8. 87 g7

sdo, aparte a ordem, congruentes aos numeros 1, 2, 3,..., p—1, a res-
peito do médulo p; tendo-se, em particular,

gP~'=1 (mod. p).
Quer isto entdo dizer que os nimeros

(22) ®2, ©%, ..., 0", @’

(1) — Para um qstudo detalhado deste assunto, veja-se PROF. VICENTE GONCALVES,
Curso de Algebra Superior, 2.° Vol.
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coincidirdo, aparte a ordem, com
®, 0, O, ..., P
raizes da equacdo ciclotémica y(z) = 0; tendo-se, em particular,
0’ = .

Portanto, se designarmos estes nimeros por ®,, ®,, ..., ®,_, se-

gundo a ordem por que se apresentam em (22), vird, como € fécil ver,

(23) 0, =0f, 0, =05,...,0, =0 ), 0,=0%_.

\

Vé-se pois que, elevar cada uma das raizes ®,, ®,,..., ®,_, &
poténcia do expoente g, equivale a efectuar sobre elas a substitui¢do
ciclica®

e que, portanto, efectuar sobre as raizes ®,, ®,, ..., ®,,a substitui-
cdoc'(i=1,2,...) equivale a elevar cada uma delas a poténcia do
expoente g'.

Seja agora 0 uma substituicdo qualquer do grupo de GALOIS da
equacdo Y(z)=0 a respeito de Ra. Aplicando 0 a ambos 0os membros
das igualdades (23), tem-se, atendendo ao que foi atras estabelecido,

M =m: m =m?s ®m =m% o =m?
(1)2—(01, 0)3—0)2,...,0)p_1—0)p_1, (Dl—(l)p_l.

Mas ®, é ainda uma das raizes de Y(z); ponhamos ®, = ®**. En-
tdo vird

62= (kan _ ((Dig)gk= ngk,

e, analogamente,

(1) — Este facto pode designar-se, de maneira sugestiva, por circulagdo das raizes da equagdo
ciclotémica.
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Logo, sera
0=0c".

O grupo de GALOIS de y(z) =0 a respeito de Ra serd portanto
um subgrupo do grupo C gerado por 6. Demonstra-se mesmo que
coincide com este grupo; mas, para o que se segue, basta-nos saber
que C é um grupo admissivel da equacdo Y(z) =0 a respeito de Ra.

Observemos, por outro lado, que todo o grupo ciclico (finito) é
resoluvel.

Seja com efeito G um grupo ciclico de ordem m, e seja p, um
factor primo de m. Designando por T uma das transformacdes gera-
doras de G, facilmente se reconhece que o periodo de T”! € precisa-
mente igual a m/p,. Deste modo, o grupo G, gerado por T”! serd um
subgrupo de indice primo, p,, de G. Além disso, G, € invariante em
G, visto G ser comutativo. Procedendo para G, como se procedeu
para G, é-se conduzido a um novo grupo G,, subgrupo invariante
de indice primo de G,. E assim sucessivamente. Como as ordens de
G, G,, G,,... vdo sendo cada vez menores, chegar-se-4 necessaria-
mente, por este processo, ao grupo idéntico. E assim fica provado
que G € resoluvel.

Ora, como vimos hé pouco, a equacio ciclotémica y(z) =0 tem
por grupo de GALOIS a respeito de Ra um grupo ciclico de ordem
< p—1. Entao, atendendo ao que foi estabelecido no n° 38, podemos
finalmente concluir que:

Toda a raiz primitiva de indice primo p de unidade é exprimivel
por meio de radicais de indices primos inferiores a p, a partir do
corpo racional.

Seja, por exemplo, a equacao

77-1

z—1

=z°+72°+.--+z+1=0.

Recorrendo a teoria das equacdes reciprocas, vé-se imediata-
mente que esta equacdo € resoluvel a partir do corpo racional, me-
diante trés radicais quadraticos e um radical cibico, devidamente
sobrepostos.
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Seja ainda a equacao

77-1

z—1

=z%+z5+ .- +z+1.

Visto que um dos grupos admissiveis desta equacdo a respeito
de Ra é um grupo ciclico de ordem 16(=2%), segue-se que as suas
raizes se podem obter, a partir de Ra, mediante 4 radicais quadréti-
cos sobrepostos (o que implica a possibilidade de dividir a circunfe-
réncia em 17 partes iguais por meio da régua e do compasso).

48. Critério geral de resolubilidade por meio de radicais

Ja vimos que, se o grupo de GALOIS de uma dada equacao
f(z)=0 a respeito dum corpo A € resolivel, entdo a equagao € reso-
livel por meio de radicais a respeito de A. Vamos agora demonstrar a
proposicao reciproca, isto €, vamos acabar de estabelecer o seguinte

TEOREMA - Condicdo necessdria e suficiente para que a equa-
cdo f(z)=0 seja resoliivel por meio de radicais a respeito de A, é que
o seu grupo de GALOIS a respeito de A seja resoliivel.

Suponhamos pois que as raizes o, 0., ..., 0, de f(z) podem ser
obtidas por meio de operagdes racionais € extracdes de raiz efec-
tuadas sobre elementos de A ou sobre resultados de tais operacdes.
Podemos desde ja supor que o indice de cada extraccdo de raiz €
primo, pois que se tem

Nestas condicdes, € claro que as raizes o, O,,..., 0, poderdo ser
atingidas mediante uma cadeia de radicais

24) Va,, Va,,.... Va,,

de indices primos e em que g, € um elemento do corpo A, a, um ele-
mento do corpo obtido de A pela adjunc¢do do primeiro radical, a,
um elemento do corpo obtido de A pela adjuncdo dos dois primeiros
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radicais, etc. Os oot serdo fungdes racionais, com os coeficientes em
A, destes radicais.

Como vimos no nimero anterior, as raizes primitivas de indice
p da unidade (sendo p um niimero primo) podem exprimir-se, a par-
tir do corpo racional, mediante radicais de indices inferiores a p,
isto €, mediante uma cadeia de radicais do tipo (24), sendo agora A
o corpo racional. Imaginemos entao escritos por ordem os radicais
da cadeia correspondente a p = 3, em seguida os radicais da cadeia
correspondente a p = 5, e assim por diante, segundo a sucessao dos
numeros primos, até atingir o maior dos ndmeros p,, p,, ..., p,. De-
pois destes radicais, imaginemos colocados na devida ordem os ra-
dicais da fila (24). Obtém-se deste modo uma cadeia de radicais

(25) Vb, , Vb,,..., Vb,
que verifica as seguintes condi¢des: 1) os indices g,, q,,..., g, s30

primos; 2) b, esta contido no corpo A, enquanto b,, b,, ... estdo con-
tidos, respectivamente, nos corpos que se obtém de A pela adjun¢ao
do primeiro radical, dos dois primeiros radicais,...; 3) as raizes
o, O,,..., 0, s30 funcdes racionais com coeficientes em A destes
racionais, uma vez que o sdo a respeito dos radicais (24), incluidos
em (25); 4) os radicais (25) estdo dispostos numa ordem tal que
apos a adjuncdo dos radicais anteriores a um qualquer deles,

Vb,

se obtém um corpo que contém as raizes primitivas de indice g, da
unidade.
Deste modo, em virtude do estabelecido no n.° 45, a equacao

2%—b,=0

serd ciclica a respeito do corpo obtido de A pela adjuncio dos k—1
primeiros radicais (k=1, 2,..., s).

Seja entdo G o grupo de GALOIS da equacdo f(z) =0 a respeito
de A. Segundo o teorema do n.° 46, a adjuncdo do primeiro radical
(25) a A ou conserva G ou o reduz a um seu subgrupo invariante de
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indice primo ¢,. Por sua vez, a ulterior adjun¢do do segundo radical
(25) ou nao altera o grupo anterior ou o reduz a um seu subgrupo
invariante de indice primo g, . E assim sucessivamente. Visto que os
oo sdo fungdes racionais, com coeficientes em A, dos radicais (25),
o ultimo grupo a que se chega por esta via €, necessariamente, 0
grupo idéntico. E portanto possivel passar de G para I por meio de
uma cadeia de grupos, cada um dos quais € subgrupo invariante de
indice primo do precedente. Logo G € um grupo resoluvel, g.e.d.

49. Equacoes com coeficientes variaveis

Até aqui temo-nos referido, sistematicamente, a equacdes com
coeficientes numéricos. Ora a verdade € que 0 maior interesse resi-
de nas equagdes algébricas cujos coeficientes sdo funcdes de uma
ou mais varidveis independentes. Neste caso, as raizes ndo sio nu-
meros, mas sim fung¢des, que € preciso definir de maneira conve-
niente, para que a teoria de GALOIS possa ser aplicada a tais equa-
coes. Consideremos em primeiro lugar uma equagao em z

fz,=p,®z"+p,@®z""+ - +p,()=0

cujos coeficientes, p, (t), p,(?),..., p,(t), sejam fun¢des racionais de
ums s6 varidvel ¢ (complexa).

Suponhamos que o discriminante D(z), desta equacdo ndo é
identicamente nulo (caso contrdrio, a equacdo admitiria raizes mul-
tiplas, qualquer que fosse t, e seria portanto possivel substitui-la por
equacdes cujo discriminante ja ndo fosse identicamente nulo). Seja
entdo ¢ um valor da varidvel ¢ que ndo anule o discriminante D (¢).
Neste caso, as raizes o, 0.,, ..., 0, da equa¢do numérica

f(z,¢)=0,

sdo todas numericamente distintas, e portanto a fungdo

fiz ) =np(H)z"" +(n-D) p, )" + - +p, (V)
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ndo se anulard, quando se fizer t = ¢ e se substituir z por um qual-
quer dos nimeros o, O, ..., 0. — de contrario o polinémio f(z,c) e
a sua derivada teriam pelo menos uma raiz comum, que seria raiz
multipla de f(z, ¢).

Ora, o teorema das func¢des implicitas continua a ser véalido para
as funcdes derivaveis de uma ou mais varidveis complexas.’’ Pode-
mos portanto afirmar que, no caso precedente, a equacao f(z,7) =0
define implicitamente, numa conveniente vizinhancga de ¢, n fungdes
continuas de ¢

Z; =0, (t)a Ly = (pz(t)a o win g Koy — (Pn(t)9

as quais, para ¢=c, tomam respectivamente os valores o, 0., ..., O, .
Pois € precisamente a tais funcdes de ¢ que chamaremos raizes da
equacado f(z, t)=0, relativamente a incdgnita z.

Analogamente se definem raizes duma equagdo em z

fiz,t,t,...,t)=0,

cujos coeficientes sejam fungdes racionais de m varidveis indepen-

dentes 7, z,,..., t . Neste caso, as raizes serdo funcdes continuas de
t, t,,..., t (as chamadas funcoes algébricas) definidas numa vizi-
nhan¢a dum ponto (¢, c,, ..., ¢,) no qual resulte diferente de zero o

discriminante da equagao.

Resta agora averiguar como se pode extender a tais equagdes a
teoria de GALOIS. Para isso sd3o necessdrias as consideracdes do
nimero seguinte.

50. Corpos de funcoes
O conceito de corpo, tal como o definimos no n.° 33, extende-se

imediatamente a conjuntos de func¢des. Diremos que uma dada fa-
milia €2 de fun¢des (de uma ou mais varidveis) constitui um corpo,

(1) — Dizem-se analiticas tais fungdes. O seu estudo sistematico serd feito na cadeira de Ané-
lise Superior.
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quando for fechada a respeito das operacdes racionais € contiver
mais de um elemento®. (No capitulo seguinte serd dada uma defini-
cao geral de corpo, que engloba e precisa a actual defini¢co).

Assim, por exemplo, o conjunto de todas as fun¢Oes racionais
de uma varidvel z € um corpo, € 0 mesmo podemos dizer, mais ge-
ralmente, a respeito do conjunto de todas as func¢des racionais de n
Variaveis z,, Z,, ..., 2,,-

A ideia de adjunc¢do encontra também aqui a sua extensao ime-
diata. Consideremos, por exemplo, um corpo A (corpo numérico ou
corpo de fungdes) e uma varidvel independente, z; o corpo A(z), ob-
tido pela adjuncdo de z a A, serd manifestamente o conjunto de to-
das as funcdes racionais de z, de coeficientes em A (note-se que z é
uma varidvel e ndo um nimero). Analogamente se pode considerar
o corpo gerado pelas raizes duma equacado algébrica cujos coefi-
cientes sejam funcdes racionais de um ou mais parametros.

Para que a teoria de GALOIS se possa extender as equacgdes
algébricas com coeficientes situados num corpo de fungdes, € ne-
cessario ainda precisar o sentido que adquirem neste caso certas
expressdes atrds usadas. Consideremos uma equacdo algébrica
f(z) = 0, cujos coeficientes sejam funcdes racionais de m varidveis
t,ty,...,t,; as raizes z,, z,,..., z, desta equagdo sdo, como dissemos
h4 pouco, determinadas fun¢Ges de ¢, 1,,..., £, ; entdo, dadas duas
fungdes ©(z, z,,.-., 2,), V(2,5 2p,--. » 2,) das referidas raizes, diremos
que tais fungdes sdo formalmente iguais, quando resultam idénticas,
considerando z,, z,, ..., z, como varidveis independentes; e diremos
que sdo concretamente iguais, quando, substituindo z,, z,,..., z, pe-
los respectivos valores em funcdo de ¢, ¢,,..., ¢, se obtém, a partir
delas, funcdes idénticas de ¢, ¢,,..., f,. (Aqui o termo “concreta-
mente” substitui o termo “numericamente”, atrs usado). E claro que
duas funcdes das raizes formalmente iguais serdo também concreta-
mente iguais, mas a reciproca ndo € verdadeira. Seja, por exemplo,
a equagdo reciproca

+az2+b+az+1=0,

(1) — Supde-se nesta defini¢do que, exceptuada a funcdo identicamente nula (elemento 0), to-
dos os elementos de 2 admitem inverso.
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cujas raizes (fungOes de a, b) podem ser designadas por z,, 2,, Z3, 2,
de modo que se tenha z,z, = 1, z,z, = 1; neste caso, z,z, € z,z, S40
fungdes das raizes formalmente distintas, mas concretamente iguais.

Posto isto, diremos que uma dada func¢ao das raizes pertence em
sentido restrito a um dado grupo G de substituigdes sobre essas rai-
zes, quando: 1) a funcdo é formalmente invariante para todas as
substitui¢cdes de G e so para essas; 2) as suas conjugadas em G sao
todas concretamente distintas.

Com estas premissas, toda a teoria de GALOIS, tal como a ex-
pusemos anteriormente, se pode extender, sem modificacdes subs-
tanciais, aos novos tipos de equacdes. Todavia, a legitimidade de tal
extensdo sO pode ser estabelecida de modo inteiramente rigoroso,
com os métodos modernos da Algebra abstracta.

Em particular, a pesquisa do grupo de GALOIS conduz agora a
problemas deste tipo:

Dada uma equagdo algébrica f(z) =0 cujos coeficientes sejam
fungbes racionais com coeficientes racionais, de varidveis t,, t,,..., t,,
determinar as suas raizes porventura existentes no corpo Ra(t, t,,..., t )
(isto ¢, que sejam funcdes racionais, com coeficientes racionais, de
Ly byeens 8.

O problema resolve-se de modo andlogo ao da pesquisa das rai-
zes racionais duma equacgdo de coeficientes racionais.

51. Equaciao geral de grau n
Chama-se equagdo algébrica geral de grau n a equacgao
f@=z"+a,z""'+0a,2"%+---+a,=0,
em que a,, a,, ..., a, S0 varidveis independentes. De acordo com o
ponto de vista adoptado no niimero 49, as raizes (, {,,..., , desta
equagdo sdo determinadas fungdes de a, a,, ..., a,.
Usemos agora os simbolos z,, z,, ..., z, como varidveis indepen-

dentes. A equacdo que admite estas varidveis como raizes sera

F@=z"—s5,72""+85,2"2— -+ (-1)"s,=0,
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em que
D ARD W A A T & AR 2

Note-se bem: na equacdo f(z) =0 os coeficientes sdo varidveis
independentes e as raizes varidveis dependentes, enquanto na equa-
cdo F(z) =0 sucede precisamente o contrario.

Propunhamo-nos determinar o grupo de GALOIS da equacdo
f(z)=0 arespeito do corpo K(a,, a,, ..., a,), constituido por todas as
func¢des racionais, com coeficientes complexos, de a,, a,, ..., a,. Seja
entdo ¢({,, C,,..., ) uma fungdo racional das raizes desta equagéo
cujo valor esteja situado no referido corpo, isto €, uma funcgdo tal que

G Cpreors ) =0(ay, 05,5 0,)

em que ¢ designa uma funcao racional, com coeficientes numéricos
determinados. Visto que a,, a,,..., a, s30 varidveis independentes,
podemos pér a,=—s,, a,= S, ..., a,=(—1)"s,. Entdo vird: { =z, {,=
=2,..., 5,=2,, € portanto

O(Z15 2p5---52,) = O(=5) S50, (=1)s)).

Ora o segundo membro desta igualdade €, por intermédio dos ss,
uma fungdo simétrica dos zz. Logo, 0 mesmo deve acontecer para o
primeiro membro: ¢ € pois uma fun¢do simétrica.

Somos assim levados a concluir que as tnicas fun¢des racionais
dos {C cujo valor esta contido no corpo K(a,, a,, ..., a,) sdo as fun-
coes simétricas. Ora, atendendo a defini¢do do grupo de GALOIS,
isto significa, precisamente, que:

O grupo de GALOIS da equacdo geral de grau n a respeito do
corpo K(a,, a,,...,a,) é o grupo simétrico.

52. O grupo S, , para n > 4, nio é resolavel
A demonstracdo que vamos dar neste facto — notabilissimo em

toda a histéria da Matematica — € relativamente recente € muito mais
simples do que as demonstracdes anteriormente conhecidas.
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Comecaremos por estabelecer o seguinte:

Lema: Se um grupo G de substituicoes sobre n elementos (com
n > 4) contém todos os ciclos de trés elementos, e se H ¢ um sub-
grupo invariante de G tal que G/H seja um grupo comutativo, entdo
H contém também todos os ciclos de trés elementos.

Demonstragdo:

Segundo as consideracdes do n.° 26, existe um homomorfismo
T de G sobre o grupo cociente G/H. Ponhamos

c=(ijk); 0=(krs)

em que i, j, k, r, s sdo cinco numeros arbitrarios distintos entre si (0
que € possivel, visto ser n > 4). De acordo com a hipétese, G, 6 sdao
elementos de G. Entdo, atendendo a que, G/H € comutativo e pondo
T(c)=o0,T(0) =0, vird

T(c'0'60)=06"0"00=1,

e portanto 6 ' 060 € H, pois que o grupo H (nicleo do homomor-
fismo T') € constituido por todas as substituicdes de G que sao trans-
formadas por 7 na identidade de G/H. Mas

60060 =(kji) (srk) (ijk) (krs)=(kjs).
Tem-se pois (kjs) € H, sendo k, j, s tr€s nimeros arbitrérios,

distintos entre si — e € nisto, precisamente, que consiste a tese do
Lema.

E agora € facil demonstrar o teorema em questdo. Suponhamos
que o grupo S (com n > 4) € resoluvel; quer isto dizer que existe
uma cadeia de grupos

S D2G,DG,D---2G, D9,

cada um dos quais, a partir do segundo, € subgrupo invariante de in-
dice primo do precedente. Mas, sendo assim, 0s grupos
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8§16, GIGy,s .., GIT

serdo todos de ordem prima, e portanto ciclicos, e portanto comuta-
tivos. Por outro lado, S , grupo total das substitui¢des sobre n ele-
mentos, contém todos os ciclos terndrios. Logo, em virtude do Lema,
também G, conterd todos os ciclos ternérios, € 0 mesmo acontecera
a respeito de G,, de G,, ..., de I Mas 7€ o grupo que se reduz a
substitui¢do I e, como tal, ndo contém nenhum ciclo de trés elemen-
tos. Fomos assim conduzidos a um absurdo, supondo S, resolivel.

Este teorema, associado ao do n.° precedente, habilita-nos a
concluir que:

A equagdo algébrica geral de grau n, para n > 4, ndo é resolu-
vel por meio de radicais a respeito do corpo constituido pelas fun-
coes racionais dos coeficientes.

Mas a equacgdo geral de grau n € uma equacgdo de coeficientes
varidveis. Uma outra questdo que se poe € a de saber se existem ou
ndo equagdes algébricas com coeficientes numéricos, que nao sejam
resoliveis por meio de radicais a respeito do corpo gerado pelos
coeficientes. Ora demonstra-se que, para cada valor de n, € possivel
construir infinitas equacdes algébricas de grau n, com coeficientes
numéricos, cujo grupo de GALOIS a respeito do corpo gerado pelos
coeficientes € o grupo gerado pelos coeficientes € o grupo simétri-
co. Pode mesmo dizer-se que o facto de o grupo de GALOIS de
uma equacgdo nao ser o simétrico € um caso excepcional, do mesmo
modo que é excepcional o facto de uma equagdo de coeficientes
racionais (tomados ao arbitrio) ter raizes racionais.
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CAPITULO V

NOCOES GERAIS
DE GRUPO E CORPO

53. Axiomatizacio do conceito de grupo

Inicialmente, o conceito de “grupo”, tal como o considerou
GALOIS, dizia respeito unicamente a conjuntos de substitui¢cdes.
Mais tarde, por obra de SOPHUS LIE e de FELIX KLEIN, o con-
ceito foi extendido a familias de transformag¢Ges biunivocas dum
conjunto qualquer (finito ou infinito) sobre si mesmo. Sob esta for-
ma o definimos no n.° 12: uma familia ndo vazia de transformagdes
diz-se um grupo, quando € fechada a respeito da multiplicac@o e da
divisdo (bastaria dizer ‘““a respeito da divisdo”).

Mas o conceito de grupo extende-se expontaneamente a muitos
outros dominios. Assim, por exemplo, € natural dizer que um con-
junto ndo vazio de nimeros, desprovido do elemento 0, forma um
grupo multiplicativo, quando € fechado a respeito da diviso: o con-
junto dos numeros racionais, excluido o zero, € um grupo multipli-
cativo; mas ja o ndo € o conjunto dos inteiros. Um grupo multiplica-
tivo — e até ciclico — € ainda o conjunto das raizes de indice n da
unidade.

Por outro lado, € natural dizer que um conjunto ndo vazio de
numeros forma um grupo aditivo, quando € fechado a respeito da
adicdo e da subtraccdo (bastaria dizer “a respeito da subtrac¢io”). E
um grupo aditivo, por exemplo, o conjunto dos nimeros inteiros,
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positivos e negativos, o qual admite como subgrupo, entre outros, o
conjunto dos numeros pares.

Este e muitos outros exemplos mostram a vantagem que pode
haver numa defini¢do geral de “grupo” e na constru¢cdo de uma teo-
ria abstracta, unificada, que englobe todas as possiveis concretiza-
codes deste conceito. O que desde logo se consegue por tal processo
€ uma notdvel economia de pensamento, evitando a repeticao de ra-
ciocinios andlogos em campos diversos, com terminologia e nota¢des
diversas. Por outro lado, este avizinhamento de ramos distintos da
Matematica sob uma teoria comum € um dos mais fecundos recursos
de que se tém valido até hoje o espirito criador dos matemaéticos.
N3o se trata apenas de sistematizar, ou porventura assentar em base
mais sOlida, conhecimentos ja adquiridos: trata-se dum auténtico
método de investigacdo e descoberta, o chamado mértodo abstracto,
formal ou axiomdtico, que caracteriza todo o movimento das mate-
madticas modernas, desde a Algebra & Topologia. Com tal orientacdo,
a Matematica aproxima-se, por um lado, do campo da Ldgica pura,
ganhando em rigor e em beleza; enquanto, por outro lado, afastan-
do-se sO aparentemente da realidade concreta, se torna mais apta a
penetrar no 4&mago das questdes, por um maior poder de esquemati-
zacdo e de separacdo entre o que € essencial e o que € acidental.

Pode bem dizer-se, portanto, que a Matematica atinge, por esta
via, um mais alto nivel de racionalidade.

Vejamos pois como se define modernamente o conceito de
“grupo” (segundo DEDEKIND). Seja H um conjunto nao vazio de
elementos q, b, c,... de natureza qualquer, e seja ¢ uma operacao bi-
ndria definida entre elementos de H, isto €, um processo de compo-
si¢do, pelo qual, a cada par ordenado (q, b) de elementos de H, devi-
damente escolhido, fique associado um terceiro elemento ¢ de H.

Os elementos a, b dizem-se os dados da operacdo ¢ e o elemen-
to ¢ chama-se resultado da operacdo ¢ aplicada aos elementos a, b.
Este elemento ¢ pode ser representado indiferentemente pelos sim-
bolos ¢ (a, b) ou apb. Posto isto, diz-se que o conjunto H € um grupo
a respeito da operacdo ¢ se, e sé se, resultam verificadas as trés se-
guintes condi¢des:
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g,) A operacdo ¢ € univocamente definida em todo o conjunto
H; isto €, para cada par ordenado (a, b) de elementos de H,
existe um e um sé elemento c = adb.

g,) A operacdo ¢ € associativa; isto €, tem-se

(apb)dc =ad(bgo),
quaisquer que sejam a, b, c EH.

g,) A operacdo ¢ € invertivel; isto €, dados dois elementos a, b
quaisquer de H, é sempre possivel encontrar em H elemen-
tos x, y tais que

abx=b, ydpa=>b.

Pode acontecer que, além destas, seja ainda verificada em H a
condi¢do seguinte:

g.) adb = bda, quaisquer que sejam a, b €EH.

Neste caso, H diz-se um grupo comutativo ou abeliano. (Em ge-
ral, dois elementos a, b de H dizem-se permutdveis, quando se tem
adb=>bda).

Por exemplo, o conjunto dos nimeros inteiros (positivos € ne-
gativos, incluido o zero) € um grupo comutativo a respeito da adi-
¢d0, mas ja ndo € um grupo a respeito da subtracgdo, pelo facto de
esta operacdo ndo ser associativa: nao € licito escrever em geral
(a=b)—c=a-(b-oc).

Sempre que, num conjunto H, se encontra definida uma opera-
cdo ¢, o conjunto H diz-se algebrizado por esta operacdo, mesmo
que nao forme um grupo a respeito dela.

Observemos desde ja que a familia S de todas as transformacdes
biunivocas dum conjunto A sobre si mesmo, algebrizada com a
operacdo usual de produto, constitui um grupo segundo a presente
definicdo, visto que nessa familia s3o verificadas as condi¢des
g &), &5)- Posto isto, para saber se uma dada subfamilia M de S
constitui ainda um grupo conforme a definicdo geral (a respeito da
mesma operacdo de produto), basta averiguar se a familia M € fe-
chada a respeito da divisdo, pois que, nessa hipotese, € s6 nessa, as
condicdes g,), &,), &) resultam verificadas em M. O conceito actual
de grupo € pois uma generalizacdo do conceito definido no n.° 12.
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Outros exemplos:

a) Seja R o conjunto dos nimeros reais € @ a operacao definida
pela férmula

Xy =Vx’+y*;

facilmente se reconhece que R € um grupo a respeito de ¢@. Mas, a
respeito da operacdo 0 definida por

x0y =+ Vx?+y?

j& R ndo € um grupo, pela simples razdo de que 0 nao € invertivel.

b) Seja § a familia de todos os subconjuntos dum dado conjuntc
A ndo vazio. Em J sdo definidas univocamente duas equacdes bind-
rias — a intersec¢do (M) e a reunido (U) — ambas associativas € co-
mutativas, mas nenhuma delas invertivel. O conjunto § ndo é por-
tanto um grupo a respeito de qualquer destas operacdes.

c¢) Consideremos o conjunto U= {a, b} e as operacdes @, 0, defi-
nidas em U mediante as seguintes tabelas:

xQy x0y
Y a | b Y a | b
s X
a |l al| b a | a | a
b | b | a b |al| b

E facil ver que o conjunto U forma um grupo a respeito de ¢,
mas ndo jéa a respeito de 0, pois que ndo existe em U nenhum ele-
mento x tal que x0a = b.

54. Primeiras consequéncias da axiomatica dos grupos

A partir dos axiomas g,), &,), 8,) pode desenvolver-se, por dedu-
cdo logica, toda a teoria formal dos grupos.
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Seja H um grupo a respeito duma dada operacdo ¢. Tomado em
H um elemento ¢ qualquer, existird necessariamente em H, por forca
de g,), um elemento U tal que pLdpc = c. Ora € de notar que este ele-
mento U goza da propriedade

Loa = a, qualquer que sejaa € H.

Com efeito, ainda em virtude de g,), existird em H pelo menos
um elemento x, tal que cdx = a, donde, atendendo a g,):

Hoa =ud(cox) = (Loc)Ppx=cox=a.

Ao elemento iU chamaremos mddulo da operagdo ¢ (a esquerda).
Analogamente se demonstra a existéncia de (pelo menos) um ele-
mento L de H, tal que

adv = a, qualquer que sejaa € H,

ao qual poderiamos chamar mddulo de operagdo © a direita. Sim-
plesmente, o médulo a direita coincide com o mdédulo a esquerda,
pois que:

Loéov=v, puév=W,donde L ="v.

Este mesmo raciocinio mostra que ndo pode haver mais de um
modulo de cada lado.

Note-se que, usualmente, a operacdo grupal se apresenta umas
vezes com o nome de “multiplicacdo”, outras vezes com o nome de
“adi¢do”. No primeiro caso, tem lugar a linguagem multiplicativa: o
resultado da operagd@o aplicada aos elementos dados a, b chama-se
produto de a por b e representa-se por a-b ou ab; o médulo da ope-
racdo chama-se unidade e pode representar-se por 1 (muitos autores
usam o simbolo e), etc. No segundo caso, emprega-se a linguagem
aditiva: em vez de produto (ab), diz-se soma (a+b); em vez de uni-
dade (1), diz-se zero (0), etc.

Continuemos a usar ¢ como simbolo genérico de operacio gru-
pal em H. O axioma g,) habilita-nos ainda a afirmar que, para cada
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a € H, existe (pelo menos) um elemento a de H, tal que apa=\
(continuando a designar por L o médulo de ¢).

Daqui resulta a univocidade da operacdo inversa de ¢: quais-
quer que sejam a, b € H, ndo pode haver mais de um elemento x tal
que adx=>b, nem mais dum elemento y tal que ypa=>b. Com efeito,
se for adpx=adx’, vird, sucessivamente,

ad(adx)=ad(adx’) ou seja Ldx = pLdx’,

donde, finalmente, x =x’. Analogamente se demonstra a segunda
parte da proposicao.

Em particular, podemos garantir que, para cada a € H, existe um,
e um s6, elemento a de H, tal que apa =|. Em linguagem multipli-
cativa, o elemento a chama-se o inverso (a esquerda) de a e repre-
senta-se por a~'; em linguagem aditiva, a chama-se o simétrico (a
esquerda) de a e representa-se por —a. Mas o inverso a esquerda
também ¢ inverso a direita; isto é, tem-se nao so

alg=1,
mas ainda aa~! = 1. Com efeito, de a~'a =1, vem
(@a'a)a'=a™

ou seja

a'(aa™)=a’l,
donde, multiplicando a esquerda por a:
aa?'=1, q.e.d.

Este mesmo resultado mostra que (a™!)™! = a.

55. Representacao dum grupo qualquer mediante um grupo de
transformacoes
As nog¢des de “homomorfismo”, “isomorfismo” e “automorfis-
mo” atr4s formuladas para os grupos de transformagdes extendem-
-se automaticamente ao novo conceito de grupo. Sejam G,, G, dois
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grupos quaisquer, relativos a operacoes 0,, ¢,, definidas respectiva-
mente em G, e G,; chamaremos homomorfismo do grupo G, sobre o
grupo G, toda a transformac¢@o univoca T do primeiro sobre o segun-
do, tal que

1) ©(G) =G,,
2) T(ad,b) =1(a)$,T(b) quaisquer que sejam a, b € G, .

Se T € além disto reversivel, diz-se um isomorfismo, € prova-se
que a sua inversa T~! é também um isomorfismo.

Assim, por exemplo, o operador log estabelece um isomorfismo
entre o grupo multiplicativo dos numeros positivos € o grupo aditivo
dos nimeros reais:

log(x-y)=logx+logy.

No desenvolvimento da teoria geral dos grupos, é comodo adop-
tar uma s6 das linguagens — aditiva ou multiplicativa. Comummente
opta-se pela segunda, e € o que faremos a partir deste momento.

Consideremos um grupo G qualquer. Designando por a um ele-
mento arbitrario de G, € f4cil ver que a férmula

(26) y=ax

define uma transformacao biunivoca do conjunto G sobre si mesmo,
pois que; 1) a cada x € G fica a corresponder um e um s6 elemento
y(=ax) de G; 2) reciprocamente, para cada elemento y de G, existe
um e um s6 elemento x de G, tal que ax = y: o elemento x =a™'y.

Mas o elemento a de G € arbitrério. Deste modo, para cada a € G,
tem-se uma transformacdo biunivoca de G sobre si mesmo, trans-
formacdo que designaremos por f:

f,(x)=ax, paracadaxEG.
(Assim, por exemplo, se G for o grupo multiplicativo dos niimeros

positivos, f, serd o operador que transforma 1 em 2, -3 em —6, 3/4
em 3/2, etc.)
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N3ao oferece agora dificuldade demonstrar que: o conjunto G de
todas as transformagoes f, assim obtidas (quando a percorre G) é
um grupo; € que: a correspondéncia a — f, é um isomorfismo de G
sobre G.

Com efeito, dados dois elementos a, b quaisquer de G, tem-se:

f,x)=ax, f,(x)=bx, paracadaxe€G,
€ portanto

(f.f) @) = £,(f,(x)) = a(bx) = (ab)x = f,,(x).

Tem-se pois que, no produto ab, corresponde precisamente 0O
produto f, f, ou seja, em simbolos

fab =fa.fb’

o que significa, precisamente, que a correspondéncia a — f, € um
homomorfismo de G sobre G. Daqui resulta logo que G também &
um grupo. Finalmente, € fécil ver que a referida correspondéncia é
biunivoca, pois que a desigualdade a #b implica f, # f,. Com efeito,
se fosse f,=f,, ter-se-ia em particular f (1)=f,(1) ousejaa-1 =5b-1,
donde a = b.

O facto que acabamos de estabelecer tem grande importancia e
pode enunciar-se nestes termos: fodo o grupo G é representdvel iso-
morficamente mediante um grupo de transformagoes. Deste modo,
uma vez que os isomorfismos respeitam (por defini¢do) as proprie-
dades algébricas dos grupos, somos levados a concluir que todos os
anteriores teoremas com cardcter exclusivamente algébrico, relati-
vos a grupos de transformagoes, podem ser transportados ao domi-
nio geral dos grupos abstractos que ndo se encontre jd representa-
do na teoria dos grupos de transformacoes.

56. Axiomatizacao do conceito de corpo
Observemos que todo o corpo numérico A é um grupo comutativo

a respeito da adicdo e que, privado do elemento 0, € ainda um grupo
(comutativo) a respeito da multiplicacio; além disso, a multiplicagdo
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é, em A, distributiva a respeito da adi¢do. Daqui se parte para a no-
¢ao geral de corpo: Seja M um conjunto de elementos quaisquer, al-
gebrizado por meio de duas operacdes, uma das quais convenciona-
remos chamar adi¢cdo e a outra multiplicagcdo; diz-se que M € um
corpo a respeito destas operacdes, quando sdo verificadas as seguin-
tes condigoes:

¢,) O conjunto M € um grupo comutativo a respeito da adi¢ao;

¢,) Privado do elemento 0, o conjunto M € um grupo a respeito da
multiplicagdo;

¢,) Em M, a multiplicagdo € distributiva a direita e a esquerda a res-
peito da adicao; isto €, tem-se, quaisquer que sejam a, b, ¢ € M:

alb+c)=ab+ac;, (b+c)a=ba+ca.

c,) a-0=0, qualquer que seja a € M.

Esta condi¢ao pode ainda ser substituida pela condi¢cdo mais fraca:

c,) O produto de O por cada elemento de M é sempre um determi-
nado elemento de M (que se demonstra depois ser 0).

Se, além disto, a multiplicacdo for comutativa em M, dir-se-a
que M € um corpo comutativo.

Os corpos de numeros e de funcdes atrds considerados reen-
tram, manifestamente, na actual definicdo. Mas note-se que, por
exemplo, o conjunto C de todas as funcdes continuas num intervalo
(a, b) ndo € um corpo, a respeito das no¢des usuais de soma e do
produto de fun¢des; com efeito, se designarmos por f uma fungao
que se anule em metade do intervalo (a, b), mas nao na outra meta-
de (existam tais fun¢des em C), o elemento 1/f ndo pertencerd a C,
e tem-se, contudo, f # 0.

Exemplos notéaveis de corpos sdo os seguintes:

Representando por E o conjunto dos inteiros, positivos € negati-
vos, zero incluido, e fixado em E um elemento m qualquer, ja sabemos
(n.° 18) que a relacdo de congruéncia a respeito do médulo m de-
termina em E uma reparticdo. Suponhamos, para fixar ideias, m=3,
e convencionemos representar por a o conjunto dos elementos de
E congruentes a a mod. 3, sendo a um elemento arbitrario de E.
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E claro que, neste caso, se tem uma repartigﬁo de E apenas em
trés classes: 0, 1, 2. (Note-se que 0 =3 =6 = =-2= T aor,
2=-4=8= ) Representemos por E 0 conjunto {0 2}. E na-

1,
tural agora deﬁnlr soma e produto de dois elementos a, b de E, me-
diante as férmulas:

a+b=a+b, ab=ab.

Teremos entdo as duas seguintes tabelas de adi¢do e multiplica-
cioem E:

x+y x-y
Y| = — = Y = - —
X 0| 1]2 N 0| 1] 2
0| 0| 1|2 0| 0| 0] O
1| 1210 10|12
2120 |1 2101 2|1

E f4cil constatar que o conjunto E assim algebrizado é um COrpo
comutativo.

Ter-se-ia obtido ainda um corpo comutativo (e finito), se, em
vez de m =3, se tivesse tomado para m um valor primo qualquer.
Todavia, se m nao for um niimero primo, o sistema algébrico obtido
por este processo ndo serd um corpo, como se pode verificar.

Uma das questdes centrais da moderna Algebra abstracta é esta:
sendo C um corpo arbitrério, determinar uma condi¢do necessaria e
suficiente para que a teoria de GALOIS seja vélida para as equacdes
algébricas com os coeficientes em C.

Para um estudo desenvolvido das teorias dos grupos, dos corpos,
bem como de outros sistemas algébricos, podem consultar-se varias
obras, nomeadamente a d¢ VAN DER WAERDEN, Moderne Algebra.

O presente curso ndo pretende ser mais do que uma introdugéo
as referidas teorias.



NOTAS FINAIS

A) Sobre o teorema de LAGRANGE.

O teorema de LAGRANGE generalizado pode ainda ser apre-
sentado sob a seguinte forma, particularmente cémoda para a apli-
cacdo a teoria de GALOIS:

Consideremos uma equacdo algébrica f(z) =0, de raizes
o, O, ..., O, com os coeficientes num dado corpo A, e seja G um
seu grupo admissivel a respeito de A. Consideremos, por outro lado,
uma fungdo racional B = @(o,, O, ..., 0. ) das raizes desta equagdo,
com os coeficientes em A e pertencente em sentido restrito a um
grupo H em G. Nestas condicoes, qualquer outra funcdo racional
das raizes,

v=%¥(o,a,,...,0),

com os coeficientes em A, que fique formalmente invariante para as
substituicoes de H, terd o valor em A(P).

A técnica da demonstracao € inteiramente andloga a que segui-
mos nos n.* 30 e 32. Sejam B, (=), B,,..., B,, as fungdes conjuga-
dasde Bem G, e

71(='Y)’ Yosoos YV

as funcdes correspondentes obtidas a partir de y. Tomando para in-
cognitas ¢, ¢,, ..., ¢, , 0 determinante do sistema

(27) M=0,prt PP+ v, (=12, ... m),

é o determinante d¢ VANDERMONDE em f,, B,,..., B,, € portanto
#0. Por outro lado, qualquer substituicdo 0 de G sobre os aua ndo faz
mais do que produzir uma substitui¢do sobre os Bf3 e a substitui¢ao
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correspondente sobre 0s Yy, provocando assim, quando muito, uma
alteracdao da ordem das equagdes (27). Os coeficientes c,, c,, ..., C,
sdo pois, por intermédio dos PP e dos vy, fungdes racionais dos a,
com os coeficientes em A que se mant€m formalmente invariantes
para as substitui¢des de G. Mas G é, por hipétese, um grupo admis-
sivel da equacdo f(z) = 0 a respeito de A. Logo, tem-se

[ AP - —1':.

m

0 que prova a afirmacdo feita.

B) Sobre as equacoes ciclicas.

Nas considera¢des desenvolvidas no n.° 37 sobre a resolucgao al-
gébrica da equacgdo ciclica, hd um ponto a rectificar. A fungdo das
raizes,

n
B= Z 0o,
k=1

sO pertencerd em sentido restrito ao grupo .7 em H, se for 3 # 0.
Esta dificuldade pode ser removida do seguinte modo: se os ool s3o
todos distintos, existe necessariamente um expoente u tal que

n
D oaf#0;
k

com efeito, se assim ndo fosse, as equagdes
o’/ + oo + - +0"'a'=0 (r=0,1,...,n-1),

considerando ®°, ®, ..., ®"! como incégnitas, formariam um sistema
determinado, tendo por unica solucdo @’ = =---= ®"'=0, o que é
absurdo. Pode entdo tomar-se para valor de B 0 somatdrio

n
> arlor,
k=1
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em vez do primeiro. Deste modo se evita o inconveniente indicado,
e todos os raciocinios podem seguir como foi dito no n.° 37.
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