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CAPITULO 1

GENERALIDADES SOBRE
CONJUNTOS E TRANSFORMACOES

1. Nocao geral de conjunto e as relacoes logicas primitivas

Em Matematica a palavra “conjunto” € hoje usada na mais larga
acepcdo possivel, como sinénimo de “classe”, “colec¢do” ou “fami-
lia”: um conjunto de nimeros, um conjunto de pontos, um conjunto
de figuras, um conjunto de fun¢des, um conjunto de sinais, um con-
junto de palavras, um conjunto de livros, etc, etc., sdo exemplos de
conjuntos admissiveis em Matemdtica. Exige-se apenas que os ele-
mentos de cada conjunto sejam entidades bem definidas, com indi-
vidualidade bem marcada: um conjunto de estados psicolégicos, por
exemplo, estaria fora das consideragGes matemaéticas.

Todavia, na linguagem comum, a palavra “conjunto” € usada
com menor elasticidade. Nao se dird, por exemplo, “o conjunto das
aves”, mas antes “a classe das aves”; ndo se dird “o conjunto dos
tridngulos”, mas sim “a classe ou a familia dos tridngulos”, etc.
Mas ja parece indiferente dizer “o conjunto dos nimeros primos”
ou a “classe dos nimeros primos”. Mesmo na linguagem matemati-
ca se transige, por vezes, com O uso, para obter maior clareza e ex-
pressividade: assim, por exemplo, dir-se-4 de preferéncia “familia
de conjuntos, em vez de “conjunto de conjuntos”. Ndo esquecamos
todavia que, na Matematica moderna, os termos “conjunto”, “clas-
se”, “familia”, etc., sdo considerados sindnimos.
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Para indicar que um dado ente a € elemento dum dado conjunto
C, escreveremos a € C (ler “a pertence a C”); para indicar que dois
entes a € b sao elementos de C, escreveremos a, b&C (ler “ae b
pertencem a C”), etc. Em certos casos, o simbolo “& ” devera ler-se
“pertencente” ou “pertencentes”, em vez de “pertence” ou ‘“‘perten-
cem”.

Por outro lado, a expressdo simbdlica a & C significard que a
ndo pertence a C.

Dados dois conjuntos A, B, diremos que A estd contido em B,
ou que A é um subconjunto de B, quando todo o elemento de A for
também um elemento de B, e escreveremos entdo para o indicar:
A CB. Nesta mesma hipétese diremos que B contém A ou que € um
sobreconjunto de A, e escreveremos para o indicar BDA. Assim,
por exemplo, se representarmos por M, o conjunto dos multiplos de
6, e por M, o conjunto dos multiplos de 3 (no conjunto dos inteiros)
ter-se-a: M, C M, ou M,DM,.

Pode acontecer, em particular, que se tenha a0 mesmo tempo:
ACB e BDA; entdo é claro que as letras A e B representardo o
mesmo conjunto. Também se diz, neste caso, que os conjuntos A e B
coincidem ou sdo idénticos, e para o indicar, escreveremos: A =B
(na realidade trata-se de um sé conjunto, representado de dois mo-
dos diversos). Assim, por exemplo, se designarmos por L, a classe
dos tridngulos equilateros e por A, a classe dos tridngulos equidngu-
los, poderemos escrever: L,=A,.

De resto, o sinal “=" est4 hoje a ser empregue, sistematicamen-
te, como um simbolo de identidade, devendo ler-se “coincide com”,
“idéntico a”, “o mesmo que”, etc.. Para indicar, por exemplo, que
dois dados pontos geométricos a € b coincidem (ou, falando mais
correctamente, para indicar que os simbolos a, b representam um
mesmo ponto), escreveremos a = b; mas, para indicar que dois dados
segmentos ab e cd sdo geometricamente iguais (isto &, sobreponi-
veis, ou, como também se diz, congruentes) nao sera licito escrever
ab = cd a ndo ser que tais segmentos coincidam. ®

(1) — Comummente, em Geometria Elementar, os pontos sdo designados por letras mindsculas
do alfabeto latino e a relacdo de identidade ou coincidéncia € expressa pelo sinal “="
reservando-se o sinal “=" para exprimir igualdade geométrica, (isto é, congruéncia). E,
portanto, necessério ter presente esta diversidade de convengdes, para evitar equivocos,
ao ler um texto de matemaética moderna.
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Como vimos, entre os subconjuntos dum conjunto A, figura sem-
pre o proprio conjunto A; isto €, tem-se A CA, qualquer que seja o
conjunto A (propriedade reflexiva da inclusao).

Aos subconjuntos de A distintos de A dd-se o nome de subcon-
juntos proprios ou partes de A.®

Por outro lado, € evidente que, todas as vezes que se tiver ACB e
B C C sera também A C C quaisquer que sejam os conjuntos A, B, C
(propriedade transitiva da inclusdo). E nesta propriedade que con-
siste o principio dos silogismos da 16gica formal.

2. Operacoes logicas sobre conjuntos

Chama-se interseccdo ou produto légico de dois conjuntos A, B, e
representa-se por A N B, o conjunto dos elementos comuns a A € a B,
isto €, o mdximo conjunto contido ao mesmo tempo em A e em B.

Chama-se reunido ou soma légica de dois conjuntos A, B, e re-
presenta-se por A U B, o conjunto de todos os elementos de A e de
B, isto €, o minimo conjunto que contém ao mesmo tempo A e B.

Exemplos:

1) Representando em geral por M, o conjunto dos multiplos de
n, ter-se-a

M,=M,NM,.

2) Representando por R, L, Q, respectivamente a classe dos re-
tangulos, a classe dos losangos € a classe dos quadrados, sera:

O=RNL.
3) Representando por [a , b] o conjunto dos nimeros reais x

tais que a < x < b (intervalo fechado de extremos a, b) podemos
escrever:

(1) — Alguns autores escrevem ACB (em vez de ACB) para indicar que A esta contido em B,
e ACB para indicar que A € um subconjunto prdprio de B.
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[3,71N[5,91=[5,7],
[3,71U1[5,9]1=[3,9].

De modo inteiramente andlogo se define a intersec¢do ou reunido
de mais de dois conjuntos A, B, C, ..., em nimero finito ou infinito;
Dados n conjuntos A,, A,, ..., A, representaremos por

A, NA,N...NA

n

ou, abreviadamente, por

M A

i=1

a intersecc¢ao desses conjuntos, € por

A UA,U...UA

n

ou por

U 4,

i=1

a reunido dos mesmos conjuntos.

3. Conjuntos formados dum s6 elemento e conjuntos de conjuntos

Observemos desde ja que um conjunto finito pode sempre ser
definido pela simples enumerac@o dos seus elementos, 0 que ja ndo
acontece, naturalmente, com os conjuntos infinitos.

Para indicar que um conjunto M € formado pelos elementos
a, b, c,... escreveremos: M = {a, b, c,...}; assim, por exemplo, de-
signando por D, o conjunto dos divisores (positivos) de 6, ter-se-a
D, = {1, 2, 3, 6}; quanto ao conjunto dos multiplos de 6, M, seria
M= {0,6,12,..., 6n, ...}, mas € claro que, sendo este um conjunto
infinito, n@o € possivel defini-lo, mencionando um por um, todos os
seus elementos.
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Consideremos o conjunto U = {a, b, c}. Entre os subconjuntos
de U figuram, além de U, os seguintes conjuntos:

{a, b}, {a, c}, {b, c}

que designaremos respectivamente por A, B, C. Ora € preciso notar
que, na linguagem matemaética, ao contrario do que sucede na lin-
guagem comum, € licito falar de conjuntos formados de um so ele-
mento. Assim, por exemplo, o conjunto U admitird ainda os subcon-
juntos {a}, {b}, {c}, que é preciso ndo confundir com 0s proprios
elementos a, b, c¢: ndo serd portanto licito escrever a = {a}.

Uma outra convengao a registar € a que se refere a conjuntos de
conjuntos. Continuemos a referir-nos ao exemplo anterior: € claro
que os subconjuntos de U podem agora ser combinados entre si de
varios modos, dando origem a novos conjuntos, por exemplo, 0s se-
guintes: {A, B}, {A, B, C}, {A, B, {a}}, que designaremos respecti-
vamente por %, %, &. Diz-se que tais conjuntos .4, .%,... sdo de
tipo 2, a respeito de a, b, ..., para os distinguir dos conjuntos de ele-
mentos de U, chamados também conjuntos do tipo 1 (a respeito de
ab,c,...).

Importa ndo confundir uma dada familia de conjuntos com a reu-
nido dos conjuntos dessa familia. Assim, por exemplo, a reunido dos
intervalos [2, 5], [3, 7] e [4, 9], coincide com a reunido dos interva-
los [2,7]e[5, 9], embora se trate de dois conjuntos diversos de in-
tervalos. Analogamente, o conjunto das rectas do espago que passam
por um ponto p (estrela de rectas de centro p) € o conjunto de planos
que passam por p (estrela de planos de centro p) sdo duas familias
distintas de pontos do espaco, e, contudo, a reunido dos conjuntos de
cada uma dessas familias coincide com o espaco inteiro.

Observemos finalmente que, assim como se podem considerar
conjuntos de conjuntos de elementos a, b, c, ... (conjuntos de tipo 2,
a respeito de a, b, ¢, ...) também se podem considerar conjuntos de
conjuntos do tipo 2 (conjuntos de tipo 3), conjuntos de conjuntos de
tipo 3 (chamados conjuntos de tipo 4) e assim sucessivamente, pros-
seguindo mesmo no transfinito. E esta a ideia fundamental da teoria
dos tipos, criada por BERTRAND RUSSEL, com o objectivo de re-
solver os paradoxos da teoria dos conjuntos.
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4. A nocao de conjunto vazio

Consideremos, por exemplo, os intervalos [3 ,4] e [7, 9]. Como
ndo existe nenhum elemento comum a tais intervalos, poderiamos
dizer que a sua intersec¢ao nao existe. Todavia, € corrente em Mate-
madtica introduzir entidades convencionais, para tornar possiveis
certas operagdes em todos os casos que se apresentam, tendo em
vista unicamente a comodidade de linguagem — e, quem diz como-
didade de linguagem, diz comodidade de pensamento. Aparecem
assim, por exemplo, os nimeros negativos, 0s nimeros imaginarios,
0s expoentes negativos ou fraccionérios, os pontos do infinito, etc...
Foi assim, também que, ainda antes destes conceitos, apareceu o de
numero 0.

Pois bem, € ainda por tal processo, que se apresentam, na teoria
dos conjuntos, os conjuntos formados de um sé elemento (de que ja
faldamos) e a nocdo de conjunto vazio ou conjunto desprovido de
elementos. Diremos assim que a intersec¢cdo dos intervalos [3 , 4], e
[7 , 9] € o conjunto vazio, para exprimir abreviadamente o facto de
nao existirem pontos comuns a [3,4] e a [7, 9]. Analogamente; di-
remos que € vazia a classe dos tridngulos birectdngulos (na geome-
tria euclideana), a classe dos nimeros primos divisiveis por 6, a
classe dos nimeros positivos x tais que x> + 7x + 2 = 0, etc.

Quando a intersec¢ao de dois conjuntos A, B € o conjunto vazio,
diremos ainda que A, B sdo disjuntos.

E agora facil reconhecer que, uma vez incluidos entre os sub-
conjuntos de um conjunto finito A, os conjuntos formados de um s6
elemento, o conjunto vazio € o préprio conjunto A, o nimero total
de subconjuntos de A serd 2" sendo n 0 numero de elementos de A.
Trata-se dum simples problema de anélise combinatoria:

(-0

5. O conceito geral de transformacao

Dados dois conjuntos A, B, quaisquer, diz-se definida uma
transformagdo univoca @ de A sobre B, quando se tenha fixado um
critério, pelo qual fique a corresponder, a cada elemento x de A, um,
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e um sO, elemento y de B, chamado imagem ou transformado de x
por meio de @ e representavel por @ (x):

y=0(x).

Dir-se-4 ainda, neste caso, que a varidvel y € uma funcdo da va-
ridvel x definida no conjunto A; e chamar-se-4 contradominio de @
ao conjunto de todos os elementos @(x) de B, transformados dos
elementos x de A por meio de @.

Dir-se-4 ainda que @ € um operador (ou uma operagao) definido
em A e de contradominio contido em B.

Uma dada transformac@o univoca 6 de A sobre B diz-se uma
transformacao biunivoca ou reversivel de A sobre B, quando, para
cada elemento y de B, exista um, € um s, elemento x de A, do qual
y seja a imagem por meio de 0, isto €, tal que 0(x) = y; em tal hip6-
tese chamaremos tranformacdo inversa de 0, e representaremos por
0-! a transformacdo que consiste em passar de y (dado arbitraria-
mente sobre B) para o correspondente valor de x em A:

x=0"(y).

Exemplos:

O conceito de “correspondéncia” ou de “fun¢do” reside na base
de todo o pensamento. Por isso encontramos dele exemplo a cada
passo, mesmo na linguagem comum.

Consideremos, por exemplo, a expressao “capital de...”; € claro
que esta expressao, por si sO, nada designa de concreto, mas, uma
vez seguida do nome de um determinado pais, ela passa a designar
uma determinada cidade. Entdo, se representarmos por P 0 conjunto
dos paises e por C o conjunto das cidades, e se, além disso, escrever-
mos abreviadamente “y = cap x”” com o significado de “y € a capital
de x”, podemos dizer que a varidvel y é uma fungdo univoca da va-
ridvel x, funcdo que tem por dominio de existéncia o conjunto P e
por contradominio um subconjunto de C. Por outras palavras: o
simbolo “cap” representa uma transformacdo univoca do conjunto P
sobre o conjunto C, do mesmo modo que, por exemplo, o simbolo
sen (abreviatura do “seno de”) representa uma transformacao univo-
ca do conjunto R dos nimeros reais sobre si mesmo.
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Todavia, o simbolo “cap” nao representa, nesta ordem de ideias,
uma transformac¢ao biunivoca de P sobre C, visto que ha cidades
que ndo sdo capitais de nenhum pais; mas, se representarmos por C*
o conjunto das cidades que sdo capitais (sendo entdo C* o contra-
dominio da fun¢do “cap de x”°) j4 podemos dizer que se trata duma
transformacdo biunivoca® de P sobre C* (pois ndo pode haver mais
de um pais com a mesma capital) e a sua transformacdo inversa sera
entdo aquela indicada pela expressao: “x € o pais cuja capital € y”.

Por sua vez, o operador sen € uma transformacdo univoca, mas
ndo reversivel, do conjunto dos niimeros reais sobre o intervalo fe-
chado [-1, 1] (contradominio desse operador); ele define, contudo,
uma transformac¢do biunivoca do intervalo [-7/2, ®/2], sobre o in-
tervalo [-1, 1], e a sua transformacdo inversa serd entdo o operador
arc sen.

Consideremos agora a expressdo “multiplo de”; seguida do no-
me dum numero, esta expressdo passa a designar, ndo um ndmero
determinado, mas sim toda uma classe de nimeros dependente do
primeiro. Diremos entdo que se trata de um operador plurivoco
com infinitos ramos univocos, que sao, por exemplo, os operadores:
“dobro de”, “triplo de”, etc.

Passemos a geometria. A projec¢do dos pontos do espago eucli-
deano, que representaremos por R,, sobre um plano o paralelamente
uma direc¢do d (ndo paralela a o) € um exemplo de transformacao
univoca, mas ndo reversivel, de R, sobre o.

Exemplos notédveis de transformacdes biunivocas do espaco
R, sobre si mesmo sd3o as homotetias, as translacgoes, as rotagoes,
e as simetrias:

1) Fixados ao arbitrio, um ponto ¢ € um nimero real r (positivo
ou negativo) chama-se homotetia de centro c e de razdo r a operacao
geométrica 0 que, deixando fixo o ponto c, transforma cada ponto p
do espago, distinto de ¢ no ponto p* tal que cp*/cp=|r| ficando p e
p* do mesmo lado ou do lado oposto em relagdo a ¢ conforme a ra-
zao r for positiva ou negativa. O facto de se ter 0(c) = ¢ exprime-se

(1) — Diz-se que uma transformag@o univoca 0 (de A sobre B) € univalente quando se tem
0(x,) #0(x,), para x, #x,. Supondo verificada esta hipétese e representando por B* o
contradominio de 0 esta serd uma transformacéo biunivoca de A sobre B, se, e s6 se, for
B¥=RB,.
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dizendo que o ponto ¢ é invariante para 0. E claro que serd esse o
unico ponto invariante se r # 1; mas, se r = 1 todos os pontos serdo
invariantes, e entdo dir-se-4 que 6 € a transformacao idéntica ou
identidade.

E f4cil ver ainda que a transformagéo inversa da homotetia de
centro ¢ e razdo r €, precisamente, a homotetia de centro c e razdo 1/r.

2) Fixados dois pontos quaisquer a, a* de R, chama-se translac-
¢do definida pelo vector aa* a operagiio O que consiste em passar de
cada ponto p do espago, para o ponto p* tal que

pp* = aa*.

E claro que O se reduz a identidade se, e s6 se, for c* =c.
Por outro lado, € facil ver que a transformacao inversa da translac-
¢do definida por cc™ € a translacgdo definida por cc™.

3) Sendo E uma recta qualquer orientada e ¢ um angulo dado,
positivo ou negativo, chama-se rotacdo de eixo E e de amplitude
@, a transformacdo 0 que deixa invariantes os pontos de E e faz cor-
responder a cada ponto p € E o ponto p*, tal que, designando por
7 0 plano conduzido por p perpendicularmente a E e por ¢ 0 ponto
de intersec¢do de ® com E, resultam verificadas as trés condigdes:

PFETR;
dist (p, c¢) = dist (p*, ¢);
ang (p*Ccp)=0

(considerando como sentido positivo dos dngulos o sentido antiho-
rério, a respeito de um observador colocado segundo a recta orien-
tada E).

A transformac@o inversa da rotacdo de eixo E e de amplitude
¢ serd manifestamente a rotacdo do eixo E e amplitude —@.

4) As simetrias podem ser de tr€s espécies: em relacdo a um
ponto, em relacdo a uma recta e em relacdo a um plano. As defini-
coes destes tipos de operadores sdo bem conhecidas.
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E curioso observar que a transformacéo inversa duma dada si-
metria € essa mesma simetria. Por outro lado, € de notar que a trans-
formacdo idéntica pertence a classe das homotetias, a classe das
translac¢cOes e a classe das rotacdes (constitui mesmo a intersecgao
dessas classes), mas ndo pertence a classe das simetrias.

6. Transformacoes entre conjuntos finitos

J4 atr4s observamos que todo o conjunto finito pode ser defini-
do (pelo menos teoricamente) pela simples indicacdo dos elementos
que o constituem. Analogamente, dados dois conjuntos finitos A, B,
toda a transformacdo univoca 0 de A sobre B se podera definir, indi-
cando quais os elementos de B que correspondem, segundo 0 nos
diversos elementos de A, mencionados um por um, sem omissao: tal
€ por exemplo, o caso do operador “capital de” atrds considerado,
definido entre o conjunto dos paises € o conjunto das cidades.

Consideremos, para assentar ideias, o conjunto

A={a b, c d}.

Se, por exemplo, fizermos corresponder ao elemento a o ele-
mento b, ao elemento b o elemento ¢, ao elemento ¢ o préprio ¢ e ao
elemento d o elemento a, ficard definida uma transformacao univo-
ca do conjunto A sobre si mesmo. Designando por 0 esta transfor-
macao, ter-se-4, em simbolos:

O(@)=b, 0(b)=c, O(c)=c, O(d)=a.

A definicdo deste operador poderd ainda ser esquematizada na
seguinte tabela:
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na qual, como se v€, estdo escritos a esquerda os elementos de A
(isto €, os dados ou valores da varidvel independente, x) e a direita,
na mesma linha, os elementos de B que correspondem ordenada-
mente aos primeiros (isto €, os resultados ou valores da variavel de-
pendente, y). E claro que o uso das tabelas estd indicado sobretudo
para os casos em que seja muito grande (embora finito) o numero
dos valores da varidvel independente; tal € por exemplo, o que
acontece a respeito das tabelas numéricas . Quando, porém, € pou-
co numeroso o conjunto dos dados, costuma usar-se esta outra con-
vencdo: dispdem-se os dados numa linha horizontal e, por cima de
cada um deles, o respectivo resultado; encerra-se depois o conjunto
das duas linhas num paréntese: o simbolo composto assim obtido
designa, por convencao, o operador definido.

Assim, por exemplo, para o operador 0, que estivamos conside-

rando, ter-se-a
. (b cc a).
abcd

Observemos ainda que esta transformacdo deixa fixo (ou inva-
riante) o elemento c¢. Além disso, 0 ndo € uma transformacao rever-
sivel, pois que se tem

0(b)=0(c),sendo b #c.

Uma transformacd@o biunivoca do mesmo conjunto A sobre si
mesmo €, por exemplo, a seguinte:

¢_(cadb>
abcd)’

cuja transformacdo inversa €, como facilmente se reconhece,
¢! = (b da c)
- 2
abcd

Q=

tendo-se, portanto,

(1) — Estas tabelas (como, por exemplo, uma tdbua de senos) referem—se geralmente a uma
fung@o real de varidvel real, x. Todavia, na prética, basta conhecer o valor da fungéo pa-
ra um numero finito de valores de x.
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As transformacgdes biunivocas dum conjunto finito sobre si mes-
mo costumam aparecer na literatura matematica com o nome de
substituicoes.

Segundo a convengao precedente, o simbolo

(ail aiz ain>
b
al a2 P a

n

em que g, , @,, ..., 4; representam os elementos a,, a,, ..., a, diSpos-
tos numa ordem qualquer, sem omissao nem repeticdo, designara
uma determinada substituicdo © sobre os n elementos a,, a,, ..., a,.
Esta substitui¢cdo ndo depende porém da ordem das colunas daquele
simbolo: basta que, por cima de cada elemento, esteja indicado o
respectivo transformado por meio de 6. Torna-se entdo manifesto
que o numero total das possiveis substituicdes sobre n elementos é
precisamente igual ao nimero das permutacdes desses n elemen-
tos ou seja n!.

Neste numero estd incluida a substitui¢ao idéntica ou identidade:

I= (al a2 v an)
al a2 cee an
Discorrendo de modo andlogo, chega-se a conclusdo de que o
nimero total de transformagdes univocas (reversiveis ou nao) dum
conjunto de n elementos sobre si mesmo € igual ao nimero de ar-

ranjos com repeticdo de n objectos n a n, ou seja, como ensina a
andlise combinatdria, n".

7. Produto de duas transformacoes

Consideremos trés conjuntos A, B, C quaisquer e sejam: 6, uma
transformacdo univoca de B sobre C, 6, uma transformagdo univoca
de A sobre B. A cada elemento x de A, far4 o operador 0, correspon-
der um determinado elemento y de B; por sua vez, ao elemento y de
B, fard o operador 6, corresponder um determinado elemento z de C.

(1) — Alguns autores usam mesmo o termo “permutac@o” como sinénimo de “substitui¢do”.
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Serd entdo y = 0,(x), z = 0,(y) = 0,(8,(x)). E claro que, se fizermos
corresponder directamente ao elemento x de A, o elemento z de C,
ficard definida uma transformaca@o univoca de A sobre C. Designe-
mos por 0 essa transformacao; diz-se entdo que 0 € o produto de 0,
por 0, e escreve-se 6 =06,-0,.

Ter-se-4, pois, por definicdo,

(0,0, (x)=0,(0,(x)), paracadaxEA.

Exemplos:

1) Designemos por P, C, N, respectivamente o conjunto dos pai-
ses, o conjunto das cidades e o conjunto dos numeros naturais. J4
no n.° 5 vimos que a expressao “capital de” representa uma trans-
formacdo univoca de P sobre C. Por sua vez, a expressdo “nimero
de habitantes de” representa uma transforma¢ao univoca de C sobre
N (e também de P sobre N). Seja entdo x um elemento qualquer de
P; se aplicarmos sobre x o operador “capital de” e em seguida o
operador “nimero de habitantes de”, obter-se-4 um determinado
elemento de N, funcio de x: o niimero de habitantes da capital de x.
Ficard assim definida, portanto, uma transformac¢do univoca de P
sobre N, que serd o produto do operador “numero de habitantes de”
pelo operador “capital de”.

2) Consideremos o conjunto A = {a, b, ¢, d} e as duas seguintes
transformagdes de A sobre si mesmo

bdab dabc
0, = , 0,= )
abcd abcd

Sera entao

bbda)

0.0, =
o E (abcd

pois que se tem: 0,(a)=d, 0,(d)=>b, donde, 6,(0,(a))=b, 0,(b)=a,
0,(a)=b, donde 6,(0, (b)) =b, etc.
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Por outro lado sera:

acda)
abcd)’

@Q:(

e portanto 6,0, #06,0,.

Este simples exemplo mostra que a lei comutativa ndo é aplicd-
vel ao produto de transformagoes. Todavia, dados dois operadores
c, 0, pode acontecer que se tenha 6 0 =0 G; diz-se entdo que G ¢ 0
sd0 permutdveis. Tais sdo, por exemplo, os operadores

( cdb a) ( bad c)
o= , B= i
abcd abcd

3) Consideremos as fungdes @(x)=x> e y(x)=x—1. Elas defi-
nem manifestamente transformagdes univocas do conjunto dos nu-
meros reais (e também do conjunto dos nimeros complexos) sobre
si mesmo. Trata-se, de resto, de duas operacOes elementares: a ele-

vagcdo ao cubo e a subtraccdo duma unidade.
Ter-se-4 entdo:

O(y(x) = (x-1)
Y(o@)=x"-1

e portanto, @Y # Y. As duas operacdes consideradas ndo sdo pois
permutéveis.
Sejam agora as duas seguintes transformacdes:

o) =x? , y(x)=Va

(elevagdo ao quadrado e extraccdo da raiz ciibica).
Ter-se-4 neste caso:

@V ®) =V, (Wo)(x) = (V)

e, portanto,

DY =Y.
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4) Sejam 0,, 0, duas homotetias de centro c e de razdes, respec-
tivamente, 7, e r,. B facil ver que o produto 0,0, é precisamente a
homotetia de centro c e de razdo r,r,; ter-se-4, portanto 6,0,=0.,6,.
Em particular, se for r,=r," (isto &, se for 0,=0,"), serd 6,0, a trans-
formacao idéntica.

Sejam agora 0,, 0, duas homotetias, respectivamente de centros
c,, ¢, (com c,#c,) e de razdes r,, r,. Se r, #r, ", € facil ver que o
produto 6,0, é uma homotetia de razdo r,r,, cujo centro ¢ € uma
determinada funcdo de c, e c¢,; mas ter-se-4 entdo, geralmente,
0,0,#6,0,. Se r,=r, !, o produto 0,0, serd uma translac¢do e ter-se-a
ainda 0,6, # 0.,0,.

8. Propriedades gerais dos produtos de transformacoes

J4 vimos no nimero precedente que a multiplicacdo definida
entre operadores ndo € uma operacdo comutativa, dizendo-se que:
dois operadores @, y sdo permutdveis, quando se tem, excepcional-
mente, QY =y@. Todavia, vamos ver que a referida multiplica¢io
goza da propriedade associativa, isto €, que se tem

(0,06,)0,=0,(00,0,),

quaisquer que sejam os operadores 0,, 0,, 6, desde que os produtos
considerados tenham sentido. Para fixar ideias, suponhamos que 0,
0,, 0, sdo transformacgdes univocas dum conjunto A sobre si mesmo
(no caso geral a demonstracdo € andloga). Se fizermos 6,=0,0,, sera,
por defini¢do de produto,

0,(x)=0,(0,(x)) (paracadax&EA),
donde, substituindo x por 6, (x),
6,(0,(x)) =0,(6,(0,(x)), (paracadaxecA),
ou, ainda, substituindo o, por 0, 0,:

(D ((6,0,)0,)(x) =6,(0,(0,(x)), paracadax€EA.



32

Por outro lado, se pusermos o, = 6, 0,, vira:

G, (x) = 6,(6,(x)), (6,0,)(x) =0,(0,(x)),

para cada xE A, ou seja

(6,(8,6,) (x) = 8,(6, (8;(x))),

para cada x € A, donde, por comparacdo com (1),
(6,6, 6,=6,(0,6,) q.e.d.

Podemos entdo escrever simplesmente 0, 0,0, em vez de
(0,6,)0, ou de 0,(0,0,) e dizer que 0, 0,0, € o produto dos trés ope-
radores 0, 0,,0, na ordem em que estdo escritos. Analogamente se
definem produtos de quatro operadores, cinco operadores, etc.

Ja atrés foi dito que se chama transformacdo idéntica ou identi-
dade, e se representa por I, a transformacdo que faz corresponder a
cada elemento x 0 mesmo elemento x; isto é, em simbolos: I(x)=x.

Ora € fAcil ver que se tem

10=01=0

qualquer que seja a transformacao ©.
Seja agora ¢ uma transformacdo biunivoca do conjunto A sobre
si mesmo. Imediatamente se reconhece que

ool=0cllo=1.

Este resultado permite-nos resolver o seguinte problema: dadas
duas transformag¢des univocas ¢, 0 do conjunto A sobre si mesmo,
das quais a segunda seja reversivel, determinar uma terceira trans-
formacio § tal que

2) E6=0
ou uma transformacao n tal que

On=o.
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No primeiro caso, multiplicando ambos os membros de (2) por
0-!, a direita, vira

€6)6'=E(06)=EI=E=06",

e dir-se-4 que ¢ 07! € o cociente da divisdo a direita de G por 0.
Discorrendo analogamente no segundo caso, vird

n=0"'c

e dir-se-a que 070 € o cociente da divisdo a esquerda de G por 0.
Pode reconhecer-se, por substitui¢do directa, que tais valores de e
M verificam, de facto, as referidas equacdes.

Apresentam-se, pois, duas modalidades de divisdo (divisdo a di-
reita e divisdo a esquerda), em consequéncia da ndo comutatividade
da multiplicagao.

Convém tomar ainda nota do seguinte teorema:

O produto de duas transformacoes reversiveis ©, 0 é ainda, uma
transformacdo reversivel, tendo-se, precisamente,

(c0)'=0"0c"".

Demonstragcdo: Sejam ¢ uma transformacdo biunivoca dum
conjunto A sobre um conjunto B e 0 uma transformagao biunivoca
de B sobre um outro conjunto C (em participar pode ser A = B = C).
Poderemos entdo afirmar que, a cada elemento z de C corresponde-
rd, um e um s6 elemento x de A tal que z=(00)(x). Tem-se, com
efeito, sucessivamente: z=0 (0(x)), 67'(2) =0(x), 0! (671(2)) =x,
(0'6")(z) =x. Pode agora verificar-se directamente que (6! 61)
(60) =1 e portanto

(c0)'=0"c", g.e.d.
Este resultado € generalizdvel a qualquer nimero de factores:

(Gl G, Gn)_l = Gn“(y’il 0'1-1.
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Uma sua consequéncia imediata € que, para todo o operador re-
versivel 0, vira

(e—l)n - (en)—l.

9. Poténcias dum operador

Do anterior conceito de multiplicacao, deriva um natural conceito
de poténcia 0" dum operador 6 (com n >1). Serd, por defini¢ao:

0"=0-0-----0 (nvezes).

Seja, por exemplo, a funcdo @(x) =V 1 — x; ter-se-4 entdo

P®W=VI-Vi-x; ¢®=V1-VIi-Vi-x

etc.

E ainda natural, dizer que a poténcia de expoente 1 dum opera-
dor O € o préprio operador 0; isto é, em simbolos: 6'= 0, qualquer
que seja 0. Por outro lado, convenciona-se dizer que a poténcia de
expoente 0 dum operador 0 € a identidade; ou seja, em simbolos:
0° = I, qualquer que seja 0.

Estas definicdes podem condensar-se no seguinte esquema de
recorréncia:

g'=1l, o"H=g-0"
Podemos agora estender, a0 novo conceito de poténcia, a pro-
priedade do produto de poténcias da mesma base.

Ter-se-a, com efeito:

c"-6"=(00---0)(00 --- 0),
mvezes nvezes

donde, pela associatividade da multiplicag@o:

Gmcn — Gm+n_
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Daqui se deduzem imediatamente os seguintes corolarios:
I — Duas poténcias quaisquer dum mesmo operador sdo sempre
operadores permutéveis entre si.

IT — Quaisquer que sejam 0s ndmeros naturais m, n, tem-se (G™)" =G™
—em que O representa uma qualquer transformac¢do univoca dum
conjunto A sobre si mesmo.

Todavia a conhecida regra do produto de poténcias do mesmo
expoente:

c"-0"=(cO)",

sO € agora vélida no caso em que © € 0 sdo operadores permutéveis.
Notemos ainda que, para os operadores reversiveis, podemos de-
finir de maneira natural poténcia de expoente negativo. Bastara por

G—n — (G—I)n

sendo ¢ um qualquer operador reversivel € n# um nimero natural. E
facil ver que as anteriores propriedades sdo ainda generalizdveis ao
novo conceito de poténcia.

10. Periodo duma transformacao

Se representarmos por G a rotacdo de 120° em torno dum deter-
minado eixo E, é claro que 62 serd a rotacdo de 240° em torno de E
e 0° sera a identidade, isto é, 6> = I. Dum modo geral, toda a rota-
cdo que tenha por amplitude uma frac¢cdo p/q da circunferéncia
(com p, g inteiros), reproduz a identidade quando elevada ao ex-
poente g. Pelo contrério, se a amplitude duma rota¢do o tiver me-
dida irracional em graus, serd sempre 6" # I, para todo o expoente
inteiro n, positivo ou negativo.

Ora bem, diz-se que uma transformacao reversivel 0 tem periodo
finito, quando existe pelo menos um ndmero inteiro m > 0 tal que
0™ = I; em tal hipétese, chama-se periodo de © a0 menor numero in-
teiro m > 0 que satisfaz aquela condi¢do. No caso contrério, diz-se
que 0 tem periodo infinito.



36

Voltando ao exemplo anterior, vé-se imediatamente que o periodo
duma rotagdo que tenha por amplitude a fraccdo p/q de circunferén-
cia, com p e g primos entre si, € precisamente igual ao denominador
g. E também ficil verificar que: a) toda a translacdo distinta de I tem
periodo infinito; b) a transformacio @(x)="V'1 — x tem perfodo infi-
nito; ¢) a transformacao

~V3x-1

0(x)= o/

tem periodo 6, etc., etc.

Podemos agora demonstrar o seguinte teorema:

Dada uma transformacdo reversivel 0 de periodo finito, condi-
cdo necessdria e suficiente para que se tenha 0™ = I, com m inteiro
e positivo, é que m seja um miltiplo do periodo de ©.

Que a condic¢do € suficiente, ndo oferece dividas. Suponhamos
entdo que se tem 0" = I, com m inteiro e positivo e seja n o periodo
do operador 0. Representando por g e por r, respectivamente, 0 co-
ciente e o resto da divisdao de m por n, vira:

Or=0"* =] comr<n
ou seja, atendendo as propriedades das poténcias (n.° 9):
07)e-07=1,
ou ainda, visto ser, por hipétese, 6" = I:
0 =1.

Mas, como se tem r < n, € visto que n €, por hipétese, o menor
inteiro positivo tal que 0" = I, segue-se que r = 0 e que, portanto, m
€ multiplo de n, g.e.d.

Notemos ainda que se for 0 uma transformacdo reversivel de

periodo finito n, sera

01'=0".0"1=0".
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Tem-se pois que: A transformacado inversa duma transformacdo
reversivel de periodo finito é igual a uma poténcia de expoente po-
sitivo dessa transformacado.

Em particular: Condicdo necessdria e suficiente para que uma
transformagdo reversivel tenha periodo 2 é que coincida com a sua
inversa. Estdo neste caso as simetrias, a transformacao y=1-x, etc.,
etc.

Seja agora A um conjunto qualquer formado de z elementos, € seja
g uma transformacao biunivoca de A sobre si mesmo. Visto que o ni-
mero total de substitui¢cdes sobre n elementos € finito e igual, preci-
samente a n! (n’ 6), segue-se que as substituicdes 0, 6% ..., 07,... ndo
podem ser todas distintas entre si. Haver4, pois, pelo menos, dois
expoentes n,, n,, Com n, > n, para os quais se tenha

g =g
Mas daqui resulta, multiplicando ambos 0s membros por 672
0'1.0"2=0Q"1™ "2
ou seja
grit=]
e, como n,—n, € um inteiro positivo maior que 0, segue-se que 0 é
uma transformacao de periodo finito.
Tem-se, pois, o seguinte resultado:
Toda a transformagdo biunivoca dum conjunto finito em si mes-
mo tem periodo finito.

Em particular: A transformacdo inversa duma substituicdo G é
sempre igual a uma poténcia de expoente positivo de G.

11. Substituicoes ciclicas

Diz-se que uma substituicdo ¢ € ciclica, ou que é um ciclo,
quando os elementos que ela muda podem ser dispostos numa ordem
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circular tal que cada um desses elementos seja o transformado do
precedente por meio de 6. Seja por exemplo, a substitui¢do:

(d ba c)

o= .

abcd

Tem-se 6(a)=d, 6(d)=c, 6(c)=a; o elemento b € invariante.

A substituic@o € portanto ciclica e a ordem circular a que se refere a
definicdo € a indicada pelo seguinte esquema

7N
a d
~—_-7
Costuma entdo representar-se mais concisamente pelo simbolo

(adc)

uma tal substituicao.
E claro que nem todas as substitui¢cdes sdo ciclicas. Considere-
mos, por exemplo, a substitui¢ao

e=<efcadb)
abcdef.

Partindo do elemento a, vird sucessivamente: 0(a) = e, 0(e) = d,
0(d) = a. Fica, assim, gerado o ciclo 6,=(a e d). Mas € claro que
ndo se tem 0=0,, pois que, por exemplo, o elemento b ainda € alte-
rado por 6. Partindo agora de b, vird 6(b) = f, 0(f) = b, fechando-se
deste modo, um segundo ciclo 6,=(b f). E como c € invariante, po-
demos escrever finalmente

O=(aed) (bf).

Seja agora O uma substituicdo qualquer. Discorrendo de modo
andlogo, chega-se a conclusdo de que serd em geral:
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em que O,, 0,, ..., O, designam ciclos sem elementos comuns (po-
dendo ser r=1).

Podemos assentar no seguinte resultado:

Toda a substituicdo O distinta de I é decomponivel, e dum so
modo, num produto de substituicoes ciclicas sobre conjuntos dis-
juntos dois a dois.

Esta teorema apresenta analogias com o da decomposi¢cdao dos
numeros naturais em produtos de factores primos.

Observemos ainda que o periodo duma substituicdo ciclica é
precisamente igual ao nimero de elementos que ela muda.

Chamam-se transposicoes os ciclos de periodo 2.

12. Conceito de grupo de transformacoes

Consideremos um conjunto A qualquer, finito ou infinito, e seja
H uma familia ndo vazia de transformacgdes biunivocas do conjunto
A sobre si mesmo. Diz-se que a familia H constitui um grupo, quan-
do verifica as duas seguintes condi¢Oes: 1) dadas duas quaisquer
transformacdes o, 0, (distintas ou idénticas) pertencentes a H tam-
bém o produto ¢ O pertence a H; 2) a transformacao inversa de toda
a transformacao pertencente a H € ainda um elemento de H.

Assim, por exemplo, a familia das translacdes do espago consti-
tui um grupo, visto que o produto de duas translacdes € ainda uma
translacdo e a transformacdo inversa duma translacdo € também
uma translacdo. Analogamente, € um grupo o conjunto das rotacdes
em torno dum mesmo eixo E. Mas ja ndo € um grupo o conjunto de
todas as rotacdes possiveis, porque o produto de duas rotacdes em
torno de eixos ndo complanares ndo € uma rotacao.

Nestes exemplos, os grupos citados sdo infinitos, (ou de ordem
infinita) isto €, formados de infinitas transformac¢des. Mas, seja, por
exemplo, p a rotacdo de 60° em torno dum determinado eixo E; é
claro que as transformagdes p, p% p?, p*, p°, p° = I formam um gru-
po finito, de ordem 6 (isto €, constituido por seis elementos), que é
um subgrupo do grupo (infinito) de todas as rotacdes em torno de
E.

Chama-se pois ordem dum grupo o numero dos seus elementos.



40

Exemplo trivial dum grupo € o grupo .7 constituido pela identi-
dade: = {I}.

Um grupo diz-se comutativo ou abeliano, quando nele € vélida
a lei comutativa da multiplicacdo.

Como consequéncia imediata da definicdo de “grupo”, tem-se
que:

a) Todo o grupo contém a identidade.

b) Se 0 ¢ um elemento dum grupo G, qualquer poténcia de © é
ainda um elemento de G.

Note-se ainda de passagem como o conjunto de todas as potén-
cias (positivas e negativas) duma mesma transformacdo 0 constitui
um grupo comutativo, que serd finito ou infinito, conforme for finito
ou infinito o periodo de 0, sendo no primeiro caso a ordem do gru-
po precisamente igual ao periodo de 0. Chama-se grupo ciclico
(gerado por 0) um tal grupo.®

13. Grupos de substituicoes

Consideremos agora, em particular, grupos de substitui¢cdes.
Um grupo de tal natureza € necessariamente finito, visto ser finito
(igual a n!) o nimero de substituicdes sobre n elementos. Chama-se
grupo simétrico (ou grupo total) sobre n letras e representa-se por S,
o grupo constituido por todas as possiveis substituicdes sobre 7 letras.
Mas outros exemplos se apresentam de grupos de substitui¢des:

a) Consideremos o tridngulo equildtero da Fig. 1, cujos vértices
sdo designados por 1, 2, 3. Cada um dos deslocamentos deste trian-
gulo que o transformam em si mesmo serd manifestamente definido
por uma conveniente substituicdo sobre os trés vértices 1, 2, 3. Ora
é féacil ver que o grupo de tais substitui¢des coincide com o grupo
total,

S,=1{1,(12),(13),(23),(123),(132)}.

(1) — Note-se que esta no¢@o nada tem que ver com a de substitui¢o ciclica.
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Fig. 1

Todavia, se considerarmos apenas, entre tais deslocamentos, aque-
les que ndo mudam a face do tridangulo, ficaremos reduzidos a um gru-
po de ordem 3: o grupo constituido pelas poténcias do ciclo (1 2 3).

b) Seja agora o quadrado [1 2 3 4] (Fig. 2). E fécil ver que o
grupo desta figura — grupo que designaremos por Q, — € constituido
pelas substituicdes 7, (1 3),(24),(12),(34),(14)23),(13)24),
(1234),(4321).

Fig. 2

Tem-se pois Q, # S,, visto que a ordem de S, € 4! = 24.

c) Se em vez dum quadrado considerarmos um rectangulo
(Fig. 3) seremos conduzidos ao grupo formado pelas substitui¢cdes
I, (12)(34),(14)@23),(3)(24). Este grupo que, ao contrario do
anterior, € comutativo — € geralmente conhecido por “grupo quértico
de KLEIN” e representa-se por V.

Exemplos instrutivos de grupos sdo, em geral, todos aqueles que
se apresentam em cristalografia.
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Importa ainda salientar o seguinte facto:

Para que um conjunto H de substitui¢des constitua um grupo
basta que verifique a condi¢do de conter o produto 60 de todo o par
o, 0 de substituicdes que lhe pertencam.

Fig. 3

Com efeito, uma vez verificada esta condi¢do, tem-se que, dado
um elemento ¢ de H, também G~' pertencerd a H — pois que, como
vimos (n.° 10), a inversa duma substitui¢do G coincide sempre com
uma poténcia de expoente positivo de ©.

14. Grupo duma funcao

Como se sabe, duas fun¢des de uma ou mais varidveis dizem-se
idénticas quando tomam o mesmo valor para cada sistema de possi-
veis valores das varidveis independentes. Por exemplo, sdo idénticas
as funcdes @ (x, y)=(x + y)?, Y(x, y)=x*+ 2xy + y?, 0 que se expri-
me escrevendo @ (x, y)=W(x, y) ou simplesmente Q=\.

Seja entdo @(x, y) uma qualquer funcdo das duas varidveis
x, y; diz-se que esta fungdo € simétrica ou comutativa, quando se
tem @ (x, y)=@(y, x). Os primeiros exemplos de fun¢des simétri-
cas sdo-nos dados, naturalmente, pela adicdo e pela multiplicacio:
X+y=y+Xx, xy=yx; e os primeiros exemplos de funcdes assimétricas
aparecem-nos com a subtracc@o e a divisdo: x—y =y —x, X!y £y X.

Mas o conceito de fungdo simétrica generaliza-se imediatamen-
te a fungdes de qualquer nimero de varidveis (para fixar ideias, po-
demos limitar-nos a funcdes complexas de varidveis complexas).
Diz-se que uma fun¢do ¢(z,, z,, ..., 2,) € simétrica quando fica idén-
tica a si mesma, qualquer que seja a substituicdo efectuada sobre as
suas varidveis. Exemplo: a fun¢do
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P(25 25 23) = (2, + ) (2, + 25) (2, + 25)
€ simétrica; a funcao
O(215 25, 2,) = (2, + 2) (2, + 25)

¢ assimétrica.

Todavia, uma fungdo ¢(z,, z,, ..., z,) pode, sem ser simétrica, fi-
car invariante para algumas substituicdes sobre as suas varidveis.
Assim, por exemplo, a fun¢do

(P(Zlv 2y Z3) = (Zl o Zz) (Zl - Z3) (Zz - Z3)

¢ assimétrica e contudo mantém-se inalterada para as substituicoes
I,(123),(132)®0,

Dum modo geral, dada uma fun¢do ¢(z;, z,, ..., z,), convencio-
naremos representar abreviadamente por 6{@} a fungdo que se ob-

tém da primeira, efectuando sobre as varidveis z,, z,, ..., g, a substi-
tuicao 0.
Sejam entdo o, 0 duas substitui¢des sobre z,, z,, ..., Z,, que dei-

xem inalterada a func@o @, isto €, duas substitui¢Oes tais que

c{o} =6{0}=0.

Daqui resulta imediatamente, pela defini¢do de produto G 0:

(00){p} =o{0{e}} =c{0} =0;

isto €, o produto ¢ 0 também deixa invariante a fun¢do ¢. Podemos
pois, atendendo a observagdo final do nimero precedente, assentar
no seguinte resultado:

As substituicoes sobre z,, z,, ..., 2, que deixam invariante uma dada
fungdo destas varidveis (qualquer que ela seja) formam um grupo G.

(1) — Para representar as substitui¢des sobre as varidveis z,, z,, ..., z,, bastard escrever os
indices.
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Diz-se entdo que a funcdo @ pertence ao grupo G ou que G € o
grupo da fungdo @. Duas funcdes dizem-se semelhantes, quando
pertencem ao mesmo grupo. Por exemplo, as fungdes

Z1+Z2_Z3 € Z1+Z2+Z§

s3o semelhantes: pertencem ambas ao grupo G = {I, (1 2)}. Note-se,
de passagem que, na expressao analitica duma func¢do de » variaveis,
podem ndo figurar explicitamente algumas dessas varidveis; tal € o
caso, por exemplo, das func¢des

O (25 255 23) =2, + 2,
025 255 23) =2, 2y
as quais® pertencem ainda manifestamente ao grupo
G=1{I, (12)}.

Pode mesmo acontecer que ndo apareca explicitamente nenhuma
varidvel: tal € o caso das fun¢bes que se reduzem a constantes, fun-
¢cOes que devemos naturalmente incluir na categoria das simétricas.

Em particular, o grupo duma func¢do pode reduzir-se a identida-
de, como acontece, por exemplo, com a funcdo

02y, 2, 2,) =2, -2, + 22,

Demonstra-se mesmo que, dado arbitrariamente um grupo G de subs-
tituicdes sobre n varidveis z,, z,, ..., Z,, € sempre possivel construir
uma funcdo (racional inteira) de z,, z,, ..., 2,, @ qual pertenca a G.
Sdo dignos de nota os dois seguintes exemplos: ao grupo Q, do
quadrado [1 2 3 4] atrds considerado pertence, entre outras, a fungao
2,23 +2,7,; a0 grupo V, do rectdngulo pertence a fun¢do (z,—z,) (z,— z,).

(1) — Podemos ainda escrever z,+2,+0-z, em vez de z,+z, € z, 2,+0-z, em vez de z, z,,
passando assim a varidvel z, a figurar explicitamente.
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Chama-se grupo alternante (sobre n letras) e representa-se por
A o grupo a que pertence a fun¢do definida pelo determinante de
VANDERMONDE:

1 1
V= % % |=EG-5)E& -5 &%)
212 Z22 . Z,f (Zn—l - Zl) (Zn—l - Zn-z)
gh gl o gl (z,-2,)
Abreviadamente:

V=In1(zi—zk).

i>k

Dizem-se pares as substitui¢des pertencentes a A, e impares as
restantes. Toda a transposi¢c@o € (pois que se traduz numa troca en-
tre duas colunas do determinante V) uma substituicdo impar. Por
outro lado, visto que o efeito duma substitui¢do sobre as varidveis
de que depende V consiste quando muito em mudar o sinal desta
funcdo, segue-se que o produto de duas substituicdes impares € uma
substituicdo par € que o produto duma substitui¢do par por uma
substituicdo impar € uma substituicdo impar. Deste modo, fixada
uma transposic¢ao (i k), podemos fazer corresponder a cada substitui-
¢do par, 0, uma, € uma s, substitui¢do impar, G, por meio da fér-
mula & = (i k); reciprocamente, esta mesma férmula faz correspon-
der a cada substituicdo fmpar G, a substitui¢do par

c=(ik)y'oc=(ik)G.

Daqui resulta que ha tantas substituicOes pares quantas as substitui-
cOes impares e que, portanto, o niimero de elementos de A, serd n!/2.

De resto, demonstra-se facilmente que toda a substituicdo € de-
componivel — de vérias maneiras — num produto de transposi¢oes
(possivelmente com elementos comuns); ora, em virtude do que
acabamos de ver, o nimero de transposi¢des dum tal produto, deve
ser necessariamente par ou impar, conforme for par ou impar a
substituicao de que se trata.
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15. Interseccio de dois ou mais grupos. Geradores dum grupo

Consideremos um conjunto A qualquer (finito ou infinito) e se-
jam G,, G, dois grupos de transformagoes (reversiveis) do conjunto
A sobre si mesmo. Os grupos G,, G, t€m, pelo menos, um elemento
comum: a identidade; e estdo contidos num mesmo grupo: 0 grupo
total ou simétrico que designaremos por S(A). Sejam entdo G, 0,
dois elementos da intersec¢do G,MNG,: como ©, O pertencem ao
grupo G,, também © 0 pertencerd a G,; analogamente, como G, 0
pertencem a G,, também G O pertencerd a G,; logo, o produto ¢ 0
serd um elemento comum a G, e a G,, isto é, pertencerd a G, N G,.
De modo andlogo se demonstra que a inversa de cada transformacgao
pertencente a G,N G, € ainda um elemento de G, N G,. Podemos,
pois concluir que o conjunto G, N G, constituiu também um grupo.

Este resultado generaliza-se imediatamente a um ndmero qual-
quer, finito ou infinito, de grupos de transformagdes (sobre os mesmos
elementos): a interseccdo de vdrios grupos serd sempre um grupo.

Podemos nés afirmar o mesmo a respeito da reunido de dois ou
mais grupos? E f4cil ver que no. Seja, por exemplo, H_ o grupo das
homotetias de centro ¢ e T o grupo das translagdes: o conjunto
H UT nao € um grupo, visto que o produto duma homotetia ¢ de
centro ¢ por uma translac¢ao 0 # I é uma homotetia de centro ¢’ # c.

Seja M um conjunto qualquer de transformacdes reversiveis do
conjunto A sobre si mesmo e designe (M) o conjunto de todas as
transformagdes que se obtém tomando os elementos de M e os seus
inversos, € multiplicando-os entre si dois a dois, trés a trés, etc., de
todos os modos possiveis, com ou sem repeticdo. Os elementos de
(M) serdo assim todas as transformacdes ‘Cda forma

— S . 82 o S
(3) C=0,'-0,2---0O.m
em que 0,,0,, ..., ©,, designam elementos arbitrarios de M (em nu-
mero arbitréario), eventualmente repetidos, € s, §,, ..., s, nUmMeros in-

teiros quaisquer, positivos ou negativos. Podemos entdo afirmar que
o conjunto (M) € um grupo (que contém o conjunto M). Com efeito,
o produto de duas transformacdes da forma (3) ou a transformacao
inversa duma tal transformacdo € ainda uma transformacdo da mes-
ma forma:
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(Glsl 0252 anm) (eltl eth e:r) = Glsl stz Gn:m 91’1 92’2 9:’,
(Glsl 6252 Gn:m)_l — Gr;sm 62_52 Gl_sl }

Mais ainda: podemos afirmar que (M) € o grupo minimo que
contém o conjunto M; isto €, podemos afirmar que todo o grupo que
contenha M contém necessariamente o grupo (M). Para exprimir es-
te facto, diz-se que (M) € o grupo gerado pelos elementos de M ou
que os elementos de M sdo geradores do grupo (M).

a) Por exemplo, o grupo gerado por todas as possiveis rotacdes
do espaco (em torno de eixos quaisquer) é o chamado grupo dos
deslocamentos (movimentos das figuras invaridveis). Interessa ob-
servar, entretanto, que todo o deslocamento se pode reduzir ao
produto de uma rotagcdo por uma translacao.

b) Analogamente, o grupo gerado pelo conjunto H U T, atrds
citado (sendo H, o grupo das homotetias de centro ¢ e T o grupo das
translacdes) € o conjunto que tem por elementos todas as homote-
tias e todas as translagdes, isto €, o conjunto H U T, representando
por H, o conjunto de todas as homotetias.

c) O grupo gerado por uma unica transformacao 0 serd, mani-
festamente, o grupo ciclico

H={..,0%6",1,0,0,..).

Convém, todavia, ndo perder de vista que um grupo admite, ge-
ralmente, mais de um sistema de geradores.

16. Imagem dum conjunto; imagem duma transformacao

Seja 0 uma transformacdo univoca dum conjunto A sobre um
conjunto B. Dado um subconjunto M, qualquer, de A, chamaremos
imagem ou transformado de M, por meio de 0, e representaremos
por (M), o conjunto dos transformados dos elementos de M por



48

meio de 0. Assim, por exemplo, a transformada duma figura geo-
métrica F por meio duma homotetia 0 serd a figura 6(F') cujos pon-
tos sdo os transformados de todos os pontos de F por meio de 6.

Sejam agora ¢ uma transformacdo univoca do conjunto A so-
bre si mesmo e 6 uma transformacao biunivoca de A sobre B. A ca-
da elemento x de A faz o operador ¢ corresponder um elemento Yy,
também de A. Mas, por outro lado, ao elemento x de A corresponde-
rd em B uma imagem, x, por meio de 6, e, analogamente, ao ele-
mento y de A corresponderd em B uma imagem, y, por meio de ©.
Deste modo, ao operador o, que transforma x em y, correspondera o
operador @ que transforma x em y: y = @(x). A este operador ¢ é
natural chamar o transformado ou a imagem de @ por meio de 6.
Escreveremos entao:

¢ = 06[0].

Esta defini¢do pode ser resumida no seguinte esquema:

¢ =0[0]:
_ x=0(x) _ — _
y—@@%{yzmw—ey—muy

Notemos entretanto que, visto ser 0 reversivel, (por hipétese),
vira
x=0"(x)

e, portanto:
y=0(»)=6(0x)) =06(p (6" (x)),
isto €,
y=096")(x)

donde, por comparagio com y = @(x):

©=0¢0".
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Esta ultima férmula podia-nos servir para definir directamente
“transformada de ¢ por meio de 0”, mas tal defini¢cdo seria menos
natural do que a primeira.

Exemplos:

a) Representemos por P o conjunto dos nimeros positivos e por
R o conjunto de nimeros reais. O operador ¥V é uma transforma-
¢do biunivoca de P sobre P; o operador log, uma transformacgao biu-
nivoca de P sobre R. Ter-se-4 entdo

y="%, {f=1°gx -
y=logy 3

A extracgdo da raiz cubica €, pois transformada pelo operador
log na divisdo por 3.

b) Sejam o, B dois planos quaisquer e ¢ um ponto de o. Se re-
presentarmos por 0 a operacdo de projeccao dos pontos de o sobre
B, segundo uma direc¢ido determinada d (ndo paralela nem a o nem
a B3), é facil ver que toda a homotetia de centro ¢ (em o) é transfor-

mada por 6 na homotetia de igual razdo e de centro ¢’ (em ) sendo
e’ = Bic).

c¢) Consideremos o conjunto
A={a, b, c d}.
O operador
(c ab c)
o=
abcd

serd uma transformacado univoca de A sobre A; o operador

9=<cadb)
abcd
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sera também uma transformacgdo biunivoca de A sobre A. Para de-
terminar a transformada ¢ de ¢ por meio de 0, em vez de utilizar a
formula

oc=0060"!

€ mais comodo proceder directamente conforme o esquema

N x=0(x) .
y=0(x), {§=9(y) — y=0(x).

_ 6=<

a=0(), b=0(), c=60(c), d=0(d),

6=<a’cad>=<cda’a>
cadb) \abcd)

Tudo se resume, portanto, em efectuar a substituicdo © sobre as
letras do quadro representativo do operador G.

Observe-se agora o seguinte facto:

Condigdo necessdria e suficiente para que se tenha 0 @0~ =¢@
é que os operadores 0, © sejam permutdveis.

Por outros termos: a igualdade 6 ¢ 0~'=¢ € equivalente a igual-
dade 6 = 6.

Para reconhecer este facto, basta multiplicar a direita, por 0,
ambos 0s membros da igualdade

Ter-se-4a entio:

Q| K

ol S
Ql ol

333)
_ , com
b

1Sto €,

090 =0,

e multiplicar, também a direita, por 0!, ambos os membros de
0p=00.
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E facil ainda verificar as duas seguintes propriedades:
1) O transformado do produto é igual ao produto dos transforma-
dos: 6[¢ - y] =0[¢] - O[y].
2) O transformado do inverso coincide com o inverso do transfor-
mado (quando este existe): 0[@™'] = (0[¢@])~.

Bastar4d demonstrar a propriedade 1):

Olo] - O[ywl=0B¢@67) (OyO)=
=(00) (676)(y0")=
=0 (vo)=0(0oy) 0" =
=0[o yl.

17. Transformado dum grupo

Sejam ainda A, B dois conjuntos quaisquer (distintos ou coinci-
dentes) e seja 0 uma transformag@o biunivoca de A sobre B. Dado
um conjunto H de transformag¢des biunivocas de A sobre A, chama-
remos transformado de H por meio de 6 ao conjunto H de todas as
transformacdes da forma

0E0,

em que & designa um elemento qualquer de H; isto é, simbolica-
mente,

H=0H0"'ouH=0[H].

(Em geral, dada uma transformacao 0 € um conjunto H de trans-
formagdes do mesmo tipo, representaremos por 6 H o conjunto de
todas as transformacdes que se obtém multiplicando 6 por cada ele-
mento de H; analogamente, dados dois conjuntos 7, H de transfor-
macdes do mesmo tipo, representaremos por TH o conjunto de to-
das as transformacdes que se obtém, multiplicando cada elemento
de T por cada elemento de H).
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Ora € facil de ver que, se o conjunto H € um grupo, também o
seu transformado H por meio de 6 € um grupo: basta atender as
duas ultimas propriedades indicadas no final do nimero precedente.

Como exemplo, consideremos de novo o grupo V,, a fun¢do

P(2y5 25, 23, 2P =(2, - 2) (2, — 29

e punhamos 0 = (1 3).
Ter-se-a

P2 Zps Tps Z) =2, —2) (2, —2)
e, portanto, 0{o}#0.
Ora o grupo a que pertence a funcdo 6{@} € precisamente o grupo
gV, 8

A diferenca entre @ e 6{@} estd apenas na diversidade de nota-
cao, isto é, na maneira de representar as variveis, € outro tanto se
pode dizer a respeito de V, e de V,; para a fungo ¢, as varidveis sdo
215 29 23> 2,5 Para a fungdo 0{ @}, os simbolos das varidveis sao subs-
tituidos, respectivamente, por z,, z,, Z,, Z,.



NOTAS FINAIS

A) Sobre o teorema de LAGRANGE.

O teorema de LAGRANGE generalizado pode ainda ser apre-
sentado sob a seguinte forma, particularmente cémoda para a apli-
cacdo a teoria de GALOIS:

Consideremos uma equacdo algébrica f(z) =0, de raizes
o, O, ..., O, com os coeficientes num dado corpo A, e seja G um
seu grupo admissivel a respeito de A. Consideremos, por outro lado,
uma fungdo racional B = @(o,, O, ..., 0. ) das raizes desta equagdo,
com os coeficientes em A e pertencente em sentido restrito a um
grupo H em G. Nestas condicoes, qualquer outra funcdo racional
das raizes,

v=%¥(o,a,,...,0),

com os coeficientes em A, que fique formalmente invariante para as
substituicoes de H, terd o valor em A(P).

A técnica da demonstracao € inteiramente andloga a que segui-
mos nos n.* 30 e 32. Sejam B, (=), B,,..., B,, as fungdes conjuga-
dasde Bem G, e

71(='Y)’ Yosoos YV

as funcdes correspondentes obtidas a partir de y. Tomando para in-
cognitas ¢, ¢,, ..., ¢, , 0 determinante do sistema

(27) M=0,prt PP+ v, (=12, ... m),

é o determinante d¢ VANDERMONDE em f,, B,,..., B,, € portanto
#0. Por outro lado, qualquer substituicdo 0 de G sobre os aua ndo faz
mais do que produzir uma substitui¢do sobre os Bf3 e a substitui¢ao
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correspondente sobre 0s Yy, provocando assim, quando muito, uma
alteracdao da ordem das equagdes (27). Os coeficientes c,, c,, ..., C,
sdo pois, por intermédio dos PP e dos vy, fungdes racionais dos a,
com os coeficientes em A que se mant€m formalmente invariantes
para as substitui¢des de G. Mas G é, por hipétese, um grupo admis-
sivel da equacdo f(z) = 0 a respeito de A. Logo, tem-se

[ AP - —1':.

m

0 que prova a afirmacdo feita.

B) Sobre as equacoes ciclicas.

Nas considera¢des desenvolvidas no n.° 37 sobre a resolucgao al-
gébrica da equacgdo ciclica, hd um ponto a rectificar. A fungdo das
raizes,

n
B= Z 0o,
k=1

sO pertencerd em sentido restrito ao grupo .7 em H, se for 3 # 0.
Esta dificuldade pode ser removida do seguinte modo: se os ool s3o
todos distintos, existe necessariamente um expoente u tal que

n
D oaf#0;
k

com efeito, se assim ndo fosse, as equagdes
o’/ + oo + - +0"'a'=0 (r=0,1,...,n-1),

considerando ®°, ®, ..., ®"! como incégnitas, formariam um sistema
determinado, tendo por unica solucdo @’ = =---= ®"'=0, o que é
absurdo. Pode entdo tomar-se para valor de B 0 somatdrio

n
> arlor,
k=1
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em vez do primeiro. Deste modo se evita o inconveniente indicado,
e todos os raciocinios podem seguir como foi dito no n.° 37.
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