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CAPITULO Il

TRANSITIVIDADE E
HOMOMOREFIA

18. Relacoes de equivaléncia; reparticoes dum conjunto

Diz-se que, num dado conjunto A, é definida uma relacd@o bind-
ria p, quando se tenha fixado um critério, pelo qual, dados dois
quaisquer elementos x, y de A (distintos ou coincidentes), se apre-
senta sempre uma, € uma so, das seguintes hip6teses: 1) os elemen-
tos x, y, na ordem por que estdo escritos, verificam a relagdo p; 2) os
elementos x, y, na ordem por que estdo escritos, ndo verificam a
relacdo p. No primeiro caso também se diz que o par ordenado (x, y)
verifica a relac@o p, e, para o indicar, escreve-se

xpy.

Assim, por exemplo, a relacdo < € definida no conjunto dos nu-
meros reais; a relagao miiltiplo de é definida no conjunto dos nime-
ros inteiros ou mesmo no conjunto dos polinémios, etc. Em Geome-
tria euclideana, a relacdo de paralelismo € definida no conjunto das
rectas, no conjunto dos planos ou mesmo na reunido dos dois con-
juntos, mas ja o ndo € no conjunto dos pontos, pois que ndo faz sen-
tido dizer que dois pontos sejam ou ndo paralelos.

Sendo p uma relagao definida num conjunto A, diz-se que:

I) a relacdo p ¢ reflexiva, quando se tem: x p x, qualquer que se-
JaxEA;
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II) a relacdo p € simétrica, quando, todas as vezes que se tem
xpYy, se tem igualmente y p x;

III) a relagdo € transitiva, quando, todas as vezes que se tem si-
multaneamente xpy e yp z, se tem igualmente x p z.

Para exprimir que uma dada relacdo p € ao mesmo tempo refle-
xiva, simétrica e transitiva, costuma dizer-se que p € uma relacdo de
equivaléncia.

Como exemplo de relacdo de equivaléncia, apresenta-se em pri-
meiro lugar a relacdo légica de identidade, expressa pelo simbolo
“=". No campo da Geometria euclideana, além da relacdo de identi-
dade (ou coincidéncia), sdo relacdes de equivaléncia a de igualdade
geométrica (ou congruéncia), a de semelhanca, a de afinidade, a de
paralelismo (considerando a coincidéncia como um caso particular
do paralelismo), etc., etc. Mas ja a relacdo de perpendicularidade
ndo € uma relacdo de equivaléncia, porque ndo € reflexiva nem tran-
sitiva.

Posto isto, seja p uma relacdo de equivaléncia definida num
conjunto A. Dado um elemento a qualquer de A podemos imaginar
reunidos num conjunto todos os elementos de A equivalentes a a
(segundo p), conjunto que designaremos por K,. Como K, contém
necessariamente a (pela reflexividade de p), segue-se que a reunido
de todos os conjuntos K, assim obtidos, quando a percorre A, € pre-
cisamente o conjunto A. Por outro lado, tem-se que:

1) Se a é equivalente a b (segundo p), entdo K, =K,. Com efeito,
em virtude da transitividade e da simetria de p, se a € equivalente a
b, todo o elemento x equivalente a a (isto é, pertencente a K ) é tam-
bém equivalente a b (isto €, pertencente a K,) e, reciprocamente,
todo o elemento de K, serd um elemento de K.

2) Se a ndo é equivalente a b (segundo p), entdo os conjuntos
K, e K, sdo disjuntos. Com efeito, se os conjuntos K e K, tivessem
um elemento comum c, ter-se-ia a0 mesmo tempo ap ¢, cp b, e por-
tanto a p b, contra a hipétese.

Deste modo, o conjunto A fica decomposto numa familia § de
conjuntos K, K,, ..., disjuntos dois a dois e cuja reunido € A. A uma
tal familia d4-se, genericamente, o0 nome de reparticdo de A, e aos
conjuntos que a constituem, o nome de elementos, células ou classes
da reparticdo. Do que precede resulta entdo que:
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Condigdio necessdria e suficiente para que se tenha ap b é que
a, b pertencam a mesma célula de reparticdo determinada em A
por p.

Reciprocamente, é manifesto que, dada uma reparticio § do
conjunto A, ficard definida em A uma relacdo p de equivaléncia,
desde que se ponha, por defini¢ao:

xXpYy, se, e SO se, x, y pertencem a mesma classe de reparticéo J.

Exemplos:

a) Como se sabe, dados tr€s numeros inteiros, x, y, p, diz-se que
X € congruente a 'y relativamente ao modulo p, e escreve-se

x =Yy (mod p),

quando x — y € um multiplo de p. Uma vez fixado o niimero p, fica
assim definida uma relacdo bindria entre as varidveis x, y, relacdao
manifestamente reflexiva, simétrica e transitiva: uma relacdo de
equivaléncia. Seja, por exemplo, p = 3; entdo, o conjunto dos intei-
ros (positivos e negativos, incluido o zero) ficara repartido em tr€s
classes: a dos nimeros que divididos por 3 dao resto 0, a dos nume-
ros que divididos por 3 ddo resto 1 e a dos ndmeros que divididos
por 3 ddo resto 2.

b) Consideremos agora a relacdo de paralelismo, definida no
conjunto das rectas. E facil ver que esta relacio determina, em tal
conjunto, uma reparticao, cujos elementos sdao as diferentes direc-
coes — se chamarmos direcgcdo duma recta a classe de todas as rec-
tas que lhe sdo paralelas. (Segundo a acepg¢do corrente, a direcgcdo
duma recta ndo € propriamente a classe das rectas que lhe sdo para-
lelas, mas sim aquilo que ha de comum a todas essas rectas — ou,
como se diz, a entidade abstracta de que qualquer dessas rectas €
uma representacdo. Mas trata-se aqui duma distingdo puramente
psicoldgica, que se revelou inessencial em Matematica).

c) A relacdo de semelhanca entre figuras geométricas determina
no conjunto de tais figuras uma reparticao, cujos elementos sdo as
diferentes formas — se chamarmos forma duma figura, a classe das
figuras que lhe sdo semelhantes. (Observacao andloga a precedente).
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d) Diz-se que dois conjuntos sdo equipotentes ou igualmente
numerosos, quando € possivel estabelecer entre os elementos dum e
do outro uma correspondéncia biunivoca. Trata-se ainda aqui duma
relagcdo de equivaléncia, que conduz, por abstracg¢do, a ideia de ni-
mero (cardinal).

e) Consideremos finalmente o conjunto
M={a, b, c, d}.
Uma reparti¢ao deste conjunto serd, por exemplo, a familia
J={{a c}, {b d}}.

A relacdo de equivaléncia definida por tal reparticdo serd a rela-
cdo p descrita no seguinte quadro:

xXpYy
s | a b ¢ d
a * s
b * *
c * *
d * *

em que, a presenga ou auséncia do asteristico no cruzamento da linha
x com a coluna y esté a indicar que o par ordenado (x, y) verifica ou
ndo a relagdo p.

Em particular as células da reparticdo definida num conjunto A
podem reduzir-se aos elementos de A: neste caso, a relacdo sera,
manifestamente, a relacdo de identidade. Por outro lado, toda a rela-
¢ao de equivaléncia se traduz numa relacdo de identidade: a identi-
dade entre as classes da reparticdo correspondente. Assim, por
exemplo, dizer que duas rectas sdo paralelas equivale a dizer que
tém a mesma direc¢do (equivaléncia entre as rectas, identidade en-
tre as respectivas direc¢des); analogamente dizer que 2 figuras sdo
semelhantes equivale a dizer que t€ém a mesma forma, etc., etc..
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19. Equivaléncia a respeito dum grupo. Sistemas de transitivi-
dade

Seja A um conjunto qualquer e designe G um grupo de transfor-
macoes reversiveis do conjunto A sobre si mesmo. Diz-se que dois
elementos x, y de A sdo equivalentes a respeito de G, e escreve-se,
para o indicar,

x ~y(G),

quando existe pelo menos uma transformacdo 0 pertencente a G, que
transforme x em y: 6(x) = y. Uma vez fixado o grupo G, podemos
escrever simplesmente x ~ y, em vez de x ~ y(G). A relagdo expres-
sa entdo pelo simbolo “~” € efectivamente uma relacdo de equiva-
1éncia, como mostram as consideracdes seguintes:

1) x ~ x, qualquer que seja x € A. Com efeito, existe em G o ele-
mento I, que faz corresponder a x o proprio x.

2) Se x ~ y, também y ~ x. Com efeito, se x ~ y, quer dizer que
existe em G um elemento 0 tal que 6(x) = y. Mas entdo sera

x=0"(y)

e, como 6'€ G (visto ser G um grupo), segue-se que também y ~ x.

3) Se x~y e y~z, entdo x~z. Com efeito, se existem em G dois
elementos G, O tais que 6(x)=y, 0(y)=z, entdo ter-se-4 0(c(x)) =z,
ou seja

Bo)x) ==z,

e, como 00 € G, segue-se que x ~ z.

A relacdo expressa pelo sinal “~” € pois uma relagcdo de equiva-
1€ncia que, como tal, determina em A uma reparti¢do. Ora bem, cha-
mam-se sistemas de transitividade de G (sobre A), precisamente, as
classes de tal reparticdo.

O sistema de transitividade a que pertence um dado elemento x
de A serd pois, o conjunto de todos os elementos de A em que x po-

de ser transformado por meio de transformagoes pertencentes a G.
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Fig. 4

Consideremos, por exemplo, o grupo L, do losango [1 2 3 4],
(Fig. 4). Ter-se-4

L,={1,(13),124),(13)(24)}.

Os sistemas de transitividade deste grupo serdo, manifestamen-
te, os conjuntos {1,3} e {2,4}. (Ao mesmo grupo pertence, por
exemplo, a func¢do z, z, — 2, z,)-

Pode acontecer, em particular, que o grupo G admita, como Uni-
co sistema de transitividade, o préprio conjunto A: em tal hipétese,
todos os elementos de A serdo equivalentes a respeito de G. Diz-se
entdo que o grupo G € transitivo (sobre A) ou que o conjunto A é
homogéneo a respeito de G; caso contrério, diz-se que G € intransi-
tivo. Assim, por exemplo, o espaco euclideano R, é homogéneo a
respeito do grupo das translacgdes, € portanto, a respeito do grupo
dos deslocamentos, do grupo das semelhancas, etc.; por sua vez, o
espacgo projectivo §3 (que resulta de R, pela adjunc¢do dos chamados
pontos imprdprios ou pontos do infinito) nao € homogéneo a respei-
to do grupo das semelhancas ou do grupo das afinidades, mas ja €
homogéneo a respeito do grupo das colineagées. (Chamam-se coli-
neagoes as transformacgdes pontuais biunivocas do espaco ﬁ3 sobre
si mesmo que respeitam a no¢do de recta, isto €, que transformam
rectas em rectas. Chamam-se afinidades as colineagGes que trans-
formam pontos impréprios em pontos improprios e, portanto, rectas
paralelas entre si em rectas paralelas entre si. A respeito do espago
euclideano R,, as afinidades podem ser definidas simplesmente co-
mo as transformagdes biunivocas de R, sobre si mesmo que trans-
formam rectas em rectas).
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A anterior defini¢cdo de equivaléncia a respeito de G, € suscepti-
vel de generalizacdo, passando dos elementos para os conjuntos.

Dados dois subconjuntos M, N de A, diz-se que M ¢é equivalente
a N, a respeito de G, quando existe em G pelo menos uma transfor-
macao 9 que transforme M em N: 6(M) = N.

Assim, por exemplo, duas rectas serdo equivalentes a respeito
do grupo das translacdes, se, e s6 se, forem paralelas. E curioso ob-
servar como o grupo das translagdes, sendo transitivo sobre o con-
junto R, dos pontos, ndo o € sobre o conjunto das rectas. Todavia,
este ultimo conjunto ja € homogéneo a respeito do grupo dos deslo-
camentos, visto que € sempre possivel passar duma recta para outra
recta por meio duma rotacao.

20. Alusao ao programa de Erlangen

Duas figuras geométricas dizem-se iguais (ou congruentes ou
sobreponiveis), quando sdo equivalentes entre si a respeito do grupo
G, dos deslocamentos; dizem-se semelhantes, quando equivalentes
entre si a respeito do grupo G, das transformacdes de semelhanca
(gerado pelas homotetias e pelos deslocamentos); dizem-se afins,
quando equivalentes entre si a respeito do grupo G, das afinidades,
dizem-se homeomorfas, quando equivalentes a respeito do grupo G,
dos homeomorfismos (ou transformagdes bicontinuas), etc., etc. Ter-
-se-a:

JCG,CG CG,CG,CSR,)

designando por .7 o grupo que se reduz a identidade e por S(R,) o
grupo total. E claro que dois conjuntos de pontos serdo equivalentes
a respeito de .7, se, e s6 se, forem coincidentes, e serdo equivalentes
a respeito de S(R,), se, e sO se, forem equipotentes (isto €, com o
mesmo nimero de elementos).

A cada geometria corresponde um grupo: o grupo das transfor-
magoes que respeitam os conceitos estudados por essa geometria. A
cada grupo corresponde uma geometria: a geometria dos conceitos que
se mantém invariantes para todas as transformacoes desse grupo.
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Ao grupo G, corresponde a geometria euclideana, que estuda os
conceitos definiveis, em ultima anélise, a partir das no¢des de “rec-
ta”, “situado entre” e “equidistancia”. Ao grupo G, corresponde a
geometria afim, que estuda apenas as nog¢des afins, isto €, as nogdes
exprimiveis nos conceitos de “recta” e de “situado entre”. Ao grupo
G, corresponde a topologia, que estuda as nog¢des definiveis a partir

29 &6

do conceito de “limite”, tais como a de “interior”, “exterior”’, “fron-
teira”, “conjunto fechado”, “conjunto conexo”, etc., etc. Ao grupo
S(R,) corresponde a légica formal (para os conjuntos de pontos),
que estuda nocdes tais como as de “contido”, “intersec¢do”, “reu-
niao”, etc., etc.

Observemos ainda que, reportando-nos ao espago projectivo ﬁ3,
o grupo afim se pode considerar contido no grupo projectivo G,
(constituido pelas colineac¢des) que € o grupo caracteristico da geo-
metria projectiva. Por sua vez, G, esta contido no grupo G, dos ho-
meomorfismos de R,, que dd a topologia do espago projectivo, di-
ferente da topologia do espaco euclideano.

Tal €, em linhas muito gerais, a ideia da sistematizacdo das geo-
metrias mediante o conceito de “grupo”, exposta por FELIX KLEIN

no célebre programa de Erlangen.

21. Fungoes conjugadas duma funcio dada. Conceito de sub-
grupo invariante

Consideremos uma fun¢do ¢(z,, z,, ..., z,) € um grupo G, qual-
quer, de substitui¢des sobre z,, z,, ..., z,. Quais as substituicdes de
G que deixam ¢ invariante? Designando por G* o grupo da fungio
@, a intersec¢ao G N G* serd, manifestamente, o subgrupo H de G
constituido por todas as substituicoes de G que deixam @ invariante.
Diremos entio que ¢ pertence ao grupo H em G.

Efectuando sobre as variaveis z,, 2,, ..., z, todas as substitui¢oes
de G obter-se-a0 varias fungdes a partir de ¢ (desde que seja H # G).
Sejam @, ©,, @,, ..., ¢, todas as fungdes distintas assim obtidas:
diremos entdo que @, ©,, ..., @, sdo as fungdes conjugadas de ¢ em
G, (ou simplesmente, as funcoes conjugadas de @, se G € o grupo
simétrico).
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Seja, por exemplo, a fungio
Py s Zas L =L &+ 25 2,

ja considerada, cujo grupo designamos por Q, — grupo de ordem 8
que pode ser gerado pelas substitui¢des (1 3) e (1 2 3 4). Considere-
mos, por outro lado, o grupo alternante A,. O grupo da fungdo ¢ em
A, serd a interseccdo A, N Q,, ou, seja o grupo constituido pelas
substitui¢des pares de Q,, que s@o: 1, (12) (34),(14)(23),(13)(24);
mas estas sdo, precisamente, as substituicdes do grupo V, do rec-
tangulo; tem-se pois:

ANQ,=V,.

Quanto as fung¢des conjugadas de ¢ em A,, elas serdo, como é
facil ver:

(PI (Zl’ Z2’ Z3’ Z4) = (P(Zl, Z29 Z37 Z4) = Zl Z3 + ZZ Z4
(p2 (Zl’ Z2’ ZB’ Z4) = (p(zza Z37 Zla Z4) = Z2 Zl + Z3 Z4,

0.z 22 2) 59@: 202, =L, 5, + 2, %,

Posto isto, tornemos a considerar uma fungdo ¢ qualquer das
variaveis z,, z,, ... , Z,, ujo grupo em G seja H e cujas funcdes con-
jugadas em G sejam @, (=), @,, ..., ¢,; € propunhamo-nos resolver
0 seguinte problema:

Dada uma fungdo @,, conjugada de © em G, determinar todas
as substituicoes de G que fazem passar de @ para @,.

Seja entdo 0, uma das substituicdes de G que convertem ¢ em
@, , isto &, tal que

ei{(P} =0Q,.

Se for ‘C'uma outra substitui¢do que produza o mesmo efeito,
ter-se-a

TClo} =6,{0} =0,
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donde
©'C) o} =(0,"0){0}=0.

A substituicdo 0! C deixa pois invariante a fungdo @, o que quer
dizer que tal substituicdo pertence ao grupo H:

01 CEH,
ou seja, pondo 0''C=o0:

C=0,0, com CEH.

Reciprocamente, toda a substitui¢cdo de G da forma 6, G, com
O € H, converte ¢ em @;:

0,0) {0} =6,{c{p}} =6,{0} =0,.

Podemos pois concluir que, se for 0, uma substituicdo de G que
converte @ em ©,, as substituicoes de G que produzem este efeito
serdo todas aquelas da forma 6,0, em que O representa uma qual-
quer substituicdo de H. Segundo a convencdo do n.° 17, o conjunto
de tais substituicdes poderd representar-se por 0, H. Suponhamos
que se tem

H={l,0,0,...,0,};
sera entao

6H={0,0,0,0,0,,...,0,0}.

p

Fazendo agora variar i de [ a m (sendo m o nimero dos conjuga-
dos de @ em G) e tomando, para maior simplicidade, 6, = 1, o grupo
G ficard repartido em m conjuntos, de p elementos cada um:

[,6,,0;...,0, (0 —0)
0,,0,0,0,0,...,0,0, (9 >0,

0,9,0,60,0,....,0,06, (0—>0,).

Estes conjuntos chamar-se-ao classes laterais de H em G. Mas
deste assunto trataremos mais a fundo no nimero seguinte.
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Procuraremos agora resolver uma questdo mais geral do que a
precedente:

Dadas duas quaisquer funcoes ©,, ¢, conjugadas de ¢ em G,
determinar todas as substituicoes de G que fazem passar de @,

para @,.
Seja entdo y uma substituicdo de G que converta @, em @, :

Y{(p,} = Q.

Sendo agora 0,, 0, duas substituicdes de G que convertam @,
respectivamente em @, € em @,, Vira:

y{ei{(p}} e ek{(P} »

ou seja

©;v0) {0} =0.

A substituicdo 0,' v, deixa pois a funcdo ¢ invariante, o que
quer dizer que tal substitui¢ao pertence a H:

0,'v6.€H,
ou seja, pondo 0,70, =0:

Y=0,00,", com GEH.

Reciprocamente, toda a substituicdo de G da forma 6, 60", com
O € H, converte ¢, em @, :

(ejc Gei_l){(pi} = (ekc){(p} = (ek){(P} = Q-

Podemos assim concluir que, se forem 0,, 0, duas substituicbes de
G que convertem @ respectivamente em Q, e em ©,, as substituicoes
de G que fazem passar de @, para Q, serdo todas aquelas da forma

0,60,
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em que G representa uma qualquer substituicdo de H. O conjunto
de tais substituicoes serd pois

0, HO .

Em particular: O grupo a que pertence a fungdo @, em G (isto é,
o conjunto das substituicoes de G que convertem @, em Q,) serd

0,H 0"

ou seja (n.° 17), o grupo transformado de H por meio de 0..

Como exemplo, consideremos de novo a func¢éo
U=2Z,2,+2,2,
cujo grupo em A, €, cOmoO vimos,
V,={1,(12)(34),(14)23),(13)(24)}.

Uma das substituicdes de A, que convertem a funcdo u na sua
conjugada

U,=2,2,+2; 3,

€ o ciclo (1 2 3); o grupo a que pertence a funcdo u, em A, serd por-
tanto (1 2 3) V, (1 3 2). Para determinar as substitui¢cdes deste grupo
ndo temos mais do que efectuar sobre os elementos dos ciclos re-
presentativos das substitui¢cdes de V, a substitui¢ao (1 2 3):

(123)Vv,(123)'={1,23)(14),24)(31),(21)(34)}.

Observa-se, porém, este facto notdvel: o grupo transformado de
V, por meio do ciclo (1 2 3) — isto é, o grupo a que pertence a fun-
¢do u, em A, — coincide com V,. Analogamente se reconhece que o
grupo transformado de V, por meio do ciclo (2 3 4) — grupo a que
pertence a funcdo

Uy =2,2,%t2,2,

— coincide com V.
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Ter-se-4 portanto
ov,6'=V,
qualquer que seja
0EA,.

Dum modo geral, diz-se que um subgrupo H dum grupo G € in-
variante ou normal em G, quando se tem

OHO'=H,
paratodo o 0 € G.

O grupo V, € pois invariante em A,, mas ja, por exemplo, o grupo
Q, ndo € invariante em S, , como € fécil reconhecer.

22. Classes laterais dum grupo

Designe G um grupo qualquer de transformacgdes e seja H um
seu subgrupo. Dadas duas transformacgoes 0,, 6, de G, diz-se que 0,
€ congruente a 0,, a respeito de H, e escreve-se

0,=6,H),

quando o cociente 6;' 0, € um elemento de H; por outras palavras:
quando exista uma transformacdo ¢ € H, tal que

0,=6,0.

Uma vez fixado o grupo H, pode escrever-se simplesmente
662

0,=6,, em vez de 6,=0,(H). A relacdo binaria “=" assim definida €
uma relagio de equivaléncia, como se conclui do que segue:

1) 6 = 0, qualquer que seja 6 € G. Com efeito, tem-se 0=01,
pertencendo I a H.
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2) Se 0,=0,, também 0,=0,. Com efeito, se 0,=0, (a respeito
de H), quer dizer que existe em H um elemento ¢ tal que 6,=6,0.
Mas entdo vira

0,=0,0"

e, como 0~ € H, segue-se que 6,=0,.
3) Se 6,=0,¢e 0,=0,, também 0, = 0,. Com efeito, se existem
duas transformacgdes G, " de H tais que

6,=0,0, 6,=0,0,

ter-se-4
0,=(0,0)0=0,(c"0) e, portanto
0,=0,, visto que 6'c EH.
A relacdo “=” determina portanto uma reparticdo no grupo G;

aos elementos dessa reparticdo di-se o nome de classes laterais de H
em G, Seja 6 um elemento qualquer de G: a classe lateral (de H em
G) a que pertence O serd, manifestamente, o conjunto de todas as
transformacdes da forma 0 6, com ¢ € H — ou seja o conjunto 0 H.

Podemos agora estabelecer o seguinte:

Teorema — As classes laterais de H em G tém todas o mesmo
niimero de elementos (niimero finito ou infinito).

Com efeito, a formula 6" = 0 ¢ define uma transformagao biuni-
voca 0 — O de H sobre 0 H: a cada elemento ¢ de H fica a corres-
ponder um, e um s6, elemento 6= 06 de 6 H, e a cada elemento G°
de © H fica a corresponder o elemento

oc=0"10" de H, e sO esse.

(1) —Mais precisamente: classes laterais esquerdas, porque se apresenta ainda o conceito de
“classe lateral direita”. Podemos todavia limitar-nos ao primeiro conceito, 0 que torna
dispensével a especificagdo.
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Em particular, se © € H (e s6 entdo), tem-se 0 H = H: uma das
classes laterais de H em G € pois o proprio grupo H. Seja agora 6,
uma transformacdo pertencente a G, mas ndo a H: serd 0, H uma
classe lateral de H em G, distinta de H; seja por sua vez 0, um ele-
mento de G ndo pertencente a H nem a 0, H: serd 0, H uma classe
lateral de H em G, distinta de H e de 6, H; e assim sucessivamente.
Podera entdo escrever-se:

G=HU®,HUB,HU -,

sendo os conjuntos H, 0, H, 0, H,... distintos entre si 2 a 2. Importa
ainda notar que, excepto H, nenhuma das classes laterais de H em
G pode ser um grupo, pois que nenhuma dessas classes contem a
identidade.

Do teorema precedente resulta imediatamente o seguinte corolé-
rio importante:

Se o grupo G é finito, a ordem do subgrupo H de G é um divisor
da ordem de G.

Na hipétese do grupo G ser finito, chama-se indice de H em G
ao cociente r/p da ordem r de G pela ordem p de H. E fcil constatar
agora, recordando o que foi dito no n.° anterior, que, se for ¢ uma
funcdo pertencente a H em G, o numero das conjugadas de @ em G
serd precisamente igual ao indice de H em G.

Um outro facto a salientar € o seguinte:

Quando a ordem de G ¢ um niimero primo, os unicos subgrupos
possiveis de G sdo o proprio G e o grupo idéntico I, donde resulta
que G serd entdo um grupo ciclico.

Por conseguinte, encontra-se em tais condi¢des todo o grupo ge-
rado por uma transformacgdo 6 cujo periodo seja um nimero primo
— facto este que ird intervir de maneira essencial na teoria da resolu-
bilidade por meio de radicais.

Convém ainda ilustrar as anteriores consideracdes com um
exemplo intuitivo. Consideremos o octaedro regular [1 2 3 4 5 6]
(Fig. 5), cujo grupo designaremos por O,. Um subgrupo de O €, por
exemplo, Q, constituido pelas substitui¢cdes de O que transformam
em si mesmo o quadrado [1 2 3 4] — grupo da ordem 8, conforme o



68

que se viu no n.° 13. A substitui¢cdo 0 = (1 5) (3 6) transforma [1 2 3 4]
em [5 2 6 4] e a substituicdo ‘CT= (2 5) (4 6) transforma [1 2 3 4] em
[15 3 6]. Ter-se-a entao

0,=0,U080,UTQ,.

Fig. 5

O grupo O, € portanto da ordem 24.
As substitui¢des de G que deixam o quadrado [5 2 6 4] invariante
sd0 manifestamente as do grupo

00,0
e as que deixam invariante o quadrado [1 5 3 6] s@o as do grupo
T 0, T

Como exercicio, propomos ainda a demonstracdo dos seguintes
factos:
I - O grupo alternante A, é um subgrupo normal do grupo si-
métrico, S, , qualquer que sejan=2,3,....
As classes laterais de A, em S, sdo: A, (conjunto das subs-
tituicoes pares) e (1 2) A, (conjunto das substituicoes im-
pares).
IT — Todo o subgrupo dum grupo comutativo G ¢ invariante em G.
III — O grupo constituido pela identidade é invariante em qual-
quer grupo.
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23. O conceito de homomorfismo entre grupos

Continuemos a considerar como exemplo o grupo O, do octae-
dro e, para brevidade de expressdo, designemos respectivamente
por I', I',, I, os quadrados diagonais [1 23 4],[264 5], [15 3 6].
E de observar que cada substituicio ¢ de O, (executada sobre os
vértices 1, 2, 3, 4, 5, 6) determina uma substituicdo G sobre os qua-
drados I' , I, I',. Assim, por exemplo, a substituicdo (1 2 3 4) sobre
os vértices determina a substitui¢do (I', I',) sobre os quadrados dia-
gonais; a substituicdo (1 4 5) (2 6 3) sobre os vértices traduz-se
na substituicdo (I', I', I',) sobre os quadrados diagonais, etc. Mais
ainda: € facil ver que uma mesma substituicdo sobre os quadrados
diagonais pode ser determinada por quatro substitui¢des distintas
sobre os vértices; por exemplo, a substitui¢do I sobre os quadrados
I', I',, I, pode provir de qualquer das seguintes substituicdes sobre
os vértices: I, (1 3), (2 4), (1 3) (2 4). As substitui¢cdes assim obtidas
sobre os quadrados I';, I, I, constituem manifestamente um grupo
(que facilmente se reconhece ser o grupo simétrico sobre os trés
elementos I',, T, I',), grupo que designaremos por O,. Além disso,
fica assim estabelecida uma transformac@o univoca ¢ — 6 de O
sobre 56 , com a seguinte particularidade notével:

Sejam G, ©, duas substituicbes quaisquer de O, e sejam G,, G,,
as substituicoes que lhes correspondem respectivamente em O .
Pois bem, ao produto G, - G, corresponderd precisamente em Og o
produto G,-C,:

E Ll
Ql Al Qi

1

2 2

1 - 0,.

Q Qa Q

0, - G,

Exprime-se este facto dizendo que tal transformacgdo € um homo-
morfismo do grupo O, sobre o grupo O,.

Dum modo geral, sejam H, H duas familias quaisquer de trans-
formacdes (sobre os mesmos elementos ou sobre elementos diver-
s0s). Dada uma transformac@o univoca T de H sobre H, diz-se que T
é um homomorfismo (de H sobre H), quando verifica as duas seguin-
tes condicoes:
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1) Para cada elemento o de H, ha, pelo menos, um elegento (6]
de H que é transformado em & por T (isto é, tem-se T(H) = H).
2) Quaisquer que sejam O,, 0, € H, tem-se

I'(c,-0,)=T(c)- T(0,).

Suponhamos agora que o conjunto H € um grupo. Vamos pro-
var, em primeiro lugar, que T transforma necessariamente a identi-
dade na identidade e o inverso no inverso. Com efeito, designando
por ¢ um qualquer elemento de H, tem-se

I-c0=0

donde, aplicando T a ambos os membros desta igualdade e atenden-
do a propriedade 2):

I-6=0, ouseja I=c-6'=1

como tinhamos afirmado. Por outro lado, tem-se, para cada elemento
6 de H:

co'=1,
donde
T(o)-T(oYH=1I,
ou seja
T(c)=[T()]"

como se tinha dito.

Podemos agora demonstrar que, se H é um grupo, também H é
um grupo. Sejam, com efeito, G, B dois elementos quaisquer de H; a
6 corresponderd em H pelo menos um elemento G e a © pelo menos
um elemento 0; ao produto G- 0 corresponder4, pela propriedade 2),
o produto ¢ 0; mas, se H é um grupo G 6 pertence a H — logo -0
pertencerd a H, visto que H é constituido pelos transformados de
todos os elementos de H. Analogamente se demonstra que o inverso
de cada elemento de H é ainda um elemento de H e que portanto H
€ um grupo (na hipétese de H o ser).
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Em resumo:
I - A imagem homomdrfica dum grupo é sempre um grupo. =
Il - Se T é um homomorfismo dum grupo H sobre um grupo H,
entao

T)=1, T(cH)=[T(©)]".

Posto isto, sejam G, G', G" trés grupos, e T, S, dois homomor-
fismos, respectivamente de G sobre G’ e de G' sobre G". Dados
dois elementos ¢, 0 quaisquer de G, vird, aplicando sucessivamente
as transformacgdes 7, S do produto ¢ 6:

ST(6-0)=S(T(o)-T(0))=ST(o)-ST(),

isto é:
O produto de dois homomorfismos é também um homomorfismo.
Dados dois grupos G, G', diz-se que G' é homomorfo a G, e es-
creve-se, para o indicar,

G~G',

quando € possivel definir um homomorfismo de G sobre G'. Em
virtude do resultado precedente, tem-se que, se G ~ G' ¢ G' ~ G”,
também G ~ G"; por outros termos: a relacdo de homomorfia, ex-
pressa pelo simbolo “~”, € transitiva.

24. Isomorfismos e automorfismos

Quando um homomorfismo entre dois grupos € uma transfor-
macao reversivel, toma a designacao particular de isomorfismo.
Desde logo se reconhece que:

A transformacdo inversa dum isomorfismo é também um isomor-
fismo.

Seja com efeito 7 um isomorfismo entre dois grupos G, G
e sejam G,, 0, dois elementos arbitrdrios de G. Em G existirdo
dois elementos, G,, G, que corresponderdo respectivamente a G,, O,
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segundo 7-'. Ora, como T € um isomorfismo, segue-se que, a0 pro-
duto o, - ©,, correspondera segundo T o produto G, - G,. Mas, por sua
vez, como T é reversivel, ao produto G, - G, correspondera segundo
T-' o produto o, - ©,, isto é:

T-1(5,5,) = T-'(6,)T-'(G,), g.e.d.

Dados dois grupos G,, G,, diz-se que G, € isomorfo a G,, € es-
creve-se, para o indicar,

G, =G,,

quando € possivel definir um isomorfismo de G, sobre G, . A rela-
cdo de isomorfia, expressa pelo simbolo “=”, é transitiva, (visto ser
um caso particular da homomorfia); € simétrica (visto que a trans-
formacao inversa dum isomorfismo € ainda um isomorfismo); é fi-
nalmente reflexiva (pois basta fazer corresponder a cada elemento G
de G esse mesmo elemento o, para ficar definido um isomorfismo
de G sobre G). Em resumo: a relacdo de isomorfia é uma relagdo de
equivaléncia.

Chamam-se automorfismos dum grupo G os isomorfismos do
grupo G sobre si mesmo. Visto que o produto de dois automorfis-
mos € ainda um automorfismo e a transformacao inversa dum auto-
morfismo é também um automorfismo, segue-se que o conjunto G de
todos os automorfismos do grupo G é também um grupo — o grupo
dos automorfismos de G.

Como exemplo, consideremos de novo o grupo V, do rectangulo

e o grupo L, do losango:

V,={1,(12)34),(14)(23),(13) 24},
L={1,(13),24),13)24)}.
Se pusermos s, =(12) (34), s,=(14)(23),
s;=(13)24), t,=(0123),
t,=24), t,=s,,
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e estabelecermos a correspondéncia
I—=1, §—=h, =31, 5,31,

ficard definido, como € fécil ver, um isomorfismo de V, sobre L,.
Mas tanto V, como L, admitem varios automorfismos. Para V,, por
exemplo, ter-se-30 os seguintes automorfismos:

L, (5,5,), (5,55), (5,55), (5,5,53), (5;5,5)).

Cada uma destas substitui¢des, multiplicada pelo isomorfismo
anterior de V, sobre L,, dard, manifestamente, um novo isomorfismo
de V, sobre L,.

25. Propriedades algébricas e propriedades especificas. Isomor-
fismos internos

As propriedades dum grupo G, bem como as dos seus elemen-
tos (tomados 1 a 1,2 a2, ...) podem ser divididas em duas catego-
rias: 1) propriedades que se mantém invariantes para todas as possi-
veis transformacdes isomorficas de G; 2) propriedades que ndo sdo
necessariamente respeitadas pelos isomorfismos de G. As primeiras
sdo chamadas propriedades algébricas: as segundas, propriedades
especificas.

Por exemplo, o facto de uma dada transformacao ter periodo ;
o facto de duas transformacdes serem permutédveis entre si; o facto
de um dado subgrupo ser invariante, etc., etc., sdo propriedades al-
gébricas. Mas o facto de uma dada transformag@o ser ou néo ciclica,
o facto de um dado grupo ser ou ndo transitivo, etc., etc., sao pro-
priedades especificas. Que a transitividade ndo € propriedade algé-
brica podemos reconhecé-lo no exemplo do nimero anterior: os
grupos V, e L, sao isomorfos, sendo o primeiro transitivo € o segun-
do intransitivo.

Dum modo geral, as propriedades algébricas sdo todas aquelas
que podem em, ultima andlise, ser definidas a partir do conceito de
“produto” (conceito algébrico fundamental da teoria dos grupos).
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Retomemos o exemplo do grupo L,. Tem-se:
ti=ti=tl=1 tt,=tt,=t, LL,=4Lt=t, L,=L1,=t,.

Vé-se, pois que, do ponto de vista algébrico, nada distingue entre
si as substituicdes ,, t,, t,, as quais, por iSso mesmo, sao transforma-
das umas nas outras pelos automorfismos de L,. E, contudo, as
substituicdes ¢, 7, sdo ciclicas (transposi¢des), enquanto 7, 0 nao €.

Se em vez de L, considerarmos V,, as regras de multiplicagdo
serdao precisamente as mesmas que as anteriores (bastaria substituir
t, t, t, POI §,, S,, §,, €m qualquer ordem) — o que esta de acordo com
o facto dos grupos V, e L, serem isomorfos.

Por isso, quando dois grupos sdo isomorfos, diz-se ainda que
tém a mesma estrutura algébrica ou que definem o mesmo grupo
abstracto. .

Sejam agora A, A dois conjuntos quaisquer € G um grupo de
transformagdes biunivocas do conjunto A sobre si mesmo. Seja por
outro lado 6 uma transformacgdo biunivoca de A sobre A. J4 no n.°
16 vimos o que se entende por transformado dum elemento ¢ de G
por meio de 6. O transformado 6 GO~ de G por meio de 6 €, como
vimos, um outro grupo, G. Nestes termos, o operador 0 traduz-se
numa transformagio biunivoca de G sobre G; a cada elemento ¢ de
G corresponde o elemento 6[c]=606" de G, e a cada elemento
o de G corresponde o elemento

0-'[c]=06"100
de G. Por outro lado, vimos que se tem
0[c,-0,]=0[c,]-0[c,]

quaisquer que sejam O, 0, € G. Uma tal transformagao 6 € pois um
isomorfismo de G sobre G, mas um isomorfismo de natureza parti-
cular, proveniente duma transformacdo definida entre A e A. Aos
isomorfismos deste tipo da-se o nome de isomorfismos internos.

Assim, por exemplo, os isomorfismos atrds estudados entre V, e
L, ndo sdo internos.
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E ainda de observar que, entre os automorfismos de V, (atrds in-
dicados), s6 a identidade € um automorfismo interno.

Facilmente se reconhece agora que certas propriedades ndo al-
gébricas, como por exemplo a da transitividade, sdo respeitadas
por todos os isomorfismos internos.

26. Primeira nocao de grupo cociente

Consideremos uma fun¢do @(z,, z,, ..., z,) € designe G um grupo
qualquer de substitui¢Oes sobre as variaveis z,, z,, ..., Z,. S€ja por outro
lado H o grupo a que pertence ¢ em G e sejam @,(=9), ¢Q,, @, ..., ¢,
as fun¢des conjugadas de @ em G (serd pois m o indice de H em G).

Vejamos o que acontece quando se efectua uma substituicao 0
de G sobre as variaveis z,, z,,..., z,. A funcdo @, serd entdo conver-
tida numa das suas conjugadas em G. Mas que efeito produz sobre
as restantes fungdes @,, ..., @, essa mesma substitui¢cdo 67 Conside-
remos, por exemplo, a funcido @,; o facto de @, ser uma conjugada
de @, em G, significa que existe uma substituicdo 0, de G que con-
verte @, em @,; efectuar a substituicdo 6 em @, equivale portanto a
efectuar a substitui¢do 60, em @,:

6{@,} =6{6,{¢,}} =(86,){0,}.

Mas, como 6 € G e 0, € G, também 00, € G, visto que G €&, por
hipétese, um grupo; logo, a func@o 6{¢,} serd ainda uma conjugada
de @, em G. Anéloga conclusao para as restantes fung¢des @, ..., @, .

Ponhamos ent3o:

0{0,}=0,, 6{0,}=0,,....6{¢,} =0, .

E claro que ndo podera ser 0{@,} = 6{¢@,} com i # k, visto que,
efectuando 0! nos dois membros, viria ¢,=@,. Podemos pois garan-
tir que os indices de i, i,,..., i, sdo ainda os niimeros 1, 2,... m dis-
postos numa ordem possivelmente diversa, mas sem omissdo nem
repeticdo. Em resumo: cada substituicdo 0 sobre os zz determina
uma substitui¢do O sobre os QQ:
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‘6=<(pi1 (Piz (Pim>;
¢ 0, - 0,
isto é:

0(p,)=6{0p,}, para i=1,2,...,m.

Note-se bem: 6 é uma substitui¢do sobre os zz, enquanto 0 € a
substituicdo correspondente sobre os @@. A correspondéncia 6 — 0
€ univoca, mas ndo necessariamente reversivel: veremos que se po-
de ter 8,=0,, com 0,#6,. Além disso, ao produto ¢ 6 de duas quais-
quer substitui¢cdes de G, corresponde precisamente o produto das
substitui¢cdes correspondentes sobre os Q@:

60 (9)=(00){9,} =0{6{9,}} =5 (8(9,)) =(c0)(9).

Daqui se conclui que: a) a correspondéncia 6 — 6 é um ho-
momorfismo; b) o conjunto G de todas as substituicdes 0 obtidas
sobre os @@ € um grupo (visto que G também o €).

Ocorre agora investigar quais as substitui¢des de G que se tradu-
zem na identidade em G, isto €, ocorre determinar aquelas substitui-
¢oes de G (efectuadas sobre os zz), que convertem @, em @,, ¢, em
@,,..., ¢, em @, . Ora, j4 sabemos que as substituicdes de G que
deixam invariante cada funcdo @, sdo precisamente as do grupo
transformado

0,H 0",

designando por 0, uma das substituicdes de G que convertem @,
em @, e por H, como dissemos, o grupo a que pertence @, em G
(i=1,2,..., m). As substituicdes de G que se traduzem na identida-
de sobre 0s @@ sdo pois as substituicdes comuns aos grupos

0.HO, para i=1,2,...,m,
isto €, serdo os elementos do grupo

N=HNO,HO; 1 N--NO HO
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Em particular, pode ter-se
H=0,H0,/'=...-=0_H06'

e portanto H = N. J4 sabemos que, neste caso, o grupo H se diz inva-
riante ou normal em G. Pois bem: nesta iltima hipétese, o grupo G,
considerado como grupo de substitui¢cdes sobre os indices 1, 2,..., m
(dos @®), chama-se grupo cociente de G por H e designa-se pela
notacao G/H.

Ilustremos estes factos com um exemplo. Consideremos, por um
lado, o grupo alternante A, e, por outro lado, a fun¢do u = z, z,+z, z,,
pertencente ao grupo V, em A,.

As conjugadas desta funcdo em A, sdo

Uy =2123%2,2,
Uy=2125+ 232,
Uy =21 24+ 2, 25
No quadro seguinte estdo indicadas, na coluna a esquerda, as

substituicdes de A, (sobre os zz) e, na coluna a direita, as substitui-
coes correspondentes sobre 0s uu:

A, A,
L(12)(34),(13)(24),(14)(23) I
(123),(134),(243),(142) (123)
(132),(143),(234),(124) (132)

O grupo A, € pois constituido pelas poténcias do ciclo (1 2 3) e,
como V, é invariante em A,, podemos escrever A, = A,/V,. Na colu-
na a esquerda, os elementos de A, encontram-se repartidos em trés
classes, que s@o precisamente as classes laterais de V, em A,, a sa-
ber: V., (123) V,e(132) V,

Consideremos agora, em vez de A,, o grupo simétrico S,. Ja sa-
bemos que, em S,, a func¢io
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U=243+232

pertence ao grupo Q, do quadrado. Mas Q, ndo € invariante em S,
as substitui¢des de S, que deixam invariantes, a0 mesmo tempo, as
trés funcdes u,, u,, u, sao as da intersec¢ao

0,N(123)0,(132)N(132)0,(123)=V,.

Neste caso, as substituicdes obtidas sobre os uu, sdo, além de /,
(123),(132), ainda as transposicoes (1 2), (1 3), (2 3). Mas entao
0 grupo §4, constituido por estas 6 substituicdes, coincidird com .S,.
Verifica-se pois, em particular, que

S, ~ S,
27. Teoremas sobre homomorfismos. Noc¢ao geral de grupo
cociente "

Convém, previamente, observar o seguinte facto:
Para que um subgrupo H de G seja invariante em G, é necessd-
rio e suficiente que o transformado

0c06!

de cada elemento 6 de H por meio de cada elemento 0 de G seja
ainda um elemento de H; isto é, em simbolos:

O H 0~ C H, qualquer que seja 6 € H.

A condi¢ao € evidentemente necesséria, pois que, por defini¢ao,
o grupo H se diz invariante em G quando resulta,

OH 0~'=H, paratodo o 6 €G.

(1) A leitura deste nimero ndo € indispensavel para a compreensao do capitulo seguinte.
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Suponhamos entdo que se tem
O H 0°' C H, qualquer que seja 6 € G.

Multiplicando ambos os membros, desta inclusdo, a esquerda
por 07! e a direita por 0, vir4,

4) HCO'H6.

Mas 0! € um elemento de G; logo, em virtude da hipétese, ter-
-se-a

0'HO")'CH,
donde, por confronto com (4):

0'HO=H

ou ainda
H=0H0", qualquer que seja 0 € G.

A condicao enunciada € pois suficiente.

Para comodidade de linguagem, convém ainda introduzir a se-
guinte no¢do: Dada uma transformacgdo univoca ‘C dum conjunto A
sobre um conjunto B, chamaremos imagem inversa completa de um
qualquer elemento x de B, segundo ‘C, e representaremos por

T (),

o conjunto de todos os elementos de A que sdo transformados em x
por meio de ‘C; analogamente, chamaremos imagem inversa com-
pleta dum subconjunto M de B, e representaremos por

FC(—I) (M)9

o conjunto de todos os elementos de A que sdo transformados em
elementos de M por meio de C .
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Posto isto, podemos demonstrar o seguinte teorema:

Em todo o homomorfismo G — G, a imagem inversa completa
do elemento I de G é um grupo N invariante em G, a imagem inver-
sa completa de cada elemento © de G é uma das classes laterais de
N em G.

Seja com efeito 7 um homomorfismo de G sobre GesejaNo
conjunto de todos os elementos de G que s@o transformados em / por
meio de T (diz-se entdo que N € o nicleo do homomorfismo 7). Ora,
dados arbitrariamente 6, 0 EN, vira T(60) =T(c) - T0)=1-1=1,
logo também 6 6 € N. Por outro lado

IT(c™)=[T(o)]" =1,

e portanto 6! € N. Podemos pois concluir que N € um grupo.
Sejam agora ¢ um elemento qualquer de N e 6 um elemento
qualquer de G. Vira

TOG06)=TO)T(C)[T®)]'=6-1-0"=

donde 6 6 6! €N, o que significa que N € invariante em G.

Resta-nos provar a segunda parte do teorema. Seja 6 um elemento
qualquer de G e seja 6 um dos elementos de G tais que T(0) = .
Proponhamo-nos entdo determinar todos os elementos & de G tais
que T(&§) = 6. Ora tem-se

TO'E)=[TO)]'T(E)=6"0=1,
e portanto 071§ € N ou seja
EEON.
A imagem inversa completa de 0, isto €, o conjunto de todos os
elementos & de G que sdo transformados em 0 por meio de 7, € pois

a classe lateral 0 H de H em G, q.e.d..

Somos agora conduzidos a este outro resultado:
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Se existem dois homomorfismos T, T dum mesmo grupo G sobre
dois grupos G, G , respectivamente, e se os niicleos dos dois homo-
morfismos coincidem, podemos concluir que G é isomorfo a G.

Sejam com efeito 7, T’ dois homomorfismos nas condi¢des do
enunciado e seja N o nicleo comum de T e T’. Entdo, segundo o
teorema precedente, existird uma correspondéncia biunivoca 6 — O N
entre os elementos de G e as classes laterais de N em G; e, analoga-
mente, uma correspondéncia biunivoca 6 N — 3, entre as classes
laterais de N em G e os elementos de G ; podemos assim definir di-
rectamente uma correspondéncia biunivoca 6 — 0 entre os elemen-
tos de G e os de G. Ora esta correspondéncia € isomorfica. Com
efeito, dados arbitrariamente 8,, 8, € G, existirio em G pelo menos
dois elementos 0,, 0,, tais que

T®)=9, 7@ =9;
entdo vird
T(0,0,)=T(0,)T(,)=6,0,,
e, por outro lado,
T°(6,0,)=T'(0,) T'(0,) =9, 0,.

Logo, ao produto 8, 8, ndo pode deixar de corresponder em G o
produto 6, 6,, 0 que prova a afirmagdo feita.

Surge entretanto o seguinte problema:

Dados arbitrariamente um grupo G e um seu subgrupo inva-
riante N, existird sempre um homomorfismo de G sobre um segundo
grupo G, de modo que o niicleo desse homomorfismo seja precisa-
mente N?

A esta questdo responde-se afirmativamente, com a introduc¢ao
de um conceito geral de “grupo cociente”.
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A nocdo de “grupo cociente” dada no n.° anterior tem o incon-
veniente de fazer intervir funcdes de z,, z,,..., Z,, O que restringe a
sua aplicabilidade aos grupos de substituicdes. Ora nés podemos
definir tal no¢cao com inteira generalidade: basta, para isso, fazer
com que o papel das fungdes @,, @,,..., @, seja desempenhado pelas
classes de H em G.

Seja pois G um grupo qualquer (finito ou infinito) e seja H um
seu subgrupo invariante. As classes laterais de H em G:

H,6,H,0,H, ...
serdao agora em numero finito ou infinito. Ponhamos em geral
H,=6,H, com9,=1,

e designemos por A a familia destas classes H,. Seja agora 6 um
elemento qualquer de G; multiplicando a esquerda por 0 cada classe
H,, obter-se-4 ainda uma classe lateral de H em G:

0H, =0(06.H)=(06,H.

Ficar4 pois assim definida uma transformagio univoca 0 da fa-
milia A sobre si mesma:

—_<9H, 06,H, 963H,...>
H, ©,H, 0H,..)

ou seja, abreviadamente:
(5) O0(H)=0-H,, paracada HEA.

Ora facilmente se reconhece que esta transformacdo 0 é biuni-

voca; a sua inversa, 0!, é precisamente,

0-'(H)=0"-H,, paracada HEA.
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Podemos pois assentar em que, a cada elemento 0 de G, fica des-
te modo a corresponder uma transformacao biunivoca 0 da familia
A sobre si mesma. Ora a correspondéncia © — 0 assim definida é
um homomorfismo, pois que se tem, atendendo a (5)

(60)(H)=(c0)-H=c-(0-H)=
=6 (6(H)) = (c 0) (H),
istoé,60=0 0, quaisquer que sejam G, 8 € G.
O conjunto G de todas as transformacdes 0 assim obtidas (sobre
a familia A) € portanto um grupo, ao qual chamaremos, precisamente,
0 grupo cociente, G/H, de G por H. B
Vejamos agora qual o nicleo do homomorfismo G — G, isto &,
procuremos determinar a totalidade dos elementos & de G que se
traduzem na identidade G:
EH, = H,, qualquer que seja H,EA.
Ora esta igualdade € equivalente a seguinte
E@O.H)=6.H,
que €, por sua vez, equivalente a esta outra
(61E6)H=H.
Entdo, pondo

ei_l gei =1,

segue-se que 1N € um elemento de H (pois que sé nessa hipdtese
N H = H). Mas tem-se

§=6m0;";
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logo, também & serd um elemento de H, visto ser H invariante em G.
Podemos pois concluir que o nicleo do homomorfismo G — G/H
coincide com H.

A tal homomorfismo dé-se, precisamente, o0 nome de homomor-
fismo natural de G, com o nucleo H.

Em resumo:

Dados um grupo G e um seu subgrupo invariante H, existe sem-
pre um homomorfismo de G com o niicleo H: o homomorfismo na-
tural G — G/H. Para qualquer outro homomorfismo G — G’ com o
mesmo niicleo H, tem-se, necessariamente:

G’ =G/H.

Esta ultima proposi¢do € conhecida como o teorema fundamen-
tal dos homomorfismos.

Como exercicio propomos a demonstracao dos seguintes factos:

I —Em todo o homomorfismo G — G, cada elemento 0 de G
com periodo finito é transformado num elemento 6 de G
cujo periodo € um divisor do periodo de ©.

II — O grupo cociente S /A € isomorfo ao grupo §,, qualquer
que sejan=2,3,....

IIT — O grupo T das translacoes é um subgrupo invariante no
grupo G, dos deslocamentos, o qual, por sua vez, € inva-
riante no grupo Es das semelhangas. O grupo G,/ T ¢ iso-
morfo ao grupo R, das rotagdes em torno dum ponto c. O
grupo G,/G, é isomorfo ao grupo H_ das homotetias em re-
lac@o a um mesmo centro c.



NOTAS FINAIS

A) Sobre o teorema de LAGRANGE.

O teorema de LAGRANGE generalizado pode ainda ser apre-
sentado sob a seguinte forma, particularmente cémoda para a apli-
cacdo a teoria de GALOIS:

Consideremos uma equacdo algébrica f(z) =0, de raizes
o, O, ..., O, com os coeficientes num dado corpo A, e seja G um
seu grupo admissivel a respeito de A. Consideremos, por outro lado,
uma fungdo racional B = @(o,, O, ..., 0. ) das raizes desta equagdo,
com os coeficientes em A e pertencente em sentido restrito a um
grupo H em G. Nestas condicoes, qualquer outra funcdo racional
das raizes,

v=%¥(o,a,,...,0),

com os coeficientes em A, que fique formalmente invariante para as
substituicoes de H, terd o valor em A(P).

A técnica da demonstracao € inteiramente andloga a que segui-
mos nos n.* 30 e 32. Sejam B, (=), B,,..., B,, as fungdes conjuga-
dasde Bem G, e

71(='Y)’ Yosoos YV

as funcdes correspondentes obtidas a partir de y. Tomando para in-
cognitas ¢, ¢,, ..., ¢, , 0 determinante do sistema

(27) M=0,prt PP+ v, (=12, ... m),

é o determinante d¢ VANDERMONDE em f,, B,,..., B,, € portanto
#0. Por outro lado, qualquer substituicdo 0 de G sobre os aua ndo faz
mais do que produzir uma substitui¢do sobre os Bf3 e a substitui¢ao
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correspondente sobre 0s Yy, provocando assim, quando muito, uma
alteracdao da ordem das equagdes (27). Os coeficientes c,, c,, ..., C,
sdo pois, por intermédio dos PP e dos vy, fungdes racionais dos a,
com os coeficientes em A que se mant€m formalmente invariantes
para as substitui¢des de G. Mas G é, por hipétese, um grupo admis-
sivel da equacdo f(z) = 0 a respeito de A. Logo, tem-se

[ AP - —1':.

m

0 que prova a afirmacdo feita.

B) Sobre as equacoes ciclicas.

Nas considera¢des desenvolvidas no n.° 37 sobre a resolucgao al-
gébrica da equacgdo ciclica, hd um ponto a rectificar. A fungdo das
raizes,

n
B= Z 0o,
k=1

sO pertencerd em sentido restrito ao grupo .7 em H, se for 3 # 0.
Esta dificuldade pode ser removida do seguinte modo: se os ool s3o
todos distintos, existe necessariamente um expoente u tal que

n
D oaf#0;
k

com efeito, se assim ndo fosse, as equagdes
o’/ + oo + - +0"'a'=0 (r=0,1,...,n-1),

considerando ®°, ®, ..., ®"! como incégnitas, formariam um sistema
determinado, tendo por unica solucdo @’ = =---= ®"'=0, o que é
absurdo. Pode entdo tomar-se para valor de B 0 somatdrio

n
> arlor,
k=1
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em vez do primeiro. Deste modo se evita o inconveniente indicado,
e todos os raciocinios podem seguir como foi dito no n.° 37.
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