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CAPITULO Il

RESOLUBILIDADE POR MEIO DE RADICAIS
(12 parte)

28. O teorema das funcoes simétricas
Consideremos a equagao do 2.° grau
az?+bz+c=0.

As raizes z,, z, desta equacgdo estdo relacionadas com os coefi-
cientes a, b, ¢, por meio das conhecidas férmulas

C
Z1+ZZ=—_7 Z122=_-
a a

Como se sabe, utilizando estas relagdes, torna-se possivel calcu-
lar, por exemplo, a soma dos quadrados das raizes, o quadrado da
diferenca das raizes, etc., sem recorrer a formula resolvente da equa-
cdo — efectuando sobre os coeficientes a, b, ¢, apenas operacdes ra-
cionais: adicdes, subtrac¢des, multiplicacdes e divisdes. Com efeito:

b? ¢ b*-2ac
Z12+Zz=(Z1+Z2)2_2Z1Z2=;_2;=—az_

b? ¢c b-4ac
(ZI—Z2)2=(Z1+Z2)2_4ZIZ2=—2—4—=—2
a a a
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Mas note-se: a soma z, + z,, 0 produto z, z,, a soma dos quadra-
dos z? + z2, o quadrado da diferenca (z,—z,)? etc. sdo func¢des simé-
tricas de z,, z, (pensando z,, z, como varidveis independentes). Ocor-
re entdo perguntar: Dada uma funcao simétrica (racional) das raizes
duma equagdo algébrica, serd sempre possivel exprimir racional-
mente essa fungao nos coeficientes da equacao proposta?

Consideremos, em geral, a equacao algébrica de grau n:

f@=a,"+a,2"'+--+a,_z+a,=0

(ay a,, ..., a,—numeros complexos quaisquer).
Sendo z,, z,,..., g, as raizes desta equagdo (oportunamente repe-
tidas quando maltiplas), tem-se, como € sabido,

f@=a,z-2)(-2) -+ (2—-2,).

Designemos por s, a soma das raizes, por s, a soma dos produ-
tos das raizes duas a duas, por s, a soma dos produtos das raizes trés
atrés, ..., por s, o produto das n raizes; isto €, em simbolos:

S, =X =3+,+ - +2,,
=X 4L =0, 5t H gt + 2,2,
3= 2055 =05Lh+ 452+ +2,,2,,%,,

............................................................

Imediatamente se reconhece que s,, S,,..., §, 40 fungdes simé-
tricas de z,, z,, ..., 2, — chamadas precisamente as funcoes simétricas
elementares das raizes (pensando estas como varidveis independen-
tes). Os valores de tais fun¢des sdo dados, a partir dos coeficientes
da equacdo, pelas formulas notaveis

a a
— 1 — 2
§,=——, §,=—,
aO aO
a a
_— 3 -
Sy=——2 s, = (=1 ==
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Pois bem, nos tratados de Algebra Superior” costuma demons-
trar-se o seguinte teorema:
Toda a fungdo racional inteira e simétrica (com os coeficientes

inteiros) de n varidveis z,, 2,,..., z, pode exprimir-se como fun¢do
racional inteira (com coeficientes inteiros) das funcdes simétricas
elementares de z, z,,..., Z,.

Para ver como, na prética, se consegue efectivamente exprimir
uma dada fungdo racional inteira e simétrica de z,, z,,..., 2, COMO
funcdo racional inteira de s, $,,..., §,, convém introduzir algumas
convengdes prévias.

a) Dados dois mon6nimos no semelhantes, nas variaveis z,, z,,
ceer 2,

A:az;xl 232 00 200, B:bzPl ZEZ an

diremos que A tem uma ordem superior a de B, quando a primeira
das diferencas o, —3,, o,—B,, ..., &, — B, que ndo & nula, € positiva.
Dois monémios semelhantes dir-se-ao de igual ordem.

b) Dada uma func¢do racional inteira @(z,, z,,..., z,) (que supo-
mos j4 reduzida a forma dum polinémio inteiro em z,, 2, ..., Z,, S€m
termos semelhantes nem termos nulos), chamaremos primeiro termo
de @ ao termo de ordem mais elevada do polindmio que representa Q.
Facilmente se demonstra que, se ¢ é uma fungdo racional inteira e
simétricade z,, 2,, ..., 2, € Se 0 Seu primeiro termo é

azixl Z§‘2 Z":‘n
entdo deve ser
O 20, 2 =+ 2 0L,

n

Seja entdo U= (z;, 2,, ..., 2,) uma funcdo racional inteira e simé-
trica de z,, 2,, ..., 2, € s€ja

azl‘xl Zgz Z";‘n

(1) - Veja-se Prof. VICENTE GONCALVES, Curso de Algebra Superior, 2.° vol.
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0 seu primeiro termo. Consideremos o produto
— o— o 0Oly— O (05
P_asll 2852793 o 5%,

Desde logo se reconhece que P € uma fun¢ao simétrica (racional
inteira) de z,, z,,..., z,. Além disso, € féacil provar que o primeiro
termo de P resulta idéntico ao primeiro termo de U. Entdo, a dife-
renga U — P, que representaremos por U, serd ainda uma func¢do ra-
cional inteira e simétrica de z,, 2,,..., 2,, CUjo primeiro termo terd
uma ordem inferior a do primeiro termo de U. Aplicando a U, o que
se disse para U, vé-se que a funclo U, é, por sua vez, redutivel a
forma U, =P+ U,, em que P, representa um produto de poté€ncias de
Sy 85 ..., 8, € U, uma funcdo racional inteira e simétrica de z,, z,, ...,
z, cujo primeiro termo € de ordem inferior ao do primeiro termo de
U,. Procedendo assim, sucessivamente, chegar-se-4 por forca a uma
funcao identicamente nula:

v-P=U, U-P=U,.., U-P=0.

r r

Destas igualdades resultar4, finalmente,

U=P+P +P,+---+P

ro

sendo P, P,..., P monOmios em §,, Sy, ..., S,.

Assim, o valor de U serd dado por uma fungdo F(s, S,,..., S,)
racional inteira em s, S,,..., S,, fungdo que terd os coeficientes in-
teiros, se 0 mesmo acontecer a respeito de ©(z,, z,,..., Z,)-

Como exemplo, consideremos a funcdo simétrica
U=(z,z2,+ 2,2 (2,2, + 2,2,) (2,2, + 2,25).
Reduzindo esta funcao a forma de polindmio, vira:

U=Y7222,2,2,+Y 222222,
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em que os somatorios se supdem extendidos a todos os termos que

se deduzem dos termos escritos, efectuando sobre os indices as
substitui¢des de S,. O primeiro termo de U €, manifestamente,

23z,2,z, (,=3,0,=0a,=0,=1).
Ponhamos entao

—_ o3-1 g1-1 g1-1 o1 —
P=si"s,7" 5,75/ =s'5,

=(g + %+ 5+ 0P 55 % 2
Ter-se-a, efectuando os calculos:
U=U-P=%72722722-23% 72722, 2,.
O primeiro termo de U, é
227272 (=0, =0, =2,0,=0).
Ponhamos
P =gsi2s2sts)=s2.
Viré
U,=U,-P,=—422]2; 2%
Ponhamos agora
P,=—4s5,s,.

Vira, finalmente

e assim poderemos escrever

—_ —_ 2 2
U=P+P,+P,=5is,+s5;—-45,s,.
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Dada uma equagao algébrica f(z)=0 de raizes z,, z,,..., z,, cha-
ma-se discriminante D dessa equagdo o quadrado do determinante
de VANDERMONDE em z,, z,,..., 2,:

D=V2=H(z,.—zk)2.
i>k

Imediatamente se reconhece que D € uma funcdo simétrica de
215 29 -+ 5 Z, (0 que ja ndo se pode dizer de V, que pertence ao grupo
alternante, A ).

Para a equacdo do segundo grau

Z2+bz+c=0,
tem-se
D=(z,—z)=s—4s,=b*>-4c.
Para a equacdo do 3.° grau
2+bz*+cz+d=0,
tem-se, pelo método das fun¢des simétricas,

D = (Z3 = Z2)2 (Z3 - Z1)2 (Zz - Z1)2

=18 bcd-4b*d + b*c*—4c*-27d>.

E facil ver que: condicdo necessdria e suficiente para que uma
equacdo algébrica tenha raizes miiltiplas é que o seu discriminante
seja nulo. Aqui a origem do termo “discriminante”.

O teorema das func¢des simétricas pode ser estabelecido com
maior generalidade:

Toda a funcdo simétrica racional (com coeficientes racionais) de
25 2y -+ » 2, pOdeE exprimir-se como fungdo racional (com coeficien-
tes racionais) das fungoes simétricas elementares de z,, 2,, ..., 2,
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Seja com efeito u = @(z,, 2,, ..., 2,) uma fungdo simétrica racio-
nal de z,, z,,..., z,. Visto que se trata duma func@o racional, pode-
mos escrever

u=—,
w

sendo v, w duas fungdes racionais inteiras em z,, 2,,..., Z,. Repre-
sentando por v,(= v), v,,..., v, , as funcdes que se obtém a partir
de v efectuando todas as possiveis substituicdes sobre as varidveis
(fungdes conjugadas de v), e por w,(= w), w,,..., w, as fungdes
correspondentes obtidas a partir de w, vird, atendendo a que @ é
simétrica

v, Vv %
u=_1=__2-=...=_m,
w W, W
donde
VISUW, V,SUW,y, ..., V, =UW,,
e portanto
VitV + ety muw +w,+ - +w),
ou seja

Lottty

W W+ W,

Mas v, +v,+---+v_¢€, manifestamente, uma funcio simétrica de
Zys 25 -+ Z, €, portanto, racionalmente exprimivel em s,, s,,..., S,;
outro tanto se diga a respeito de w, + w, + --- + w . Fica portanto
provado, como pretendiamos, que a funcdo u € racionalmente ex-
primivel nas func¢des simétricas elementares de z,, z,,..., z,. Ob-
serve-se ainda, como complemento, que, se os coeficientes da fun-
cdo u = 9(z, z,,..., z,) forem racionais, serdo também racionais os

coeficientes da fun¢do racional que exprime u mediante s, s,, ..., S,

n
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29. Equacoes resolventes. Transformacoes de TSCHIRNHAUS

Seja ainda f(z) = 0 uma equaco algébrica de raizes z,, z,, ..., Z,,
e sejau=@(z;, 2, ..., 2,) uma qualquer funcdo racional de z,, z,, ..., 2,.
Representando por u, (= u), u,,..., u,, as fun¢des conjugadas de u,
podemos afirmar que toda a funcdo R(u,, u,,..., u,) racional e si-
métrica em u,, W,, ..., u, serd ainda, por intermédio destas varidveis,
uma fungdo racional e simétrica de z,, z,, ..., z,. Com efeito, visto
que u,, U,, ..., u, sdo as funcdes conjugadas de u, toda a substituicdo
sobre 0s zz se traduz numa substitui¢ao sobre 0s uu, o0 que nao altera,
evidentemente, o valor da funcdo R(u,, u,, ..., u,,), suposta simétrica
SN By s s 5 Uy

Posto isto, consideremos a equacdo cujas raizes sdo, precisa-
mente, U, U,, ..., u,; isto €, a equacao

g=z-u)@z-u,) - (z-u,)=0.

Pondo S =2u,S,=Xuu,....,S, =uu, - u

m?

podemos escrever
g@=2"—- 82" + 52"t — o+ (18, =0,

Ora, visto que S,, S,,..., S, sdo fungbes simétricas racionais
dos uu, serdo também, pelo que foi dito hd pouco, funcoes simétri-
cas racionais dos zz, e portanto racionalmente exprimiveis nos coe-
ficientes da equacdo f(z)=0.

A resolucdo de uma tal equacdo g(z) =0 pode, por vezes, facili-
tar a resoluc@o da proposta, f(z)=0. Deste ponto de vista, a equacdo
g(z) =0 dir-se-a uma resolvente da equacdo, f(z)=0.

Seja, por exemplo, a equacio do 4.° grau

24+ b +cz?+dz+e=0,
cujas raizes designaremos por z,, z,, Z;, Z,- Propunhamo-nos construir
a equacao que tem por raizes as conjugadas da fun¢do u=z,z,+z,z,.

Ora as conjugadas de u sdo:

u(=u), U,=22,+2,2 U =22, +2,%;.
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Vira entao:
S,=2uu,=222,2,=5,5,—4s,=bd—4e.

Quanto a S, ja o seu valor foi calculado como exemplo no ni-
mero precedente:

S,=b*e+d*—4ce.
A equacdo procurada ser4 pois:
pw=w—cu*+ (bd—4e)u+4ce-b*e+d*=0

chamada a resolvente de FERRARI da proposta.

Suponhamos que se calculou uma raiz desta equacao; € claro que
podemos supor escolhidas as notagdes z,, z,, Z;, Z,, de modo que essa
raiz seja precisamente u, =z, z, + 2z, z,. Podemos entdo determinar o
produto z, z, (ou o produto z,z,) mediante uma equagio do 2.° grau;
tem-se, com efeito,

215,22, €

donde

e
Z1Z2+Z3Z4 =Z1Z2+_—=u19

212,
ou seja

(2,2,)" —u,(z,2,) + e =0,

equacdo do 2.° grau em z, z,, de coeficientes conhecidos. Uma qual-
quer das raizes desta equagdo pode ser tomada como valor de z,z, €
a outra, portanto, como valor de z,z,. Uma vez determinado o produto
Z,%,, a soma z, +z, determina-se imediatamente por via racional,
atendendo a que é

Z1Z2(Z3 T Z4) -+ Z3Z4(Zl = Z2) - 2Z122Z3 = d,

ou seja (visto que z, + z, + z, + 7, =— b):
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e
25 [-b— (2 +2)]——(z,+2)=—d,
214y

equacdo do primeiro grau em z, + z,, de coeficientes ja conhecidos.
Calculados os valores z,z, € z, + z,, a determinacdo das raizes z,, z,
reduz-se a resolucdo duma equacdo do segundo grau. Analogamen-
te se determinam z,, z,. (E de notar como a escolha das notacdes
215 2,5 Z3» 2, vai sendo feita gradualmente, a posteriori).

Tornemos a considerar a equacdo de grau n qualquer, f(z) =0.
Uma fungdo racional u = ¢(z,, z,,..., 2,) das n raizes desta equagéo
pode, em particular, reduzir-se a funcdo racional duma s6 raiz (por
exemplo, de z,) deixando as outras varidveis de figurar explicitada-
mente na expressao de u. Mais precisamente, pode acontecer que se
tenha

? (235 255+, 2,) =R(z)),

sendo R o simbolo duma fun¢@o racional.
Neste caso, as fungdes conjugadas de ¢(z,, z,, ..., g,) serdo, ma-
nifestamente

u, =R(z), u,=R(z,), ..., u,= R(z,).
Por isso, a equacao
guwy=u-u)w-u,) - (u-u,)=0

terd o mesmo grau da proposta, f(z) =0, com a qual esté relaciona-
da por meio da férmula de transformacao u = R(z). Diz-se entdao que
g(u) = 0 € uma transformada de TSCHIRNHAUS de f(z)=0.

Um caso particular das transformac¢des de TSCHIRNHAUS € a
transformagdo homogrdfica

az+b
u=
cz+d

(com ad # bc), estudada nos cursos cldssicos de Algebra Superior.
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Como exemplo, propunhamo-nos construir a equacdo que tem
por raizes os quadrados das raizes da equacao do terceiro grau

Z2+bZ2+cz+d=0.

Trata-se de efectuar a transformacdo u=z* sobre a equacio dada.
As raizes da equacg@o procurada serdo, neste caso, z2, z2, z2. Ora

Y=gt -25=p -3¢,

2 52 = 2 = 2
2lgt=pi-2s 5, ="M,

z2iz2z2=d>.

A equacdo transformada serd pois

w—b*-2c)u*+(c*-2bd)u-d*=0.

30. Teorema de LAGRANGE

Seja u = @(z;, 25,..., 2,) uma funclo racional de z,, z,,..., z,,
pertencente a um grupo G de substitui¢cOes sobre as varidveis inde-
pendentes, e seja v = Y(z,, Z,,..., Z,) uma outra funcéo racional de
21 2y -+ » Z,, @ qual resulte invariante para todas as substitui¢cdes do
grupo G. Note-se bem: ndo se exclui a possibilidade de a funcio v
ser invariante para outras substituicdes, além das que pertencem a G.
Representando por G* o grupo a que pertence , a nossa hipétese
consiste apenas em supor G’ D G, podendo ou nio ser G'=G.

Ora bem, um teorema de LAGRANGE garante-nos que, em tais
condigoes, v é exprimivel como fungdo racional de u e das fungoes
simétricas elementares de z,, z,, ..., Z,.

Mais precisamente, nds podemos afirmar que, se for m o niimero
dos conjugados de ¢, poderd escrever-se v sob a forma dum polind-
mio inteiro em u

v=cu"'+cu"*+---+c, _u+c,,

de grau inferior a m, e cujos coeficientes c,, C,, ..., C, sdo funcoes
simétricas de z,, 2, ..., 2,
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Para demonstrar este facto, designemos por u, (= u), u,, ..., u,, as
funcdes conjugadas de u, e por v,(=v), v,,..., v, , as funcdes corres-
pondentes que se obtém a partir de v. Visto que o grupo G’ da fun-
¢do v = 9(z;, 2, .- 2,) N30 coincide necessariamente com G, pode
acontecer que as fungdes v, v,,..., v ndo sejam todas distintas; mas
tal no prejudica em nada a marcha dos raciocinios que vamos de-
senvolver. (Como se tem G’ D G, é claro que toda a classe lateral
0G’ de G’ em S, conterd a classe lateral 0G de G em S)).

Posto isto, procuremos determinar os coeficientes c,, ¢,,..., C
por meio das condi¢des

m?

(

- m-1 m-2
VI—CIM1 +c2u1 +-~+cm_1u1+cm,

- m-1 m-2
= m-1 m-2
v,=C U +C2um + +Cm_1um+cm

Ora, temos aqui um sistema de equagdes lineares em ¢, ¢,,..., C,,

cujo determinante, A, € (aparte o sinal) o determinante de VANDER-
MONDE em u,, u,,..., u,:

m-1 ;,m-2
urtur?eeul

um—l um—2 vxn B 1 =
A=|"2 25 =] - w).

..................... i<k

Condi¢do necessdria e suficiente para que tal sistema seja possi-
vel e determinado €, como se sabe, que A # 0. Para que A fosse
identicamente nulo (isto €, nulo para todos os sistemas de valores
possiveis das varidveis z,, z,, ..., Z,), seria necessario que duas, pelo
menos, das fungdes u,, u,, ..., u, fossem idénticas. Mas, por hipétese,
as funcdes u,, u,,..., u, sdo todas distintas (fungdes conjugadas de
u,). Logo, o sistema €, em geral, possivel e determinado: podemos,
portanto, aplicando a regra de CRAMER, determinar c,, c,,..., C,
em fungdo racional de u,, u,,..., u,, v, v,,..., v, € portanto em
fungdo racional de z,, z,, ..., z,. E contudo necess4rio ndo perder de
vista que a férmula
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— m-1 m-2
v=cu" +cu"*+ - +c,

s0 serd vdlida para aqueles sistemas de valores numéricos de
Zps 29 -+ 2, qUe tornem distintos entre si os valores numéricos das
m fungbes u,, U,..., u, — pois que, de contrdrio, resultard nulo o
determinante A .

Resta-nos provar que os coeficientes c,, c,,..., ¢, sdo fungdes
simétricas de z,, z,,..., 2,. Para isso, basta observar que toda a
substitui¢do ©, , sobre os zz que faga passar de u, para u, é também
uma das que convertem v, em v,. Com efeito, designando por 6,, 6,
duas substituiges que facam passar, respectivamente, de u, para u; e
de u, para u,, ter-se-4

0,,=0,00, comoeG;

mas 0! converte v, em v,, 0 deixa v, invariante e 0, converte v, em v,
—logo 0, , faz passar de v, para v, como tinhamos afirmado.

Vé-se portanto que o efeito de uma qualquer substituicdo sobre
0s zz consiste, quando muito, em alterar a ordem das equacdes (6), 0
que, evidentemente, ndo influi na soluc@o do sistema. Os coeficien-
tes ¢, ¢,,..., ¢, $d0, por conseguinte, funcdes simétricas racionais
de z, z,,..., 2, €, como tais, racionalmente exprimiveis nas funcoes
simétricas elementares de z,, z,,..., 2,, mas que se podem reduzir a
tais, dividindo-os pela funcéo

V=l£[(zi—zk).

i>k

Como exemplo de aplicacdo, consideremos o seguinte problema:
Conhecido o produto de duas raizes da equacdo

2+b>+cz+d=0,

determinar, por meio de operagbes racionais, a soma das mesmas
raizes. E visivel que as duas funcdes

0z, 20, 2) =2,2,, V(21520 2) =2, + 2,
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pertencem ao mesmo grupo: o subgrupo de S, constituido pelas
substituicdes Z, (1 2). Aplicando o processo indicado, vird entao

2, +2,=¢,(2,2)* + ¢,(2,2,) + ¢4

2, +23=65(2,2) + 6,(2,2,) + ¢4

2, +23=¢,(2,2,) + ¢,(2,2,) + ¢4
donde

_ @i-2)2,— (27 -2z, + (27— 29z,

(212~ 8 %) (2105~ Bu D) 21 5~y 55)

(21— )@ —%@—2) _ 1

b

212,2;(2, - 202, - 2,)(z,—2;) d

e, analogamente,

O polinémio procurado serd portanto

u* —cu
B o e
d

Note-se que se podia chegar mais rapidamente a este resultado,
por consideracdes elementares. Se apresentamos aqui este exemplo,
€ apenas com o objectivo de ilustrar a anterior demonstracdo de
caracter geral.

31. Consequéncias do Teorema de LAGRANGE

Dada uma func¢io racional u = ¢(z,, z,,..., z,), pode acontecer
que todas as conjugadas de u pertencam a um mesmo grupo. Ja sa-
bemos que tal acontece, se, € s6 se, 0 grupo G a que pertence @ €
um subgrupo invariante de S,. Nesta hip6tese, € claro que, segundo o
teorema de LAGRANGE, dadas duas quaisquer func¢des, u;, u,, sera
possivel exprimir , em u, mediante um polinémio
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m?

= m-1 m-=2
I/ti—CII/tk +C2Ltk +'°'+Cm_11/tk+C

de coeficientes c,, c,, ..., ¢, racionalmente exprimiveis nas fungdes
simétricas elementares de z,, z,,..., 2, .

Uma outra consequéncia imediata do teorema de LAGRANGE
¢ esta:

Toda a fungdo racional Z = ®(z,, 2,, ..., 2,) pertencente ao grupo
alternante A, é susceptivel da representacdo

Z=M+NYV,

em que M, N representam fungoes simétricas de z,, 2,, ..., 2, € em que

V=fI(Zi_Zk)'

Com efeito, a funcdo V (pertencente por defini¢do ao grupo A,)
admite apenas duas conjugadas: V e —V. Designando por Z e Z’ as
conjugadas de Z, tem-se, como € facil reconhecer

1 1
M=—(Z+2Z"), N=—Z-2Z")IV.
2( ) 2( )

Em particular, se M = 0, serd Z'=—7Z, e a funcdo Z dir-se-4 he-
misimétrica (tal como V).

Consideremos agora o caso das func¢des pertencentes ao grupo 7.
Tal é, por exemplo, toda a func@o # da forma

u=axz +61222+ +anz”,
sendo a,, a,, ..., a, constantes numéricas todas distintas entre si.

(Qualquer substituicdo distinta de [ altera esta fun¢o; o nimero das
suas conjugadas é pois n! — indice de .7 em S,).

Visto que toda a fun¢do de z,, z,,..., z, s¢ mantém invariante
para a substituicdo I, segue-se, pelo teorema de LAGRANGE, que
toda a fungdo racional de z,, z,,..., z, € racionalmente exprimivel

numa qualquer funcdo pertencente ao grupo idéntico e nas fungoes
simétricas elementares de z,, 2,, ..., 2, .
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Em particular, as fun¢des racionais u = ©(z,, 2,,..., Z,) €
V=VY(Z; Zy---» 2,) podem reduzir-se a fungdes duma so variavel:

Oz}, 25, 2) =P ), Y@ 2p5---52,) =F(2)).
Pode mesmo acontecer que se tenha
D(z)=z.
Neste caso, as conjugadas de u = ®(z,) serdo z,, z,,..., 2, € as de
v=Y¥(z), serdo ¥(z)), ¥(z,),..., ¥(z).

Ora, se for f(z)=0 uma equacdo algébrica de raizes a, a,, ..., a
ter-se-4, segundo o teorema demonstrado

n’

Y(o)=co " +c,a'2+---+c,_ 0 +cC,

n-1
i=1,2,...,n),sendo c, c,,..., ¢, racionalmente exprimiveis nos
coeficientes de f(z) = 0.

Note-se bem: W(z) € uma funcdo racional gqualquer de z, portan-
to da forma

_N@@)

D)’
em que N(z), D(z) designam polinémios inteiros em z, de grau qual-
quer. Ora, como acabamos de ver, o valor de ¥(z) para z = o, sendo

o, uma raiz qualquer da equagdo f(z) =0, pode sempre ser dado me-
diante um polinémio inteiro em z:

(7) Y(2)

— -1 -2
Plol=c, 2 + 6,77+ + €, ;2+C,;

de grau inferior a n.

(Impde-se naturalmente a restriccdo de W(z) ndo se tornar infi-
nita para nenhum dos valores o, 0., ..., O ).

Este facto pode ser estabelecido mesmo directamente:

Seja ¥(z) uma func¢do da forma (7). Comecaremos por mostrar
que, para z = 0., € possivel substituir os polinémios N(z), D(z), por
dois polinémios v (z), 6(z), de grau inferior a n. Tem-se, com efeito,
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representando por ¢g(z) € V(z), respectivamente, o cociente e 0 resto
da divisdo de N(z) por f(2):

N(@)=q() - f(2) +v(2),
donde, atendendo a que f(c,) =O:
N(o,) =v(o,) (i=1,2,....m),

sendo o grau de v (z) inferior ao de f(z) o portanto inferior a n, de
acordo com o que tinhamos dito. Analogamente para D (7).
Posto isto, podemos provar que, na fraccdo algébrica,

V(2)

0(z)
o denominador 6(z) pode ser substituido (para z = a,) por um poli-
némio 0,(z) do grau inferior ao de d(z). Tem-se, com efeito, repre-

sentando por ¢,(z) e 9,(z), respectivamente, o cociente e o resto da
divisdo de f(z) por d(2)

f@ _ o 8@
3@ n 8(z)

donde, supondo que f(z) e 6(z) ndo tém raizes comuns:

d, (o)
o(o)

i

(i=1,2,....n),

0=¢q,(a)+

o que da

D(ai) — U(O('i) : ql(a,-)
d(a) 9,(cx,)

G=1,2,...,n),

sendo o grau de 9,(z) inferior ao de d(z), por ser o resto da divisao
de f(z) por 6(2).

E assim, abaixando sucessivamente o grau do denominador,
acabaremos por reduzi-lo a uma constante ficando deste modo a
func¢do racional ¥(z) substituida por um polinémio inteiro em z,
cujo grau podemos tornar inferior a n, conforme o que dissemos.
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Exemplos:

a) Seja a equagao do segundo grau x*> — 5 = 0, cujas raizes costu-
mam ser designadas pelos simbolos V5, —V/5. Qualquer que seja a
funcgdo racional @ (x), cociente de 2 polinémios p(x), g(x) de coefi-
cientes racionais (com q(\/g) # 0), serd sempre possivel determinar
dois nimeros racionais a, b, tais que

pE£;=a+b\/§.
q

Este facto pode ser estabelecido mesmo elementarmente, atenden-
do a que € (V35)"=57 ou (V5)"=57\V5 (com p inteiro), consoante
m € par ou impar; e recordando, por outro lado, o conhecido processo
de racionalizacdo de denominadores.

b) Toda a expressao do tipo ®(V-1), sendo @ um simbolo de
funcdo racional de coeficientes racionais e V-1 uma qualquer das
raizes da equagdo z2 + 1 = 0, pode reduzir-se a forma a + bV—1 (ou
a + bi, pondo i = \/——1), com a, b racionais.

c) Seja agora a equacgdo do terceiro grau z>—2=0. Representan-
do uma qualquer das raizes desta equagdo por V2 , é claro que toda
a expressdo do tipo ®(V/2), sendo ainda ® simbolo de funcdo ra-
cional de coeficientes racionais, pode reduzir-se a forma

a(V2?+bV2+c,

com a, b, c racionais. E recomendével verificar como, aplicando o
anterior processo, se consegue efectuar neste caso a racionalizacao
de denominadores.

32. Generalizacao do teorema de LAGRANGE

O teorema de LAGRANGE pode ser generalizado do seguinte
modo:

Sejam u=Q(z,, 2, ..., 2,), v=P(z;, 2,, ..., 2,) duas fun¢des racio-
nais de z,, 2,,..., Z,, CUjOS Erupos representaremos respectivamente
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por G, G’, e sejaw =% (2, 2, .- -, 2,) Uma terceira funcio racional de
21 290 -+ » Z,» que fique invariante para todas as substituicdes comuns
a Ge G’,isto é, cujo grupo H contenha G N G’. Em tais condicdes,
podemos afirmar que w é exprimivel como funcdo racional de u, de
v e das fungdes simétricas elementares de z,, 2,, ... , z,; mais precisa-
mente, podemos afirmar que w é susceptivel da representacdo:

w=cv*l+c, v+ 4+, V+C,,

sendo m o niimero das conjugadas devem G e c,, c,,..., C, funcoes
racionais de u e das referidas funcoes simétricas elementares.
Sejam, com efeito, v,(=v), v,,..., v, as fungdes conjugadas de v
em G (note-se bem: em G ndo em S)) e sejam w,(=w), w,,..., w,_ as
fungGes correspondentes obtidas a partir de w. Consideremos entao
o seguinte sistema de equagdes lineares em ¢, ¢,,..., C,:

m*

(8) w, = clvi’"“l -+ czvi”’—2 + ot

4

v te, (=1,2,...,m).

Discorrendo como no nimero precedente, chega-se a conclusio
de que este sistema € possivel e determinado, desde que se evitem
os valores numéricos de z,, z,,..., Z, que tornam iguais os valores de
duas quaisquer das fungdes v, v,,..., v, . Tal sistema permite pois,
em geral, determinar os coeficientes c,, c,,..., c,, em func¢do racio-
nal dos vv e dos ww, e portanto em funcao racional dos zz.

Seja agora 6 uma substituicao qualquer do grupo G. Ja sabemos
(n.° 26) que a substituicdo 0, efectuada sobre os zz, se traduz numa
substituicdo 6 sobre os vv. Podemos portanto concluir, por um ra-
ciocinio andlogo ao do nimero precedente, que o efeito de uma tal
substituicdo O consistird, quando muito, numa alteracdo da ordem
das equacdes (8), o que, obviamente, ndo influe na solugdo do siste-
ma. Por outras palavras: os coeficientes c,, c,, ..., ¢, 30 fungdes ra-
cionais de z,, z,,..., Z,, que se mantém invariantes para todas as
substituicdes de G, grupo a que pertence a fungdo u. Entdo, segun-
do o teorema de LAGRANGE, os coeficientes ¢, ¢,,..., ¢,, poderdo
exprimir-se racionalmente em u e nas funcdes simétricas elementa-
res de z,, 2,, ..., 2,, q.€.d.



104
33. Nocao de corpo numérico

E evidente que, efectuando operacdes racionais (adicdes, sub-
traccdes, multiplicacdes e divisdes) a partir de nimeros racionais,
os resultados obtidos serdo ainda, necessariamente, nimeros racio-
nais. Mais precisamente: representando por Ra o conjunto dos nu-
meros racionais, tem-se que a soma, a diferencga, o produto e o co-
ciente de dois quaisquer elementos de Ra (sendo o divisor diferente
de 0) € ainda elemento de Ra. Exprime-se este facto dizendo que o
conjunto Ra € racionalmente fechado ou fechado a respeito das
operagoes racionais.

Mas tal propriedade ndo € exclusiva do conjunto Ra: também o
conjunto R, dos niimeros reais, € o conjunto K, dos nimeros com-
plexos (para nfo citar outros) sdo racionalmente fechados, como
imediatamente se reconhece. Mas j4, por exemplo, o conjunto P,
dos niimeros positivos, nao € racionalmente fechado, visto que a di-
ferenca de dois elementos de P pode ndo pertencer a P.

Costuma chamar-se corpo ou dominio de racionalidade todo o
conjunto de nimeros racionalmente fechado e constituido por mais
de um elemento.

Corpo numérico € pois todo o conjunto €2 de nimeros, dotado
dos seguintes caracteres: 1) tem mais de um elemento; 2) dados dois
quaisquer elementos a, b de 2, também a+ b, a—b, ab, a/b (supondo
neste Gltimo caso b # 0) sdo elementos de €.

Esta defini¢cdo pode ainda ser simplificada: Para que um con-
junto Q, constituido por vdrios niimeros, seja um corpo, é necessd-
rio e suficiente que, dados dois elementos a, b quaisquer de €, se
tenha sempre a—b € Q, alb € Q) (sendo b # 0). Com efeito, uma vez
verificadas estas condicdes, tem-se representando por ¢ um elemento
ndo nulo de Q:

O=c-c€EQ, 1=clcEeQ.

Entdo, dados dois elementos a, b quaisquer de Q (com b # 0)
tem-se que 0 — b e 1/b também serdo elementos de 2 e, portanto,
vistoquea+b=a+ (-b),a-b=a:(1/b), também a + b e a-b per-
tencerdo a €.
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Observemos agora que o minimo corpo numérico existente é o
corpo racional, Ra. Com efeito, qualquer outro corpo numérico
contém Ra, pois que, contendo 1, conterd todo o niimero natural
m=1+1+---+1 (m vezes) e portanto o cociente m/n de todo o par
de nimeros naturais (com zn # 0), bem como o simétrico —m/n.

Um exemplo ndo trivial de corpo € o conjunto de todos os nu-
meros da forma a + bV2 , com a, b racionais. A diferencga ou o co-
ciente de dois nimeros desta forma € ainda, manifestamente, um
numero da mesma forma.

E facil demonstrar que a interseccdo de dois ou mais corpos
(em numero qualquer, finito ou infinito) é ainda um corpo. Com
efeito, dados vérios corpos €, se forem a, b dois numeros perten-
centes a interseccdo N €2, a diferenca a-b deverd pertencer a cada
um desses corpos €2, e portanto a interseccao de todos eles, € 0 mes-
mo acontecerd a respeito do cociente a/b (supondo b # 0).

Posto isto, seja M um conjunto qualquer de nimeros. Havera
pelo menos um corpo numérico que contém M: o corpo complexo,
K. Ora, a intersecc@o de todos os corpos que cont€m M seré ainda,
em virtude do resultado precedente, um corpo que contém M: desig-
nemo-lo por Q. E claro que Q serd o minimo corpo que contém M:
diz-se entdo que Q € o corpo gerado por M (ou pelos elementos de
M). Observemos ainda que €2 é o conjunto de todos os niimeros que
se obtém por meio de operagbes racionais efectuadas um niimero
finito de vezes sobre elementos de M ou sobre os resultados de tais
operagoes.

Consideremos agora um corpo numérico A € um numero o,
qualquer. (Se o & A, a reunido A com o ndo serd um corpo). Repre-
senta-se por A(at) o corpo gerado por o e pelos elementos de A, e
diz-se que A(a) resulta da adjungdo do nimero o ao corpo A. No
caso de A coincidir com o corpo racional, € claro que A(a) podera
ser gerado unicamente por o.

Analogamente, chama-se corpo resultante da adjuncdo de va-
rios ndmeros o, O,,..., 0. a um corpo A, e representa-se por
Ao, O, ..., O, ), 0 corpo gerado por esses nimeros e pelos elemen-
tos de A. E claro que o corpo A(e,, O.,,..., 0. ) pode ainda ser obtido
pela adjunc¢do sucessiva dos nimeros o, O,,..., 0. a A, em qualquer
ordem.
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Exemplos:

Efectuando a adjuncdo de V2 ao corpo racional, Ra, obtém-se o
corpo Ra(V2), constituido por todos os nimeros da forma a+bV2
com a, b racionais. Designemos por A este corpo; fazendo a adjungao
de V5a A, obtém-se o corpo A(\3/5_), constituido por todos os nume-
ros da forma a + bV5 + ¢ (\3/5)2, com a, b, c € A. Ponhamos ainda
Q=AV5; fazendo a adjuncdo de log 3 ao corpo Q, obtém-se o corpo
Q(log 3), constituido por todos os nimeros da forma ¢ (log 3), sendo
¢ uma qualquer funcéo racional de coeficientes em Q. E claro que

Q(log 5)=Ra(V2, V5, log 3).

E ainda de observar que o corpo complexo resulta, precisamente,
da adjuncdo do elemento i = V-1 ao corpo real.

Como exercicio, recomenda-se a demonstracdo dos seguintes
factos:

1) Para que se tenha a + bV2=d +b\V2,coma, b, a, b’ racio-
nais, € necessdrio e suficiente que a = b; a’=b".

2) O ndmero V'3 ndo pertence ao corpo Ra (V2).

3) A interseccdo de Ra (\/5) com Ra (\/§) € o corpo Ra.

4) Condigo necesséria e suficiente para que se tenha a+bV3 =
=a'+b'V3,coma b, a’,b’ ERa(V2)é que resultaa=a’, b="b".

34. Funcoes pertencentes a um grupo em sentido restrito

Até aqui, falando das raizes, z,, z,, ..., z,, duma equacao algébrica
de grau n, temos tratado tais raizes como varidveis independentes.
Todavia, nos casos concretos, dada uma equacao algébrica

f@=a,2"+a,z"'+--+a,=0,

de coeficientes numéricos determinados, as raizes de tal equagao
(que designaremos agora por o, O.,, ..., 0. ) Serdo nimeros determi-
nados € ndo varidveis. Seja u = Q(z,, Z,, ..., z,) uma func¢ao racional
das varidveis independentes z,, 2,, ..., 2, € sejam u,(= u), u,, ..., u, as
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funcdes conjugadas de u; suponhamos, além disso, que, substituindo
2 20 -+ » 2, Pelas raizes o, o.,, ..., 0, da equagdo considerada, vém
para u,, u,, ..., u, valores finitos e determinados:

Bl = (pl (al’ a27 Sueinify (xn)’
BZ = (pz(al’ (Xz, DR (xn)’

B.=0,(0,0,...,d).

Por comodidade de linguagem, continuaremos a dizer que f3, é
uma fungdo racional de o, 0.,,..., 0. (muito embora os 00 sejam
constantes) e que B,, B,,..., B,, 30 as fungdes conjugadas de B, .

Por outro lado, diremos que duas funcdes das raizes sdo formal-
mente iguais, quando (e s6 quando) essas funcdes resultam idénti-
cas, abstraindo do valor numérico dos 0., isto €, tratando mental-
mente os simbolos o.;, O.,, ..., 0, cOmo varidveis independentes.

Ora pode acontecer que duas fungdes das raizes sejam formal-
mente distintas, sendo numericamente iguais.

Seja, por exemplo, a equacao reciproca

x*=2x*-2x+1=0,

cujas raizes designaremos por o, o.,, 0., 0, . E claro que podemos
supor estas notacdes ja escolhidas de modo que se tenha o, o, =1,
o, o, =1 (pois que se trata duma equagdo reciproca). Deste modo, a
funcdo das raizes

(P(a’l’ (XZ’ (x3’ (x4) = a‘l a2

ficard formalmente invariante para as substituicdes do grupo
G={I,(12),34),(2)@34)}, e so para essas; podemos mesmo
dizer que tal funcdo pertence formalmente ao grupo G. Hé todavia
substituicOes fora de G que deixam a fun¢do o, o, numericamente
invariante: tal €, por exemplo, a substituicdo (1 3) (2 4), que muda
o, 0, em 0, 0, tendo-se, numericamente, o, 0., = 0., O, = 1, embora
formalmente (isto é, pensando os 0L0t como varidveis independentes)
se tenha o, o, == 0., 0, . O mesmo acontecerd, de resto, com qualquer
funcdo de forma m o, o, +n o, 0, sendo m, n coeficientes numéricos
distintos.
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Pois bem, tornando ao caso geral, diremos que uma dada fungao
racional @ (o, O, ..., 0. ) das raizes da equacao considerada perten-
ce, em sentido restrito, a um dado grupo G, quando se verificam as
duas seguintes condi¢bes: 1) a fung¢do @(o,, O.,,..., ¢, ) pertence
formalmente ao grupo G; 2) os valores numéricos J,, B,,..., B, das
fun¢des conjugadas de ¢ sdo todos distintos sobre si.

A necessidade desta convencgdo faz-se sentir na aplicagcdo do teo-
rema de LAGRANGE. Suponhamos que a fun¢io B=¢ (o, 0.,, ..., 0 )
pertence em sentido restrito a um grupo G, e seja Y=y (0o, 0., ..., )
uma segunda funcao racional dos ao que fique formalmente inva-
riante para todas as substituicdes de G. Entdo, segundo o teorema
de LAGRANGE, existirdo m numeros c,, ¢,,..., C,, racionalmente

m?

exprimiveis nos coeficientes da equacdo considerada, tais que
Y= CIBm + CZBm_l + e+ Cm—lB + cm'

Note-se porém que, no caso de @ pertencer ao grupo G apenas
formalmente, e ndo em sentido restrito, ndo seria licito chegar a
esta conclusdo, pois que em tal hipétese, ndo sendo os nimeros
B, By,---» B, todos distintos entre si, o determinante de VANDER-
MONDE em B, B,,..., B, resultaria nulo (reveja a demonstragdo do
teorema de LAGRANGE).

Assim, por exemplo, tornando ao caso da equacgdo reciproca
precedente, ndo serd possivel exprimir a soma o, + o, como func¢ao
racional (com coeficientes racionais) do produto o, o, e dos coefi-
cientes da equacdo, embora as fungdes o, + o, o, 0., pertencam for-
malmente a0 mesmo grupo. De resto, como € facil ver, as somas
o, + L, O+ 0L, tém por valores numéricos 1+V/3, 1-V/3. (Ja no
numero 29, a propdsito de resolventes, vimos como se pode calcular
a soma z, +z, de duas raizes de uma equacdo do quarto grau, uma vez
conhecido o produto z, z, dessas raizes; ora, € fécil ver que tal pro-
cesso € inaplicavel, quando se tenha, numericamente, z,z, = z,2,).

O que dissemos para o teorema de LAGRANGE estende-se,

tatis mutandis, a sua generalizacao.

Posto isto, podemos demonstrar um facto de importancia capital
para o que segue: Se as raizes O, O.,, ..., 0. da equagdo f(z)=0 sdo
todas simples, é sempre possivel, dado um grupo G qualquer de
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substitui¢oes sobre os 00, construir uma fungdo racional das raizes
(com coeficientes racionais) que pertenca a G em sentido restrito.

Suponhamos pois que a equagdo f(z) =0 ndo admite raizes miil-
tiplas. Comegaremos por mostrar como se constréi uma fungéo ra-
cional dos ol pertencente em sentido restrito ao grupo 7. Conside-
remos o polinémio inteiro em ¢:

p(t)EOC1+OLZt+OL3t2+ +(xn tn—l.

Efectuando sobre os ol uma substituicdo 0 # I, qualquer que
ela seja, obtém-se um polinémio distinto de p (), pois que, por hipé-
tese, os numeros o, 0.,,..., ¢, sdo todos diferentes, e, segundo o
principio das identidades, dois polindmios sdo idénticos, se, e s6 se,
tem iguais os coeficientes dos termos do mesmo grau. Sejam entao
p,(=p), p,,..., p, todos os polindbmios que se obtém a partir de p
efectuando sobre os ol todas as possiveis substituicdes: serd entdo
v=n!. Consideremos agora o determinante de VANDERMONDE em

p,(®), p, (1), ..., p,(0):

L)
vy =] [p.)-p.@].
i>k

Visto que os polindmios p,(¢) sdo todos distintos entre si dois a
dois, o polinémio V(¢), ndo serd identicamente nulo, e admitird por-
tanto um numero finito de raizes, o que quer dizer que existem infi-
nitos valores inteiros de t que ndo o anulam. Seja #, um desses valo-
res; ter-se-4 pois

V(z,) #0,

o que equivale a dizer que os numeros p, (t,), p,(,),..., P, (,) sdo to-
dos distintos. Mas tem-se

p(t) =0 + 0ty + 02+ - + 0L 2075
logo p(,) serd uma funcdo racional dos oo (de coeficientes intei-

ros) que, em virtude de que foi dito, pertence, em sentido restrito
ao grupo 7.
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Ponhamos para brevidade . = p,(¢,)) (i=1,2,...,v). E claro que
T, T,,..., T, sd0 as fun¢des conjugadas de 7, — tantas quantos os
elementos de S ; pois que, dada uma destas conjugadas, T;, existe
uma, e s6 uma substituicdo 0, que faz passar de w, para T, .

Seja agora:

G={lo0,,..,06}

um grupo qualquer de substitui¢cdes sobre os o, € sejam T, TT,,..., T,
as conjugadas de , em G:

n,=1{m},
T,=0,{m},...,
T =0.{m,}.

Consideremos o polinémio em A:
PAM=(A-m)A-m,) - A-—m).

Qualquer substitui¢do ¢ de G (efectuada sobre os o) traduz-se
numa substitui¢do sobre os 7w € ndo altera, portanto, o polindmio
P(A). Por outro lado, qualquer substitui¢éo 6 de S,, ndo pertencente

a G, altera o polinémio P(A), pois que, em tal hipitese, as fungdes
dos oo

0{r },0{n},...,0{r }

sdo todas distintas (mesmo numericamente) das fung¢des 7, ,, ..., T..
(Efectuar a substituicdo 6 em &, T,, ..., T, equivale a efectuar direc-
tamente em T, as substitui¢cOes da classe lateral 6G, de G em S).
Vé-se, pois que, designando por m o indice de G em S, se obtém, a
partir de P (L), m polinémios, todos distintos entre si,

P,(A), P,(A),..., P, (L),

quando sobre os oo se efectuam todas as substitui¢des de S, . Entao,
discorrendo como anteriormente para os polinémio p,(f), chega-se a
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conclusdo de que existe pelo menos um inteiro A,, para o qual os nud-
meros P,(A,) sdo todos distintos. Ponhamos entdo =P (A,); ter-se-4

B=(A,-m)A,—T,) - (A, —T).

Em virtude do que foi dito, B serd uma fungao racional dos o,
pertencente a G em sentido restrito.

35. Grupo de GALOIS duma equacio

Observamos, em primeiro lugar, que, fazendo intervir a nocao
de corpo numérico, o teorema das fun¢des simétricas € susceptivel
do seguinte complemento:

Designe 2 um corpo de niimeros e seja u = ©(z,, z,,..., 2,) uma
fungdo racional e simétrica de z,, 2, ..., z, com 0s coeficientes em
Q. Nestas condigoes, a funcdo racional F(s,, s,,..., S,), que exprime
u nas fungdes simétricas elementares s,, S,,..., 5, terd também os
coeficientes em €.

A demonstracdo deste complemento € imediata, desde que se
examine o processo geral atrds indicado para o célculo das fungdes
simétricas.

Um complemento andlogo pode ser enunciado para o teorema
de LAGRANGE, em qualquer das suas formas.

Posto isto, sejam f(z) =0 uma equacdo algébrica de coeficientes
racionais e @ (o, 0., ..., 0. ) uma fun¢do racional (com coeficientes
racionais) das raizes desta equacdo. Se a fungdo @ € simétrica, o seu
valor numérico ndo pode deixar de ser racional, pois que, segundo o
teorema das fungdes simétricas, esse valor € racionalmente exprimi-
vel nos coeficientes da equacao, e estes, por hipétese, sdo racionais.
Suponhamos porém que a func@o ¢ ndo € simétrica: podemos nés
concluir dai que o seu valor ndo € racional? Sabe-se bem que ndo:
basta que as raizes o, O.,,..., O sejam todas racionais, para que O
valor de ¢ também o seja. Mesmo fora deste caso trivial, pode
acontecer, excepcionalmente, que o valor numérico duma fungéo
assimétrica das raizes seja racional. Seja, por exemplo, a equacao

2Z+pz+qg=0.
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Consideremos a fun¢@o assimétrica das raizes
V=1(2-2) (z-2) (z~2).

O valor de V serd, segundo a expressao indicada no nimero 28,
dada pela férmula

V=VD=V-4p3-274%.

Ora, pode acontecer, em casos particulares, que VD seja racio-
nal; tal €, por exemplo, o caso da equacado

22-9z2+9=0,

para a qual se tem V = V9 = + 27, sem que as raizes sejam racio-
nais, como se pode verificar.

Consideremos agora, mais geralmente, um corpo numérico €2,
qualquer, e uma equacdo algébrica f(z) = 0, de coeficientes em €.
Dada uma funcdo racional das raizes desta equacdo

B=o(a, a,,...,0),

cujos coeficientes sejam elementos de €2, € claro que, se tal funcdo
pertencer ao grupo S, (isto é, se for simétrica), o seu valor numérico,
B, serd ainda um elemento de €. Mas esta propriedade nio é, neces-
sariamente, um privilégio do grupo simétrico, S, .

Diremos que um dado grupo G de substitui¢des sobre os oo é
um grupo admissivel da equacio f(z) = 0, a respeito do corpo €,
quando toda a fungdo racional dos aow com os coeficientes em €2,
que fique formalmente invariante para as substituicdes de G, tenha
o seu valor numérico em £2.

Imediatamente se reconhece que o grupo simétrico € sempre um
grupo admissivel. Por outro lado, € facil ver que condicdo necessd-
ria e suficiente para que G seja um grupo admissivel da equacdo
f(z) =0, a respeito do corpo Q, é que exista uma funcdo racional
(com coeficientes racionais) das raizes da equacdo, pertencente ao
grupo G em sentido restrito e cujo valor numérico esteja em L.
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Com efeito, se for B = ¢(a, 0.,,..., ¢ ) uma tal funcdo, qualquer
funcdo racional das raizes, com os coeficientes em €2, que fique
invariante para as substituicdes de G, poderd, segundo o teorema de
LAGRANGE, exprimir-se como func¢do racional (com os coeficien-
tes em Q) de B e dos coeficientes da equagao e o seu valor numérico
pertencerd portanto a 2.

Mais ainda: podemos demonstrar o seguinte

TEOREMA - A interseccdo de dois grupos admissiveis da
equacdo f(z) =0, a respeito do corpo L2, é ainda um grupo admissi-
vel de f(z) = 0 a respeito de 2.

Sejam, com efeito, G, H dois grupos admissiveis de f(z) =0 em
relacdo a €, e sejam @, ¥ duas fungdes racionais das raizes, com
coeficientes racionais, que pertengcam em sentido restrito respectiva-
mente a G e a H. (Segundo a andlise do numero precedente existem
sempre duas tais funcdes). Seja, por outro lado, y uma fungdo ra-
cional das raizes, com coeficientes racionais, pertencente ao grupo
GNH. Ora, segundo o teorema de LAGRANGE generalizado, a
func¢do 7y poderé exprimir-se racionalmente em @, Y € nos coeficien-
tes de f(z) = 0. Mas tanto os valores de ¢ e de y, como os coeficien-
tes de f(z) = 0, pertencem por hip6tese a €2. logo, também o valor de
X pertencerd a €2, o que significa que a interseccdo G H € um gru-
po admissivel da equacdo f(z) = 0 a respeito do corpo €2, g.e.d..

Sejam entdo G,, G,,..., G, os grupos admissiveis de f(z) =0, a
respeito do corpo Q. (Eles s3o necessariamente em numero finito,
visto serem subconjuntos de S).

Consideremos o grupo

G=G,NG,N---NG,
=((G,NGYN --)NG,.

Em virtude do teorema precedente, G serd ainda um grupo admis-
sivel de f(z) a respeito de €2: serd pois um dos grupos G, G,, ..., GM
e precisamente o menor de todos eles. Chamar-lhe-emos grupo de
GALOIS da equacdo f(z) =0, a respeito do corpo €. Portanto:
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Grupos de GALOIS da equacdo f(z) =0 a respeito
do corpo € € o minimo grupo admissivel de f(z)=0 a
respeito de Q.

Como exemplo, consideremos de novo a equagdo z>—9z+9=0.
O grupo alternante A, € um grupo admissivel desta equacdo para o
corpo racional Ra, pois que, como vimos, a funcdo V, pertencente a
A, em sentido restrito, tem o valor numérico em Ra. Mas A, € o
grupo gerado pela substituicdo (1 2 3): o seu unico subgrupo, dis-
tinto de A , € o grupo 7. Mas .7 ndo € um grupo admissivel da
equacdo considerada, em relacdo a Ra, pois que, se o fosse, a funcdo
o(o,, 0, 0,) = o, teria valor racional: ora ja dissemos que as raizes
desta equacdo sdo irracionais. Logo é A, o grupo de GALOIS da
equacdo considerada a respeito de Ra.

36. Pesquisa do grupo de GALOIS duma equacio

Uma questio se pde, primeiro que tudo, na pesquisa do grupo
de GALOIS:

Como fixar as notagdes o, 0., ..., 0. , antes de conhecer efecti-
vamente as raizes (todas distintas por hipétese) da equagdo f(z)=0?

Um dos vérios critérios que poderiam servir para este fim seria
0 seguinte: representar as raizes por o, O, ..., 0., segundo a ordem
crescente dos mddulos e, no caso das raizes equimodulares, segun-
do a ordem crescente dos argumentos, entre 0 e 2%. Todavia, o
mais comodo ainda é deixar primeiro indeterminadas as notagbes
o, O, ..., O e fixd-las apenas no momento oportuno.

Ora, para determinar o grupo de GALOIS da equacdo f(z)=0 a
respeito dum dado corpo 2, serd preciso, naturalmente, procurar
grupos admissiveis da equacdo para o corpo 2. Como se consegue
porém saber se um dado grupo H de substitui¢des sobre os oot € ou
ndo um grupo admissivel da equacdo a respeito de 27 As conside-
racdes do numero precedente indicam-nos o caminho a seguir.
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Construa-se (pelo processo do n.° 34) uma func¢ao racional
B=o(o,, 0,..., 0 ), que pertenca ao grupo H em sentido restrito, e
considere-se a equacao

g(u)z(u_B1) (u—Bz) (u_Bm)=0,

cujas raizes sdo as fungdes conjugadas de 3. Conforme o que se viu
no numero 29, os coeficientes desta equacdo sao racionalmente ex-
primiveis nos coeficientes da proposta, e, portanto, pertencentes a
Q). Entao, dois casos se podem apresentar:

a) A equacdo g(u) = 0 ndo admite raizes em Q.
b) A equagdo g (u) = 0 admite pelo menos uma raiz em €.

No primeiro caso, pode-se concluir desde logo que o grupo H nio
€ admissivel para €2. Quanto ao segundo caso, podemos supor as nota-
coes O.;, Ol,, ..., O, fixadas de modo tal que uma das raizes de g(u)=0
pertencentes a L seja precisamente a raiz f=@(0,, 0., ...,0. ), € en-
tdo podemos afirmar que o grupo H € um grupo admissivel da equa-
cdo g(u) =0, a respeito de €.

Resta porém um ponto importante a esclarecer: Como se conse-
gue saber se a equacdo g(u) = 0 admite ou ndo uma raiz em 2?

O caso mais simples serd aquele em que €2 € o corpo racional:
trata-se entdao de saber se a equacdo g (#)=0 admite ou ndo raizes ra-
cionais, problema que ensinam a resolver todos os tratados cldssicos
de Algebra Superior.

Nos casos em que €2 ndo seja o corpo racional, o problema com-
plica-se, naturalmente. Dele nos ocuparemos s6 mais adiante.

Finalmente, podemos indicar o modo de achar o grupo de GA-
LOIS da equagido f(z) = 0, a respeito de €2:

Apenas se tenha determinado um grupo admissivel H, a respeito
de € (e um destes grupos € sempre um grupo simétrico), bastard
prosseguir a pesquisa entre os subgrupos de H. Entdo, se nenhum
dos subgrupos méximos de H € admissivel a respeito de €, H serd
manifestamente o grupo de GALOIS que se pretende determinar. Se,
pelo contrario se encontra um subgrupo maximo K de H, que seja
ainda admissivel a respeito de €2, repetir-se-a para K o que se fez
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para H. E assim sucessivamente. Deste modo, o grupo de GALOIS
acabard seguramente por ser determinado com um ndmero finito de
operacoes.

Este método, tal como acabamos de o expor, resultaria excessi-
vamente laborioso na pratica. H4 todavia consideracdes de ordem
véria, que simplificam consideravelmente a pesquisa do grupo de
GALOIS.

37. Equacoes do terceiro grau®. Equacoes ciclicas

Recordemos o método de TARTAGLIA para a resolugcdo da equa-
cdo geral do 3.° grau e vejamos se € possivel descobrir nele alguma
ideia que possa aplicar-se a classes mais extensas de equacoes.

Em primeiro lugar, sabe-se que € sempre possivel, mediante uma
transformacdo em z + A, sendo A a média aritmética das raizes, re-
duzir a equacgdo geral do 3.° grau a forma

) 2+pz+q=0.
Ponhamos entdo z=u+ v e procuremos determinar u € v, de
modo que a equacdo (9) seja verificada.

Vira, sucessivamente:

wW+v+3ulv+3uvi+pu+v)+q=0,
w+v+QBuv+p)(u+v)+qg=0.

A equacdo serd portanto verificada, se pusermos
(10) Buv=-p, wW¥+v¥*=-gq.
A primeira destas igualdades da-nos

w3 .

Vv=——Dp3.
27 F

(1) — Para um estudo completo do assunto, veja-se Prof. VICENTE GONCALVES, Curso de
Algebra Superior, 2.° Vol..
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Os valores de u’ e de v* serdo pois as raizes da equagdo do se-
gundo grau em (:

1
2_ gl ——p3=0.
£2-¢qC 57 P

Para brevidade da expressdo, designemos por A € B as raizes
desta equacdo:

w=A, v=B.
Entao, devera ter-se

z=u+v=VA+VB.

Mas existem trés raizes cuibicas de A e trés raizes cubicas de B;
somando cada determinaco de VA, com cada determinacdo de VB,
obtém-se ao todo nove valores para z, enquanto a equacao (9) nos
dé apenas trés. Desfaz-se esta indeterminacdo, atendendo a primeira
das igualdades (10). Entdo, se representarmos por #, uma das deter-
minagSes de VA, a determinagio correspondente VB devera ser

p

vl =__.
3u,

. A 3 ~
As restantes determinacgdes de VA, serdo pu,, p*u,, representan-
do por p uma das raizes cubicas primitivas da unidade, isto €, uma
das raizes da equacdo

Z2+z7z+1=0.

(Podera escolher-se, por exemplo:

~1+V3i -1-V3i
P T3~

?

tendo-se, evidentemente,

1+p+p2=0).
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. ~ 3 ~
As determinagdes de VB correspondentes a pu,, p°u,, serio,
respectivamente,

V, =— 2 =p~lv, =p’v,,
3pu,

- P _ 2, _

v3__3p2u1—p Vi=PVys

e assim, as trés raizes de (9) serdo:
Z=u v, ,=pu +pv, z;=pu +pv;.

Estas mesmas igualdades permitem-nos determinar u, € v, em
funcdo de z,, z,, z;. Para obter u,, basta multiplicar ordenadamente a
segunda por p?, a terceira por p e somar ordenadamente as trés,
atendendo aque € 1 + p + p*>=0; vird

1
u, = E iz, * p°z, + Pz

Analogamente, ter-se-4

1

V= 5 (z,+pz, +p°z,).

Estudemos estas duas funcdes, do ponto de vista das substituicoes
sobre 0s zz. A transposi¢do (2 3) muda u, em v,. Quanto as substitui-
¢oes do grupo alternante, A, distintas de I, observa-se que:

a) o ciclo (1 2 3) muda u, em

1 1
E(Zz‘*' p2Z3 +pz) =§ p(z; + p2Z2 +P2z) =puy;

b) o ciclo (1 3 2) muda u, em

2 — A2
L+ P2+ P, =pu,.



119

Deste modo, a fungd@o u? serd transformada pelo ciclo (1 2 3) na
funcao

e, pelo ciclo (1 3 2), na fungdo
poui=uj;

numa palavra, ficard invariante para as substitui¢cdes de A, (e s6 para
essas), 0 que a torna racionalmente exprimivel em V="VD e nos
coeficientes da equacao proposta (n.° 31). Outro tanto se diga a res-
peito da fungdo v’ .

Consideremos agora uma equacgdo f(z) = 0, de grau n, de coe-
ficientes contidos num dado corpo A. Diremos que esta equacdo €
ciclica a respeito de A, quando for ciclico e transitivo um dos seus
grupos admissiveis” a respeito de A.

Suponhamos pois que f(z)=0 é ciclica a respeito de A, e designe
H um seu grupo admissivel (a respeito de A) que seja ciclico e tran-
sitivo. Se for 6 uma das substitui¢Oes geradoras de H, € claro que &
s6 podera ser formada por um n — ciclo, de contrario cada um dos
ciclos em que se decompusesse daria lugar a um sistema de transiti-
vidade. Ter-se-4 pois

c=(i..1),

em que i,, i,,..., i, representam os elementos 1, 2,..., n dispostos
numa ordem determinada, sem omissdo nem repeticdo. Mas nada
nos impede de supor as notagdes o, O.,,..., ¢ (das raizes de
f(z2)=0 previamente escolhidas de modo que se tenha, precisamente,
i,=1,i,=2,...,i =n; e assim poderemos escrever, mais comoda-
mente,. 6 =(12 ... n).

(1) — Segundo a terminologia corrente, a equacdo f(z)=0 diz-se ciclica a respeito de A, quan-
do € ciclico e transitivo o seu grupo de GALOIS a respeito de A. H4 contudo vantagem,
do ponto de vista didactico, em apresentar o conceito de “equacg@o ciclica”, tal como o
definimos aqui.
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Por outro lado, tem-se:
H={I,0,0%...,0"}.

Posto isto, designemos por ® uma das raizes primitivas de indice
n da unidade. Notemos, desde ja, que o grupo H € ainda um grupo
admissivel de f(z)=0 a respeito do corpo ampliado A(w): com efeito,
qualquer fun¢do racional dos oo, com coeficientes racionais, per-
tencente em sentido restrito a H, tem o valor numérico em A e por-
tanto em A(m) (reveja cuidadosamente as consideragdes do n.° 35).
Consideremos entao a seguinte funcao das raizes

B=o, + oo, + 0* o, + -+ + @0,

As fungdes conjugadas de B em H, obtém-se, como € sabiao,
executando as substituicdes de H sobre os o, na expressdo de P.
Ponhamos:

B,=B, B,=o{B}, B,=0*B},...,B,=0""{P}
Ter-se-a, como € facil verificar:

B=0,+00,+ -+ "o =p,
B=o,+00a,+ -+ o, =B,
B,=0,+wo, + -+ "o, = 02,

B,=0, +wo, +---+0 "o _ =w0p.

Daqui resulta imediatamente que

n— n_.“_Bn
1~ F2 — Fno

visto ser (0)"=1, (w?)'=1,..., "= 1.
Ponhamos " = v . Segundo o que acabamos de ver, Y é uma
funcdo racional dos o, de coeficiente em A(w), a qual se mantém
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formalmente invariante para todas as substituicdes de H. Ora H €
um grupo admissivel de f(z) = 0, a respeito de A(w). Logo, y tem de
ser um elemento de A(w). O valor de 3 pode pois ser deduzido de
um elemento de A mediante uma extrac¢do de raiz:

B=Vy (tem-seyE A(w)).

Por outro lado, observemos que € uma fungdo racional das
raizes, de coeficientes em A(®), pertencente em sentido restrito ao
grupo 7 dentro de H (as suas conjugadas f3,, B,,..., B, em H sdo to-
das numericamente distintas). Mas, por sua vez, o, € uma fun¢do
racional das raizes, de coeficientes racionais,

o0, Oy ..., )=0, +0-0,+ - +0-0,
pertencente ao grupo 7 dentro de H. Logo, segundo o teorema de
LAGRANGE generalizado, podera escrever-se

f

o =C1I31n_1 +CzB1n_2+ +cn—IBI +c,,

(11) < a2=C1 ;_1+C2[32n_2+”.+Cn—ll32+cn’

-----------------------------------------------

sendo os coeficientes ¢, c,,..., ¢, elementos de A(w). Com efeito,
uma substituicdo qualquer de H executada sobre os oot determina
apenas uma substituicdo sobre os Bf3, e o seu efeito serd, quando
muito, o de alterar a ordem das equagdes (11), o que ndo influi so-
bre o valor dos cc deduzido dessas equacdes; 0s cc sdo pois fungdes
racionais dos oo, de coeficientes em A(®), que se mantém formal-
mente invariantes para as substitui¢cdes de H, donde se conclui que
pertencem ao corpo A(m), atendendo a hipétese feita sobre H.

Veremos oportunamente que ¢ mesmo possivel eliminar a raiz
primitiva ®, das expressdes obtidas para os 0lO.

Em conclusio:

Se a equacdo f(z)=0 ¢ ciclica a respeito de A, as raizes de f(z)=0
podem ser obtidas, efectuando apenas operagdes racionais e uma
extraccdo de raiz, a partir de elementos de A.
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Observe-se, entretanto, que toda a equagdo do terceiro grau €
ciclica a respeito do corpo gerado pelos coeficientes e pela raiz qua-
drada do discriminante. Em particular, a equagdo 72 -9z + 9 =0 ¢
ciclica a respeito do corpo racional pois que, como vimos no n.° 35,
a raiz quadrada do seu discriminante € 27, portanto racional.

38. Condicao suficiente de resolubilidade por meio de radicais

Dada uma equacdo algébrica f(z) =0, de coeficientes contidos
num dado corpo A, diz-se que tal equacgdo é resoliivel por meio de
radicais a respeito do corpo A, quando todas as suas raizes podem
ser obtidas mediante operagcdes racionais e extracgdes de raiz, efec-
tuadas um numero finito de vezes sobre elementos de A ou sobre os
resultados de tais operacdes.

Em vez da locu¢@o “por meio de radicais”, poderia usar-se esta
outra “por meio de equacdes binémias”, visto que o simbolo Va de-
signa, como € sabido, uma qualquer das raizes da equacio binémia

"—a=0,

obtendo-se as restantes raizes da mesma equacio multiplicando Va
pelas poténcias duma raiz primitiva de indice n da unidade. Chama-
-se extrac¢do da raiz de indice n de a, precisamente, a operacdo que
consiste em passar de a para Va.

Posto isto, designe G um grupo admissivel da equacdo f(z)=0a
respeito do corpo A e seja

B=o(a, oy,..., 0 )

uma fung¢do racional, com coeficientes racionais, de o, O.,,..., O,
pertencente em sentido restrito ao grupo G. (J4 sabemos que é
sempre possivel determinar uma tal funcdo). Ter-se-4 entdo, natu-

ralmente, B EA.

Seja agora H um subgrupo de G, distinto de G. Construida uma
funcdo racional das raizes

Y=y, Oy, ..., O )
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com coeficientes racionais, pertencente em sentido restrito a H den-
tro de G (isto €, pertencente formalmente a H em G e tal que as suas
conjugadas em G sejam todas numericamente distintas), j& ndo po-
demos garantir que se tenha Y& A, a ndo ser que H seja ainda um
grupo admissivel de f(z)=0 a respeito de A.

Seja porém como for, nés podemos assentar nos seguintes
factos:

I- O grupo H é um grupo admissivel da equacdo f(z)=0, a
respeito do corpo A(y). Com efeito, qualquer fun¢do racio-
nal dos oo, com os coeficientes em A, que fique formal-
mente invariante para as substituicdes de H em G, pode,
segundo o teorema de LAGRANGE generalizado, expri-
mir-se como funcdo racional de ¥, com os coeficientes em
A e terd o valor numérico em A(Y).

II — Representando por Y,(=7), Yy ---» Y, S conjugadas de Y em
G, a equacgdo

g(Z)E(Z_’Yl) (Z_yz) (Z—'Ym)=0

terd os coeficientes em A. Com efeito, os coeficientes desta
equacao

-5, =_ZYI’ Sz=Z'Y1’Yz’ s DS, =
= =LY% s T

sdo, por intermédio dos 7y, funcdes racionais dos ool (com
coeficientes racionais) que se mantém formalmente inva-
riantes para todas as substituicdes de G, uma vez que o
efeito destas substituicOes € apenas permutar entre si 0s
vY. Os valores numéricos de S,, S,,..., S, serdo pois ele-
mentos de A, em virtude da hipétese.

III — J& sabemos (n.° 26) que cada substituicdo 6 de G sobre os
oo se traduz numa substitui¢do 8 sobre os yy e que, portan-
to, o grupo G d4 assim origem a um grupo G de substitui-
coes sobre os vYy. Seja entdo
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IF'=®(y Yy eoes V)

uma qualquer func¢do racional dos yy (com os coeficientes
em A) que se mantenha formalmente invariante para as
substitui¢des de G. Executando sobre os 0.0t uma qualquer
substituicio de G, esta traduz-se numa substitui¢io de G
sobre 0s Yy e ndo altera portanto ®@. Logo I" €, por intermé-
dio dos vy, uma funcdo racional dos oo (com os coeficien-
tes em A), que se mantém formalmente invariante para as
substitui¢des de G, tendo-se portanto

IreA.

Em resumo: toda a fun¢@o dos 7y, com os coeficientes em
A, que se mantenha formalmente invariante para as substi-
tui¢des de G, tem o valor numérico em A. Mas isto quer di-
zer precisamente que:

O grupo G é um grupo admissivel da equacdo g(z)=0, a
respeito do corpo A.

IV —Recordemos que, quando H é invariante em G, o grupo G é

o chamado grupo cociente, G/H, cuja ordem € igual ao in-
dice de H em G.

O caso mais simples serd aquele em que o indice de H em
G € um ndmero primo. Mas entdo o grupo G/H admitir4,
como unicos subgrupos, ele mesmo e a identidade, e serd
portanto um grupo ciclico (n?° 22). Com efeito, seja 6(#1)
um elemento de G e seja C o grupo ciclico gerado por C;
se C fosse distinto de G, entdio G admitiria um subgrupo C,
distinto dele mesmo e da identidade, o que € impossivel.
Além disso, o grupo G ¢é transitivo. Com efeito, dadas duas
quaisquer conjugadas v,, Y, de Y em G, designando por 0,, 0,
duas substitui¢des de G que facam passar, respectivamente,
de v, para v,, a substituicdo

0,0
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faz passar de v, para vy,, €, portanto, a substitui¢ao

6,0
de G transforma y,em 7, .
Em conclusao:
Se H é um subgrupo invariante de indice primo de G, a
equacdo g(z)=0 é uma equacdo ciclica a respeito do corpo
A, e pode portanto, segundo o que se disse no niimero pre-
cendente, resolver-se por meio de radicais a respeito de A.

Posto isto, suponhamos que o grupo G admite uma cadeia de
subgrupos

GDHDKD---ODMDNDJY,

comecando em G e terminando no grupo idéntico, cada um dos
quais, a partir do segundo, seja um subgrupo invariante de indice
primo do precedente. Diz-se, em tal hipotese, que G € um grupo re-
soluvel ou metaciclico.

Sejam, por outro lado,

T O o0 s Mh G s

funcgdes racionais dos olol, com coeficientes racionais, pertencentes
em sentido restrito, respectivamente a H em G, K em H,..., N em
M, J em N, e sejam

D=0, k(D=0,....80=0 10)=0,

as equacdes que admitem como raizes, respectivamente, as conjuga-
dasde yem G,de dem H,...,de N em M, de { em N.

Em virtude do que foi dito nas alineas I), II) os coeficientes de
h(z) =0 pertencerdao ao corpo A, os de k(z) =0 ao corpo A(Y),... 0s
de 1(z) ao corpo A(Y, 9, ..., n).

Por outro lado, em virtude do estabelecido nas alineas III) e IV), a
equacdo h(z) =0 serd resolivel por meio de radicais a respeito de A;
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analogamente, a equacado k(z) sera resoluvel por meio de radicais a
respeito de A(Y), e portanto a respeito de A, visto que o elemento Y €
raiz da equacdo h(z)=0. E assim sucessivamente. Podemos portanto
concluir que a equacgdo 1(z) =0 € resolivel por meio de radicais a
respeito de A.®

Ora o elemento (, raiz da equagdo 1(z) =0, pertence em sentido
restrito ao grupo .Zem N. Logo, toda a funcao racional dos oo (com
coeficientes racionais), € em particular as fungdes o, 0., ..., O, , pO-
derdo exprimir-se em {, mediante polinémios com os coeficientes
em A(y, 0,..., M). Mas isto significa precisamente que a equacio
f(z)=0 € resolivel por meio de radicais a respeito de A.

Podemos pois assentar no seguinte resultado fundamental:

Condicdo suficiente para que uma equagdo algébrica f(z)=0 seja
resoliivel por meio de radicais a respeito de um dado corpo A é que
um seu grupo admissivel a respeito de A seja um grupo metaciclico.

J4 se disse que o minimo grupo admissivel da equacio f(z)=0 a
respeito do corpo A € chamado o grupo de GALOIS de f(z)=0 em
relacdo a A. Pois bem, diz-se que a equacdo € metaciclica em rela-
cdo a A, precisamente quando o seu grupo de GALOIS a respeito
de A é metaciclico.

Segundo o que acaba de ser estabelecido, toda a equacdo meta-
ciclica € resolivel por meio de radicais. Veremos no capitulo se-
guinte que a reciproca desta proposicao também € verdadeira; isto
€, demonstraremos que as Unicas equagoes resoliiveis por meio de
radicais (a respeito de um determinado corpo A) sdo as equacoes
metaciclicas (a respeito de A).

Exemplos:

a) Como exemplo de aplicacdo da doutrina exposta, considere-
mos a equacao

f@=z*-22"+72+2z-1=0,

cujas raizes representaremos por o, o.,, O.,, O,

(1) — O elemento {, raiz de 1(z) ficar4 portanto expresso mediante um nimero finito de radi-
cais sobrepostos.
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Comecemos por procurar grupos admissiveis desta equagao a
respeito do corpo Ra. Seja, por exemplo, o grupo

G={l,(12),(34),(12) 34), (13) (24), (14) (23),(1324), (1423)},
subgrupo méaximo de S,, ao qual pertence, entre outras, a funcao
B=a,0, + ;0.

Construamos a equagdo g(z) =0, que tem por raizes as conjuga-
das de B (resolvente de FERRARI da proposta).
Segundo o que foi estabelecido no n.° 29, ter-se-4

g(x=7"-7"-4=0.

Ora, fazendo a pesquiza das raizes racionais desta equacao, en-
contra-se 2 como raiz, sendo as restantes raizes g(z) as raizes da
equacdo z> + z + 2 = 0, ambas imagindrias. Podemos entdao supor
escolhidas as notagdes o, o, O,, 0, , de modo que a raiz 2 seja pre-
cisamente o valor numérico da fun¢do o, o, + o, @, a qual perten-
cerd, em sentido restrito, ao grupo G — visto que as suas conjugadas
(raizes de g(z) = 0) sao numericamente distintas. O grupo G é pois
um grupo admissivel da equagdo proposta a respeito de Ra.

Consideremos agora subgrupos méaximos de G. Seja, por exem-
plo, o grupo

H={[(12),(34),(12) 34},
ao qual pertence em G a funcdo
Y=0,0,.
As conjugadas desta funcdo em G sdo

Y =04 Q, =7, Y, =0, 0y



128

e a equacdo que admite v,, Y, como raizes serd

h@=22-(+Y)z+V7%=0.
Mas
Y+ YL=0,0,+ 0,0,= B =2,
VY, = 0 0 O 0L, =—1
e portanto
h(2)=z2-2z-1.

A equacdo resolvente (z) =0 tem pois os coeficientes em Ra,
conforme o previsto na teoria. Por outro lado, H é um subgrupo in-
variante de indice 2 de G, e, segundo a teoria, a equacao h(z)=0 de-
ve ser ciclica a respeito de Ra, o que realmente acontece: toda a
equacdo do segundo grau € ciclica, uma vez que o grupo simétrico
S, € gerado pelo ciclo (1 2).

Podemos entdo escrever

1,=1-V2, 1,=1+V2.

Posto isto, consideremos o grupo
K={1, 34)},
subgrupo invariante de H, ao qual pertence em H a fungdo
d=q,,
que tem por conjugadas em H
d,=0,(=9), 0,=0,.
A equacdo que admite §,, 0, como raizes sera

Kz)=z>-(o,+a,) z+ 0, o, =0.
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Ora
o, 0,=Y=1+V2.
Quanto a o, + o, recordemos (n.° 29) que é

o, o, (0, + o) + 0,0, (0L + 0L) =2 0, 0,0, =1,

ou seja
1+V2)[2- (o, +0a)]+(1-V2) (o, + ) =1,
donde
a+a—1+—2\/§—2+£
ARG REY . B 2

A equacdo k(z)=0 tem pois os coeficientes em Ra(y)=Ra (V2).
A sua resolu¢do fornece-nos as raizes o, 0., da proposta.

Finalmente, o unico subgrupo de H (distinto de K) € o grupo
idéntico, .7, ao qual pertence em K a fungio

gE=0,
cujas conjugadas em K sao
€, =0,(=€), g =0,.
A equacgdo que admite €,, €, como raizes €
()=z2-(o,+0,)z+0a,0,=0,

equacio de coeficientes em Ra(V'2), cuja resolugo nos fornece as
restantes raizes da proposta.

Utilizou-se, portanto, na resolucdo de f(z) =0, a cadeia de gru-

pos

GDHDKDJY,



130

cada um dos quais, a partir do segundo, € subgrupo invariante de in-
dice 2 do precedente.

Note-se como, neste caso, as raizes de f(z)=0 se exprimem ex-
clusivamente mediante radicais quadrdticos. Isto habilita a con-
cluir que tais raizes podem ser determinadas graficamente, por meio
da régua e do compasso.

b) S6 excepcionalmente o grupo de GALOIS duma equagio a
respeito de Ra ndo € o grupo simétrico. No caso da equagdo do quar-
to grau, de coeficientes racionais, se o discriminante da equacgdo e
as raizes da sua resolvente cibica nao forem racionais, o grupo de
GALOIS da equagdo a respeito de Ra serd S, .

Mas o grupo S, € metaciclico. Com efeito, representando por V,
o grupo do rectangulo e por N o grupo

{1, (12)(34)},
ter-se-a
S,DA,DV,DND Y,

sendo cada um destes grupos, a partir do segundo, subgrupo inva-
riante de indice primo do precedente. Uma funcdo pertencente a A,
€, como ja sabemos, V = VB ; 0 seu valor calcula-se, portanto, me-
diante uma equacdo do segundo grau, o que estd de acordo com o
facto de ser 2 o indice de A, em S, .

Por sua vez, a funcao

B=0‘10‘2+0('30‘4

pertence ao grupo V, em A,. A equacdo que admite como raizes as
conjugadas de 3 em A,, serd ainda a resolvente de FERRARI, que
se apresenta portanto como equacdo ciclica a respeito do corpo nu-
mérico A = Ra(VD).

A funcdo y = o, o, pertence ao grupo N em V,, tendo por conju-
gadas em V, as fun¢Oes o, o, O, O, .
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Os coeficientes da equagao
(z—o, o) (z—0o,0,)=0

serdo pois elementos do corpo Ra(V'D, P).

Finalmente, a fung¢do d =0, —a.,, cujo quadrado € um elemento
do corpo Ra(V'D, B, ), pertence ao grupo .Zem N, e portanto as
raizes o, O.,, 0.5, O, da equagdo proposta estardo todas contidas no
corpo ampliado

Ra(VD, B, v, ).

As raizes o, o.,, 0., O, ficardo pois expressas mediante um radi-
cal cubico e trés radicais quadréticos.
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NOTAS FINAIS

A) Sobre o teorema de LAGRANGE.

O teorema de LAGRANGE generalizado pode ainda ser apre-
sentado sob a seguinte forma, particularmente cémoda para a apli-
cacdo a teoria de GALOIS:

Consideremos uma equacdo algébrica f(z) =0, de raizes
o, O, ..., O, com os coeficientes num dado corpo A, e seja G um
seu grupo admissivel a respeito de A. Consideremos, por outro lado,
uma fungdo racional B = @(o,, O, ..., 0. ) das raizes desta equagdo,
com os coeficientes em A e pertencente em sentido restrito a um
grupo H em G. Nestas condicoes, qualquer outra funcdo racional
das raizes,

v=%¥(o,a,,...,0),

com os coeficientes em A, que fique formalmente invariante para as
substituicoes de H, terd o valor em A(P).

A técnica da demonstracao € inteiramente andloga a que segui-
mos nos n.* 30 e 32. Sejam B, (=), B,,..., B,, as fungdes conjuga-
dasde Bem G, e

71(='Y)’ Yosoos YV

as funcdes correspondentes obtidas a partir de y. Tomando para in-
cognitas ¢, ¢,, ..., ¢, , 0 determinante do sistema

(27) M=0,prt PP+ v, (=12, ... m),

é o determinante d¢ VANDERMONDE em f,, B,,..., B,, € portanto
#0. Por outro lado, qualquer substituicdo 0 de G sobre os aua ndo faz
mais do que produzir uma substitui¢do sobre os Bf3 e a substitui¢ao
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correspondente sobre 0s Yy, provocando assim, quando muito, uma
alteracdao da ordem das equagdes (27). Os coeficientes c,, c,, ..., C,
sdo pois, por intermédio dos PP e dos vy, fungdes racionais dos a,
com os coeficientes em A que se mant€m formalmente invariantes
para as substitui¢des de G. Mas G é, por hipétese, um grupo admis-
sivel da equacdo f(z) = 0 a respeito de A. Logo, tem-se

[ AP - —1':.

m

0 que prova a afirmacdo feita.

B) Sobre as equacoes ciclicas.

Nas considera¢des desenvolvidas no n.° 37 sobre a resolucgao al-
gébrica da equacgdo ciclica, hd um ponto a rectificar. A fungdo das
raizes,

n
B= Z 0o,
k=1

sO pertencerd em sentido restrito ao grupo .7 em H, se for 3 # 0.
Esta dificuldade pode ser removida do seguinte modo: se os ool s3o
todos distintos, existe necessariamente um expoente u tal que

n
D oaf#0;
k

com efeito, se assim ndo fosse, as equagdes
o’/ + oo + - +0"'a'=0 (r=0,1,...,n-1),

considerando ®°, ®, ..., ®"! como incégnitas, formariam um sistema
determinado, tendo por unica solucdo @’ = =---= ®"'=0, o que é
absurdo. Pode entdo tomar-se para valor de B 0 somatdrio

n
> arlor,
k=1
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em vez do primeiro. Deste modo se evita o inconveniente indicado,
e todos os raciocinios podem seguir como foi dito no n.° 37.



182

Péagina em branco



INDICE

INTRODUCAO AS MODERNAS
TEORIAS ALGEBRICAS

CAP. I - Generalidades sobre conjuntos e transformacoes

O 00 9 O it W N =

L T S = S G e O S S Y
<N N D W= O

. Nocao geral de conjunto e as relagdes 16gicas primitivas .......... 17
. Operacdes 16gicas sobre Conjuntos .........cceecveeervvrerrsiieeersiueeennns 19
. Conjuntos formados dum sé elemento e conjuntos de conjuntos 20
. A N0CA0 de CONJUNLO VAZIO ..ceevvreeerriereniiieeniieeesiiieeessaeeeesveeennns 22
. O conceito geral de transformacao .........cceeeeevvveeeeerecineeeeeennneen. 22
. Transformacdes entre conjuntos finitos ..........cceceeeeeecieeerenueennns 26
. Produto de duas transformacgOes ...........cccceevveeeeeineerniieeenneeennnne 28
. Propriedades gerais dos produtos de transformacgdes ................ 31
. Poténcias dunm Operadon ... 34
L Periodo duiiis SanstOridaeill cossssmsmammmmeeosmmsisssmsssmasmmts 35
. SUBSHHNGOEs SICHOAS wusmmmmummssmmssssssmssmmansmscssmmms 37
. Conceito de grupo de transformagoes .........cccceeeevuveeereeeeennuneennns 39
. Grupos de SUDSHIUICOES ......eereuverrrerrrieeiieiriieeeieeenreeeiee e 40
. Grupo duma fungao ........ccceeeevieeriiiieiiiieeieeeeee e 42
. Intersec¢ao de dois ou mais grupos. Geradores dum grupo ....... 46
. Imagem dum conjunto; imagem duma transformacao ............... 47
. Transformado dum grupo ..........ceceeevueeriieriieiiiiiinieinncieene 51



184

CAP. II — Transitividade e Homomorfia

18. Relagdes de equivaléncia; reparticdes dum conjunto ................. 53
19. Equivaléncia a respeito dum grupo. Sistemas de transitividade. 57
20. Alusdo ao programa de Erlangen ........ccccocceeveevieiniieeinnieeennnen. 59
21. Fungdes conjugadas duma fungdo dada. Conceito de subgrupo

INVATIANEE ..eovvieeireeiieeniiieereeeesiueesseeesaeeesbeeassaessssessseessssasssaeans 60
22. Classes laterais dum grupo ........ccceeeeeveeeriiieeinieeessseeeessneeeennnns 65
23. O conceito de homomorfiSmo entre grupos .......cccccceeeeeveruennne 69
24. Isomorfismos € automOrfiSMOS ........cccceervueerieerreeenieenseeeneensaeennne 71
25. Propriedades algébricas e propriedades especificas.

ISOMOTfiSIMOS INEETNOS ....eeeuveeririeriiernieerrieesieeeseeesireessaeesaaeens 73
26. Primeira no¢ao de grupo COCIENLE ........cceeveeerueerireeesiureesrneeniveenns 75

27. Teoremas sobre homomorfismos. Nocao geral de grupo cociente 78

CAP. III - Resolubilidade por meio de radicais (1* parte)

28. O teorema das fungdes SIMELTICAS .......eeeeervvveeeerurereeiineeercrreeeennes 85
29. Equacgdes resolventes. Transformagdes de TSCHIRNHAUS. ..... 92
30. Teorema de LAGRANGE ........ccceoeoiiiiicieeecieeeereee e 95
31. Consequéncias do teorema de LAGRANGE ..........ccccoovveevunenne 98
32. Generalizacdo do teorema de LAGRANGE .............cccueeeuuen..e. 102
33. No¢a0 de COrpO NUMETICO ....ccveerrurerriurererierireesieeesrreesseessssesnns 104
34. Fungdes pertencentes a um grupo em sentido restrito ............... 106
35. O grupo de GALOIS duma equagao .........ccceeeeeeeveeeeveesivreenneenns 111
36. Pesquisa do grupo de GALOIS duma equagao ............cceeeuneen.e. 114
37. Equacdes do terceiro grau. Equacdes ciclicas ......ccccceevveeennennes 116
38. Condic¢do suficiente de resolubilidade por meio de radicais ...... 122

CAP. IV — Resolubilidade por meio de radicais (2° parte)

39. Redutibilidade dos polinémios. Corpos algebricamente
RS o mmmsimsss st i A 133
40. Teorema fundamental da irredutibilidade. Componentes dum
nimero NUM dado COTPO .....ceeeeuverevieeiiieerieeecieereeeeeeeeereeeaeeens 135



41. Isomorfismos € automorfiSmos entre COrpos .......ccocuveerveerrurennne 140
42. Teorema fundamental dos isomorfismos entre corpos algébricos 142
43. O grupo de GALOIS como grupo de automorfismos ................ 146
44. Estudo da redutibilidade através do grupo de GALOIS ............. 150
45. EQuacOes DINOMIAAS .....ccceeurierreiuiieeniieeeiiireeeesseeesssresessssesessnnnens 152
46. Teorema de GALOIS sobre adjunges .........cccceeeeevvveeeenreeennnnen. 153
47. EquacOes CICIOtOMICAS .......cccevurreeriurieeniiureeenireeensrreessinesessnneens 156
48. Critério geral de resolubilidade por meio de radicais ................ 159
49. Equacdes com COefiCientes VAridVels ........cccocveeerreuveeerrinreeennnnens 161
50. Corpos de fUNCOES .....ccvvererrieerrieriieeriieeesreeereessreessreesaeesssnees 162
51. Equacao geral de Srau 71 ......cccceevueeeeuvieeiieeecieeeiieeecieeesceneeenee e 164
52. O grupo S, para n > 4, nd0 € resolivel .........ccocceeveeriienneenncns 165

CAP. V — Nocoes Gerais de Grupo e Corpo

53. Axiomatizacio do conceito de TIUPO . wssssssissisimmmssrsnsssssssans 169
54. Primeiras consequéncias da axiomatica dos grupos .................. 172
55. Representacdo dum grupo qualquer mediante um grupo de
UEANSTOCIIACTIES: ccoammaminnisossisosmimnsinssoss itsmnsionness snpassassssbbbbss biisnasss 174
56. Axiomatizacao do conceito de COrPO .......cceeevreeerreersveeniveerannens 176
NOas fINAIS ........coceemiiiiiiiiieceeee e 179

EIMAECE oo, 183



	 José Sebastião e Silva, Textos Didáticos, Volume I, INTRODUÇÃO ÀS MODERNAS TEORIAS ALGÉBRICAS
	ÍNDICE
	CAPÍTULO III - RESOLUBILIDADE POR MEIO DE RADICAIS, (1ª parte)
	28. O teorema das funções simétricas
	29. Equações resolventes. Transformações de TSCHIRNHAUS
	30. Teorema de LAGRANGE
	31. Consequências do Teorema de LAGRANGE
	32. Generalização do teorema de LAGRANGE
	33. Noção de corpo numérico
	34. Funções pertencentes a um grupo em sentido restrito
	35. Grupo de GALOIS duma equação
	36. Pesquisa do grupo de GALOIS duma equação
	37. Equações do terceiro grau. Equações cíclicas
	38. Condição suficiente de resolubilidade por meio de radicais

	NOTAS FINAIS
	A) Sobre o teorema de LAGRANGE
	B) Sobre as equações cíclicas





