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CAPíTULO III 

RESOLUBILIDADE POR MEIO DE RADICAIS 
(1ª parte) 

28. O teorema das funções simétricas 

Consideremos a equação do 2.0 grau 

a Z2 + b Z + c = O. 

As raízes zI' Z2 desta equação estão relacionadas com os coefi­
cientes a, b, c, por meio das conhecidas fórmulas 

b c 
ZI + Z2 = - -, ZI Z2 = -. 

a a 

Como se sabe, utilizando estas relações, toma-se possível calcu­
lar, por exemplo, a soma dos quadrados das raízes, o quadrado da 
diferença das raízes, etc., sem recorrer à formula resolvente da equa­
ção - efectuando sobre os coeficientes a, b, c, apenas operações ra­
cionais: adições, subtracções, multiplicações e divisões. Com efeito: 
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Mas note-se: a soma ZI + Z2' o produto ZI Z2' a soma dos quadra­
dos z~ + zi, o quadrado da diferença (ZI-Z2)2, etc. são funções simé­
tricas de zl' Z2 (pensando zl' Z2 como variáveis independentes). Ocor­
re então perguntar: Dada uma função simétrica (racional) das raízes 
duma equação algébrica, será sempre possível exprimir racional­
mente essa função nos coeficientes da equação proposta? 

Consideremos, em geral, a equação algébrica de grau n: 

f (z) = a zn + a zn-I + ... + a Z + a = O o I n-I n 

(ao' aI"'" an - números complexos quaisquer). 
Sendo ZI' Z2"'" zn as raízes desta equação (oportunamente repe­

tidas quando múltiplas), tem-se, como é sabido, 

Designemos por SI a soma das raízes, por S2 a soma dos produ­
tos das raízes duas a duas, por S3 a soma dos produtos das raízes três 
a três, ... , por sn o produto das n raízes; isto é, em símbolos: 

SI = L ZI = ZI + Z2 + ... + Zn' 

S2 = L ZI Z2 = ZI Z2 + ZI Z3 + ... + ZI Zn + ... + Zn_1 Zn' 

S3 = L ZI Z2 Z3 = ZI Z2 Z3 + ZI Z2 Z4 + ... + Zn-2 Zn-I Zn' 

S =""ZZ "·Z =zz "·Z n L.J I 2 n I 2 n' 

Imediatamente se reconhece que sI' S2"'" Sn são funções simé­
tricas de zl' Z2' ... , zn - chamadas precisamente as funções simétricas 
elementares das raízes (pensando estas como variáveis independen­
tes). Os valores de tais funções são dados, a partir dos coeficientes 
da equação, pelas formulas notáveis 

a a s = __ 1 s =--.2 
1 2 

ao ao 
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Pois bem, nos tratados de Álgebra Superior(l) costuma demons­
trar-se o seguinte teorema: 

Toda a função racional inteira e simétrica (com os coeficientes 
inteiros) de n variáveis zi' Z2' ... ' Zn pode exprimir-se como função 
racional inteira (com coeficientes inteiros) das funções simétricas 
elementares de ZI' Z2' ... , zn· 

Para ver como, na prática, se consegue efectivamente exprimir 
uma dada função racional inteira e simétrica de zi' Z2' ... ' zn como 
função racional inteira de sI' S2' .•• ' sn' convém introduzir algumas 
convenções prévias. 

a) Dados dois monónimos não semelhantes, nas variáveis zI' Z2' 

... , zn 

diremos que A tem uma ordem superior à de B, quando a primeira 
das diferenças ai - ~I' a 2 - ~2' ••• , a n - ~n que não é nula, é positiva. 
Dois monómios semelhantes dir-se-ão de igual ordem. 

b) Dada uma função racional inteira <p (ZI' Z2' ... , z) (que supo­
mos já reduzida à forma dum polinómio inteiro em zI' Z2' ... , zn' sem 
termos semelhantes nem termos nulos), chamaremos primeiro termo 
de <p ao termo de ordem mais elevada do polinómio que representa <p. 
Facilmente se demonstra que, se <p é uma função racional inteira e 
simétrica de Zi' Z2' ... , Zn e se o seu primeiro termo é 

então deve ser 

a >a>···>a 1- 2- - n· 

Seja então U = <p (ZI' Z2' ... , Zn) uma função racional inteira e simé­
trica de Zi' Z2' ... , Zn e seja 

(1) - Veja-se Prof. VICENTE GONÇALVES, Curso de Álgebra Superior, 2.° voI. 
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o seu primeiro termo. Consideremos o produto 

Desde logo se reconhece que P é uma função simétrica (racional 
inteira) de zp Z2"'" zn' Além disso, é fácil provar que o primeiro 
termo de P resulta idêntico ao primeiro termo de V. Então, a dife­
rença V - P, que representaremos por VI' será ainda uma função ra­
cional inteira e simétrica de zp Z2"'" zn' cujo primeiro termo terá 
uma ordem inferior à do primeiro termo de V. Aplicando a VI o que 
se disse para V, vê-se que a função VI é, por sua vez, redutível à 
forma VI = PI + V2' em que PI representa um produto de potências de 
sI' S2"'" sn e V2 uma função racional inteira e simétrica de zp Z2"'" 

zn cujo primeiro termo é de ordem inferior ao do primeiro termo de 
VI' Procedendo assim, sucessivamente, chegar-se-á por força a uma 
função identicamente nula: 

Destas igualdades resultará, finalmente, 

V=P+P +P + ... +P 1 2 r' 

sendo P, Pp ... , Pr monómios em sI' S2"'" sn' 
Assim, o valor de V será dado por uma função F(sp S2"'" sJ 

racional inteira em sI' S2"'" sn' função que terá os coeficientes in­
teiros, se o mesmo acontecer a respeito de <p (zp Z2' ... , zJ. 

Como exemplo, consideremos a função simétrica 

Reduzindo esta função à forma de polinómio, virá: 
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em que os somatórios se supõem extendidos a todos os termos que 
se deduzem dos termos escritos, efectuando sobre os índices as 
substituições de S4. O primeiro termo de U é, manifestamente, 

Ponhamos então 

P - S3-1 S 1-1 S 1-1 SI - S2 S 
- 1 2 3 4- 14 

Ter-se-á, efectuando os cálculos: 

O primeiro termo de UI é 

Ponhamos 

Virá 

Ponhamos agora 

Virá, finalmente 

e assim poderemos escrever 
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Dada uma equação algébrica fez) = ° de raízes Z)' Z2' ... , zn' cha­
ma-se discriminante D dessa equação o quadrado do determinante 
de VANDERMONDE em zl' Z2' . . . , zn: 

n 

D = V 2 = II (Zi- Zk)2. 

i> k 

Imediatamente se reconhece que D é uma função simétrica de 
Zl' Z2'···' zn (o que já não se pode dizer de V, que pertence ao grupo 
alternante, An). 

Para a equação do segundo grau 

Z2 + bz + c = 0, 

tem-se 

Para a equação do 3.° grau 

Z3 + bz2 + cz + d = 0, 

tem-se, pelo método das funções simétricas, 

D = (Z3 - Z2)2 (Z3 - Z))2 (Z2 - Z))2 

= 18 bcd - 4b 3d + b 2c 2 - 4c 3 - 27d 2. 

É fácil ver que: condição necessária e suficiente para que uma 
equação algébrica tenha raízes múltiplas é que o seu discriminante 
seja nulo. Aqui a origem do termo "discriminante". 

o teorema das funções simétricas pode ser estabelecido com 
maior generalidade: 

Toda a função simétrica racional (com coeficientes racionais) de 
z)' Z2' . • . , zn pode exprimir-se como função racional (com coeficien­
tes racionais) das funções simétricas elementares de z)' Z2' • .• , zn. 
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Seja com efeito u = <p (ZI' Z2' ... , zJ uma função simétrica racio­
nal de ZI' Z2"'" Zn' Visto que se trata duma função racional, pode­
mos escrever 

v 
U=-, 

W 

sendo v, w duas funções racionais inteiras em ZI' Z2"'" zn' Repre­
sentando por VI (= V), v2 , ... , vm ' as funções que se obtém a partir 
de V efectuando todas as possíveis substituições sobre as variáveis 
(funções conjugadas de v), e por W I (= w), W 2 , ... , W m as funções 
correspondentes obtidas a partir de w, virá, atendendo a que <p é 
simétrica 

donde 

e portanto 

v v V 
U=_I =_2 = ... =~ 

W I W2 W m 

v + v + ... + v = u(w + W + ... + W ) 12m 12m' 

v+v+ .. ·+v u = 12m 

W+W+ .. ·+W 12m 

Mas v I + V 2 + ... + V m é, manifestamente, uma função simétrica de 
zl' Z2"'" zn e, portanto, racionalmente exprimível em sI' S2"'" sn; 

outro tanto se diga a respeito de W 1 + W 2 + ... + W m' Fica portanto 
provado, como pretendiamos, que a função U é racionalmente ex­
primível nas funções simétricas elementares de zI' Z2'"'' zn' Ob­
serve-se ainda, como complemento, que, se os coeficientes da fun­
ção u = <p(ZI' Z2'"'' zJ forem racionais, serão também racionais os 
coeficientes da função racional que exprime U mediante sI' S2"'" sn' 
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29. Equações resolventes. Transformações de TSCHIRNHAUS 

Seja ainda f(z) = O uma equação algébrica de raízes ZI' Z2' ... , Zn' 
e seja U = <p (ZI' Z2' ... , zn) uma qualquer função racional de ZI' Z2' ... , zn. 
Representando por UI (= u), U2, ... , Um as funções conjugadas de u, 
podemos aflrmar que toda a função R(u1' U2, ... , um) racional e si­
métrica em UI' U2' ... , Um será ainda, por intermédio destas variáveis, 
uma função racional e simétrica de zp Z2' ... ' Zn. Com efeito, visto 
que UI' U2' ... , Um são as funções conjugadas de u, toda a substituição 
sobre os zz se traduz numa substituição sobre os UU, o que não altera, 
evidentemente, o valor da função R (uI' U2, ... , um)' suposta simétrica 
em UI' U2' ... , Um. 

Posto isto, consideremos a equação cujas raízes são, precisa-
mente, UI' U2' ... , Um; isto é, a equação 

Pondo 

podemos escrever 

Ora, visto que SI' S2' ... ' Sm são funções simétricas racionais 
dos UU, serão também, pelo que foi dito há pouco, funções simétri­
cas racionais dos zz, e portanto racionalmente exprimíveis nos coe­
ficientes da equação !(Z) =0. 

A resolução de uma tal equação g (z) = O pode, por vezes, facili­
tar a resolução da proposta, f(z) =0. Deste ponto de vista, a equação 
g (z) = O dir-se-à uma resolvente da equação, f (z) = O. 

Seja, por exemplo, a equação do 4. o grau 

Z4+ bz3+cz2+dz+e=0, 

cujas raízes designaremos por ZI' Z2' Z3' Z4. Propunhamo-nos construir 
a equação que tem por raízes as conjugadas da função u = ZI Z2 + Z3 Z4. 
Ora as conjugadas de U são: 
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Virá então: 

SI = LUI = LZ I Z2 = c; 

S2 = LU I U2 = LZ I Z2Z3 = SI S3 - 4s4 = bd - 4e. 

Quanto a S4' já o seu valor foi calculado como exemplo no nú­
mero precedente: 

A equação procurada será pois: 

chamada a resolvente de FERRARI da proposta. 
Suponhamos que se calculou uma raiz desta equação; é claro que 

podemos supor escolhidas as notações ZI , Z2' Z3' Z4' de modo que essa 
raiz seja precisamente UI = ZI Z2 + Z3 Z4' Podemos então determinar o 
produto ZI Z2 (ou o produto Z3 Z4) mediante uma equação do 2. ° grau; 
tem-se, com efeito, 

donde 

e 
ZI Z2 + Z3 Z4 = ZI Z2 + -- = UI ' 

ZI Z2 

equação do 2.° grau em ZI Z2' de coeficientes conhecidos. Uma qual­
quer das raízes desta equação pode ser tomada como valor de ZI Z2 e 
a outra, portanto, como valor de Z3 Z4' Uma vez detenninado o produto 
ZI Z2' a soma ZI + Z2 determina-se imediatamente por via racional, 
atendendo a que é 

ou seja (visto que ZI + Z2 + Z3 + Z4 = - b): 



94 

equação do primeiro grau em ZI + Z2' de coeficientes já conhecidos. 
Calculados os valores ZI Z2 e ZI + Z2' a determinação das raízes zl' Z2 

reduz-se à resolução duma equação do segundo grau. Analogamen­
te se determinam Z3' Z4' (É de notar como a escolha das notações 
ZI' Z2' Z3' Z4 vai sendo feita gradualmente, à posteriori). 

Tomemos a considerar a equação de grau n qualquer, fez) = o. 
Uma função racional u = <P(ZI' Z2"'" z) das n raízes desta equação 
pode, em particular, reduzir-se à função racional duma só raiz (por 
exemplo, de ZI) deixando as outras variáveis de figurar explicitada­
mente na expressão de u. Mais precisamente, pode acontecer que se 
tenha 

sendo R o símbolo duma função racional. 
Neste caso, as funções conjugadas de <p(Zl' Z2"'" z) serão, ma­

nifestamente 

Por isso, a equação 

g(u) = (u - UI) (u - u) ... (u - uJ = O 

terá o mesmo grau da proposta, f (z) = O, com a qual está relaciona­
da por meio da fórmula de transformação u = R (z). Diz-se então que 
g(u) = O é uma transformada de TSCHIRNHAUS de f(z)=O. 

Um caso particular das transformações de TSCHIRNHAUS é a 
transformação homográfica 

az+b 
u=---

cz+d 

(com a d ;1; b c), estudada nos cursos clássicos de Álgebra Superior. 
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Como exemplo, propunhamo-nos construir a equação que tem 
por raízes os quadrados das raízes da equação do terceiro grau 

Z3 + b Z2 + C Z + d = O . 

Trata-se de efectuar a transformação u = Z2 sobre a equação dada. 
As raízes da equação procurada serão, neste caso, zf, z;, zi. Ora 

Lzf = sf - 2s2 = b2 
- 2c, 

Lzf z; = s; - 2SI S3 = c2 
- 2bd, 

A equação transformada será pois 

u3 - (b 2 - 2c) u2 + (c 2 - 2bd) u - d 2 = O. 

30. Teorema de LAGRANGE 

Seja u = <P(ZI' Z2'···' zn) uma função racional de ZI' Z2'···' zn' 
pertencente a um grupo G de substituições sobre as variáveis inde-
pendentes, e seja v = 'V(zp Z2' ... ' zn) uma outra função racional de 
ZI' Z2' •.. , zn' a qual resulte invariante para todas as substituições do 
grupo G. Note-se bem: não se exclui a possibilidade de a função 'V 
ser invariante para outras substituições, além das que pertencem a G. 
Representando por G' o grupo a que pertence 'V' a nossa hipótese 
consiste apenas em supor G':) G, podendo ou não ser G' = G. 

Ora bem, um teorema de LAGRANGE garante-nos que, em tais 
condições, v é exprimível como função racional de u e das funções 
simétricas elementares de zl' Z2' •.. , zn. 

Mais precisamente, nós podemos afirmar que, se for m o número 
dos conjugados de <p, poderá escrever-se v sob a forma dum polinó­
mio inteiro em u 

v = C um
-

I + C um - 2 + ... + c u + C I 2 m-I m' 

de grau inferior a m, e cujos coeficientes Cp C2 , ••• , Cm são funções 
simétricas de ZI' Z2' ..• , Zn· 
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Para demonstrar este facto, designemos por UI (= U), U2' ..• , Um as 
funções conjugadas de u, e por VI (= V), V 2, ••• , Vm ' as funções corres­
pondentes que se obtém a partir de v. Visto que o grupo G' da fun­
ção V = <P(ZI' Z2' •.. ' z) não coincide necessariamente com G, pode 
acontecer que as funções VI' v2, ••• , vm não sejam todas distintas; mas 
tal não prejudica em nada a marcha dos raciocínios que vamos de­
senvolver. (Como se tem G' ~ G, é claro que toda a classe lateral 
9G' de G' em Sn' conterá a classe lateral 9G de G em S). 

Posto isto, procuremos determinar os coeficientes cp C2'···' cm' 
por meio das condições 

VI = CI ur-I + c2ur-2 + ... + Cm _I UI + Cm' 

(6) 
V2 = CI U;-I + C2U;-2 + ... + Cm_ I U2 + Cm' 

Ora, temos aqui um sistema de equações lineares em cp C2, ••• , cm' 
cujo determinante, ~, é (àparte o sinal) o determinante de VANDER­
MONDE em uI' u2' ••• , um: 

U m - I um - 2 ••• U 1 
I I I 

~ = U;-I U;-2 ••• U2 1 

U m - I u m - 2 ••• U 1 
m m m 

n 

= II (Ui - Uk)· 

i <k 

Condição necessária e suficiente para que tal sistema sej a possí­
vel e determinado é, como se sabe, que ~ 7= O. Para que ~ fosse 
identicamente nulo (isto é, nulo para todos os sistemas de valores 
possíveis das variáveis ZI' Z2' ... , zn)' seria necessário que duas, pelo 
menos, das funções uI' u2' ••• , um fossem idênticas. Mas, por hipótese, 
as funções UI' U2, ••• , Um são todas distintas (funções conjugadas de 
UI). Logo, o sistema é, em geral, possível e determinado: podemos, 
portanto, aplicando a regra de CRAMER, determinar cp C2, ••• , cm 
em função racional de UI' U2, ••• , Um' VI' V2, ••• , vm' e portanto em 

" função racional de ZI' Z2' ... , zn. E contudo necessário não perder de 
vista que a fórmula 
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97 

só será válida para aqueles sistemas de valores numéricos de 
ZI' Z2' ... , Zn que tornem distintos entre si os valores numéricos das 
m funções UI' U2, ... , Um - pois que, de contrário, resultará nulo o 
determinante ~ . 

Resta-nos provar que os coeficientes cp c2, ... , cm são funções 
simétricas de Zl' Z2' ... ' Zn. Para isso, basta observar que toda a 
substituição 8i,k sobre os zz que faça passar de Ui para uk é também 
uma das que convertem Vi em vk. Com efeito, designando por 8i' 8k 
duas substituições que façam passar, respectivamente, de UI para Ui e 
de UI para Uk ' ter-se-á 

8. k = 8k O' 8:-1, com O' E G; 
I , 1 

mas 8i-
1 converte Vi em vI' O' deixa VI invariante e 8k converte VI em vk 

-logo 8i,k faz passar de Vi para vk' como tinhamos afirmado. 
Vê-se portanto que o efeito de uma qualquer substituição sobre 

os zz consiste, quando muito, em alterar a ordem das equações (6), o 
que, evidentemente, não influi na solução do sistema. Os coeficien-
tes cp c2, ... , cm são, por conseguinte, funções simétricas racionais 
de zp Z2' ... ' Zn e, como tais, racionalmente exprimíveis nas funções 
simétricas elementares de ZI' Z2' ... , Zn' mas que se podem reduzir a 
tais, dividindo-os pela função 

n 

V = II (Zi - Zk) . 
i> k 

Como exemplo de aplicação, consideremos o seguinte problema: 
Conhecido o produto de duas raízes da equação 

z3 + b Z2 + C Z + d = 0, 

determinar, por meio de operações racionais, a soma das mesmas 
" raízes. E visível que as duas funções 
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pertencem ao mesmo grupo: o subgrupo de S3 constituído pelas 
substituições /, (l 2). Aplicando o processo indicado, virá então 

donde 

Zl + Z2 = c1 (Zl Z2)2 + c2 (Zl Z2) + c3 

Zl + Z3 = c3 (Zl Z3)2 + c2 (Zl z) + c3 

Z2 + Z3 = c1 (Z2 Z)2 + C2(Z2 Z3) + c3 

C
1 
= _ (z~ - ZDZ3 - (z~ - ZDZ2 + (zi - ZDZI = 

(Zl Z2 - Zl Z3) (Zl Z2 - Z2 Z3) (Zl Z3 - Z2 Z3) 

(Zl - Z2) (Zl - z) (Z2 - Z3) 1 

Zl Z2 Z3 (Zl - zJ (Zl - Z3) (Z2 - Z3) - d' 

e, analogamente, 

o polinómio procurado será portanto 

U2 -CU 
v=---

d 

Note-se que se podia chegar mais rapidamente a este resultado, 
por considerações elementares. Se apresentamos aqui este exemplo, 
é apenas com o objectivo de ilustrar a anterior demonstração de 
caracter geral. 

31. Consequências do Teorema de LAGRANGE 

Dada uma função racional U = <p (Zl' Z2' ... ' zJ, pode acontecer 
que todas as conjugadas de U pertençam a um mesmo grupo. Já sa­
bemos que tal acontece, se, e só se, o grupo G a que pertence <p é 
um subgrupo invariante de Sn. Nesta hipótese, é claro que, segundo o 
teorema de LAGRANGE, dadas duas quaisquer funções, Ui' uk ' será 
possível exprimir Ui em uk mediante um polinómio 
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de coeficientes cI ' c2, ••• , cm racionalmente exprimíveis nas funções 
simétricas elementares de ZI' Z2' ... , Zn . 

Uma outra consequência imediata do teorema de LAGRANGE 
é esta: 

Toda a função racional Z = cp (Zi' Z2' ... , zJ pertencente ao grupo 
alternante An é susceptível da representação 

Z=M +NV, 

em que M, N representam funções simétricas de ZI' Z2' ... , zn e em que 

n 

V = II (Zi - Zk) . 
i> k 

Com efeito, a função V (pertencente por definição ao grupo An) 
admite apenas duas conjugadas: Ve -V. Designando por Z e Z' as 
conjugadas de Z, tem-se, como é fácil reconhecer 

1 (' 1 , M="2 Z+Z), N="2~Z-Z )/V. 

Em particular, se M = 0, será Z' =-Z, e a função Z dir-se-á he­
misimétrica (tal como V). 

Consideremos agora o caso das funções pertencentes ao grupo g: 
Tal é, por exemplo, toda a função u da forma 

sendo a1, a2, ••• , an constantes numéricas todas distintas entre si. 
(Qualquer substituição distinta de ! altera esta função; o número das 
suas conjugadas é pois n! - índice de g em Sn)' 

Visto que toda a função de Z1' Z2"'" zn se mantém invariante 
para a substituição !, segue-se, pelo teorema de LAGRANGE, que 
toda a função racional de Z1' Z2"'" zn é racionalmente exprimível 
numa qualquer função pertencente ao grupo idêntico e nas funções 
simétricas elementares de Z1' Z2' ... , zn' 



100 

Em particular, as funções racionais u = <p (Zl' Z2'···' zJ e 
v = ",(Zl' Z2' ... , z,) podem reduzir-se a funções duma só variável: 

Pode mesmo acontecer que se tenha 

Neste caso, as conjugadas de u = <I> (ZI) serão zi' Z2' ... , zn e as de 
v = \}I (ZI)' serão \}I (ZI)' \}I (Z2)' ... , \}I (z,). 

Ora, se for fez) = ° uma equação algébrica de raízes ai' a2, ••• , an, 

ter-se-á, segundo o teorema demonstrado 

\}I(a.) = c a n - I + c a~-2 + ... + c a . + c 
! I! 2! n-I! n 

(i = 1, 2, ... , n), sendo ci' c2, ••• , cn racionalmente exprimíveis nos 
coeficientes de fez) = O. 

Note-se bem: \}I (z) é uma função racional qualquer de z, portan­
to da forma 

(7) \}I(z) = N(z) 
D(z) , 

em que N (z), D (z) designam polinómios inteiros em z, de grau qual­
quer. Ora, como acabamos de ver, o valor de \}I(z) para z = ai' sendo 
ai uma raiz qualquer da equação fez) = 0, pode sempre ser dado me­
diante um polinómio inteiro em z: 

P(z) = C Zn-I + C Zn-2 + ... + c Z + C 
I 2 n-I n' 

de grau inferior a n. 
(Impõe-se naturalmente a restricção de \}I(z) não se tornar infi­

nita para nenhum dos valores ai' a 2 ,···, an ). 

Este facto pode ser estabelecido mesmo directamente: 
Seja \}I(z) uma função da forma (7). Começaremos por mostrar 

que, para z = ai' é possível substituir os polinómios N(z), D(z), por 
dois polinómios u (z), 8 (z), de grau inferior a n. Tem-se, com efeito, 
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representando por q (z) e u (z), respectivamente, o cociente e o resto 
da divisão de N(z) por fez): 

N(z) = q(z) . fez) + u(z), 

donde, atendendo a que f(a) = O: 

N(a) = u(a) (i = 1, 2, ... , n), 

sendo o grau de u (z) inferior ao de f (z) o portanto inferior a n, de 
acordo com o que tinhamos dito. Analogamente para D (z). 

Posto isto, podemos provar que, na fracção algébrica, 

u(z) 

8(z) 

o denominador 8(z) pode ser substituído (para z = a) por um poli­
nómio 81 (z) do grau inferior ao de 8 (z). Tem-se, com efeito, repre­
sentando por ql(Z) e 81 (z), respectivamente, o cociente e o resto da 
divisão de f (z) por 8(z) 

fez) = (z) + 81 (z) 
8(z) qI 8(z) , 

donde, supondo que fez) e 8(z) não têm raízes comuns: 

0= qI(a.) + 8I (a) (i = 1,2, ... , n), 
I 8(a) 

o que dá 

u (a) = _ u (a) . q / a) (. = 1 2 ) 
l " ... ,n, 

8(ai ) 8/a) 

sendo o grau de 81 (z) inferior ao de 8(z), por ser o resto da divisão 
de fez) por 8(z). 

E assim, abaixando sucessivamente o grau do denominador, 
acabaremos por reduzi -lo a uma constante ficando deste modo a 
função racional \{fez) substituída por um polinómio inteiro em z, 
cujo grau podemos tornar inferior a n, conforme o que dissemos. 
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Exemplos: 

a) Seja a equação do segundo grau x2 
- 5 = 0, cujas raízes costu­

mam ser designadas pelos símbolos V5, - V5. Qualquer que seja a 
função racional <I>(x), cociente de 2 polinómios p(x), q(x) de coefi­
cientes racionais (com q (V5) * O), será sempre possível determinar 
dois números racionais a, b, tais que 

p(V5) = a + bV5. 
q(V5) 

Este facto pode ser estabelecido mesmo elementarmente, atenden­
do a que é (V5)m=5 p ou (V5)m=5 p V5 (comp inteiro), consoante 
m é par ou ímpar; e recordando, por outro lado, o conhecido processo 
de racionalização de denominadores. 

b) Toda a expressão do tipo <I> (vC1 ), sendo cp um símbolo de 
função racional de coeficientes racionais e vC1 uma qualquer das 
raízes da equação Z2 + 1 = 0, pode reduzir-se à forma a + bvC1 (ou 
a + bi, pondo i = vCl), com a, b racionais. 

c) Seja agora a equação do terceiro grau Z3 - 2 = O. Representan­
do uma qualquer das raízes desta equação por V'2 , é claro que toda 
a expressão do tipo <I> (V'2), sendo ainda <I> símbolo de função ra­
cional de coeficientes racionais, pode reduzir-se à forma 

~ 

com a, b, c racionais. E recomendável verificar como, aplicando o 
anterior processo, se consegue efectuar neste caso a racionalização 
de denominadores. 

32. Generalização do teorema de LAGRANGE 

o teorema de LAGRANGE pode ser generalizado do seguinte 
modo: 

Sejam u = <p (Zi' Z2' ... , Zn)' v = <I> (ZI' Z2' ... , zn) duas funções racio­
nais de zi' Z2' ... ' Zn' cujos grupos representaremos respectivamente 
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por G, G', e seja w = X(zp Z2"'" Zn) uma terceira função racional de 
ZI' Z2' ... , Zn' que fique invariante para todas as substituições comuns 
a G e G', isto é, cujo grupo H contenha G n G'. Em tais condições, 
podemos afirmar que w é exprimível como função racional de u, de 
vedas funções simétricas elementares de Zp Z2' ... , zn; mais precisa­
mente, podemos afirmar que w é susceptível da representação: 

w = C v m- I + C v m-2 + ... + c v + C I 2 m-l m' 

sendo m o número das conjugadas de v em G e cp c2' ••• , cm funções 
racionais de u e das referidas funções simétricas elementares. 

Sejam, com efeito, VI (= v), v2, ... , Vm as funções conjugadas de v 
em G (note-se bem: em G não em Sn) e sejam wI (= w), w2, ••• , wm as 
funções correspondentes obtidas a partir de w. Consideremos então 
o seguinte sistema de equações lineares em cp c2'···' cm: 

Discorrendo como no número precedente, chega-se à conclusão 
de que este sistema é possível e determinado, desde que se evitem 
os valores numéricos de zp Z2' ... , zn que tomam iguais os valores de 
duas quaisquer das funções vI' v2, ... , vm ' Tal sistema permite pois, 
em geral, determinar os coeficientes cp c2, ... , cm' em função racio­
nal dos vv e dos ww, e portanto em função racional dos ZZ. 

Seja agora e uma substituição qualquer do grupo G. Já sabemos 
(n. o 26) que a substituição e, efectuada sobre os ZZ, se traduz numa 
substituição e sobre os vv. Podemos portanto concluir, por um ra­
ciocínio análogo ao do número precedente, que o efeito de uma tal 
substituição e consistirá, quando muito, numa alteração da ordem 
das equações (8), o que, obviamente, não influe na solução do siste­
ma. Por outras palavras: os coeficientes cp c2, ••• , cm são funções ra­
cionais de ZI' Z2"'" zn' que se mantêm invariantes para todas as 
substituições de G, grupo a que pertence a função u. Então, segun­
do o teorema de LAGRANGE, os coeficientes cp c2' ••• , cn ' poderão 
exprimir-se racionalmente em u e nas funções simétricas elementa-
res de zp Z2"'" zn' q.e.d. 
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33. Noção de corpo numérico 

/ 

E evidente que, efectuando operações racionais (adições, sub-
tracções, multiplicações e divisões) a partir de números racionais, 
os resultados obtidos serão ainda, necessariamente, números racio­
nais. Mais precisamente: representando por Ra o conjunto dos nú­
meros racionais, tem-se que a soma, a diferença, o produto e o co­
ciente de dois quaisquer elementos de Ra (sendo o divisor diferente 
de O) é ainda elemento de Ra. Exprime-se este facto dizendo que o 
conjunto Ra é racionalmente fechado ou fechado a respeito das 
operações racionais. 

Mas tal propriedade não é exclusiva do conjunto Ra: também o 
conjunto R, dos números reais, e o conjunto K, dos números com­
plexos (para não citar outros) são racionalmente fechados, como 
imediatamente se reconhece. Mas já, por exemplo, o conjunto P, 
dos números positivos, não é racionalmente fechado, visto que a di­
ferença de dois elementos de P pode não pertencer a P. 

Costuma chamar-se corpo ou domínio de racionalidade todo o 
conjunto de números racionalmente fechado e constituído por mais 
de um elemento. 

Corpo numérico é pois todo o conjunto Q de números, dotado 
dos seguintes caracteres: 1) tem mais de um elemento; 2) dados dois 
quaisquer elementos a, b de Q, também a+b, a-b, ab, a/b (supondo 
neste último caso b;:f:. O) são elementos de Q. 

Esta definição pode ainda ser simplificada: Para que um con­
junto Q, constituído por vários números, seja um corpo, é necessá­
rio e suficiente que, dados dois elementos a, b quaisquer de Q, se 
tenha sempre a-b E Q, a/b E Q (sendo b;:f:. O). Com efeito, uma vez 
verificadas estas condições, tem-se representando por c um elemento 
não nulo de Q: 

O=c-cEQ, l=c/cEQ. 

Então, dados dois elementos a, b quaisquer de Q (com b "# O) 
tem-se que O - b e l/b também serão elementos de Q e, portanto, 
visto que a + b = a + (-b), a·b = a: (l/b), também a + b e a·b per­
tencerão a Q. 
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Observemos agora que o mínimo corpo numérico existente é o 
corpo racional, Ra. Com efeito, qualquer outro corpo numérico 
contém Ra, pois que, contendo 1, conterá todo o número natural 
m = 1 + 1 + ... + 1 (m vezes) e portanto o cociente m/n de todo o par 
de números naturais (com n;;j::. O), bem como o simétrico -m/no 

Um exemplo não trivial de corpo é o conjunto de todos os nú­
meros da forma a + bV2 , com a, b racionais. A diferença ou o co­
ciente de dois números desta forma é ainda, manifestamente, um 
número da mesma forma. 

" E fácil demonstrar que a intersecção de dois ou mais corpos 
(em número qualquer, finito ou infinito) é ainda um corpo. Com 
efeito, dados vários corpos Qi' se forem a, b dois números perten­
centes à intersecção 8 Qi' a diferença a-b deverá pertencer a cada 
um desses corpos Qi e portanto à intersecção de todos eles, e o mes­
mo acontecerá a respeito do cociente a/b (supondo b;;j::. O). 

Posto isto, seja M um conjunto qualquer de números. Haverá 
pelo menos um corpo numérico que contém M: o corpo complexo, 
K. Ora, a intersecção de todos os corpos que contêm M será ainda, 
em virtude do resultado precedente, um corpo que contém M: desig-

" nemo-lo por Q. E claro que Q será o mínimo corpo que contém M: 
diz-se então que Q é o corpo gerado por M (ou pelos elementos de 
M). Observemos ainda que Q é o conjunto de todos os números que 
se obtém por meio de operações racionais efectuadas um número 
finito de vezes sobre elementos de M ou sobre os resultados de tais 
operações. 

Consideremos agora um corpo numérico Ll e um número a, 
qualquer. (Se a fl. Ll, a reunião Ll com a não será um corpo). Repre­
senta-se por Ll(a) o corpo gerado por a e pelos elementos de Ll, e 
diz-se que Ll(a) resulta da adjunção do número a ao corpo Ll. No 
caso de Ll coincidir com o corpo racional, é claro que Ll(a) poderá 
ser gerado unicamente por a. 

Analogamente, chama-se corpo resultante da adjunção de vá­
rios números aI' a2, ... , an a um corpo Ll, e representa-se por 
Ll (a!, a2, ... , aJ, o corpo gerado por esses números e pelos elemen­
tos de Ll. É claro que o corpo Ll ( aI' a2, ... , an ) pode ainda ser obtido 
pela adjunção sucessiva dos números aI' a2, ... , a n a Ll, em qualquer 
ordem. 
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Exemplos: 

Efectuando a adjunção de V2 ao corpo racional, Ra, obtém-se o 
corpo Ra (V2), constituído por todos os números da forma a + b V2 
com a, b racionais. Designemos por ~ este corpo; fazendo a adjunção 
de ~ a ~, obtém-se o corpo ~ (~), constituído por todos os núme­
ros da forma a + b ~ + c (~)2, com a, b, c E ~. Ponhamos ainda 
Q=~~; fazendo a adjunção de log 3 ao corpo n, obtém-se o corpo 
Q(log 3), constituído por todos os números da forma cp(log 3), sendo 
cp uma qualquer função racional de coeficientes em n. É claro que 

n(log 5) = Ra(V2, ~, log 3). 

É ainda de observar que o corpo complexo resulta, precisamente, 
da adjunção do elemento i = vCI ao corpo real. 

Como exercício, recomenda-se a demonstração dos seguintes 
factos: 

1) Para que se tenha a + b V2 = a' + b'V2, com a, b, a', b' racio-
nais, é necessário e suficiente que a = b; a' = b'. 

2) O número V3 não pertence ao corpo Ra(V2). 
3) A intersecção de Ra(V2) com Ra(V3) é o corpo Ra. 
4) Condição necessária e suficiente para que se tenha a + b V3 = 

= a' + b'V3, com a, b, a', b'E Ra(V2) é que resulta a=a', b=b'. 

34. Funções pertencentes a um grupo em sentido restrito 

Até aqui, falando das raízes, Zi' Z2' ... , Zn' duma equação algébrica 
de grau n, temos tratado tais raízes como variáveis independentes. 
Todavia, nos casos concretos, dada uma equação algébrica 

de coeficientes numéricos determinados, as raízes de tal equação 
(que designaremos agora por ai' a 2, ••• , a n ) serão números determi­
nados e não variáveis. Seja u = cp(Zl' Z2' ... ' zJ uma função racional 
das variáveis independentes zl' Z2'·.·' zn e sejam u1(= u), u2, ... , um as 
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funções conjugadas de u; suponhamos, além disso, que, substituindo 
ZI' Z2' ... , zn pelas raízes aI' a2,··· , a n da equação considerada, vêm 
para UI' u2' ••• , un valores finitos e determinados: 

Por comodidade de linguagem, continuaremos a dizer que ~I é 
uma função racional de aI' a 2, ••• , a n (muito embora os aa sejam 
constantes) e que ~I' ~2"'" ~m são as funções conjugadas de ~I • 

Por outro lado, diremos que duas funções das raízes são formal­
mente iguais, quando (e só quando) essas funções resultam idênti­
cas, abstraindo do valor numérico dos aa, isto é, tratando mental­
mente os símbolos aI' a 2, ••• , an como variáveis independentes. 

Ora pode acontecer que duas funções das raízes sejam formal­
mente distintas, sendo numericamente iguais. 

Seja, por exemplo, a equação recíproca 

x 4 - 2X 3 - 2x + 1 = 0, 
,-

cujas raízes designaremos por aI' a 2 , a 3 , a 4 • E claro que podemos 
supor estas notações já escolhidas de modo que se tenha aI a 2 = 1, 
a 3 a 4 = 1 (pois que se trata duma equação recíproca). Deste modo, a 
função das raízes 

ficará formalmente invariante para as substituições do grupo 
G = {I, (1 2), (3 4), (1 2) (3 4)}, e só para essas; podemos mesmo 
dizer que tal função pertence formalmente ao grupo G. Há todavia 
substituições fora de G que deixam a função aI a 2 numericamente 
invariante: tal é, por exemplo, a substituição (1 3) (2 4), que muda 
aI a 2 em a 3 a 4, tendo-se, numericamente, aI a 2 = a 3 a 4 = 1, embora 
formalmente (isto é, pensando os aa como variáveis independentes) 
se tenha aI a2 =F a3 a4. O mesmo acontecerá, de resto, com qualquer 
função de forma mal a2 + n a3 a4, sendo m, n coeficientes numéricos 
distintos. 
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Pois bem, tornando ao caso geral, diremos que uma dada função 
racional <p (aI' a 2, ... , an ) das raízes da equação considerada perten­
ce, em sentido restrito, a um dado grupo G, quando se verificam as 
duas seguintes condições: 1) a função <p (aI' a 2 , ••• , a,) pertence 
formalmente ao grupo G; 2) os valores numéricos ~P ~2'···' ~m das 
funções conjugadas de <p são todos distintos sobre si. 

A necessidade desta convenção faz-se sentir na aplicação do teo­
rema de LAGRANGE. Suponhamos que a função ~=<p(al' a 2 , ••• ,an ) 

pertence em sentido restrito a um grupo G, e seja Y='I'(ap~, ... ,an ) 

uma segunda função racional dos aa que fique formalmente inva­
riante para todas as substituições de G. Então, segundo o teorema 
de LAGRANGE, existirão m números cp c2 , ••• , cm' racionalmente 
exprimíveis nos coeficientes da equação considerada, tais que 

Y = C I ~m + C2 ~m-I + ... + Cm_1 ~ + Cm • 

Note-se porém que, no caso de <p pertencer ao grupo G apenas 
formalmente, e não em sentido restrito, não seria lícito chegar a 
esta conclusão, pois que em tal hipótese, não sendo os números 
~P ~2'···' ~m todos distintos entre si, o determinante de VANDER­
MONDE em ~p ~2' ••• , ~m resultaria nulo (reveja a demonstração do 
teorema de LAGRANGE). 

Assim, por exemplo, tornando ao caso da equação recíproca 
precedente, não será possível exprimir a soma aI + a 2 como função 
racional (com coeficientes racionais) do produto aI a 2 e dos coefi­
cientes da equação, embora as funções aI + a 2, aI a 2 pertençam for­
malmente ao mesmo grupo. De resto, como é fácil ver, as somas 
ai + a 2, a 3 + a 4, têm por valores numéricos 1 + V3, 1-V3. (Já no 
número 29, a propósito de resolventes, vimos como se pode calcular 
a soma ZI + Z2 de duas raízes de uma equação do quarto grau, uma vez 
conhecido o produto ZI Z2 dessas raízes; ora, é fácil ver que tal pro­
cesso é inaplicável, quando se tenha, numericamente, ZI Z2 = Z3Z4). 

O que dissemos para o teorema de LAGRANGE estende-se, 
tatis mutandis, à sua generalização. 
Posto isto, podemos demonstrar um facto de importância capital 

para o que segue: Se as raízes a!, a 2 , ••• , an da equação f (z) = O são 
todas simples, é sempre possível, dado um grupo G qualquer de 
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substituições sobre os aa, construir uma função racional das raízes 
(com coeficientes racionais) que pertença a G em sentido restrito. 

Suponhamos pois que a equação f (z) = O não admite raízes múl­
tiplas. Começaremos por mostrar como se constrói uma função ra­
cional dos aa pertencente em sentido restrito ao grupo g: Conside­
remos o polinómio inteiro em t: 

P (t) = a + a t + a t2 + ... + a t n
-

I 
- I 2 3 n' 

Efectuando sobre os aa uma substituição e "* /, qualquer que 
ela seja, obtém-se um polinómio distinto de P (t), pois que, por hipó­
tese, os números aI' a 2 , ••• , an são todos diferentes, e, segundo o 
princípio das identidades, dois polinómios são idênticos, se, e só se, 
tem iguais os coeficientes dos termos do mesmo grau. Sejam então 
PI (= p), P2"'" Pu todos os polinómios que se obtém a partir de P 
efectuando sobre os aa todas as possíveis substituições: será então 
u=nL Consideremos agora o determinante de VANDERMONDE em 
PI (t), P2 (t), ... , Pu (t): 

'\) 

V(t) = II [Pi(t) - Pk(t)] . 
i> k 

Visto que os polinómios Pi(t) são todos distintos entre si dois a 
dois, o polinómio V(t), não será identicamente nulo, e admitirá por­
tanto um número finito de raízes, o que quer dizer que existem infi­
nitos valores inteiros de t que não o anulam. Seja to um desses valo­
res; ter-se-á pois 

o que equivale a dizer que os números PI (to)' P2 (to)"'" Pu (to) são to­
dos distintos. Mas tem-se 

logo P (to) será uma função racional dos aa (de coeficientes intei­
ros) que, em virtude de que foi dito, pertence, em sentido restrito 
ao grupo g: 
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Ponhamos para brevidade 1ti = Pi (ta) (i = 1, 2, ... , u). É claro que 
1t(, 1t2, ••• , 1tu são as funções conjugadas de 1tl - tantas quantos os 
elementos de Sn; pois que, dada uma destas conjugadas, 1ti , existe 
uma, e só uma substituição Si que faz passar de 1tl para 1ti' 

Seja agora: 

um grupo qualquer de substituições sobre os aa, e sejam 1t1, 1t2, • •• , 1tr 

as conjugadas de 1tl em G: 

1t2 = I { 1tl }, 

1t2 = {)2 { 1tl }, ... , 

1tr=()r{1t(}· 

Consideremos o polinómio em À: 

Qualquer substituição () de G (efectuada sobre os aa) traduz-se 
numa substituição sobre os 1t1t e não altera, portanto, o polinómio 
P(À). Por outro lado, qualquer substituição S de Sn' não pertencente 
a G, altera o polinómio P(À), pois que, em tal hipótese, as funções 
dos aa 

são todas distintas (mesmo numericamente) das funções 1t1' 1t2, ••• , 1tr' 

(Efectuar a substituição S em 1t1, 1t2, ••• , 1tr equivale a efectuar direc­
tamente em 1t( as substituições da classe lateral S G, de G em S,), 
Vê-se, pois que, designando por m o índice de G em Sn' se obtém, a 
partir de P(À), m polinómios, todos distintos entre si, 

quando sobre os aa se efectuam todas as substituições de Sn' Então, 
discorrendo como anteriormente para os polinómio Pi (t), chega-se à 
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conclusão de que existe pelo menos um inteiro Ào, para o qual os nú­
meros ~(Ào) são todos distintos. Ponhamos então ~=P(Ào); ter-se-á 

Em virtude do que foi dito, ~ será uma função racional dos aa, 
pertencente a G em sentido restrito. 

35. Grupo de GALOIS duma equação 

Observamos, em primeiro lugar, que, fazendo intervir a noção 
de corpo numérico, o teorema das funções simétricas é susceptível 
do seguinte complemento: 

Designe Q um corpo de números e seja u = <p (Zl' Z2' ... , Z,) uma 
função racional e simétrica de ZI' Z2' ... , zn com os coeficientes em 
Q. Nestas condições, afunção racional F(sl' S2' ... ' s,), que exprime 
u nas funções simétricas elementares SI' S2' •.. ' sn' terá também os 
coeficientes em Q. 

A demonstração deste complemento é imediata, desde que se 
examine o processo geral atrás indicado para o cálculo das funções 
simétricas. 

Um complemento análogo pode ser enunciado para o teorema 
de LAGRANGE, em qualquer das suas formas. 

Posto isto, sej am f (z) = O uma equação algébrica de coeficientes 
racionais e <p (aI' a 2, ••• , a,) uma função racional (com coeficientes 
racionais) das raízes desta equação. Se a função <p é simétrica, o seu 
valor numérico não pode deixar de ser racional, pois que, segundo o 
teorema das funções simétricas, esse valor é racionalmente exprimí­
vel nos coeficientes da equação, e estes, por hipótese, são racionais. 
Suponhamos porém que a função <p não é simétrica: podemos nós 
concluir daí que o seu valor não é racional? Sabe-se bem que não: 
basta que as raízes aI' a 2, ••• , an sejam todas racionais, para que o 
valor de <p também o seja. Mesmo fora deste caso trivial, pode 
acontecer, excepcionalmente, que o valor numérico duma função 
assimétrica das raízes seja racional. Seja, por exemplo, a equação 

Z3 + pz + q = O. 
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Consideremos a função assimétrica das raízes 

o valor de V será, segundo a expressão indicada no número 28, 
dada pela fórmula 

V = VD = V-4 p 3 - 27 q2. 

Ora, pode acontecer, em casos particulares, que VD seja racio­
nal; tal é, por exemplo, o caso da equação 

Z3 - 9z + 9 = 0, 

para a qual se tem V = y'93 = + 27, sem que as raízes sejam racio­
nais, como se pode verificar. 

Consideremos agora, mais geralmente, um corpo numérico Q, 

qualquer, e uma equação algébrica f (z) = 0, de coeficientes em Q. 

Dada uma função racional das raízes desta equação 

cujos coeficientes sejam elementos de Q, é claro que, se tal função 
pertencer ao grupo Sn (isto é, se for simétrica), o seu valor numérico, 
~, será ainda um elemento de Q. Mas esta propriedade não é, neces­
sariamente, um privilégio do grupo simétrico, Sn' 

Diremos que um dado grupo G de substituições sobre os ao, é 
um grupo admissível da equação f (z) = 0, a respeito do corpo Q, 

quando toda a função racional dos ao, com os coeficientes em Q, 

que fique formalmente invariante para as substituições de G, tenha 
o seu valor numérico em Q. 

Imediatamente se reconhece que o grupo simétrico é sempre um 
grupo admissível. Por outro lado, é fácil ver que condição necessá­
ria e suficiente para que G seja um grupo admissível da equação 
f (z) = 0, a respeito do corpo Q, é que exista uma função racional 
(com coeficientes racionais) das raízes da equação, pertencente ao 
grupo G em sentido restrito e cujo valor numérico esteja em Q. 
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Com efeito, se for P = <p (aI' a2, ••• , aJ uma tal função, qualquer 
função racional das raízes, com os coeficientes em n, que fique 
invariante para as substituições de G, poderá, segundo o teorema de 
LAGRANGE, exprimir-se como função racional (com os coeficien­
tes em n) de P e dos coeficientes da equação e o seu valor numérico 
pertencerá portanto a n. 

Mais ainda: podemos demonstrar o seguinte 

TEOREMA - A intersecção de dois grupos admissíveis da 
equação fez) = O, a respeito do corpo n, é ainda um grupo admissí­
vel de fez) = O a respeito de n. 

Sejam, com efeito, G, H dois grupos admissíveis de fez) = O em 
relação a n, e sejam <p, 'I' duas funções racionais das raízes, com 
coeficientes racionais, que pertençam em sentido restrito respectiva­
mente a G e a H. (Segundo a análise do número precedente existem 
sempre duas tais funções). Seja, por outro lado, X uma função ra­
cional das raízes, com coeficientes racionais, pertencente ao grupo 
G n H. Ora, segundo o teorema de LAGRANGE generalizado, a 
função X poderá exprimir-se racionalmente em <p, 'I' e nos coeficien­
tes de fez) = O. Mas tanto os valores de <p e de '1', como os coeficien­
tes de fez) = O, pertencem por hipótese a n. logo, também o valor de 
X pertencerá a n, o que significa que a intersecção G n H é um gru­
po admissível da equação fez) = O a respeito do corpo n, q.e.d .. 

Sejam então Gp G2, ••• , Gil os grupos admissíveis de fez) = O, a 
respeito do corpo n. (Eles são necessariamente em número finito, 
visto serem subconjuntos de S,). 

Consideremos o grupo 

Em virtude do teorema precedente, G será ainda um grupo admis­
sível de fez) a respeito de n: será pois um dos grupos Gp G2, ••• , Gil 
e precisamente o menor de todos eles. Chamar-Ihe-emos grupo de 
GALOIS da equação fez) = O, a respeito do corpo n. Portanto: 
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Grupos de GALOIS da equação f(z) = O a respeito 
do corpo Q é o mínimo grupo admissível de f(z) = O a 
respeito de Q. 

Como exemplo, consideremos de novo a equação Z3 - 9z + 9 = O. 
O grupo alternante A3 é um grupo admissível desta equação para o 
corpo racional Ra, pois que, como vimos, a função V, pertencente a 
A3 em sentido restrito, tem o valor numérico em Ra. Mas A3 é o 
grupo gerado pela substituição (l 2 3): o seu único subgrupo, dis­
tinto de An' é o grupo g: Mas g não é um grupo admissível da 
equação considerada, em relação a Ra, pois que, se o fosse, a função 
<p(al' a2, a) = aI teria valor racional: ora já dissemos que as raízes 
desta equação são irracionais. Logo é A4 o grupo de GALOIS da 
equação considerada a respeito de Ra. 

36. Pesquisa do grupo de GALOIS duma equação 

Uma questão se põe, primeiro que tudo, na pesquisa do grupo 
deGALOIS: 

Como fixar as notações aI' a 2, ••• , an , antes de conhecer efecti­
vamente as raízes (todas distintas por hipótese) da equação f(z)=O? 

Um dos vários critérios que poderiam servir para este fim seria 
o seguinte: representar as raízes por aI' a 2, ••• , an , segundo a ordem 
crescente dos módulos e, no caso das raízes equimodulares, segun­
do a ordem crescente dos argumentos, entre O e 2n. Todavia, o 
mais cómodo ainda é deixar primeiro indeterminadas as notações 
aI' a 2, ••• , an e fixá-las apenas no momento oportuno. 

Ora, para determinar o grupo de GALOIS da equação f (z) = O a 
respeito dum dado corpo Q, será preciso, naturalmente, procurar 
grupos admissíveis da equação para o corpo Q. Como se consegue 
porém saber se um dado grupo H de substituições sobre os aa é ou 
não um grupo admissível da equação a respeito de Q? As conside­
rações do número precedente indicam-nos o caminho a seguir. 
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Construa-se (pelo processo do n. o 34) uma função racional 
~ = <p (aI' a 2, ••• , ai)' que pertença ao grupo H em sentido restrito, e 
considere-se a equação 

cujas raízes são as funções conjugadas de ~. Conforme o que se viu 
no número 29, os coeficientes desta equação são racionalmente ex­
primíveis nos coeficientes da proposta, e, portanto, pertencentes a 
n. Então, dois casos se podem apresentar: 

a) A equação g(u) = ° não admite raízes em n. 
b) A equação g(u) = ° admite pelo menos uma raiz em n. 

No primeiro caso, pode-se concluir desde logo que o grupo H não 
é admissível para n. Quanto ao segundo caso, podemos supor as nota­
ções ai' a 2, ••• , anfixadas de modo tal que uma das raízes de g(u)=O 
pertencentes a n seja precisamente a raiz ~ = <p (ai' a 2, ••• , a n), e en­
tão podemos afirmar que o grupo H é um grupo admissível da equa­
ção g(u) = 0, a respeito de n. 

Resta porém um ponto importante a esclarecer: Como se conse­
gue saber se a equação g (u) = ° admite ou não uma raiz em n? 

O caso mais simples será aquele em que n é o corpo racional: 
trata-se então de saber se a equação g(u)=O admite ou não raízes ra­
cionais, problema que ensinam a resolver todos os tratados clássicos 
de Álgebra Superior. 

Nos casos em que n não seja o corpo racional, o problema com­
plica-se, naturalmente. Dele nos ocuparemos só mais adiante. 

Finalmente, podemos indicar o modo de achar o grupo de GA­
LOIS da equação fez) = 0, a respeito de n: 

Apenas se tenha determinado um grupo admissível H, a respeito 
de n (e um destes grupos é sempre um grupo simétrico), bastará 
prosseguir a pesquisa entre os subgrupos de H. Então, se nenhum 
dos subgrupos máximos de H é admissível a respeito de n, H será 
manifestamente o grupo de GALOIS que se pretende determinar. Se, 
pelo contrário se encontra um subgrupo máximo K de H, que seja 
ainda admissível a respeito de n, repetir-se-à para K o que se fez 
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para H. E assim sucessivamente. Deste modo, o grupo de GALOIS 
acabará seguramente por ser determinado com um número finito de 
operações. 

Este método, tal como acabamos de o expor, resultaria excessi­
vamente laborioso na prática. Há todavia considerações de ordem 
vária, que simplificam consideravelmente a pesquisa do grupo de 
GALOIS. 

37. Equações do terceiro grau (1). Equações cíclicas 

Recordemos o método de TARTAGLIA para a resolução da equa­
ção geral do 3.° grau e vejamos se é possível descobrir nele alguma 
ideia que possa aplicar-se a classes mais extensas de equações. 

Em primeiro lugar, sabe-se que é sempre possível, mediante uma 
transformação em z + À, sendo À a média aritmética das raízes, re­
duzir a equação geral do 3. ° grau à forma 

(9) Z3 + pz + q = O. 

Ponhamos então z = u + v e procuremos determinar u e v, de 
modo que a equação (9) seja verificada. 

Virá, sucessivamente: 

u3 + v3 + 3 u2 v + 3 uv2 + p(u + v) + q = O, 

u3 + v3 + (3 uv + p) (u + v) + q = O. 

A equação será portanto verificada, se pusermos 

(lO) 3 u v = - p, u3 + v3 = - q . 

A primeira destas igualdades dá-nos 

(1) - Para um estudo completo do assunto, veja-se Prof. VICENTE GONÇALVES, Curso de 
Álgebra Superior, 2. o Vol.. 
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Os valores de u3 e de v3 serão pois as raízes da equação do se­
gundo grau em ç : 

Para brevidade da expressão, designemos por A e B as raízes 
desta equação: 

Então, deverá ter-se 

Mas existem três raízes cúbicas de A e três raízes cúbicas de B; 
somando cada determinação de VA, com cada determinação de %, 
obtém-se ao todo nove valores para z, enquanto a equação (9) nos 
dá apenas três. Desfaz-se esta indeterminação, atendendo à primeira 
das igualdades (10) . Então, se representarmos por UI uma das deter­
minações de VA, a determinação correspondente % deverá ser 

P vl =--
3u I 

As restantes determinações de VA, serão pUp p2u p representan­
do por p uma das raízes cúbicas primitivas da unidade, isto é, uma 
das raízes da equação 

Z2 + Z + 1 = O. 

(Poderá escolher-se, por exemplo: 

-l+Y3i -l-Y3i 
P = --2--' (J = 2 = p2 , 

tendo-se, evidentemente, 
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As determinações de VB correspondentes a pu)' p2ul' serão, 
respectivamente, 

e assim, as três raízes de (9) serão: 

Estas mesmas igualdades permitem-nos determinar UI e v I em 
função de ZI' Z2' Z3. Para obter UI' basta multiplicar ordenadamente a 
segunda por p2, a terceira por p e somar ordenadamente as três, 
atendendo a que é 1 + P + p2 = O; virá 

Analogamente, ter-se-á 

Estudemos estas duas funções, do ponto de vista das substituições 
sobre os ZZ. A transposição (2 3) muda UI em v I. Quanto às substitui­
ções do grupo alternante, A4 distintas de /, observa-se que: 

a) o ciclo (1 2 3) muda UI em 

b) o ciclo (1 3 2) muda UI em 
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Deste modo, a função u~ será transformada pelo ciclo (1 2 3) na 
função 

e, pelo ciclo (1 3 2), na função 

numa palavra, ficará invariante para as substituições de A3 (e só para 
essas), o que a torna racionalmente exprimível em V = VD e nos 
coeficientes da equação proposta (n. o 31). Outro tanto se diga a res­
peito da função vf . 

Consideremos agora uma equação f (z) = O, de grau n, de coe­
ficientes contidos num dado corpo ~. Diremos que esta equação é 
cíclica a respeito de ~, quando for cíclico e transitivo um dos seus 
grupos admissíveis(I) a respeito de ~. 

Suponhamos pois que f (z) = O é cíclica a respeito de ~, e designe 
H um seu grupo admissível (a respeito de ~) que seja cíclico e tran­
sitivo. Se for (J' uma das substituições geradoras de H, é claro que (J' 

só poderá ser formada por um n - ciclo, de contrário cada um dos 
ciclos em que se decompusesse daria lugar a um sistema de transiti­
vidade. Ter-se-á pois 

em que iI' i2, ... , in representam os elementos 1, 2, ... , n dispostos 
numa ordem determinada, sem omissão nem repetição. Mas nada 
nos impede de supor as notações aI' a2, ... , an (das raízes de 
f (z) = O previamente escolhidas de modo que se tenha, precisamente, 
iI = 1, i2 = 2, ... , in = n; e assim poderemos escrever, mais comoda­
mente. (J' = (1 2 ... n). 

(1) - Segundo a terminologia corrente, a equação f(z)=ü diz-se cíclica a respeito de~, quan­
do é cíclico e transitivo o seu grupo de GALOIS a respeito de ~. Há contudo vantagem, 
do ponto de vista didáctico, em apresentar o conceito de "equação cíclica", tal como o 
definimos aqui. 
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Por outro lado, tem-se: 

H = {I, (), ()2, ... , ()n-I} . 

Posto isto, designemos por ro uma das raízes primitivas de índice 
n da unidade. Notemos, desde já, que o grupo H é ainda um grupo 
admissível de f(z) =0 a respeito do corpo ampliado ~(ro): com efeito, 
qualquer função racional dos aa, com coeficientes racionais, per­
tencente em sentido restrito a H, tem o valor numérico em ~ e por­
tanto em ~(ro) (reveja cuidadosamente as considerações do n.O 35). 
Consideremos então a seguinte função das raízes 

R - a + roa + ro2 a + ... + ron - 1 a P- 1 2 3 n· 

As funções conjugadas de ~ em H, obtém-se, como é SablQO, 
executando as substituições de H sobre os aa, na expressão de ~. 
Ponhamos: 

Ter-se-á, como é fácil verificar: 

R = a + roa + ... + ron-1 a = R PI I 2 n P, 

R = a + ro a + ... + ron-1 ex. = ro-1 R P2 2 3 1 P, 

R = a + ro a + ... + ron-1 a = ro-2 R P3 3 4 2 P, 

R = a + ro a + ... + ron- 1 a = ro R Pn n I n-l P . 

Daqui resulta imediatamente que 

visto ser (ro-I)n = 1, (ro-2)n = 1, ... , ron = 1. 
Ponhamos ~n = y . Segundo o que acabamos de ver, y é uma 

função racional dos aa, de coeficiente em ~(ro), a qual se mantém 
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formalmente invariante para todas as substituições de H. Ora H é 
um grupo admissível de fez) = 0, a respeito de ~(O)). Logo, ytem de 
ser um elemento de ~(O)). O valor de P pode pois ser deduzido de 
um elemento de ~ mediante uma extracção de raiz: 

P = \IY (tem-se yE ~(O))). 

Por outro lado, observemos que P é uma função racional das 
raízes, de coeficientes em ~(O)), pertencente em sentido restrito ao 
grupo g dentro de H (as suas conjugadas PI' P2"'" Pn em H são to­
das numericamente distintas). Mas, por sua vez, ai é uma função 
racional das raízes, de coeficientes racionais, 

pertencente ao grupo g dentro de H. Logo, segundo o teorema de 
LAGRANGE generalizado, poderá escrever-se 

ai = cI Pf-I + c2 pf-2 + ... + cn _ 1 PI + cn ' 

(11) 
a2 = cI P;-I + C2P;-2 + ... + Cn _ I P2 + cn ' 

sendo os coeficientes cp c2, ••• , cn elementos de ~(O)). Com efeito, 
uma substituição qualquer de H executada sobre os aa determina 
apenas uma substituição sobre os PP, e o seu efeito será, quando 
muito, o de alterar a ordem das equações (11), o que não influi so­
bre o valor dos cc deduzido dessas equações; os cc são pois funções 
racionais dos aa, de coeficientes em ~(O)), que se mantém formal­
mente invariantes para as substituições de H, donde se conclui que 
pertencem ao corpo ~(O)), atendendo à hipótese feita sobre H. 

Veremos oportunamente que é mesmo possível eliminar a raiz 
primitiva 0), das expressões obtidas para os aa. 

Em conclusão: 
Se a equação f(z) =0 é cíclica a respeito de~, as raízes de f(z) =0 

podem ser obtidas, efectuando apenas operações racionais e uma 
extracção de raiz, a partir de elementos de~. 
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Observe-se, entretanto, que toda a equação do terceiro grau é 
cíclica a respeito do corpo gerado pelos coeficientes e pela raiz qua­
drada do discriminante. Em particular, a equação Z3 - 9 z + 9 = ° é 
cíclica a respeito do corpo racional pois que, como vimos no n.O 35, 
a raiz quadrada do seu discriminante é +27, portanto racional. 

38. Condição suficiente de resolubilidade por meio de radicais 

Dada uma equação algébrica f (z) = 0, de coeficientes contidos 
num dado corpo ~, diz-se que tal equação é resolúvel por meio de 
radicais a respeito do corpo ~, quando todas as suas raízes podem 
ser obtidas mediante operações racionais e extracções de raiz, efec­
tuadas um número finito de vezes sobre elementos de ~ ou sobre os 
resultados de tais operações. 

Em vez da locução "por meio de radicais", poderia usar-se esta 
outra "por meio de equações binómias", visto que o símbolo via de­
signa, como é sabido, uma qualquer das raízes da equação binómia 

zn - a = 0, 

obtendo-se as restantes raízes da mesma equação multiplicando via 
pelas potências duma raiz primitiva de índice n da unidade. Chama­
-se extracção da raiz de índice n de a, precisamente, a operação que 
consiste em passar de a para via. 

Posto isto, designe G um grupo admissível da equação f (z) = ° a 
respeito do corpo ~ e sej a 

uma função racional, com coeficientes racionais, de aI' a2, ... , an , 

pertencente em sentido restrito ao grupo G. (Já sabemos que é 
sempre possível determinar uma tal função). Ter-se-á então, natu­
ralmente, ~ E ~ . 

Seja agora H um subgrupo de G, distinto de G. Construída uma 
função racional das raízes 
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com coeficientes racionais, pertencente em sentido restrito a H den­
tro de G (isto é, pertencente formalmente a H em G e tal que as suas 
conjugadas em G sejam todas numericamente distintas), já não po­
demos garantir que se tenha 'Y E ~, a não ser que H sej a ainda um 
grupo admissível de fez) = O a respeito de ~. 

Seja porém como for, nós podemos assentar nos seguintes 
factos: 

I - O grupo H é um grupo admissível da equação fez) = O, a 
respeito do corpo ~('Y). Com efeito, qualquer função racio­
nal dos aa, com os coeficientes em ~, que fique formal­
mente invariante para as substituições de H em G, pode, 
segundo o teorema de LAGRANGE generalizado, expri­
mir-se como função racional de 'Y, com os coeficientes em 
~ e terá o valor numérico em ~ (y). 

II - Representando por 'YI (= 'Y), 'Y2' ... , 'Ym as conjugadas de 'Y em 
G, a equação 

terá os coeficientes em ~. Com efeito, os coeficientes desta 
equação 

- SI = - L'Yl' S2 = L'YI'Y2' ... ,(-l)n Sn = 

= (-l)n 'YI 'Y2 ... 'Yn' 

são, por intermédio dos Y'(, funções racionais dos aa (com 
coeficientes racionais) que se mantêm formalmente inva­
riantes para todas as substituições de G, uma vez que o 
efeito destas substituições é apenas permutar entre si os 
Y'(. Os valores numéricos de SI' S2' ... ' Sn serão pois ele­
mentos de ~, em virtude da hipótese. 

III - Já sabemos (n.o 26) que cada substituição e de G sobre os 
aa se traduz numa substituição e sobre os Y'( e que, portan­
to, o grupo G dá assim origem a um grupo G de substitui­
ções sobre os Y'(. Seja então 
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uma qualquer função racional dos Y'( (com os coeficientes 
em ~) que se mantenha formalmente invariante para as 
substituições de G. Executando sobre os aa uma qualquer 
substituição de G, esta traduz-se numa substituição de G 
sobre os Y'( e não altera portanto <l>. Logo r é, por intermé­
dio dos Y'(, uma função racional dos aa (com os coeficien­
tes em ~), que se mantém formalmente invariante para as 
substituições de G, tendo-se portanto 

Em resumo: toda a função dos Y'(, com os coeficientes em 
~, que se mantenha formalmente invariante para as substi­
tuições de G, tem o valor numérico em~. Mas isto quer di­
zer precisamente que: 
O grupo G é um grupo admissível da equação g (z) = 0, a 
respeito do corpo~. 

IV - Recordemos que, quando H é invariante em G, o grupo G é 
o chamado grupo cociente, G/H, cuja ordem é igual ao ín­
dice de H em G. 
O caso mais simples será aquele em que o índice de H em 
G é um número primo. Mas então o grupo G/H admitirá, 
como únicos subgrupos, ele mesmo e a identidade, e será 
portanto um grupo cíclico (n.o 22). Com efeito, seja a(::í=1) 
um elemento de G e sej a C o grupo cíclico gerado por a; 

- -
se C fosse distinto de G, então G admitiria um subgrupo C, 
distinto dele mesmo e da identidade, o que é impossível. 
Além disso, o grupo G é transitivo. Com efeito, dadas duas 
quaisquer conjugadas "fi' "fk de "f em G, designando por Si' Sk 
duas substituições de G que façam passar, respectivamente, 
de "fi para "fk' a substituição 
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de G transforma 'Yi em 'Yk . 
Em conclusão: 
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Se H é um subgrupo invariante de índice primo de G, a 
equação g(z) = ° é uma equação cíclica a respeito do corpo 
~, e pode portanto, segundo o que se disse no número pre­
cendente, resolver-se por meio de radicais a respeito de ~. 

Posto isto, suponhamos que o grupo G admite uma cadeia de 
subgrupos 

G -:J H -:J K -:J ... -:J M -:J N -:J .9', 

começando em G e terminando no grupo idêntico, cada um dos 
quais, a partir do segundo, seja um subgrupo invariante de índice 
primo do precedente. Diz-se, em tal hipótese, que G é um grupo re­
solúvel ou metacíclico. 

Sejam, por outro lado, 

'Y, Õ, ... , 11, ç , 

funções racionais dos UU, com coeficientes racionais, pertencentes 
em sentido restrito, respectivamente a H em G, K em H, ... , N em 
M, .9' em N; e sejam 

h(z) = 0, k(z) = 0, ... , n(z) = 0, tez) = 0, 

as equações que admitem como raízes, respectivamente, as conjuga­
das de 'Yem G, de Õ em H, ... , de 11 em M, de ç em N. 

Em virtude do que foi dito nas alíneas I), II) os coeficientes de 
h(z)=O pertencerão ao corpo~, os de k(z)=O ao corpo ~('Y), ... os 
de tez) ao corpo ~('Y, Õ, .. . , n). 

Por outro lado, em virtude do estabelecido nas alíneas ill) e IV), a 
equação h(z) =0 será resolúvel por meio de radicais a respeito de~; 
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analogamente, a equação k(z) será resolúvel por meio de radicais a 
respeito de l1(y), e portanto a respeito de 11, visto que o elemento y é 
raiz da equação h (z) = O. E assim sucessivamente. Podemos portanto 
concluir que a equação tez) = O é resolúvel por meio de radicais a 
respeito de 11. (1) 

Ora o elemento ç, raiz da equação tez) = O, pertence em sentido 
restrito ao grupo g em N. Logo, toda a função racional dos aa (com 
coeficientes racionais), e em particular as funções aI' a 2, ••• , a n, po­
derão exprimir-se em ç, mediante polinómios com os coeficientes 
em l1(y, 8, ... , 11). Mas isto significa precisamente que a equação 
fez) = O é resolúvel por meio de radicais a respeito de 11. 

Podemos pois assentar no seguinte resultado fundamental: 
Condição suficiente para que uma equação algébrica fez) = O seja 

resolúvel por meio de radicais a respeito de um dado corpo 11 é que 
um seu grupo admissível a respeito de 11 seja um grupo metacíclico. 

Já se disse que o mínimo grupo admissível da equação fez) =0 a 
respeito do corpo 11 é chamado o grupo de GALaIS de fez) = O em 
relação a 11. Pois bem, diz-se que a equação é metacíclica em rela­
ção a 11, precisamente quando o seu grupo de GALaIS a respeito 
de 11 é metacíclico. 

Segundo o que acaba de ser estabelecido, toda a equação meta­
cíclica é resolúvel por meio de radicais. Veremos no capítulo se­
guinte que a recíproca desta proposição também é verdadeira; isto 
é, demonstraremos que as únicas equações resolúveis por meio de 
radicais (a respeito de um determinado corpo 11) são as equações 
metacíclicas (a respeito de 11). 

Exemplos: 

a) Como exemplo de aplicação da doutrina exposta, considere­
mos a equação 

cujas raízes representaremos por aI' a2, a3, a4 • 

(1) - o elemento ç, raiz de tez) ficará portanto expresso mediante um número finito de radi­
cais sobrepostos. 
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Comecemos por procurar grupos admissíveis desta equação a 
respeito do corpo Ra. Seja, por exemplo, o grupo 

G={/, (12), (34), (12) (34), (13) (24), (14) (23), (1324), (1423)}, 

subgrupo máximo de S4' ao qual pertence, entre outras, a função 

Construamos a equação g (z) = 0, que tem por raízes as conjuga­
das de ~ (resolvente de FERRARI da proposta). 

Segundo o que foi estabelecido no n. o 29, ter-se-á 

Ora, fazendo a pesquiza das raízes racionais desta equação, en­
contra-se 2 como raiz, sendo as restantes raízes g (z) as raízes da 
equação Z2 + Z + 2 = 0, ambas imaginárias. Podemos então supor 
escolhidas as notações aI' a2, a3, a4, de modo que a raiz 2 seja pre­
cisamente o valor numérico da função aI a2 + a3 a4, a qual perten­
cerá, em sentido restrito, ao grupo G - visto que as suas conjugadas 
(raízes de g (z) = O) são numericamente distintas. O grupo G é pois 
um grupo admissível da equação proposta a respeito de Ra. 

Consideremos agora subgrupos máximos de G. Seja, por exem­
plo, o grupo 

H = {I, (1 2), (3 4), (1 2) (3 4)}, 

ao qual pertence em G a função 

As conjugadas desta função em G são 
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e a equação que admite "fI' "f2 como raízes será 

Mas 

e portanto 

"fI + "f2 = 0.1 0.2 + 0.3 0.4 = ~ = 2, 

"fI "f2 = 0.1 0.2 0.3 0.4 = -1 

A equação resolvente h(z) = O tem pois os coeficientes em Ra, 
conforme o previsto na teoria. Por outro lado, H é um subgrupo in­
variante de índice 2 de G, e, segundo a teoria, a equação h (z) = O de­
ve ser cíclica a respeito de Ra, o que realmente acontece: toda a 
equação do segundo grau é cíclica, uma vez que o grupo simétrico 
S2 é gerado pelo ciclo (1 2). 

Podemos então escrever 

"fI = 1 - v2, "f2 = 1 + v2 . 

Posto isto, consideremos o grupo 

K = {/, (3 4)} , 

subgrupo invariante de H, ao qual pertence em H a função 

que tem por conjugadas em H 

A equação que admite ÔI , Ô2 como raízes será 
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Ora 

Quanto a 0,1 + 0,2' recordemos (n. o 29) que é 

donde 

A equação k(z)=O tem pois os coeficientes em Ra(y) = Ra(V2). 
A sua resolução fornece-nos as raízes 0,1' 0,2 da proposta. 

Finalmente, o único subgrupo de H (distinto de K) é o grupo 
idêntico, g; ao qual pertence em K a função 

cujas conjugadas em K são 

A equação que admite EI' E2 como raízes é 

equação de coeficientes em Ra(V2), cuja resolução nos fornece as 
restantes raízes da proposta. 

Utilizou-se, portanto, na resolução de fez) = 0, a cadeia de gru-
pos 
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cada um dos quais, a partir do segundo, é subgrupo invariante de Ín­
dice 2 do precedente. 

Note-se como, neste caso, as raízes de fez) = O se exprimem ex­
clusivamente mediante radicais quadráticos. Isto habilita a con­
cluir que tais raízes podem ser determinadas graficamente, por meio 
da régua e do compasso. 

b) Só excepcionalmente o grupo de GALOIS duma equação a 
respeito de Ra não é o grupo simétrico. No caso da equação do quar­
to grau, de coeficientes racionais, se o discriminante da equação e 
as raízes da sua resolvente cúbica não forem racionais, o grupo de 
GALOIS da equação a respeito de Ra será S4. 

Mas o grupo S4 é metacíclico. Com efeito, representando por V4 

o grupo do rectângulo e por N o grupo 

{I, (1 2) (3 4)}, 

ter-se-á 

sendo cada um destes grupos, a partir do segundo, subgrupo inva­
riante de índice primo do precedente. Uma função pertencente a A4 
é, como já sabemos, V = YB ; o seu valor calcula-se, portanto, me­
diante uma equação do segundo grau, o que está de acordo com o 
facto de ser 2 o índice de A4 em S4. 

Por sua vez, a função 

pertence ao grupo V4 em A4. A equação que admite como raízes as 
conjugadas de ~ em A4' será ainda a resolvente de FERRARI, que 
se apresenta portanto como equação cíclica a respeito do corpo nu­
mérico ~ = Ra(YD). 

A função y = aI a2 pertence ao grupo N em V4 , tendo por conju­
gadas em V4 as funções aI a2, a 3 a4 • 
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Os coeficientes da equação 

serão pois elementos do corpo Ra(VD, p). 
Finalmente, a função Õ = aI - a2, cujo quadrado é um elemento 

do corpo Ra (VI>, p, y), pertence ao grupo g em N, e portanto as 
raízes aI' a 2, a 3, a 4 da equação proposta estarão todas contidas no 
corpo ampliado 

Ra(Vi5, p, y, õ). 

As raízes aI' a2, a 3, a4 ficarão pois expressas mediante um radi­
cal cúbico e três radicais quadráticos. 
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NOTAS FINAIS 

A) Sobre o teorema de LAGRANGE. 

O teorema de LAGRANGE generalizado pode ainda ser apre­
sentado sob a seguinte forma, particularmente cómoda para a apli­
cação à teoria de GALO IS: 

Consideremos uma equação algébrica fez) = 0, de raízes 
aI' a 2 ,···, a n , com os coeficientes num dado corpo Ll, e seja G um 
seu grupo admissível a respeito de Ll. Consideremos, por outro lado, 
uma função racional ~ = <p (aI' a 2 , ••• , aJ das raízes desta equação, 
com os coeficientes em Ll e pertencente em sentido restrito a um 
grupo H em G. Nestas condições, qualquer outra função racional 
das raízes, 

com os coeficientes em Ll, que fique formalmente invariante para as 
substituições de H, terá o valor em Ll(~). 

A técnica da demonstração é inteiramente análoga à que segui­
mos nos n.OS 30 e 32. Sejam ~1 (= ~), ~2'···' ~m as funções conjuga­
das de ~ em G, e 

as funções correspondentes obtidas a partir de y. Tomando para in­
cógnitas cp c2 , ••• , cm' O determinante do sistema 

é o determinante de VANDERMONDE em ~l' ~2'·.·' ~m e portanto 
"# O. Por outro lado, qualquer substituição e de G sobre os aa não faz 
mais do que produzir uma substituição sobre os ~~ e a substituição 
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correspondente sobre os Y'!, provocando assim, quando muito, uma 
alteração da ordem das equações (27). Os coeficientes cp c2 , ... , cm 
são pois, por intermédio dos ~~ e dos Y'!, funções racionais dos aa, 
com os coeficientes em ~ que se mantêm formalmente invariantes 
para as substituições de G. Mas G é, por hipótese, um grupo admis­
sível da equação fez) = O a respeito de ~. Logo, tem-se 

o que prova a afirmação feita. 

B) Sobre as equações cíclicas. 

Nas considerações desenvolvidas no n. o 37 sobre a resolução al­
gébrica da equação cíclica, há um ponto a rectificar. A função das 
raízes, 

n 

~ = L rok-1ak , 

k=l 

só pertencerá em sentido restrito ao grupo .9'" em H, se for ~ "* O. 
Esta dificuldade pode ser removida do seguinte modo: se os aa são 
todos distintos, existe necessariamente um expoente Jl tal que 

com efeito, se assim não fosse, as equações 

roO a; + roa; + ... + ron
-
1 a: = O (r = O, 1, ... , n - 1), 

considerando roo, ro, ... , ron
-
1 como incógnitas, formariam um sistema 

determinado, tendo por única solução roO = ro = ... = ron - 1 = O, o que é 
absurdo. Pode então tomar-se para valor de ~ o somatório 

n 
~ rok-1a fl 
.L..J k' 
k=l 
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em vez do primeiro. Deste modo se evita o inconveniente indicado, 
e todos os raciocínios podem seguir como foi dito no n.o 37. 
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