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1.2

TRANSFORMACOES
GEOMETRICAS

§ 1.° Conceito geral de transformacao

Sejam A e B dois conjuntos ou classes de objectos de natureza
qualquer.!V Chama-se transformacdo univoca de A sobre B toda a
correspondéncia @, pela qual fique associado, a cada elemento x de
A, um e um s6 elemento y de B, que se chamard o transformado ou
a imagem de x por meio de ®@ e se representard pelo simbolo @ (x):

y = D(x).

Também se dird, neste caso, que a varidvel y € funcdo univoca
da variavel x.

Se os conjuntos A e B coincidem (isto €, se os simbolos A € B
representam o mesmo conjunto), dir-se-a4 que ® € uma transforma-
¢do univoca do conjunto A sobre si mesmo.

No conceito de fun¢cdo que se apresenta inicialmente em Mate-
matica, intervém apenas varidveis numéricas, isto €, variaveis cujos
valores sao numeros. Porém, necessidades ulteriores da Matematica

(1) — Como as letras maitisculas do alfabeto latino (da imprensa) costumam ser usadas para
designar pontos, conviria outro tipo (manuscrito ou gético) para designar conjuntos. Na
presente edic@o usa-se para esse fim o itdlico (maidsculas).
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levam mais tarde a considerar varidveis, cujos valores podem ser
entidades de natureza qualquer. Surge-nos, assim, na sua extrema
generalidade, o conceito de func¢do, tal como se entende moderna-
mente.

Para esclarecer este conceito — que pelo seu elevado grau de
abstraccdo entra no dominio da l6gica formal, a par dos conceitos
de “individuo” e de “classe” — convém desde logo citar exemplos
colhidos fora do dmbito tradicional da Matematica. Assim, conside-
remos o conjunto de todos os paises do mundo, conjunto que desig-
naremos por P, e o conjunto de todas as cidades do mundo, conjun-
to que designaremos por C; a cada elemento x de P (isto é, a cada
pais), podemos fazer corresponder um determinado elemento y de
C — que pode ser, por exemplo, a capital de x, ou, abreviadamente,
cap x; ficara assim definida uma transformacgdo univoca de P sobre
C: y=cap x.

(Em vez do termo “transformac¢ao”, usam-se ainda, com signifi-
cado i1déntico, os termos “operacdo” e “operador”).

Dadas duas transformag¢Oes univocas @, e ®, de A sobre B,
diz-se que @, e @, sdo idénticas (ou que sdo a mesma transforma-
¢do), e escreve-se entdo @, = @,, quando o transformado de qual-
quer elemento de A por meio de @, coincide com o transformado
desse elemento por meio de @,. Basta portanto que exista um
elemento x de A cujo transformado por meio de @, ndo coincida
com o transformado de x por meio de ®@,, para que as transforma-
¢coes @, e D, sejam consideradas distintas (P, = @,).

Dada uma transformac¢do univoca @ de A sobre B, diz-se que @
€ uma transformacdo biunivoca ou reversivel de A sobre B, quando
para todo o elemento y de B existir um e um s6 elemento x de A, do
qual y seja a imagem por meio de D, isto €, tal que P(x) = y. Verifi-
cada esta hipétese, chama-se transformacdo inversa de @, e repre-
senta-se por @, a transformacgdo que faz passar de y para x:

x = ®7!(y) (transformacgdo de B sobre A).
No exemplo atréds considerado, a correspondéncia x — capx nao

¢ uma transformacao biunivoca de P sobre C, pela simples razdo de
que existem elementos de C (isto €, existem cidades) que ndo sdo
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capitais de nenhum elemento de P; mas se representarmos por C* o
conjunto das cidades que sdo capitais, ja o operador cap serd uma
transformacao reversivel de P sobre C*, pois que ndo ha dois paises
distintos com a mesma capital.

Um outro exemplo. Seja I o conjunto de todos os polindmios
numa variavel x, € N o conjunto dos nimeros inteiros nao negativos.
A cada elemento p de II podemos associar um determinado elemen-
to n de N — por exemplo, o grau de p, que designaremos, abreviada-
mente por y(p): n=7(p). E claro que a transformacio p — n de IT
sobre N assim definida nfo € biunivoca, porque hé infinitos poliné-
mios com um mesmo grau. (Note-se de passagem que, enquanto n €
uma variavel numérica, a varidvel independente p ja ndo o €: ndo se
trata portanto ainda duma fung¢do no sentido classico).

Tornemos agora ao dominio cléssico das func¢des: ai os exemplos
s30-nos bem familiares. Designando por R o conjunto dos nimeros
reais, € facil ver que a fungdo y=x’ representa uma transformacao
(x — x*) do conjunto R sobre si mesmo, a qual € biunivoca, sendo a
sua inversa a transformacao x%\/_ enquanto a fungido y=x* re-
presenta uma transformac¢ao univoca, mas ndo reversivel, de R sobre
si mesmo. Analogamente, o simbolo trigonométrico sen representa
uma transformacao univoca nao reversivel de R sobre si mesmo — mas
uma transformac¢ao biunivoca do intervalo [-m/2, t/2] sobre o inter-
valo [-1, 1], transformac¢do que tem por inversa a que € representa-
da pelo simbolo arc sen.

Diz-se que um elemento x € invariante, numa dada transfor-
mac¢do @, quando coincide com o seu transformado por meio de .
Por exemplo, os elementos —1, 2 sdo invariantes na transformacado
y=x*-2.

Chama-se transformacdo idéntica ou identidade (relativa a um
dado conjunto A), e representa-se por /, a transformacgdo que deixa
invariantes fodos os elementos de A, isto €, que faz corresponder a
cada elemento x de A, esse mesmo elemento x. Trata-se pois, da
funcdo y = x.

§ 2.° Transformacoes pontuais em R ,

Como foi posto em relevo por Felix Klein na sua histérica dis-
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sertacdo conhecida por Programa de Erlangen, o conceito de
transformacdo desempenha um vasto papel coordenador e simplifi-
cador no estudo da Geometria.

Para comodidade de exposicdo, representaremos em tudo o que
segue por R, o espaco euclideano ou cartesiano (conjunto dos pon-
tos proprios, isto €, dos pontos considerados como existentes na
geometria classica de Euclides) e por E 0 espago projectivo ou ar-
guesiano (que se obtém do primeiro pela adjuncdo dos pontos im-
proprios ou pontos do infinito)®.

Limitar-nos-emos, por enquanto, ao espago R,.

Consideremos, por exemplo, um plano o (euclideano) e uma
recta d ndo paralela a o. Se fizermos corresponder a cada ponto P
de R, a sua projec¢do sobre o paralelamente a d (que existe sempre
e é Unica), ficard definida uma transformagéo univoca P — P’ de R,
sobre o.. Considerando P e P’ como variaveis, podemos dizer, tal
como em Andlise, que P’ € funcdo univoca de P. Porém esta trans-
formacdo ndo € biunivoca, pois que, dado um ponto M de o, exis-
tem infinitos pontos de R, cuja projeccdo sobre o paralelamente a d
coincide com M.

Fig. 1

(1) — Exposto por Klein ao tomar posse duma cétedra da Universidade de Erlangen em 1872.
Veja-se o artigo “Introdugo ao estudo da geometria baseado no conceito de transforma-
cdo”, Gazeta de Matemética, n.° 35.

(2) — Diz-se “arguesiano” .em homenagem a Desargues, gedmetra e engenheiro francés
(1593-1662), que foi levado a considerar os pontos do infinito, ao introduzir em geome-
tria os métodos da perspectiva utilizados pelos pintores e arquitectos da Renascenca.
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Dum modo geral, chamaremos transformada ou imagem duma
figura F (conjunto de pontos), por meio de uma transformacio pon-
tual @, o conjunto dos transformados dos pontos de F' por meio de
®. Assim, no exemplo anterior, a transformada duma figura serd a
sua projecc¢ao sobre o segundo a direc¢do d.

Fig. 2

Consideremos agora dois planos ¢, 3 e uma recta d nao paralela
a nenhum deles (figura 2). Fazendo corresponder a cada ponto P de
o a sua projeccdo P’ sobre [ paralelamente a d, ficara definida uma
transformacdo univoca P—P’ de a sobre 3, a qual € manifestamente
reversivel, sendo a sua inversa a projec¢do dos pontos de B sobre o
segundo a mesma direccdo d. Observemos de passagem que, neste
caso, a imagem duma recta € ainda uma recta e que as imagens de
duas rectas 7, s paralelas entre si sdo ainda duas rectas r’, s’ parale-
las entre si. Em simbolos:

rlls — r’lls’ (aqui o sinal “—” deve ler-se “implica”).

Exemplos notédveis de transformacdes biunivocas do conjunto
R, sobre si mesmo sdo as homotetias, as translacgoes, as rotagoes €
as simetrias.

a) Homotetias. Fixados arbitrariamente um ponto O e um nime-
ro real r # 0, chama-se homotetia de centro O e de razdo r a transfor-
macao O que faz corresponder a cada ponto P de R, aquele ponto P*
colinear com O e P tal que

OP* = |r| .OP
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e situado do mesmo lado de P ou do lado oposto, em relagdo a O,
conforme o nimero r € positivo ou negativo. (No caso da fig. 3 es-
colheu-se r = —3/2 e portanto, sendo a razdo negativa, o centro O
deve ficar entre cada ponto e o seu transformado). E claro que, se-
gundo as convengdes precedentes, o ponto P* pode também ser re-
presentado por © (P).

Fig. 3

Imediatamente se reconhece que a transformacdo € biunivoca,
sendo a sua inversa a homotetia com o mesmo centro e de razdo 1/r.
(No caso da figura, ®' serd a homotetia do centro O e razdo —2/3).
Notemos ainda que o transformado de O por meio de © € o proprio
ponto O; quero dizer: O € invariante em © (O*=0). De resto, o
centro € o unico ponto invariante de © desde que se tenha r # 1;
porém, se r = 1, fodos os pontos serao invariantes € a homotetia re-
duz-se entdo a identidade (veja-se definicdao no final do §1.°). Caso
notdvel € ainda aquele em que r = —1: entdo © serd a simetria em
relacdo a O.

Por outro lado, do estudo feito no liceu (a partir do teorema de
Thales e dos seus reciprocos) sabe-se que:

1) A transformada de uma recta, por meio duma homotetia, é
sempre uma recta paralela a primeira.

2) A imagem homotética dum segmento é sempre um segmento
paralelo ao primeiro.
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Deste modo, para construir a imagem homotética duma figura
composta de segmentos de recta, basta determinar os transformados
dos extremos dos segmentos e unir depois os pontos obtidos pelos
segmentos correspondentes aos dados. (No caso da fig. 3, supde-se
dado o triangulo [ABC))

Dum modo geral, diz-se que uma figura F € invariante numa da-
da transformacdo pontual @, quando a transformada de F por meio
de @ € a propria figura F — mesmo que os seus pontos nao sejam to-
dos invariantes em ®. Assim, é facil ver que, numa homotetia ©, as
rectas que passam pelo centro (raios da homotetia) sdo todas inva-
riantes em ©.

b) Translagoes — para definir “translacdo” convém introduzir al-
gumas nocoes prévias.

Chama-se segmento orientado todo o segmento de recta ao qual
€ atribuido um sentido, considerando um dos seus extremos como o
primeiro extremo (Ou origem) € 0 outro como segundo extremo (ou
extremidade). Pelo simbolo AB designaremos o segmento orientado
de origem A e extremidade B.

Dois segmentos orientados AB e CD dizem-se equipolentes,
quando tém o mesmo comprimento, a mesma direc¢do € 0 mesmo
sentido. Se os segmentos AB e CD ndo pertencem a uma mesma
recta (fig. 4), é fdcil ver que eles serdo equipolentes, se e so se, fo-
rem verificadas as duas condi¢oes

AB//CD, AC/I BD.

Fig. 4
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Dados dois segmentos orientados CD, EF pertencentes a mes-
ma recta, para saber se eles sdo ou nao equipolentes, basta ver se
existe ou nao, fora dessa recta, um terceiro segmento AB que seja
equipolente a ambos — atendendo a que “dois segmentos orientados
equipolentes a um terceiro sdo equipolentes entre si” (propriedade
transitiva da equipoléncia).

Diz-se que dois segmentos orientados definem a mesma grande-
za vectorial ou 0 mesmo vector quando, e s6 quando, sdo equipo-
lentes. Assim, cada vector pode ser concebido como a classe ou o
abstracto dos infinitos segmentos orientados que o definem (todos
equipolentes entre si). O vector definido pelo segmento PP* ser4
designado aqui pela notacdao P*— P.

Posto isto, sejam P, P* dois pontos quaisquer de R,; chama-se
translagdo definida pelo segmento orientado PP* a transformacao
T que faz corresponder a cada ponto A de R, o ponto A*, extremi-
dade do segmento orientado AA* que tem por origem A e € equipo-
lente a PP*. Observe-se que, para dois segmentos orientados defini-
rem a mesma translacdo, € necessério e suficiente que eles sejam
equipolentes, isto €, que representem o mesmo vector. Existe assim
uma correspondéncia biunivoca entre os vectores, por um lado, e as
translagoes, por outro lado.

Fig. 5

Desde logo se reconhece que toda a translagdo T é uma transfor-
macao biunivoca (de R, sobre si mesmo), que tem por inversa a
translacdo definida pelo vector P — P*, simétrico do vector P* — P
que define t. Se P = P*, o vector P* — P serd nulo e todos os pontos
serdo invariantes: T reduz-se entdo a identidade.



197

Notemos ainda que, tal como nas homotetias, o transformado
dum segmento de recta, por meio duma translagdo, € um segmento
paralelo ao primeiro, o que facilita, ainda neste caso, a construg¢do
da transformada duma figura composta de segmentos de recta.

c) Rotacoes. O conceito de rotacdo depende do de angulo orien-
tado. Como se sabe do estudo da trigonometria, um angulo diz-se
orientado quando lhe € atribuido um determinado sentido, esco-
lhendo um dos seus lados para primeiro lado (ou lado-origem), € 0
outro para segundo lado (ou lado extremidade). Além disso, para
saber se dois angulos orientados dum mesmo plano sdo ou nao
iguais (ou congruentes), € necessario fixar, sobre uma das faces do
plano, um sentido circular positivo (que € geralmente o sentido an-
ti-hordrio).

Posto isto, seja e uma recta qualquer orientada e ® um angulo
orientado; chama-se rotacdo de eixo e € amplitude ® a transforma-
cdo p que deixa invariantes os pontos de e e faz corresponder, a cada
ponto P fora de e, o ponto P* que verifica as seguintes condi¢cOes:

P*

Fig. 6

1) P* pertence ao plano 1 que passa por P e € perpendicular a e;
2) Designando por P, o ponto 7. e, o angulo orientado PP;P*,_tendo
por lado-origem P P, € igual a w e o segmento P P* igual a PP (su-
poe-se fixado o sentido circular positivo, a respeito dum observador
colocado no sentido da recta orientada e¢). A transformacio assim
definida é manifestamente reversivel, sendo a sua inversa a rotacao
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de eixo e e de amplitude — . Se for w=0, a rotagcdo reduz-se a iden-
tidade.

Observe-se ainda que toda a rotacio transforma uma recta numa
outra recta, a qual porém nao é geralmente paralela a primeira. Mas
transforma rectas paralelas entre si em rectas ainda paralelas entre si.

d) Simetrias. Os conceitos de simetria em relagdo a um ponto,
em relagdo a uma recta, e em relagdo a um plano sdo ja bem conhe-
cidos. Observemos apenas que a inversa duma simetria G € essa
mesma simetria o, isto é, 6! = ©.

§ 3.° Nocao de grupo de transformacoes. Deslocamentos

Sejam A, B, C trés conjuntos de elementos quaisquer ¢ ©, ®
duas transformag¢des univocas, respectivamente de A sobre B e de B
sobre C. (E claro que os conjuntos A, B, C podem n#o ser todos dis-
tintos). A cada elemento x de A corresponde por ® um elemento y
de B; por sua vez, ao elemento y de B corresponde por @ um ele-
mento z de C. Se fizermos corresponder directamente ao ¢lemento x
o elemento z, ficard assim definida uma transformac¢do univoca
x—z de A sobre C, a qual se chama produto (ou resultante) de ®
por O e se representa por @.0 ou por ®O. Ainda podemos dizer,
neste caso, que z € funcdo composta de x por intermédio de y:

z2=®(y),y=0(x) = z=DP(O(x)).

O produto @O serd pois a transformacgdo que equivale a execu-
tar primeiro © e depois ® (0 que pode ndo ser equivalente a efec-
tuar primeiro ®@ e depois ©; isto €, pode ndo ser PO = OD).

E evidente que o produto de qualquer transformagio @ pela
identidade coincide com ®. Em simbolos @7 = /D = ®@. Observe-se
ainda que, se ® e © forem biunivocas, também o produto ®O o sera.

Exemplos: o produto de duas homotetias ©,, ©,, com um mes-
mo centro O e de razdo r,, r,, € a homotetia de centro O e de razao
r, r,; 0 produto de duas rotacdes p, € p, com um mesmo €ixo e e de
amplitude ®,, ®, € a rotagdo de eixo e e de amplitude ®, + ®,; etc.
Mas ja o produto de duas rotacdes em torno de eixos distintos nao
€, geralmente, uma rotacao.
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Chama-se deslocamento toda a transformac¢do que se pode obter
como produto po. duma rotac@o por uma translagdo. (Como se pode
ter, em particular, p =/ ou T = J, as translacdes e as rota¢des ficam
incluidas neste conceito de deslocamento). Por outro lado, demons-
tra-se que: o produto de dois deslocamentos é ainda um desloca-
mento e a transformacdo inversa de um deslocamento é também um
deslocamento.

Dum modo geral, diz-se que uma classe G de transformagdes
reversiveis € um grupo, quando o produto de duas quaisquer trans-
formagdes pertencentes a G estd ainda em G e a inversa de qualquer
transformacdo de G pertence também a G.

Posto isto, a proposi¢ao precedente pode enunciar-se mais Sim-
plesmente, dizendo que: a familia dos deslocamentos é um grupo.

E de notar que, por exemplo, a classe das rotacdes em torno
dum mesmo eixo € um grupo, enquanto a classe de todas as rota-
coes (com eixos quaisquer) o ndo €, uma vez que o produto de duas
rotacdes pode ndo ser uma rotacdo. Mas ja a classe de todas as
transla¢des € um grupo.

No estudo das rotagdes e translagdes observa-se que cada figura
¢ transformada numa figura igual a primeira. Mas o que se entende
por figuras iguais? No curso liceal, diz-se que duas figuras sdo
iguais quando se podem levar a coincidir uma com a outra. Mas €
visivel que ndo se dd aqui uma definicdo logica: faz-se apelo, impli-
citamente, a no¢do intuitiva de deslocamento dos corpos solidos, 1sto
€, dos corpos que se mantém iguais a si mesmos durante o desloca-
mento. SO agora estamos em condi¢des de dar uma defini¢do rigo-
rosa de igualdade geométrica, baseando-nos no conceito ja definido
de deslocamento:

DEFINICAO: Duas figuras dizem-se geometricamente iguais
ou sobreponiveis quando € possivel transformar uma na outra me-
diante um deslocamento.

Por exemplo, os dois tridngulos [ABC] e [EFG] da fig. 7 sdo
iguais porque € possivel passar do primeiro para o segundo median-
te uma translacao seguida duma rotagao.
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Fig. 7

E necessério, contudo, néo perder de vista que os deslocamentos,
tais como aqui foram definidos, ndo sdo a mesma coisa que os des-
locamentos fisicos continuos: — basta notar que, no segundo concei-
to, intervém a ideia de tempo, absolutamente estranha ao primeiro
conceito.

Por outro lado, um exame minucioso das defini¢des precedentes
de rotacao e translacdo mostra que estas no¢des sao dadas, em ulti-
ma anélise, a partir da nocdo de igualdade de segmentos de recta.
Quer isto dizer que ha aqui um circulo vicioso? Nao, porque definir
igualdade de duas figuras quaisquer € mais do que definir igualdade
de segmentos de recta. Além disso, ndo esquecamos este facto: as
nocdes que nds possuimos efectivamente sobre um dado assunto
sd0 em numero finito, de modo que, se procurarmos definir logica-
mente umas nogdes a partir das outras, havemos de chegar necessa-
riamente a um fim (a ndo ser que se volte ao ponto de partida, caindo
num circulo vicioso). Por conseguinte, haverd sempre nogdes que
devemos renunciar a definir e que temos portanto de admitir como
dadas a priori, intuitivamente: tais sdo as chamadas nogcdes primiti-
vas. O necessdrio é fixar, em cada teoria dedutiva, quais as no¢oes
ai consideradas primitivas — de contrdrio toda a definicdo deixard
de ter sentido.
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Ora, reconheceu-se que, em geometria euclideana, se podem to-
mar para no¢des primitivas, por exemplo, a de “recta”, a de “situado
entre” e a de “igualdade de segmentos” — sem falar, € claro, da nogao
de “ponto”, que € necessariamente pressuposta (a no¢ao de “situado
entre” refere-se a pontos colineares e aparece em frases do tipo:
A estd situado entre B e C).

De resto, tais no¢des ndo sdo ainda independentes. Com efeito,
dizer que trés pontos distintos A, B, C sdo colineares (ou estao em
linha recta) equivale a dizer que ndo existe nenhum ponto P de R,
tal que PA = PB = PC. Podemos, portanto, definir “recta” a partir
de “igualdade de distancias”.

Por outro lado, € possivel definir a no¢do de “situado entre” a
partir da noc@o de colinearidade (ou de “recta”).V) Assim, poderia-
mos tomar como unica no¢do primitiva da geometria euclideana a
de igualdade de segmentos (ou de distdncias entre pontos). E ndo é
possivel substituir esta no¢do por uma outra que nos pareca mais
simples.

§ 4.° Transformacoes de semelhanca

Chama-se transformacdo de semelhanga ou simplesmente se-
melhanga toda a transformacao pontual biunivoca (de R, sobre si
mesmo) que respeita a igualdade de segmentos, isto €, que transfor-
ma segmentos iguais entre si em segmentos iguais entre si.

Resulta desta defini¢cdo que toda a transformagdo de semelhan-
¢a © respeita a razdo entre dois quaisquer segmentos. Suponha-
mos, por exemplo, que os dois segmentos dados, AB e CD, admitem
um submultiplo comum PQ:AB=m.PQ,CD=n. PQ entdo, desig-
nando por A'B’, C’D’, P’Q’, respectivamente, os transformados de
AB, CD, PQ por meio de ©, vird ainda

AB =m.P’Q’, C'D' =n.P'Q,

(1) — Esta defini¢do é demasiado longa para que valha a pena reproduzi-la aqui.
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Fig. 8

isto é: se AB é igual 2 soma de m segmentos iguais a PQ, também
A'B’ deve ser igual a soma de m segmentos iguais a P’Q’ (e analo-
gamente para CD e C’D’) uma vez que © transforma segmentos
iguais entre si em segmentos ainda iguais entre si. Ter-se-4 pois,

AB/CD=AB’/C'D .

Este resultado subsiste mesmo no caso de os segmentos AB e
CD nao serem comensuraveis, isto €, nao admitirem um submaulti-
plo comum®. Vird, portanto, em geral:

AB’/ AB=C’D’/ CD = ... = constante (razdo de semelhanga).

Quer isto dizer: numa semelhanca ©, todos os segmentos vém
multiplicados por um mesmo numero positivo r (razdo de seme-
lhanga). Além disso, como se conclui do estudo da semelhanga de
tridngulos feito no liceu, serdo ainda conservadas por ® as amplitu-
des dos angulos, isto €, cada angulo serd transformado por ® num
angulo igual ao primeiro.

(1) — Para este caso, leia-se o ja citado artigo da Gazeta de Matematica.
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Como exemplo intuitivo de semelhanga, consideremos dois ma-
pas, F e F’, dum mesmo pafs, em escalas diferentes. Fixadas trés lo-
calidades A, B, C em F, corresponder-lhes-20o em F’ trés pontos A’,
B’, C’, representativos das mesmas localidades. E claro que se tera
A'B'/AB=A'C"/ AC = B'C’ ] BC = razéo de semelhanca (3/4 caso
da fig. 9). Além disso, tem-se, por exemplo,

A’B’C’ =ABC

Fig. 9

Toda a homotetia é, notoriamente, uma transformagao de seme-
lhanca que tem por razdo o valor absoluto da razdo de homotetia.
Mas, se fizermos seguir uma homotetia dum deslocamento, a trans-
formacao resultante ja ndo €, em geral, uma homotetia, continuando
porém a ser uma semelhanca.

Se © € uma semelhancga de razdo r > 1, € claro que os segmen-
tos serdo todos aumentados na mesma proporcdo: da-se uma am-
pliacdo. Se a razao r € menor do que 1, sucede o contrario: © € uma
reducdo. Se r = 1, ndo hd nem ampliacdo nem redugdo: cada seg-
mento € transformado num segmento igual ao primeiro. Serd neste
caso ® um deslocamento? Que todo o deslocamento € uma seme-
lhanca de razdo 1, ndo oferece divida. Mas serd verdade também a
reciproca?

Consideremos uma simetria ¢ em relacdo a um plano 7t: trata-se
visivelmente duma semelhanca de razdo 1; mas, dado um tetraedro
escaleno [ABCD], o seu transformado por meio de © €, como se
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sabe (do estudo feito no liceu a propdsito da igualdade de triedros),
um tetraedro [A’B’C’D’] ndo sobreponivel ao primeiro, isto €, que
ndo se pode levar a coincidir com aquele mediante um deslocamen-
to. A simetria ndo é pois um deslocamento, embora seja uma seme-
lhanga de razdo 1.

As simetrias em relacdo a planos sdo também chamadas refle-
xo0es, atendendo a que a reflexdo nos espelhos planos oferece um
exemplo concreto de tais transformagdes. Por outro lado, chamare-
mos congruéncias as semelhancas de razdo 1. Posto isto, demons-
tra-se que:

loda a congruéncia ou é um deslocamento (congruéncia direc-
ta) ou é o produto dum deslocamento por uma reflexdo (congruén-
cia inversa). (Note-se a analogia com a igualdade directa e a igual-
dade inversa no plano).

Daqui resulta imediatamente que:

Toda a transformagdo de semelhanca equivale a uma homotetia
seguida dum deslocamento. (Uma simetria em relacdo a um ponto é
uma congruéncia inversa) .

No curso liceal diz-se que duas figuras sdo semelhantes quando
se podem tornar homotéticas por deslocamento. N6s aqui adopta-
mos a seguinte

DEFINICAO. Dadas duas figuras F,, F,, diz-se que F, é seme-
lhante a F, e escreve-se entdo F, ~ F, quando € possivel passar de
F, para F, mediante uma transformacao de semelhanca.

Ora, € facil ver que o produto de duas semelhancas ainda é uma
semelhanca e a transformacdo inversa duma semelhancga é também
uma semelhanca; em menos palavras: as semelhancas formam grupo
(em particular, a identidade € uma semelhanca). Daqui resulta que:

1) Qualquer figura € semelhante a si mesma (propriedade refle-
xiva).

2)Se F, ~ F,, também F, ~ F, (propriedade simétrica).
3)Se F,~F,eF,~F,, entdo F, ~ I, (propriedade transitiva).

(1) = A indole do curso de Geometria Descritiva ndo consente que nos demoremos na de-
monstragio destes teoremas.
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De resto, estas mesmas propriedades sdo verificadas com a rela-
cdo de congruéncia e com a de sobreponibilidade, ja que a familia
das congruéncias e a familia dos deslocamentos sdo também grupos.

Diz-se que duas figuras tém a mesma forma, quando s3o seme-
lhantes. (Poderiamos entdo dizer que as transformacdes de seme-
lhanca sdo aquelas que respeitam a forma das figuras).

Se duas figuras sdo congruentes, terdo, além da mesma forma, a
mesma grandeza (Ou extensdo).

§ 5°. Efeito da projeccao paralela sobre as homotetias e as
translacoes

Consideremos uma homotetia ©, definida pelo centro O e pela
razdo r, e, por outro lado, uma projec¢do paralela @, definida pela
direc¢do d e pelo plano de projec¢ao m (fig. 10). Vejamos como €
transformada a homotetia © pela projeccao ®. Para isso, considere-
mos um ponto P qualquer de R,, o seu transformado P, por meio de
© e as imagens P’, O’, P; dos pontos P, O, P, por meio de ®. O teo-
rema de Thales habilita-nos imediatamente a escrever

O’'P,/O'P'=OP,/OP = |r|.

Fig. 10

Além disso, P’ e P’ estdo do mesmo lado ou do lado oposto em
relacdo a O’, conforme r € positivo ou negativo. Logo P’ € o trans-
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formado de P’ por meio da homotetia de centro O’ e razdo r — ho-
motetia que podemos representar por @', dizendo que ©” € a projec-
¢do de © sobre T paralelamente a d ou a transformada de © por
meio de ®: ©" = ®(O). Em resumo.

A projecgdo paralela duma homotetia espacial sobre um plano
¢ uma homotetia plana com a mesma razdo e que tem por centro a
projecgdo do centro da primeira.

E fécil ver que este resultado nao subsiste se, em vez duma pro-
jecgdo paralela, se tratar duma projecgio central.

Consideremos agora uma translacido T definida pelo segmento
orientado M—M1 e a projecc¢do @ definida pelo plano 7 e pela direc¢do
d (fig. 11). A simples inspecc¢do da figura mostra que a translagcdo ©
é transformada por ® numa translagdo plana T’ definida pelo seg-
mento orientado MM, projec¢do do segmento MM, que define .
E claro que se for MM // d, ter-se-4 M, = M’, e, portanto, 7" = L.

Fig. 11

Ao contrério do que sucede com as homotetias e as translagdes,
a projec¢do paralela duma rotagdo ndo € uma rotacdo, excluido o
caso de a projeccdo ser ortogonal e o eixo ser perpendicular ao pla-
no de projecgao.

Todos estes factos t€m aplicacdo no sistema de Monge.



207
§ 6.° Introducao dos elementos improprios

Para fazer o estudo de transformagdes pontuais em R,, convém,
primeiro que tudo, fixar nitidamente as convengdes sobre que assen-
ta 0 uso das expressdes “ponto improprio”, “recta impropria” e
“plano improprio”.

Consideremos uma recta r, um ponto O fora de r e uma recta s

que passe por O e encontre r num ponto que designaremos por P
(fig. 12).

Fig. 12

Supondo que P se move continuamente sobre r no sentido indi-
cado pela seta, a recta s rodard em torno de O no sentido anti-hora-
rio.

Mas € evidente que, por mais afastado que P se encontre da po-
si¢do inicial P, nunca a recta s atingird a posicao ¢ paralela a r.
Contudo, se P estiver a uma distancia muito grande — praticamente
infinita — da posi¢cdo P, a recta s tornar-se-a sensivelmente paralela
a recta ~ Daqui a ideia de convencionar que, sendo s efectivamente
paralela a 7, as duas rectas se encontram num ponto do infinito, ou
ponto impréprio®. E porém manifesto que, ao fazer esta convengio,

(1) — Nao esquegamos porém que, no mundo fisico, ndo existem rectas rigorosamente para-
lelas; mais ainda: ndo existe nada que em rigor se possa chamar uma recta. Quando se
diz, p. ex., que, num dado lugar, duas rectas verticais sao paralelas, abstrai-se do facto
de elas se deverem encontrar no centro da terra — ponto este que, por sua vez, € ja em si
uma abstrac¢@o.
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se sal do esquema classico da geometria de Euclides, uma vez que,
nessa geometria, duas rectas se dizem paralelas quando existem
num mesmo plano e ndo tém nenhum ponto comum (ou sao coinci-
dentes). Além disso, para que continue a ser verdadeira a proposi-
cdo “Duas rectas distintas ndo podem encontrar-se em mais de um
ponto”, devemos atribuir, por este processo, um rnico ponto impro-
prio a cada recta. Entdo chamando rectas prdprias as rectas eucli-
deanas assim acrescidas, teremos a:

CONVENCAO I - Cada recta prépria tem um dnico ponto im-
proprio.

Designaremos pelo simbolo oo 0 ponto improprio de .

No caso da fig. 12, o ponto de intersecgdo de r com ¢ serd pois o
ponto impréprio de r (e de t). Ficard deste modo estabelecida uma
correspondéncia biunivoca entre as rectas do plano Or que passam
por O e os pontos de . Continuando s a rodar de maneira continua
em torno de O, logo depois de passar pela posi¢ao ¢ vird a encontrar
r em pontos a esquerda de P ; de modo que, quando s executa uma
rotagdo completa em torno de O no sentido anti-horério, o ponto P
percorre a recta r sempre da esquerda para a direita, voltando ao
ponto de partida depois de ter ultrapassado o ponto improprio. Deste
modo, a recta euclideana acrescida de ponto improprio aparece-nos
como uma linha fechada, no género duma circunferéncia.

A convencio I devemos juntar esta outra:

CONVENCADO II — Duas rectas prdprias r, s tém 0 mesmo pon-
to improprio se, e so se, sdo paralelas. Em simbolos:

oo =oco = r//s (0simbolo “<=" pode ler-se “se e so se”).

Por outro lado, diz-se em geometria euclideana que duas rectas
tém a mesma direcgdo se, e sO se, sdo paralelas. Confrontando este
enunciado com o da Convencao II, vé-se que existe uma correspon-
déncia biunivoca entre os pontos improprios e as direccdes, 0 que
leva mesmo alguns autores a identificar “ponto impréprio de uma
recta” com “direccdo dessa recta”. Dar um ponto improprio equiva-
le pois a dar uma direccio, isto €, a indicar uma recta que tenha es-
sa direccdo (e portanto esse ponto improprio).



209

Unir um ponto proprio P com um ponto improprio oo consistir4,
manifestamente, em conduzir por P uma recta s paralela a 7, proble-
ma este que € sempre possivel e determinado, em virtude do postu-
lado de Euclides. Em simbolos:

§S=EPoo = g5:—-P;l/lr

(Em linguagem euclideana: “Um ponto e uma direccdo definem
uma recta’”).

Consideremos agora dois pontos improprios o e oo distintos,
isto €, pertencentes a rectas 7, s ndo paralelas. Em que consiste unir
oo com oo ? E claro que nenhuma recta prépria pode conter ao mes-
mo tempo estes dois pontos, porque a isso se opdem as convengdes
Iell

Para decidir a questdo, € necessdrio introduzir novas conven-
¢oes. Chamaremos plano proprio de E a todo o plano euclideano
acrescido dos pontos impréprios das rectas nele contidas. Posto isto,
¢ manifesto que, se dois planos préprios o, 3 sdo paralelos, tém co-
muns fodos 0s seus pontos improprios. Entdo, para que continue a
ser verdadeira a proposicdo “Quando dois planos distintos se en-
contram, a sua intersec¢do s6 pode ser uma recta’” somos obrigados
a introduzir a

CONVENCAO III - Diremos que o conjunto dos pontos impré-
prios dum plano préprio o é uma recta — a recta impropria ou recta
do infinito de Q.

Designaremos por oo, a recta impropria de o. Ter-se-4 pois

oanooBZOc//B.

Por outro lado, diz-se em geometria euclideana que dois planos
tém a mesma orientacao se, € sO se, sdo paralelos. H4 pois uma cor-
respondéncia biunivoca entre rectas improprias € orientacdes, o que
induz a identificar “recta impropria dum plano” com “orientagdo
desse plano”.

E agora ja podemos dizer qual € a recta que une dois pontos im-
proprios o , oo distintos; €, manifestamente, a recta imprépria de
qualquer plano o que seja paralelo a r e a s. Em simbolos:
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oanooroosﬁotl//r;S.

(Em termos euclideanos: “Duas direccdes distintas definem
uma orientagcao”).

Subsiste portanto, em 173, a proposic¢ao “Por dois pontos distin-
tos passa sempre uma recta e uma s6”° (Observe-se entretanto que,
se uma recta tem dois pontos improprios distintos, todos os seus
pontos serdo improprios).

Consideremos agora este outro postulado da geometria eucli-
deana: “Por trés pontos A, B, C ndo colineares passa sempre um
plano e um s6”. Em 173 , se os dois pontos A, B s@o proprios (distin-
tos) e o ponto C é impréprio (suponhamos C = ), dizer que A, B,
C ndo sdo colineares equivale a dizer que a recta AB ndo € paralela
a recta r: o plano ABC definido pelos trés pontos serd entdo o plano
que passa por AB e é paralelo a . Se A € proprio e B, C improprios
distintos, ABC serd o plano que passa por A e € paralelo as direc-
cOes definidoras dos pontos B e C. Mas, suponhamos agora que A,
B, C, sdo trés pontos improprios ndo colineares, isto €, pertencentes
a rectas 7 s, t ndo simultaneamente paralelas a um mesmo plano: o
que vem a ser neste caso o plano ABC?

Para responder a tal pergunta, necessdrio se torna introduzir
uma outra convenc¢do. Observemos que, em R,, se pode definir
“plano” deste modo:

“Plano € todo o conjunto de pontos que verifica as seguintes
condi¢des: 1) contém pelo menos trés pontos ndo colineares; 2) ndao
contém todos os pontos possiveis; 3) se contém dois pontos distin-
tos duma recta, contém a recta”.

Tornando agora aE , consideremos o conjunto de todos os pon-
tos impréprios, conjunto que designaremos por : € facil ver que Q
verifica as condi¢Oes 1), 2), 3). Entdo, para que subsista em I—{; , a
defini¢do precedente, devemos adoptar a

CONVENCAO IV — Diremos que o conjunto dos pontos impré-
prios de I_Q; ¢ um plano — o plano improéprio ou plano do infinito.

O plano definido por trés pontos improprios ndo colineares serd
pois o plano impréprio.
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Importa salientar que, ao contrdrio do que sucede em R,, sdo
verdadeiras em R, as duas seguintes proposicdes:

a) Duas rectas complanares encontram-se sempre (por outras

palavras: Se duas rectas ndo se encontram, sdo com certeza ndo
complanares).

b) Dois planos encontram-se sempre.

Chamaremos rectas projectivas e planos projectivos as rectas e
aos planos de 173, que € preciso nao confundir com as rectas eucli-
deanas e com os planos euclideanos (isto é, pertencentes a R,).

Dagqui por diante, salvo indicacdo, em contrdrio, as nossas con-
sideragoes referem-se ao espaco projectivo 173 .

§ 7.° Perspectividade entre dois planos

A comodidade das convengdes precedentes patenteia-se no estu-
do da projec¢do central.

Consideremos dois planos préprios o, B ndo paralelos entre si e
um ponto préprio O, fora de o e de B (fig. 13). Se a cada ponto P de
o fizermos corresponder a sua projec¢do central P’ sobre 3 a partir
de O, ficard definida uma transformacdo pontual biunivoca @ de o
sobre [, que deixa invariantes os pontos da intersec¢cdo e de o com
B. (Em R, a correspondéncia nfo seria biunivoca, pois bastaria que
OP fosse paralela a B para que ndo existisse a projec¢do P’ de P a
partir de O). Dada uma recta r qualquer de o, o plano Or (plano pro-
jectante de r) corta necessariamente o plano 3 segundo uma recta r’,
que € a projeccdo de r sobre o a partir de O. Assim, cada recta r de
o é transformada por @ numa recta r* de . Em particular, a recta
imprépria de o é transformada na recta i, intersec¢do de 3 com o
plano que passa por O e € paralelo a o/; em simbolos:

o/ =i (i=P.000).
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Fig. 13

Por sua vez, a recta j, intersec¢do de o com o plano Oeoy, € pro-
jectada no infinito, isto é, na recta imprépria de 3:

j=eo (j=0. Os).

(As rectas i, j chamaremos, respectivamente, a primeira e a se-
gunda recta de fuga da transformacio ®).

Deste modo, os pontos e rectas de o aparecem todos representa-
dos sobre B, mas com esta particularidade notdvel: a imagem da
recta impropria de o, € uma recta prdpria de 3 e vice-versa. Conse-
quéncia: duas rectas r’, s” de 3 que se cruzem num ponto prdprio F
da recta de fuga i sdo necessariamente imagens de duas rectas r, s de
o paralelas entre si, pois que F serd a imagem dum ponto impréprio
de o, comum a r e s (OF // r). Portanto, a transformacdo ® converte
rectas paralelas entre si em rectas que se intersectam sobre i, e que
podem por isso ndo ser paralelas entre si (excepcao tinica: caso das
rectas paralelas a [3).

Para tornar mais intuitivas estas consideragdes, podemos imagi-
nar que o ponto O representa o centro Optico da objectiva duma ma-
quina fotografica e § o plano do alvo. Desde que o ponto P esteja no
campo 6ptico da maquina, produzird sobre o alvo uma imagem, que
serd a projeccdo P’ de P sobre [ a partir de O. Supondo que o repre-
senta uma planicie, a recta de fuga i coincidird sensivelmente com a
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imagem do horizonte (supondo este a distdncia praticamente infini-
ta). Podemos ainda interpretar r s como as margens duma estrada
rectilinea. Desfeita a inversdo da imagem, esta vird com o aspecto
da fig. 14, em que se observa o chamado efeifo da perspectiva: rec-
tas paralelas sdo vistas como concorrentes num ponto F de i.

Fig. 14

Recordemos ainda que o globo ocular funciona esquematica-
mente como a maquina fotografica: a pupila do observador € o pon-
to de vista O, em que convergem 0s raios luminosos vindos do exte-
rior, que vao formar sobre a retina as imagens dos objectos. Por isso
nos vemos as figuras em deformacao perspectiva, desde que nao es-
tejam sobre um plano perpendicular ao eixo 6ptico.

Estas consideracdes de perspectiva mostram como as conven-
coes relativas aos pontos improprios t€m uma base intuitiva. Foram
consideracdes desta ordem que levaram Desargues a introduzir o
conceito de ponto do infinito, observando que, em perspectiva, um
feixe de rectas paralelas (feixe improprio) se comporta exactamente
como um feixe de concorrentes (feixe proprio).

Nado esquecamos porém que os pontos improprios t€ém uma
existéncia puramente convencional. De resto, 0 mesmo se pode di-
zer a respeito dos pontos proprios € das entidades geométricas em
geral, pois que tais entes ndo existem na realidade fisica: sdo apenas
idealizacoes, representacoes esquemdticas dos objectos do mundo
empirico. Ao matemaético, o que interessa € apenas que os postula-
dos ou convengdes fundamentais, que relacionam esses entes, sejam
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compativeis entre si, isto é, nao conduzam a contradi¢do. Como di-
zia Poincaré, “existir’” em Matematica significa “ser isento de con-
tradicao”.

NOTA: Através dos séculos, tem preponderado no pensamento
matematico o ponto de vista de Platdo, que distinguia a realidade
sensivel ou mundo dos fenomenos (que nos € dada a conhecer atra-
vés dos sentidos) da realidade inteligivel ou mundo das ideias (que
nés conhecemos através da inteligéncia e da qual a primeira € ape-
nas uma grosseira imitacao).

Os conceitos geométricos pertenceriam, segundo Platao, a reali-
dade inteligivel: assim, por ex., os tridngulos materiais, que nos ve-
mos e desenhamos, seriam apenas imagens imperfeitas dos tridngu-
los ideais, que existem, eternos e imutéveis, no mundo da razao. To-
davia, no estado actual da ciéncia, a concepcao platénica nao pode
ser tomada a letra, pelo menos em Geometria: conhecem-se hoje di-
versas geometrias — diversos esquemas que nos usamos conforme
os casos, na medida em que nos sdo uteis, mas que nunca se.adap-
tam exactamente a realidade fisica, demasiado complexa para se re-
duzir a simplicidade 16gica dum esquema.

§ 8.° Colineacoes e afinidades: homologias

Na transformac@o pontual ® ha pouco estudada, a imagem de cada
recta r € ainda uma recta, r’. Dum modo geral adoptaremos a seguinte

DEFINICAO — Chama-se colineacdo ou homografia toda a
transformacdo pontual biunivoca, entre dois planos «, 3 ou entre o
espaco inteiro 173 e ele mesmo, que transforma as rectas em rectas,
isto €, que transforma qualquer terno de pontos colineares num ter-
no de pontos ainda colineares.

Como sinénimos de “colinea¢do” podem ainda usar-se aqui os
termos “transformacdo projectiva” e “projectividade”.®)

(1) — Todavia, o conceito de projectividade extende-se ulteriormente ao caso de transforma-
cOes pontuais entre rectas e ainda ao caso de transformagdes geométricas ndo pontuais,
limitando-se o termo “colineagdo’ ao caso aqui considerado.
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No exemplo da transformacdo ® do § precedente, tinhamos su-
posto que o ponto O € proprio. Suponhamos agora que o ponto O é
improéprio, situado fora dos dois planos o, B, isto é, pertencente a
uma recta d ndo paralela nem a o nem a 3 (O = o0)): trata-se entdo
duma projeccdo cilindrica dos pontos de o sobre B, segundo a di-
rec¢ao d (caso da fig. 2, § 2°). Neste caso, a imagem de cada ponto
proprio € necessariamente um ponto préprio e, portanto, a imagem
de cada ponto impréprio serd ainda um ponto impréprio. Por outras
palavras, a imagem da recta impropria de o sera a recta imprépria
de B; isto é, em simbolos:

Por 1ss0, duas rectas 7, s de o paralelas entre si (isto é, cortando-
-se sobre oo_) terdo necessariamente como imagens duas rectas r’, s’
de B ainda paralelas entre si (isto é, cortando-se sobre coy) — O que,
de resto, ja tinhamos constatado no § 2°, referindo-nos porém ao es-
paco euclideano, R, . Posto isto, introduziremos a seguinte

DEFINICAO — Transformagdo afim ou afinidade é toda a coli-
neacao que transforma os pontos improprios em pontos improprios
ou (o que € equivalente) que transforma rectas paralelas entre si em
rectas paralelas entre si.

Se nos referirmos ao espaco R,, em vez de nos referirmos a R,,
as afinidades podem ser definidas, mais simplesmente, dizendo que
sdo as transformagdes pontuais biunivocas que transformam as rec-
tas em rectas. Prova-se depois facilmente que tais transformacdes
devem por forca respeitar a relacdo de paralelismo (veja-se o artigo
ja citado).

Observemos agora que as transformacdes de semelhancga, tais
como foram definidas nos §§ 3° e 4°, para o espaco R,, podem tam-
bém ser consideradas como transformagdes biunivocas do espago
R, sobre si mesmo, pois que, respeitando a relagdo de paralelismo,
fazem corresponder a cada direc¢do d uma determinada direc¢io d’,
que € como dizer, a cada ponto improprio e, um determinado ponto
Improprio o, . Sdo por conseguinte transformagoes afins.
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Em particular, uma homotetia transforma cada recta » numa rec-
ta r’// 1, isto €, cada ponto imprdprio eo. no mesmo ponto impréprio
(0, =00 ). Podemos pois afirmar que: em R, as homotetias deixam
invariantes todos os pontos improprios. O mesmo se pode dizer das
translagcdes; mas enquanto cada homotetia deixa invariante um pon-
to proprio (o centro), uma translacdo nao deixa invariante nenhum
ponto préprio, a ndo ser que se reduza a identidade.

Observamos ainda que a transformacgdo projectiva @, estudada
no § precedente, goza das seguintes propriedades: 1) a cada ponto M
da recta e = a3 faz corresponder esse mesmo ponto (M’ = M); 2) as
rectas que unem pontos P, P’ correspondentes passam todas pelo
ponto O. (E claro que estas conclusdes subsistem mesmo que O seja
improprio). Pois bem:

DEFINICAO — Homologia ou perspectividade entre dois planos
o, B é toda a colineagio de o sobre B que deixa invariantes os pon-
tos duma recta (eixo da homologia) e tal que as rectas que unem
pontos correspondentes passam todas por um mesmo ponto (centro
da homologia).

Sendo o == [, uma homologia de o sobre 3 ndo pode deixar de
ser, evidentemente, uma projeccdo @ de o sobre 3 a partir dum ponto
O, préprio ou improprio, fora de o e de 3. Mas a defini¢io precedente
continua a ser valida, mesmo no caso de ser o = 3 (homologia do pla-
no o. sobre si mesmo). Veremos no § seguinte como se nos apresen-
tam naturalmente as transformacgdes deste ultimo tipo.

NOTA: a definicdo de homologia serd simplificada no nimero
seguinte.

§ 9.° Teoremas relativos a homologias planas

Chama-se homologia plana toda a homologia dum plano sobre
s1 mesmo.

Ja no § 5° estuddmos a maneira como as homotetias e as trans-
lagOes sdo transformadas por projeccdo paralela. Vejamos agora
qual o efeito duma projec¢ao central sobre uma homologia.
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Fig. 15

Consideremos para isso dois planos o, B (por enquanto distin-
tos) e um ponto O (préprio ou impréprio) fora de o e de 3. Fazendo
corresponder a cada ponto P de o a sua projec¢do P, sobre [ a par-
tir de O, fica definida uma homologia ©® de o sobre B, que tem por
centro o ponto O e por eixo a intersec¢cdo e dos dois planos. Consi-
deremos, por outro lado, um plano © qualquer e um ponto C fora
dos trés planos o, B, . Sejam P’, P], O’, ¢, respectivamente, as
projeccdes de P, P,, O, e sobre 1 a partir de C. A correspondéncia
P’ — P serd manifestamente uma transformacdo biunivoca do
plano 7 sobre si mesmo, visto que se pode passar de P’ para P;
executando sucessivas transformagdes biunivocas: P'— P— P,— P;.
Designemos por ®” a transformacdo P’— P;. Notemos agora que,
quando P’ descrever uma recta r’ sobre T, o seu correspondente P
descreve também uma recta r sobre o, 0 que obriga por sua vez P, a
descrever uma recta r, sobre 3, e, finalmente, P, a descrever uma
recta 7’ sobre . A cada recta de w fica pois a corresponder, por
meio de ©’, uma recta de . Que os pontos de ¢’ sdo invariantes em
©’ € evidente, atendendo a que o mesmo acontece com 0s pontos de
e, na homologia ©. Finalmente, é ficil ver que a recta P’ P| passa
necessariamente pelo ponto O’= OC.1t qualquer que seja a posi¢do
de P’ em . Em resumo: a transformacdo ©’, projec¢do de © sobre
7 a partir de O é uma homologia plana de eixo ¢’ e de centro O’.
Podemos agora observar que esta conclusdo subsiste, mesmo no
caso em que os planos o, B coincidem, sendo ® uma homologia do
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plano o sobre si mesmo. E-nos portanto f4cil enunciar, em toda a
generalidade, o seguinte

TEOREMA I — A projec¢do central duma homologia de eixo e
e centro O sobre um plano € uma homologia plana que tem por eixo
a projeccao de e e por centro a projecgao de O.

Note-se que o plano 7 pode em particular coincidir com um dos
planos o, .
Posto 1sto, podemos demonstrar ainda esta outra proposi¢ao:

TEOREMA II - Fixados num plano o dois ternos de pontos nao
colineares (A, B, C), (A*, B*, C*), e um ponto O distinto dos pri-
meiros, de modo que as rectas OA, OB, OC contenham respectiva-
mente A*, B¥*, C*, existe uma homologia plana, e uma s6, de centro
O, que transforma A em A*, B em B*, C em C*.

Este teorema compde-se de duas partes: por um lado, afirma-se
que existe (pelo menos) uma homologia nas condi¢cdes enunciadas
(teorema de existéncia); por outro lado, afirma-se que nao pode ha-
ver mais de uma homologia em tais condi¢Oes (teorema de unicida-
de). Vamos demonstrar separadamente cada uma destas afirmacdes.

a) Demonstragdo de existéncia. Consideremos sobre um plano
o dois ternos de pontos (A, B, C), (A*, B*, C*) nas condi¢des do
enunciado (fig. 16).

Conduzamos por O uma recta r qualquer nao assente sobre o e
fixemos sobre r dois pontos O,, O, distintos entre si e distintos de O.
E claro que o ponto A nio pode pertencer 2 recta r, a ndo ser que
coincida com O, o que € contra a hipotese. Entdo, as rectas O,A e
0,A*, cada uma das quais tem dois pontos distintos no plano Ar
devem assentar sobre este plano e portanto, sendo distintas, devem
encontrar-s€ num ponto, proprio ou improprio: designaremos esse
ponto por A. (Note-se que o ponto A ndo pode coincidir com O,, de
contrario a recta O,A coincidiria com r e viria A* = O, o que € con-
tra a hipétese. Ter-se-a ainda por razdes idénticas A = O,). Analo-
gamente, podemos afirmar que as rectas O,B e O,B* se encontram
num ponto B (£ O,, 0,), e que as rectas O,C e O,C* se encontram
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num ponto C (= O,, 0,). Ora, € facil de ver que os pontos A, B, C
ndo sdo colineares. Com efeito, se o fossem, os pontos A, B, C (por
ex.), como projeccdes de A, B, C sobre o a partir de O,, também se-
riam colineares, 0 que € de novo contra a hipotese. L.ogo, os pontos
A, B, C definem um plano que designaremos por B®. Note-se ainda
que O, e O, estdo fora deste plano B; com efeito, se O, (por €X.) es-
tivesse sobre [, os pontos A*, B*, C*, como projec¢oes de A, B, C
sobre o a partir de O,, deviam estar sobre a intersec¢ao de o com J3,

o que € contra a hip6tese de A*, B*, C* ndo serem colineares.®

Fig. 16

Podemos pois passar de (A, B, C) para (A*, B*, C*), mediante
uma projeccdo ©, de o sobre 3 a partir de O,, seguida duma pro-
jeccdo ©, de B sobre o a partir de O,. A operacdo © resultante
(© = ©,0,) serd manifestamente a projeccdo da homologia O, so-
bre o a partir de O,. Ora, em virtude do teorema I, a transformacao
© é uma homologia plana (tendo por eixo a recta o..[3 e por centro o
ponto O), que transforma A em A*, B em B*, C em C*, q. e. d.

b) Demonstracdo de unicidade. Suponhamos agora que o € o

(1) — Os pontos A, B, C podem nao ser todos proprios, mas ja vimos (§ 6°) que, sendo néo co-
lineares, definem com certeza um plano.

(2) — O aluno deve ter sempre o cuidado de verificar se, na demonstragio de cada teorema,
intervém efectivamente todas as hip6teses do teorema, de contrdrio algumas dessas
hipéteses seriam surpérfluas e o teorema poderia entdo ser enunciado de maneira mais
geral.
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plano da fig. 17 e consideremos de novo sobre o dois ternos de pon-
tos (A, B, O), (A*, B*, C*) nas condi¢cdes do enunciado.

Fig. 17

Ja vimos que existe pelo menos uma homologia © que transfor-
ma ordenadamente o primeiro terno no segundo. Seja entdo P um
ponto qualquer de o distinto de O (se fosse P = O seria por forca
P*=P). Por P nés podemos conduzir uma recta r que encontre duas
das rectas AB, BC, AC (no caso da figura, AC e BC) em dois pontos
M, N distintos. Os transformados M* N* de M, N por meio de ©
devem estar respectivamente sobre A*C*, B*C*, imagens de AC,
BC em 0©. (visto que © € uma colineagdo). Por outro lado, as rectas
MM* e NN* devem passar por O (visto que © € uma homologia).
Podemos assim determinar M* (interseccdo de OM com A*C*) e
N* (intersec¢dao de ON com B*C*). Finalmente, raciocinando do
mesmo modo, conclui-se que o transformado de P por meio de ©
ndo pode deixar de ser o ponto P*, intersec¢ao de OP com M*N*.

Deste modo, a imagem de cada ponto P de o por meio de © s6
pode ser um determinado ponto P* (funcdo de P), o que significa
precisamente que ndo pode haver outra homologia ©, = ©, que
transforme (A, B, C) em (A*, B*, C*), q. e. d.
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Observacoes:

I) Esta segunda parte do teorema II pode também ser enunciada
dizendo que: “Uma homologia plana fica determinada (ou indivi-
duada) quando, além do centro, se conhecem as imagens de trés
pontos dados ndo colineares, distintos do centro da homologia”.

II) Analizando a demonstragdo b), observa-se que ndo intervem
ali a circunstancia de serem invariantes em © os pontos do €ixo: o
facto de © ser uma homologia apenas € ali invocado para justificar
que MM*, NN*, PP* passam por O. Ficou, portanto provado, simul-
taneamente, o seguinte teorema: “Se, numa colineacdo © entre dois
planos o, B, as rectas que unem pontos correspondentes passam
todas por um mesmo ponto, © é necessariamente uma homologia,
isto é, deixa invariantes todos os pontos duma recta’ (0 que ja era
evidente no caso de o, = 3, mas ndo no caso de o = ). Podemos
portanto dar uma defini¢do simplificada de homologia, como tinha-
mos enunciado no § 8°:

“Homologia entre dois planos «, 3 é toda a colineagdo de o so-
bre B, em que as rectas que unem pontos correspondentes passam
todas por um mesmo ponto”.

[IT) Chamam-se raios duma homologia as rectas que passam pe-
lo centro de homologia. E evidente que estas rectas sdo transforma-
das em si mesmas, isto €, sdo invariantes na homologia considerada
(embora cada um dos seus pontos 0 ndo seja necessariamente).

IV) Na prdtica, para determinar a imagem P* de P (fig. 17), a
recta r que se conduz por P deve ser escolhida de modo a evitar inu-
teis complicacOes. Assim, por exemplo, no caso da figura, conviria
escolher a recta que passa por B, visto que j4 se conhece a imagem
de B, e porque, além disso, a recta PB encontra AC num ponto favo-
rdvel para que a construcdo se possa desenvolver dentro dos limites
do desenho.

V) “Numa homologia, duas rectas correspondentes encontram-
-se sempre num ponto do eixo.” Com efeito, basta notar que, sendo
invariante o ponto de encontro R de cada recta r com o eixo da ho-
mologia, a imagem r* de r deve ainda passar por R (=R*). Esta ob-
servagdo indica-nos a maneira de determinar o eixo duma homolo-
gia plana quando esta € definida por trés pares de pontos homdélogos
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(fig. 18). As duas rectas correspondentes AB e A*B* encontrar-se-
-30 num ponto R do eixo. Analogamente, AC e A*C* encontram-se
num ponto S do eixo. Como se tem R = S, 0 eixo e fica definido pe-
los pontos R, §. Como verificagdo, as rectas BC, B*C* devem en-
contrar-se ainda num ponto de e (que, no caso da figura, estd fora dos
limites do desenho). Se ndo conviessem as rectas consideradas, deter-
minar-se-iam outros pares de rectas correspondentes em posicao mais
favoravel. Pode também acontecer que o eixo fique fora dos limites
do desenho ou seja até a recta imprépria do plano do desenho.

Fig. 18

VI) “Se uma recta é paralela ao eixo da homologia, também a
sua homologa deve ser paralela ao eixo” (pois que devem ambas
encontrar-se no ponto impréprio do eixo).

Do teorema II deduz-se o seguinte

COROLARIO — Fixados num plano o0 um ponto O, uma recta e
e dois pontos A, A*, colineares com O, distintos de O e ndo perten-
centes a e, existe sempre uma homologia, e uma s6, de centro O e
eixo e que transforma A em A*.
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Com efeito, sejam B e C pontos distintos de e (fig. 19). Pondo
B* = B e C* = C, os dois ternos de pontos (4, B, C), (A*, B*, C¥*)
verificam a hipétese do teorema II. Existe pois uma homologia pla-
na ©®, e uma s0, com centro em O, que converte A em A*, B em B*,
C em C*. Como, por outro lado, se tem B = B*, C = C*, segue-se
que a recta BC (= e) € o eixo da homologia ©, o que acaba de de-
monstrar o corolario.

Fig. 19

A afirmacdo de unicidade contida neste teorema pode ainda
enunciar-se dizendo que:

“Uma homologia plana fica determinada quando se conhecem
o centro, o eixo e a imagem dum ponto dado, distinto do centro e
ndo situado sobre o eixo.”

Notemos por ultimo que, numa homologia plana, os transforma-
dos dos pontos podem ser comodamente determinados em certos
casos, usufruindo da invariancia dos pontos do eixo. Assim, p. ex.,
no caso da fig. 20, em que a homologia ® se supde definida pelo
centro O, pelo eixo e e pelo par ordenado (A, A*) de pontos homo-
logos, para achar o transformado do ponto P, ndo pertencente ao
raio OA, uniu-se A com P, achou-se a intersec¢cao R de AP com o
eixo e, atendendo a invaridncia do ponto R, obteve-se a imagem da
recta AP, unindo A* com R* (= R): o transformado de P sera pois o
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ponto P*, intersec¢cdo de A*R* com o raio OP. Se o ponto dado, M,
pertence ao raio OA, este processo € inaplicavel, mas bastara entdo
comegar por achar o transformado dum ponto P que nio esteja nessas
condi¢des e substituir, quanto ao resto, o par (A, A*) pelo par (B, P*).

E claro que a transformacio inversa ©~' da homologia © sera a
homologia definida pelo mesmo centro, 0 mesmo €ixo e o par orde-
nado inverso (A*, A). Se A = A*, tem-se © = I.

Fig. 20

§ 10.° Casos particulares da homologia

Convém considerar separadamente varios casos notdveis de ho-
mologia entre dois planos o, 3 distintos ou coincidentes.

1.° Caso: O centro estd sobre o eixo (O — e). E facil ver que,
nas consideracdes precedentes, nada se opde a que o centro da ho-
mologia pertenga ao €ixo, desde que se trate duma homologia pla-
na. Neste caso a homologia diz-se especial.

2.° Caso: O centro é um ponto imprdprio. Seja d a direc¢do defi-
nidora do ponto impréprio O, isto €, O = e,. Se os planos a, B sdo
distintos, a homologia ® serd agora, manifestamente, uma projec-
¢do paralela de o sobre B (segundo a direc¢do d), que é, como vi-
mos, uma transformacg@o afim (fig. 2). Se o = B, € facil ver que se
trata ainda duma transformac¢do afim. Em qualquer dos casos a
transformacao ® € chamada uma homologia afim e d a direccio da
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homologia. E claro que os raios da homologia (isto €, as rectas que
passam pelo centro O) sdo agora as rectas com a direc¢ao d.

Fig. 21

Na fig. 21, a homologia afim € definida pela direc¢édo d e pelos
dois ternos homdlogos (4, B, ), (A*, B*, C*) de pontos nido coli-
neares. A determinacdo do transformado P* de P é perfeitamente
analoga a que se fez na fig. 1. Observe-se ainda a analogia deste
processo com 0 que se usa no sistema de Monge, quando, definido
um plano ndo projectante por trés pontos A, B, C ndo colineares, se
pretende achar a projec¢do vertical P” dum ponto do plano, conhe-
cida a sua projecc¢do horizontal P’ ou vice-versa. A explicagdo do
facto estd precisamente em que:

A operagdo P’ — P”, que consiste em passar da projeccdo hori-
zontal dum ponto P dum plano o. ndo projectante para a projeccdo
vertical do mesmo ponto é uma homologia afim (de v, sobre si mes-
mo), que tem por direcgdo a direc¢do das linhas de referéncia e por
eixo as projeccoes (coincidentes) da intersec¢do de o com o segun-
do bissector.

No caso da fig. 21, a homologia afim supde-se definida pelo ei-
X0 e e pelo par (M, M*). As construcdes sdo perfeitamente andlogas
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as da fig. 19, com a tnica diferenca de que o centro O agora € im-
proprio (O =o)).

Se d// e (e s6 nesse caso), tem-se oo, - e: a homologia afim é
especial.

Fig. 21

Se d | e, a homologia diz-se ortogonal. E o caso dos rebatimen-
tos.

Quando se rebate um plano o, ndo projectante horizontal, sobre
um plano de nivel v, a operacdo que consiste em passar da projec-
cdo horizontal P’ de cada ponto de o para a projec¢do horizontal
P’ do mesmo ponto rebatido é uma homologia ortogonal que tem
por eixo a charneira do rebatimento (intersec¢do de o. com V). E
claro que esta proposi¢ao continua a ser valida se substituirmos os
termos “horizontal”, “nivel”, P’, P, v, respectivamente por “verti-
cal”, “frente”, P”, P”, Q.

No caso da fig. 22, supde-se o plano o definido por uma hori-
zontal n e por um ponto P fora de n (0. = Pn).

Trata-se do rebatimento de o sobre o plano de nivel v que passa
por n (serd n pois a charneira). Para determinar P’ construiu-se o
triAngulo de rebatimento [P, P’ P*]: P’ P* L P’P,, P’P* = dist (P”, n”
(diferenca entre a cota de P e a cota de v); dist (P, n') = W Uma
vez determinado P’, fica definida uma homologia afim, pelo eixo ¢’,
pela direc¢do d (L n") e por um par ordenado de pontos homo6logos
(P, P’), o que permite determinar o transformado M’ de qualquer
outro ponto M’, aplicando as consideragdes precedentes. (Em certos
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casos pode ser preferivel tornar a utilizar tridngulos de rebatimento,
0 que € agora mais ficil, atendendo a que todos sdo semelhantes).

)

=

Fig. 22

3° Caso: Eixo imprdprio e centro proprio. Se os dois planos .,
B sdo distintos, o eixo e da homologia © (de o sobre B) é sempre a
intersec¢do of3: entdo, e serd impréprio quando se tiver o // . Ora
O é, neste caso, a projec¢do de pontos de o sobre B a partir de O
(fig. 23) — a qual, por ser o / B se reduz manifestamente a uma ho-
motetia de centro O (caso da projec¢ao cinematografica).

Se o = BB, é facil ver que a homologia é ainda uma homotetia
(neste caso plana). Com efeito, consideremos (fig. 24) uma homolo-
gia plana © definida pelo centro O, proprio, pelo eixo e, (impro-
prio) e por um par ordenado (A, A”) de pontos homélogos. Dado um
ponto P qualquer fora de OA, o seu transformado P’ por meio de ©
serd a intersec¢do do raio OP com a recta r’ que passa por A” e en-
contra AP num ponto de e — isto €, num ponto impréprio, o que sig-
nifica que r’ deve ser // . Trata-se manifestamente duma homotetia
de centro O e de razdo igual, em valor absoluto, a OP’/ OP.
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Fig. 23 Fig. 24

As homotetias planas podem pois definir-se em R, como sendo
as homologias planas de centro proprio e eixo improprio.

4° Caso: Centro e eixo improprios. Se o. = [, trata-se duma pro-
jeccdo paralela de o sobre B, a qual, por ser o/ 3, se reduz a uma
translacdo.

Se a = B, trata-se ainda duma translacdo (neste caso plana).
Com efeito, consideremos (fig. 25) uma homologia plana © defini-
da pelo centro O, improprio (= «,) e pelo eixo e, também impro-
prio. A unica diferenca entre este caso e o da fig. 24 estd em que o
centro agora é impréprio (homologia afim). E evidente que © se re-
duz a translacdo plana definida pelo vector A’~A. As translagoes
planas podem, pois, definir-se como sendo as homologias planas de
centro e eixo improprios. E ainda de notar que se tem neste caso
O € e: as translagdes sdo pois homologias especiais (1° caso).
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Fig. 25

§ 11.° Rectas limites duma homologia

Seja ® uma homologia entre dois planos o, 3 (distintos ou coin-
cidentes). Chamaremos primeira recta limite (ou de fuga) da homo-
logia © a transformada da recta imprOpria de o por meio de © e se-
gunda recta limite (ou de fuga) de © a recta que € transformada por
® na recta imprépria de B. E imediato que a segunda recta limite de
O coincide com a primeira recta limite de ®' e vice-versa.

Este conceito ja se nos tinha apresentado no §7°, no caso o = J.
Vamos agora estuda-lo no caso de o = 3.

Consideremos entdo uma homologia plana ©, individuada pelo
centro O, pelo €ixo e e por um par ordenado (A, A”) de pontos ho-
moélogos. Representemos por i, j, respectivamente, a primeira € a
segunda recta limite de ®; em simbolos

’

lzooa,

)
] =ooa’

ou ainda:

i=0 (), =07 ().
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{~ﬂe
r
~ /| OA

Fig. 26

Ora notemos que, sendo as rectas i, o correspondentes em ©
devem encontrar-se num ponto de e (Obs. V, § 9°) o qual ponto nao
pode deixar de ser improprio, visto que todos os pontos de o 0 sdo:
tem-se pois i//e. Analogamente j//e. Isto é: as rectas limites sdo
sempre paralelas ao eixo. Portanto, para determinar i, j basta deter-
minar um ponto de cada uma destas rectas.

Proponhamo-nos entdo determinar i, imagem de oo . Para isso,
consideremos um ponto P qualquer de oo fora de e e de OA, isto &,
0 ponto impréprio duma recta » de o0 ndo paralela nem a ¢ nem a
OA. A determinacdo de P’ faz-se segundo o processo ja conhecido:
1) une-se A com P (isto €, conduz-se por A uma paralela a r); 2)
acha-se a intersec¢do E da recta AP com e; 3) une-se E com A’; 4)
acha-se a intersec¢do P’ de A’E com o raio OP (isto €, com a para-
lela a r conduzida por O). Para se ter i, resta agora conduzir por P’
uma paralela a e, visto que, como ja se disse, i // e.

Para determinar j, basta lembrar que j € a imagem de oo por
meio de ©~' e que, portanto, 0 processo € idéntico ao anterior, subs-
tituindo-se o par ordenado (A, A”) pelo par inverso (A’, A). Com o
intuito de aproveitar parte das linhas jé tracadas, escolheu-se como
ponto de o, fora de e e de OA o ponto imprdprio da recta s = A" P’,
ponto que designamos por Q. Basta portanto achar o transformado
de Q’ por meio de ®! e conduzir por Q uma paralela a e.
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Observagoes:

I) Confrontando a fig. 26 com a fig. 13 (pag. 210), observa-se
que ja ali n6s tinhamos utilizado intuitivamente o processo agora in-
dicado para tragar as rectas de fuga i, j. Embora a fig. 13 se refira a
uma homologia ® no espaco (entre dois planos distintos o, f3), a
verdade € que, na figura efectivamente desenhada, existe apenas a
projeccdo da homologia @ sobre o plano da figura, a qual projec¢do
¢, segundo o teorema I, uma homologia plana, definida pelo eixo e,
pelo centro O e pelo par ordenado (P, P’). Note-se ainda que se trata
ali duma projecc¢do paralela que, como € sabido, respeita o parale-
lismo das rectas.

IT) Pode, em particular, acontecer que se tenha i =j = oo_, isto €,
que a recta impropria de o seja invariante em ©. Ora, numa homo-
logia ® =£ I, as tnicas rectas invariantes sao, além do eixo, os raios
da homologia (Obs. IV, § 9°). Logo, a recta impropria serd invarian-
te em O, s6 nos seguintes casos:

a) Sendo o, um raio da homologia, isto €, sendo O improprio:
caso da homologia afim (2° caso do § 10°).

b) Sendo e, 0 eixo, mas ndo um raio da homologia: caso das
homotetias (3° caso do § 10°).

¢) Sendo e, a0 mesmo tempo o €ixo e um raio da homologia:
caso das translacoes (4° caso do § 10°).

E claro que, em qualquer destes casos, a homologia é uma trans-
formacdo afim, visto que transforma os pontos improprios em pontos
impréprios; mas importa notar que as homotetias, sendo ao mesmo
tempo homologias e afinidades, ndo sao homologias afins no sentido
aqui adoptado, uma vez que o centro da homologia é proprio.

§ 12.° Perspectiva dum segmento de recta

Ao contrario do que sucede nas afinidades, a imagem projectiva
dum segmento de recta nem sempre é aquilo a que se costuma
chamar um segmento de recta. Este facto € bem visivel na fig. 26
em que se considera a projec¢do de centro O sobre a recta . O seg-
mento AB ndo é, de modo algum, transformado no segmento A’B’:
basta notar que os pontos M, N situados entre A e B sdo projectados
em pontos M’, N’ ndo situados entre A’, B’ (ndo € pois respeitada a
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relagdo de “situado entre”), enquanto o ponto K € projectado para o
infinito. A imagem de AB serd pois 0 complementar do segmento
A’B’, na recta projectiva r, incluindo os extremos A’, B’. Diremos
entdo, interpretando este facto, que dois pontos proprios duma recta
projectiva separam nessa recta dois segmentos projectivos: um deles
serd formado s6 por pontos proprios (segmento proprio ou, simples-
mente, segmento), 0 outro conterd o ponto improprio da recta (seg-
mento improprio ou pseudo-segmento). Recordemos que um facto
andlogo se verifica na circunferéncia, em que dois pontos separam
sempre dois arcos de circulo.

Fig. 27

Seja entdo © uma homologia de o sobre 3 e j a segunda recta li-
mite de ©. Dado um segmento AB de ., quatro casos se podem ve-
rificar: 1°) ou j ndo encontra AB e entio © (AB) é ainda um seg-
mento (préprio); 2°) ou j encontra AB num ponto K entre A e B (que
serd transformado num ponto impréprio) e entio @(AB) serd um
pseudo-segmento; 3°) ou j passa por um dos extremos de AB e en-
tdo O(AB) serd uma semi-recta (com o ponto improprio); 4°) ou, fi-
nalmente, j contém AB e entio ©(AB) serd uma parte de ooy

Estas observacdes tém importancia capital, quando se pretende
construir a imagem homoldgica duma figura composta de segmentos
de recta. Como exemplo, consideremos uma homologia plana © de-
finida pelo eixo e e pela segunda recta limite j (fig. 28) e proponha-
mo-nos determinar a imagem, por meio de ®, do triangulo [ABC],
que € atravessado pela recta j nos pontos M, N (M - AC; N —-— BC).
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Fig. 28

Sendo M, N pontos de j, os seus transformados M’, N’ serdo im-
proprios e, precisamente, os pontos impréprios dos raios m(= OM)
e n(= ON), aos quais devem pertencer M’, N’. O transformado de A
pode agora ser determinado segundo o processo geral: 1) acha-se a
intersec¢do R de AM com e; 2) une-se R com M’ (=0 ), isto €, con-
duz-se por R uma paralela a m; 3) o ponto A” procurado € a intersec-
cdo do raio OA com RM’. A transformada da recta RA serd pois a
recta RA’. Analogamente se determina B’ e a imagem SB’ da recta
SB. As rectas RA” e SB’ encontram-se num ponto que ndo pode dei-
xar de ser a imagem C’ de C, visto que C = RA.SB.

E fécil ver agora, recordando as observacdes precedentes, que a
imagem do segmento AB é o segmento A’B’ , enquanto as imagens
dos segmentos BC e AC sdo, respectivamente, o pseudo-segmento de
extremos B’, C’ e o pseudo-segmento de extremos A’, C’. A imagem
do tridngulo [ABC] nao € portanto um tridangulo na acep¢ao comum,
visto que € formado por uma regido ilimitada do plano.
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Observacoes:

I) Em geometria projectiva, chama-se tridngulo (completo) ao
conjunto constituido por trés pontos ndo colineares e pelas rectas
que 0s unem.

II) A doutrina exposta neste nimero tem aplicacdo no estudo
das sombras em geometria descritiva, visto que a sombra produzida
por uma figura F sobre um plano o. a partir dum ponto luminoso P
é a projec¢do ou parte da projecgdo de F sobre o. a partir de P (pa-
ra que haja sombra dum dado ponto A é preciso que A esteja entre
P e ., 0 que ndo é necessdrio para que haja projec¢do de A sobre o
a partir de P).

§ 13.° Aplicacoes dos resultados precedentes

O conceito de homologia encontra numerosas aplicacdes em
geometria descritiva. Métodos de constru¢do apliciveis em questdes
diversas aparecem idénticos na sua esséncia a luz deste conceito,
que introduz assim unidade onde havia aparente diversidade. Com-
pete ao matematico tirar 0 maximo partido de ideias unificadoras
como esta, tendo em vista ndo s6 a economia e a clareza de pensa-
mento, como ainda a possibilidade de novas descobertas.

Ja vimos (§ 10°) como o conceito de homologia afim nos apare-
ce em dois tipos de problemas da geometria de Monge. Estudare-
mos agora a aplicacdo do mesmo conceito ao problema das sec¢des
planas de pirdmides e prismas.

a) Consideremos uma piramide pentagonal [VABCDE], da qual
se conhecem unicamente a projec¢do V’ do vértice e a projeccio
[A’B’ C’ D’ E’] da base, sobre um plano 7 qualquer, a partir dum pon-
to O, proprio ou improprio, situado fora da superficie da pirimide e
do plano da base. Imaginando que se trata duma pirdmide vista por um
observador do ponto O (ponto de vista), devemos distinguir as ares-
tas visiveis das invisiveis, tragcando estas dltimas a pontuado (como
se fez na fig. 29, em que o plano de projeccdo 1 € o plano da figura).
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Sédo dadas, por outro lado, as projec¢gdes A’ , B, D', (a partir de
O) de trés pontos A, B,, D, que se supdem pertencentes as arestas
VA, VB, VD da pirAmide. Pretende-se determinar a projeccdo com-
pleta da secgdo feita na piramide pelo plano A, B, D, .

Se as projeccdes A’;, B, D, forem colineares, a resolugdo é
imediata: o plano A, B, D, seré projectante (isto €, contera o ponto
O) e a projec¢ao da seccdo reduzir-se-4 a um segmento de recta.

Suponhamos que A’ , B’ , D', no sdo colineares (fig. 29). E evi-
dente que se passa da base da pirdmide para a referida sec¢do, me-
diante uma projeccao cénica de centro V, isto €, mediante uma ho-
mologia © de centro V (entre o plano da base e o plano da sec¢do).
A projeccao desta homologia sobre 7 a partir de O serd, segundo o
teorema I, uma homologia plana ®’ de centro V’, a qual esta defini-
da por dois ternos homélogos de pontos nio colineares: (A’, B’, D’),
(A’, B’,, D). Resta pois determinar os transformados C’, e E’,, de
C’ e E’ por meio de ©’, para o que basta aplicar o processo atras in-
dicado [teorema II, b)], tendo em vista a Obs. IV.

Para determinar C’| utilizou-se a recta C’D’, que vai encontrar
A’B’ em M’. O transformado M’ de M’ sera a intersecgdo de A’ B,
com o raio V’M’. Unindo M’, com D’,, achou-se imediatamente C’,
sobre V'C".

Para determinar E’, a construcdo foi mais complexa, apenas com
0 objectivo de economizar espaco. Utilizou-se a recta r’'(—-E”) que
encontra B'C” e C’D’ nos pontos N’, S’, cujos transformados N',, S,
definem r’,. Finalmente: E’ =/ .V'E".
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Fig. 29

Em muitos casos pode ser ttil determinar o eixo da homologia
©®’, atendendo a Obs. V (§9°), o que permitird usufruir da invarian-
cia dos pontos do eixo, tal como se indicou na fig. 18. E claro que
este processo serd inaplicavel se o eixo estiver fora dos limites do
desenho. Pode mesmo acontecer que o eixo venha a ser improprio,
mas entdo, sendo V’ préprio, ja sabemos que ©” se reduz a uma ho-
motetia: os lados de [A} B, C| D} E"] seriam entdo paralelos aos la-
dos correspondentes de [A” B’ C’ D’ E’].

No caso estudado, consideramos trés pontos A,, B,, D, perten-
centes a arestas laterais da piramide. Mas podiamos ainda supor
que um ou dois dos pontos dados pertencessem a arestas da base. O
processo ndo sofreria alteracdes substanciais: basta notar que fodo o
ponto da seccdo que esteja sobre a base é necessariamente um pon-
to do eixo da homologia ©, visto que o eixo de © € a intersecgdo do
plano da base com o plano da secg¢@o.

b) O método anterior subsiste para o caso em que O e V, centro
de projecc¢do e vértice da piramide, sdo improprios: caso do prisma
em projeccdo paralela. E claro que, entdio, V’ serd também impro-
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prio e, por isso, a homologia ©’ atrds considerada serd agora uma
homologia afim, a qual se aplicam as observacdes do § 10°, 2° caso.

Na fig. 30 considerou-se um prisma pentagonal de bases ndo
projectantes. Foram dadas as projec¢Oes de trés pontos A, D,, M,
dos quais A,, D, pertencentes a arestas laterais e M, pertencente ao
lado BC da base; e pretendeu-se determinar a sec¢do feita no prisma
peloplano A, D, M,. O eixo da homologia afim ©’, que faz passar da
projeccdo da base para a projeccdo da sec¢do, € a projec¢do ¢’ da in-
tersec¢do do plano da sec¢do com o plano da base. Um dos pontos
de ¢’ serd pois M’ (=M"); para determinar outro ponto de ¢’, bastou
achar a intersec¢do R’ das rectas A’D’, A’ D’ correspondentes em
®’. Os pontos E, C’, B} puderam entdo ser determinados, explo-
rando a invariancia dos pontos do eixo.

Sucede porém aqui um facto que € preciso salientar: conside-
rando o prisma a maneira usual, isto €, como um soélido limitado, o
ponto B’ ndo pertencerd a seccio e esta aparece portanto como um
hexdgono, [A'N M’ C D E"].

Fig. 30
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c) As consideragdes precedentes aplicam-se, em particular, ao
estudo das sec¢des planas de prismas e pirdmides no sistema de
Monge. Na fig. 31 considerou-se uma piramide tridngular definida
pelas projeccdes do vértice e da base, € um plano secante o, defini-
do pelos tracos horizontal e vertical. E claro que, da base [ABC] da
piramide, se passa para a sec¢do [A,B,C,], projectando [ABC] sobre
o a partir de V: quer dizer, mediante uma homologia © de centro V
e eixo h, (intersec¢do do plano secante com o plano da base). Ter-
-se-4 pois, em projeccdo horizontal, uma homologia plana ©’, de
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centro V' e eixo h (=h)). Para acabar de definir a homologia @’,
basta entdo tomar um ponto P qualquer de v, tal que P=V’, "/ h_,
e determinar a intersec¢do P, de VP com o.: o par ordenado (P’, P%)
define com V’ e com %, a homologia ®” (coroldrio do teorema II).
No caso da figura o ponto P escolhido foi o vértice C, mas nem
sempre convém tomar para esse fim um vértice da base. Para achar
a interseccao C, de VC com o bastou seguir o método geral, consi-
derando a recta r de o cuja projec¢@o horizontal coincide com V'C”.
Uma vez determinado C’, os restantes vértices A, B} foram de-
terminados por consideragdes de homologia, atendendo a invarian-
cia dos pontos do eixo, i . As projecgdes verticais A”, B” foram
determinadas a maneira usual, tracando linhas de referéncia.

d) O método exposto pode, mais geralmente, aplicar—se ao estu-
do das secc¢des planas de cones e cilindros. Como se sabe, dado um
ponto V e uma linha qualquer |d|, chama-se superficie cénica de
vértice V e directriz |d| ao lugar geométrico das rectas que passam
por V e se apoiam em |d| (geratrizes da superficie). Quando V é
improprio, as geratrizes sao paralelas entre si e a superficie diz-se
cilindrica. Em particular, a directriz |d | pode ser uma poligonal: ca-
so das pirAmides e dos prismas. Se |d| é uma linha curva, o proble-
ma das sec¢des planas pode ainda ser abordado pelo método ante-
rior; simplesmente, como a projeccdo da seccdo deve agora ser de-
terminada ponto por ponto, o tragado desta curva nao pode ser, na
prética, geometricamente rigoroso: contentamo-nos com determinar
varios pontos, bastante proximos para que a curva possa ser dese-
nhada com aproximagdo satisfatoria.

O caso mais simples serd aquele em que |d| é uma circunferén-
cia. Deste caso trataremos em especial no § seguinte.

§ 14.° Seccoes conicas

Chama-se seccdo conica ou simplesmente conica toda a secgao
plana duma superficie cénica de revolugdo (de vértice proprio ou
impréprio). Se o plano secante passa pelo vértice, € evidente que a
secc¢do se reduz a um ponto ou a duas rectas (geratrizes), paralelas
ou concorrentes, distintas ou coincidentes: entdo a conica diz-se
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degénere. No caso contrario, a conica diz-se ndo degénere; mas, co-
mo € de cOnicas ndo degéneres que trataremos exclusivamente, o
adjectivo serd dispensado. As cénicas sdo também chamadas linhas
de 2“ ordem, por razdes que se conhecem na geometria analitica.

Chama-se cone de 2° ordem ou cone quddrico todo o cone'” que
tem por directriz uma coénica (a cujo plano nio pertenca o vértice),
analoga especificacdo para os cilindros. Demonstra-se em geome-
tria analitica que a seccdo plana dum cone de 2° ordem é sempre
uma conica, por outras palavras: a projecg¢do central duma conica
sobre um plano é sempre uma cénica (ndo sendo projectante o pla-
no da conica). Por outro lado, como vimos (dem. do teorema II), to-
da a homologia plana se pode obter mediante duas projec¢des cen-
trais sucessivas; daqui resulta que:

A imagem homolégica (ou perspectiva) duma circunferéncia é
sempre uma conica.

Posto isto, consideremos dois planos o,  ndo paralelos, uma
circunferéncia [C] desenhada sobre o € um ponto O fora de o e de
B. A projeccdo de [C] sobre B a partir de O serd, como dissemos,
uma cénica [C]*. Seja entdo j a recta de oL que se projecta em oo;a
partir de O: isto €, a segunda recta limite da homologia ® com cen-
tro em O, de o sobre 3. Trés casos se podem dar:

a) ou j corta [C] em dois pontos M, N e entdo [C]* tem dois
pontos improprios distintos — os pontos improprios das rectas OM e
ON (caso da fig. 32);

b) ou j é tangente a [C] e entdo [C]* tem um unico ponto impro-
prio;

c) ou j ndo encontra [C] e entdo [C]* ndo tem nenhum ponto
improprio.

Uma coénica é chamada uma elipse, uma pardbola ou uma hi-
pérbole, consoante o numero dos seus pontos impréprios € 0, 1 ou
2. Como acabamos de ver, nenhum outro caso € possivel. Diremos
entdo que a familia das cOnicas se divide nos trés géneros: elipse,
hipérbole e parabola.

(1) — Para brevidade de linguagem, diz-se muitas vezes “cone” por “superficie cénica”,
“cilindro” por “superficie cilindrica”, “esfera” por “superficie esférica”, conquanto os
primeiros termos se refiram propriamente a sdlidos limitados, que ndo a superficies

ilimitadas.
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Fig. 32

Recordemos, por outro lado, que uma recta r se diz secante ou
tangente a uma circunferéncia [C], conforme o nimero de pontos
comuns are a[C] €2 ou 1. Esta definicdo pode aplicar-se ainda as
cOnicas, e desde logo se reconhece que, se r € tangente a [C], a ima-
gem r* de r por meio de uma homologia © serd ainda tangente a
imagem de [C] por meio de ®. Em particular, se j encontra [C] em
dois pontos M, N (caso da hipérbole — fig. 32), as tangentes a, b a
[C] em M, N serdo convertidas por © nas tangentes a*, b* a [C]*
nos pontos improprios M*, N*. Se j € tangente a [C] (caso da para-
bola), € claro que °0g serd tangente a [C]*. Pois bem:

Diz-se que uma recta € assintota duma cénica quando € tangen-
te a cénica num seu ponto improprio. Do que precede resulta que:
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A hipérbole tem duas assintotas, ambas proprias; a pardbola tem
uma tnica assintota e essa imprdpria; a elipse ndo tem assintotas.”

E 6bvio que a assintota deve passar pelo ponto impréprio em
que € tangente a curva; dai o chamarem-se direcgoes assintoticas
das conicas as direc¢Oes definidoras dos respectivos pontos impro-
prios (no caso da fig. 32, as direc¢gdes de OM e ON serdo direcgdes
assintoticas de [C]*); notemos todavia que nem sempre “direc¢ado
assintotica” € o mesmo que “direc¢do da assintota”: com efeito, no
caso da pardbola, conquanto exista uma direcgdo assintdtica, nao
faz sentido falar de direccdo da assintota, uma vez que esta € im-
propria.®

As consideragdes precedentes, embora referidas a uma homolo-
gia © entre dois planos distintos, sdo ainda vélidas para o caso da
homologia plana e podem portanto aplicar-se ao estudo das secg¢des
planas de cones em geometria descritiva. Ocupar-nos-emos apenas
dos cones quédricos, embora o método seja aplicavel a cones quais-
quer. Consideremos pois um cone [Y] de 2% ordem, do qual se
conhecam apenas a projec¢do V’ do vértice e a projec¢ao [d]’ da di-
rectriz, sobre um plano 7 qualquer, a partir dum ponto O, ndo per-
tencente a [y] nem ao plano de [d]. (No caso da fig. 33, tomou-se
para [d]” uma elipse). Consideremos dadas, além disso, a projec¢ao
A’ dum ponto A, que supomos situado sobre uma geratriz VA do
cone e a projeccdo t* duma recta ¢t do plano [y] (referimo-nos sem-
pre a projecgdes sobre T a partir de O). Representemos ainda por &
o plano de |d| e por 6 0 plano A, ¢ (supde-se A*/t).

Pretende-se determinar: a projec¢do da secgdo [d], feita por G
no cone [Y], o género da conica [d]’ (se ¢é elipse, hipérbole ou pard-
bola) e as assintotas, se porventura as houver.

Para isso, notemos que se passa de [d]” para [d]; mediante uma
homologia plana ®” definida pelo eixo ¢’, pelo centro, V’, e pelo par
(A’, A7) de pontos homdlogos; podem pois determinar-se diferentes

(1) — Mais tarde, em geometria projectiva, com a introdu¢ido dos chamados elementos imagi-
ndrios, a elipse passa a ter duas assintotas préprias (imagindrias).
(2) — Estas no¢des sdo depois generalizadas a curvas quaisquer.
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pontos de [d]], aplicando qualquer dos processos anteriormente
descritos. Para conhecer o género de [d]), ndo temos mais do que
determinar a segunda recta limite j° da homologia ®’, procedendo
como foi indicado no §11°: a cénica [d], serd uma hipérbole, uma
pardbola ou uma elipse, conforme j’ encontrar [d]” em dois pontos,
um ou nenhum. Na fig. 33 determinou-se j” segundo o processo in-
dicado no § 11°. E visto que j” encontra [d]” em dois pontos M’, N’,
a cénica [d]’ serd uma hipérbole, cujos pontos improprios sdo os
das rectas V'M’, V'N’ (que definem portanto as direc¢des assintoti-
cas). Finalmente, as assintotas sdo as imagens por meio de ©” das
tangentes a [d]" em M’ e N’: achadas as intersec¢des destas tangen-
tes com o eixo ¢’ da homologia, as assintotas serdo pois as rectas
a), b} conduzidas por estes pontos paralelamente a V' M’, V' N’.
Como na figura se considera o cone como um sélido (limitado pelo
vértice e pela base), aparece apenas um ramo da hipérbole [d]’ e,
este mesmo, truncado em ¢’; € claro que o outro ramo provém da se-
gunda folha da superficie cénica, que ja ndo faz parte do sélido.

Fig. 33
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Na fig. 33 supde-se o cone [y] projectado sobre o plano 7 (da
figura) a partir dum ponto O gualquer do espago. Se, em particular,
O é imprdprio (projeccdo paralela), j4 sabemos que a recta impro-
pria de ¢ se projectard segundo a recta impropria de 7. Entdo, pode-
mos garantir que, no espago, a seccdo [d], € uma hipérbole se [d]]
o for e que a}, b séo as projec¢des das assintotas de a,, b, de [d],.
Se O € proprio, ja ndo se pode em geral dizer o0 mesmo.

Suponhamos pois que O é impréprio. Neste caso a fig. 33 é bas-
tante expressiva para nos mostrar quais foram as operagdes que, no
espagco, acompanharam as operagdes efectuadas em projec¢do: 1)
conduziu-se por V um plano G paralelo a G; 2) achou-se a intersec-
cdo j de 6 com 9; 3) visto que j encontra [d] em dois pontos M, N,
concluiu-se que [d], é uma hipérbole, cujas direc¢Oes assintoticas
sdo as direc¢des de VM e de VN; 4) para ter as assintotas a,, b, de
[d],, bastou conduzir tangentes a [d] em M e N e, pelos pontos de
encontro destas tangentes com #, conduzir as rectas a,, b, paralelas
respectivamente a VM e V.

O método descrito €, em particular, aplicavel no sistema de
Monge, quando o cone € definido pelas projec¢cdes horizontais e
verticais do vértice e da base — visto que se trata de projeccoes or-
togonais e, portanto, paralelas. Sao em parte aplicaveis as conside-
ragdes do § 13°.

A doutrina exposta permite-nos ainda resolver problemas deste
tipo: “Definida uma conica [c] como imagem homoldgica duma
circunferéncia [c]*, conduzir por um ponto P, qualquer, uma tan-
gente a [c]” (fig. 34). A primeira ideia seria construir a curva [c]
ponto por ponto e conduzir depois por P as tangentes a [c] empiri-
camente, 1sto €, levando o bordo da régua a tocar a curva sensivel-
mente num sO ponto: mas este processo, além de moroso, carece de
rigor geométrico. Nos podemos determinar as tangentes a [c] de
maneira rigorosa e ainda antes de tracar a curva (o prévio conhe-
cimento de tangentes a curva em varios pontos € mesmo um auxi-
liar técnico para o tragcado perfeito da mesma). Com efeito, seja @ a
homologia que transforma [c]* em [c]; determine-se a imagem P*
de P por meio de ®@'; conduzam-se por P* as tangentes r*, s* a
circunferéncia [c]*, (problema que sabemos resolver de maneira
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rigorosa): € agora evidente que 7 s, imagens de r*, s* por meio de
@, sdo as tangentes a [c] que passam por P. O nimero de solugdes
possiveis € 2, 1 ou 0: no caso da figura tiveram-se duas solugdes.

Em particular, pode o ponto P ser improprio. Entdo o problema
assume este aspecto: “Conduzir uma tangente a [c] paralela a uma
recta dada”.

Fig. 34

Quando, a propésito da fig. 33, se falou das tangentes a elipse
[d]” nos pontos A’, B’, pressupunha-se conhecido um método para
determinar essas tangentes. Ora, como acabamos de ver, uma elipse
pode ser determinada como imagem homoldgica duma circunferén-
cia. No caso da fig. 35, tem-se uma elipse [c] definida como trans-
formada duma circunferéncia [c]* mediante uma homologia afim
ortogonal de eixo e. Resolveu-se o problema de conduzir por um
ponto P uma tangente a [c]. A figura é bastante explicita, para dis-
pensar ulteriores explicagoes.
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Fig. 35

§ 15.° Homologia sélida

Até aqui, aparte o caso das transformacdes de semelhanca, te-
mo-nos limitado ao estudo da projectividade entre dois planos. Ora,
¢ natural perguntar se existem transformacgdes projectivas do espago
R, sobre si mesmo, que nio se reduzam a semelhancas.

Recordemos que o conceito de simetria em relagdo a uma recta
sugere, naturalmente, o conceito de simetria em relacdo a um plano.
Pois bem, vamos ver que o conceito de homologia plana também su-
gere um conceito andlogo, em que o eixo € substituido por um plano.

DEFINICAO - Chama-se homologia sélida ou perspectiva-re-
levo toda a colineagdo do espago 173 sobre si mesmo que deixa inva-
riantes os pontos dum plano (chamado o plano da homologia) e tal
que as rectas que unem pontos correspondentes passam todas por
um mesmo ponto (centro da homologia).

Poderiamos agora demonstrar teoremas de existéncia e de unici-
dade, andlogos aos que foram estudados no § 9°. Limitar-nos-emos
a seguinte proposi¢ao de unicidade:
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Uma homologia sélida fica determinada quando se conhecem o
centro, o plano da homologia e a imagem dum ponto dado distinto
do centro e ndo pertencente ao plano da homologia.

Seja com efeito ® uma homologia sélida de centro O e de plano
T, que transforma A em A’, sendo A = O, °/7 (fig. 36). (Por forca da
defini¢do, os pontos O, A, A” devem ser colineares).

Seja P um ponto qualquer de R,: o seu transformado P’ por
meio de P deve estar sobre o raio OP da homologia. Suponhamos
que P ndo pertence a OA (caso da figura) e seja R o ponto de encon-
tro de AP com 7t: entdo, a imagem de AP (isto €, de AR) devera ser a
recta A’R, visto que o ponto R € invariante em ©O; logo P’ serd a in-
terseccdo de OP com A’R (é facil de ver que estas duas rectas sdo de
facto complanares). Se o ponto dado, M, pertence a OA sem coinci-
dir com O, comecgard por determinar-se a imagem dum ponto P que
nao esteja nestas condigdes e bastard depois substituir o par (4, A”)
pelo par (P, P’). Finalmente, o transformado de O é necessariamen-
te o proprio ponto O. Assim, a transformacdo © fica perfeitamente
definida, q. e. d.

Fig. 36
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(Observe-se, todavia, que se admitiu previamente a existéncia
duma homologia sélida ©, de centro O e de plano 1 que transforma
A em A’, existéncia esta que ndo chegdmos a demonstrar. Nao serd
porém dificil, com as ideias ji adquiridas, completar a demonstra-
cdo precedente, de modo a tornd-la uma demonstragdo de existén-
cia, 0 que recomendamos como dptimo exercicio para desenvolver o
senso critico e as faculdades de investigacdo).

E claro que, se O e T sdo préprios, a homologia © néo € segura-
mente uma semelhanga — porque néo € sequer uma afinidade.

Chamaremos 1° e 2° planos limites duma homologia sélida ©
os transformados do plano impréprio, 2, respectivamente, por meio
de © e de ©'. Os planos limites de ® coincidem com €2 nos seguin-
tes casos:

a) Passando Q por O, isto é, sendo O improprio: diz-se entdo
que © € uma homologia afim, com a direc¢do d definidora de O.

b) Sendo 2 o plano da homologia, mas no passando por O: ca-
so das homotetias espaciais, de centro O.

c¢) Sendo €2 o plano da homologia e contendo O: caso das trans-
lacgoes espaciais de direc¢do d (O = ).

E claro que, em qualquer destes casos, e s6 nestes, a homologia
® é uma transformacgdo afim (se bem que, s6é no 1.° e no 3.° seja
uma homologia afim).

Se a direccdo d duma homologia afim é perpendicular a &, a
homologia diz-se ortogonal. Trata-se neste caso duma compressdo
ou duma distensdo do espago segundo a direc¢do d, seguida ou ndo
duma simetria em relagio a 7. (E claro que a simetria em relagdo a
7t € um caso particular da homologia ortogonal).

E ainda ficil provar que toda a homologia entre dois planos
o, B pode ser prolongada numa homologia sélida, com o mesmo
centro O e de plano T arbitrdrio, passando pelo eixo da homologia
dada, mas distinto de o e de B.

§ 16.° Equivaléncia de figuras geométricas a respeito dum grupo

Dadas duas figuras F,, F,, diz-se que F, € perspectiva ou homo-
l6gica em relagdo a F|, e escreve-se F, A F,, quando existe (pelo
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menos) uma homologia © que transforma F, em F,. E facil ver que:
1) toda a figura € perspectiva em relagdo a si mesma (visto que a
transformacgdo 1déntica € uma homologia); 2) Se F, A F,, também
F, R F, (visto que a inversa duma homologia € ainda uma homolo-
gia). Porém, dadas trés figuras F,, F,, F, tais que F\ A F,, F, X F;,
ndo se pode daqui concluir sem mais que também F, & F,, visto
que, executando sucessivamente duas homologias, a transformacao
resultante ndo €, em geral, uma homologia. Por outras palavras: as
homologias (planas ou solidas) ndo formam grupo.

No entanto, é facil ver que o produto de duas colineac¢des €
sempre uma colineacdo e que a transformacgdo inversa duma coli-
neacdo € também uma colineacdo.!’” Em resumo: a familia das
transformagodes projectivas do espago E sobre si mesmo é um gru-
po. Dadas duas figuras F, F,, diz-se que F, € projectiva em relagdo
a F|, e escreve-se entdo I, A F,, quando € possivel passar de F, para
F, mediante uma colinea¢@o. Podemos pois afirmar que:

1) F A F, qualquer que seja F' (reflexividade);
2) Se F| A F, também F,A F| (simetria);
3)Se F\A F,e F,\ F,, também F, A F, (transitividade).

Quando F, A F, também se diz que as figuras F, e F, s@0 projec-
tivas entre si; € quando se tem F| A F,, também se diz que F, e F,
sS40 perspectivas entre si Ou que estdo em posi¢cdo perspectiva.

Dum modo geral, sendo G um grupo qualquer de transforma-
cOes pontuais biunivocas do espaco E sobre si mesmo e F, F, duas
figuras dadas, diz-se que F, é equivalente a F, a respeito do grupo
G, quando se pode passar de F, para F, mediante uma transforma-
cdo pertencente a G. E ficil ver que a relacio assim definida entre
duas figuras goza das propriedades reflexiva, simétrica e transitiva.

Recordando que as afinidades espaciais sdo as transformacdes
projectivas do espaco R, sobre si mesmo que deixam invariante o
plano impréprio, desde logo se reconhece que tais transformacgdes
formam também um grupo.

(1) — Para o produto, a demonstrag¢@o € imediata. Quanto a transformacdo inversa, veja-se no
artigo atrds citado a demonstrag@o correspondente para o caso das afinidades, demons-
tracéo que se extende imediatamente ao caso das projectividades.
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Chamaremos grupo projectivo, grupo afim, grupo euclideano e
grupo métrico elementar, respectivamente, o grupo das colineagoes,
o grupo das afinidades, o grupo das semelhancas e o grupo das con-
gruéncias (de E sobre si mesmo). Representaremos estes grupos,
respectivamente, por G, G,, G,, G,,. Poderemos entdo escrever

[1] G, CG,CG,CG,,

em que o sinal “C” se deve ler “contido em”.

Duas figuras dizem-se afins, quando sdo equivalentes a respeito
de G,. E ja sabemos que se dizem semelhantes ou congruentes, con-
forme sdo equivalentes a respeito de G, ou a respeito de G,,. Duas
figuras que sejam congruentes sdo também semelhantes, duas figuras
que sejam semelhantes sdo também afins, etc. — isto em virtude das
relagcOes [1]; mas duas figuras podem ser semelhantes sem ser con-
gruentes, etc., pois que

G,*=G,*G,*G,.

Para ver, p. ex., que nem todas as afinidades sdo semelhancas,
basta considerar a projeccdo ortogonal duma figura situada num
plano o (p. ex., um mapa), sobre um plano © nao paralelo nem per-
pendicular a o. Cada segmento AB de o projecta-se em 7 segundo
um segmento A’B’=AB cos ®, em que ® designa o angulo de AB
com T; mas € claro que este angulo varia com a direccdo de AB, en-
tre um minimo nulo (quando AB//T) e um méximo igual ao angulo
de oo com 7 (quando AB € linha de maior declive de o em relagdo
a T); portanto, dois segmentos iguais de oL que ndo sejam paralelos
entre si projectam-se necessariamente segundo dois segmentos desi-
guais; a transformacao considerada ndo € pois uma semelhanca.
Consideremos, p. ex., uma circunferéncia [c] de centro O tragada
em o a sua imagem [c]” j4 ndo terd os pontos equidistantes de O’;
serd, em virtude do que se disse no § 14°, apenas uma elipse. Em re-
sumo: as afinidades ndo respeitam necessariamente a forma das fi-
guras. Uma afinidade que néo se reduza a uma semelhanga produz a
chamada deformacdo afim, do mesmo modo que uma projectivida-
de ndo afim produz uma deformacdo ainda mais profunda: a defor-
macdo projectiva.
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Encontramos uma ilustragdo muito intuitiva destes factos no
exemplo dos espelhos. Um espelho esférico, concavo ou convexo,
de pequena abertura, d4 sempre uma imagem que € sensivelmente
semelhante ao objecto: pode haver ampliagdo ou redugdo, mas nun-
ca deformag@o. Por sua vez, um espelho cilindrico (ou de tipo ana-
logo) ja produz uma deformag@o que pode, em certos casos, ser de
natureza afim: a imagem dum paralelogramo sera ainda um parale-
logramo, embora geralmente de forma diversa. Finalmente, a trans-
formagdo produzida por um espelho ondulado ndo € certamente
uma afinidade, nem sequer uma projectividade.

§ 17.° Classificacdo grupal das geometrias

Para uma visdo de conjunto do que atrds ficou dito, serd util or-
ganizar o seguinte quadro:

Transformagdes

pontuais Propriedades fundamentais conservadas

Colineacdes | colinearidade
Afinidades colinearidade e paralelismo

Semelhancas | colinearidade, paralelismo e igualdade entre segmentos

Congruéncias | colinearidade, paralelismo e grandeza dos segmentos.

E necessério salientar que as transformagdes de cada um destes
grupos nao respeitam apenas as propriedades respectivamente indi-
cadas, mas ainda (como se pode demonstrar) fodas as propriedades
que se podem exprimir logicamente a partir das primeiras, e s es-
sas propriedades. Assim, p. ex., uma vez estabelecido que a no¢ao
de plano pode ser definida a partir da nocao de recta (§6°), podemos
afirmar que toda a colineagdo transforma planos em planos, isto €,
que transforma pontos complanares em pontos complanares. Ana-
logamente, como a no¢do de “ponto médio dum segmento” pode ser
definida s6 em termos de “recta” e de “paralelismo”, segue-se que
toda a afinidade transforma o ponto médio dum segmento no ponto
médio do transformado. E assim por diante.
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Dum modo geral, segundo F. Klein, chama-se geometria corres-
pondente a um dado grupo G (de transformagdes pontuais) ao estu-
do das propriedades que sdo respeitadas por todas as transforma-
¢Oes pertencentes a G — propriedades estas que poderdo ser defini-
das a partir de algumas de entre elas, fixadas como nog¢édes primiti-
vas da geometria considerada. Assim, ao grupo G, corresponde a
geometria projectiva, que estuda as propriedades projectivas ou
grdficas (definiveis, em tltima andlise, a partir da nogdo de “recta”);
ao grupo G, corresponde a geometria afim, que estuda as proprieda-
des afins ou descritivas (exprimiveis em termos de “recta” e de “pa-
ralelismo”); ao grupo G, corresponde a geometria euclideana, que
estuda as propriedades métricas relativas ou euclideanas; e, final-
mente, ao grupo G, corresponde a geometria métrica elementar,
que estuda as propriedades métricas absolutas. Exemplo duma pro-
priedade métrica relativa: a razdo entre dois segmentos; exemplo
duma propriedade métrica absoluta: o comprimento dum segmento
(a definicdo de “metro” ndo pertence a geometria euclideana);
exemplos de propriedades estranhas a qualquer das referidas geo-
metrias: “horizontal”, “vertical”, “acima de”, “a ocidente de”, etc.
(nogoes geogrdficas).

Sao ainda exemplos de no¢des métricas (relativas) as de perpen-
dicularidade, rotacao, ortocentro, incentro e circuncentro dum trian-
gulo, etc.. S0 nog¢des afins as de homotetia, translacio, baricentro
dum tridngulo, etc.

(De certo modo, poderia dizer-se que a geometria projectiva € a
geometria da régua, que a geometria afim € a geometria da régua e
do esquadro, e que a geometria euclideana € a geometria da régua e
do compasso ou s6 do compasso; mas estas expressoes t€m hoje um
sentido mais restrito).

N3ao cause estranheza o facto de se falar aqui de geometria eu-
clideana no espaco projectivo. Como se viu no § 6°, a passagem de
R, para E equivale a uma simples mudanga de linguagem, que con-
siste fundamentalmente em substituir, o termo “direc¢dao” pela ex-
pressdo “ponto improprio”, de modo que toda a geometria euclidea-
na pode ser traduzida na nova linguagem. De resto, a nogdo de
“ponto impréprio” ndo € uma no¢ao projectiva, no sentido aqui in-
dicado, visto que as projectividades ndo respeitam necessariamente
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a propriedade de “ser impréprio” (isto €, podem transformar pontos
improprios em pontos préprios).

Duas figuras dizem-se equivalentes ou indistinguiveis numa da-
da geometria, quando sdo equivalentes a respeito do grupo desta
geometria. Assim, p. ex., um ponto proprio serd indistinguivel dum
ponto improprio em geometria projectiva (mas ja ndo em geometria
afim); dois paralelogramos serdo sempre equivalentes em geometria
afim, mas ndo em geometria euclideana, etc.

Como se viu no §16°, o produto de duas homologias pode nio
ser uma homologia, mas é necessariamente uma colineag@o. Portan-
to, se executarmos sucessivamente varias homologias (em nimero
finito), o resultado serd sempre uma colineagéo. Pois bem: demons-
tra-se que, reciprocamente, toda a colineagcdo se pode obter deste
modo, isto €, como produto dum niimero finito de homologias.

Em particular, prova-se que toda a colineagdo entre dois planos
pode ser obtida mediante um niimero finito de projeccoes centrais.
Analogamente: toda a afinidade entre dois planos pode ser obtida
mediante um niimero finito de projeccdes paralelas.

Daqui se conclui que as propriedades projectivas das figuras
planas sdo aquelas que se mantém inalteradas em projeccdo cen-
tral.) Analogamente: as propriedades afins das figuras planas sdo
aquelas que se mantém inalteradas em projeccdo paralela.

Outra consequéncia serd esta: A imagem projectiva duma cir-
cunferéncia é sempre uma conica (recorde-se o que foi dito no
§ 14°). Portanto, duas conicas sdo sempre indistinguiveis em geo-
metria projectiva. As no¢des de “elipse”, “hipérbole” e “pardbola”
ndo tém carécter projectivo: sdo nog¢des afins, uma vez que toda a
transformacao afim deixa invariante a recta impropria do plano e
portanto o género da conica. Do mesmo modo, a no¢do de circunfe-
réncia nao tem cardcter afim: € uma nog¢ao euclideana.

Note-se que, embora tenhamos definido “cénica” a partir de
“circunferéncia”, a no¢do de conica pode, como nocdo projectiva
que €, ser definida exclusivamente a partir do conceito de recta, co-
mo se faz nos cursos de geometria projectiva.

(1) —E assim precisamente que se define “propriedade projectiva” no inicio da geometria
projectiva, tal como foi fundada por Poncelet.
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A imagem afim da circunferéncia é a elipse. Em toda a afinidade,
o centro O duma circunferéncia [c] (centro de simetria da curva [c]) €
transformado no centro O’ da elipse [c]’, imagem da circunferéncia,
visto tratar-se duma propriedade afim. Dois didmetros da circunferén-
cia que sejam perpendiculares entre si sdo transformados em dois dia-
metros da elipse, que ja ndo sdo geralmente perpendiculares entre
si — mas que conservam dos primeiros a seguinte propriedade afim:
cada um deles divide ao meio as cordas que sdo paralelas ao outro.

Dizem-se conjugados dois didmetros nestas condigdes (fig. 37).
Prova-se que, se a elipse ndo se reduz a uma circunferéncia, existem
dois e s6 dois didmetros conjugados da elipse, perpendiculares entre
si: s80 os chamados eixos da elipse. Este facto é bem visivel no estu-
do da projec¢ao ortogonal da circunferéncia, em que os eixos da elip-
se aparecem como as projeccdes dos didmetros de nivel e de maior
declive. As propriedades axiais da elipse, e das conicas em geral, sdo
visivelmente propriedades métricas (relativas), visto que dependem
da nogdo de perpendicularidade e, portanto, da nocdo de igualdade
de distdncias. O mesmo se diga das propriedades focais das conicas.

Por sua vez, a no¢do de assintota € j4 uma no¢ao afim, mas nao
uma no¢ao projectiva — o que explica o facto apontado no final do
§14°.

__________

Fig. 37 — Os diametros AB, CD da circunferéncia |c| perpendiculares entre si, séo
transformados pela afinidade ¢ nos didmetros A’B’, C’D’ da elipse, conjugados en-
tre si.
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§ 18.° Exemplo duma geometria métrica nao euclideana

Como vimos, passa-se da geometria projectiva para a geometria
afim, fazendo a distin¢do entre pontos proprios € pontos impro-
prios, isto €, fixando em R, um plano privilegiado como o plano do
infinito. Por sua vez, passa-se da geometria afim para a geometria
euclideana, introduzindo em R, a no¢do de “igualdade de segmen-
tos” (ou de “equidistancia” ou de “circunferéncia”).®

Todavia, a no¢do de igualdade de segmentos pode ser introduzi-
da de maneira diferente da usual, como vamos ver, limitando-nos ao
caso do plano projectivo. Consideremos um plano o de E e fixado
um ponto O fora de o, convencionemos chamar distdncia entre dois
pontos A, B de o ao Angulo das rectas OA e OB. E facil ver que, com
tal defini¢do, a distancia entre dois pontos quaisquer € sempre fini-
ta, 0 que torna impossivel a distin¢c@o entre pontos préprios e pontos
do infinito: toda a recta tem comprimento finito (precisamente igual
a 1 radianos). Fica, portanto, assim introduzida no plano o uma
geometria métrica — chamada geometria plana de Riemann — onde
ndo existe a nocdo de paralelismo: duas rectas distintas encontram-
-se sempre a distancia finita. O grupo desta geometria serd pois
constituido pelas transformag¢des do plano que conservam as distan-
cias, tais como agora foram definidas — transformacdes a que cha-
maremos congruéncias riemannianas. E curioso notar que, nesta
geometria, sO existem semelhancas de razdo 1; isto €, as semelhan-
cas reduzem-se aqui as congruéncias. Um outro facto notével € que
existe nesta geometria o conceito de rotacdo, mas nao o de transla-
¢ao (pois que ndo existe o de paralelismo).

A partir da referida nocao de distancia podem definir-se agora
em O outras no¢des métricas, como, p. €x., a de amplitude dum dn-
gulo ABC — que também pode ser definida directamente dizendo
que a amplitude de ABC é igual a do diedro ABOC. Prova-se entio
que a soma dos angulos internos dum tridngulo € sempre superior a
180° (basta atender ao facto andlogo verificado com os triedros).

(1) — Em geometria projectiva complexa, a métrica euclideana introduz-se de maneira ele-
gante, fixando o circulo absoluto, isto €, a cnica imagindria que se assume como inter-
sec¢d@o de qualquer esfera com o plano do infinito. As semelhangas ser@o entéo as coli-
neacgdes que deixam invariante o circulo absoluto.
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E claro que, por este processo, a geometria riemanniana é intro-
duzida em o a partir da métrica euclideana previamente admitida
em R,. Todavia, a geometria de Riemann pode ser fundada (mesmo
no espaco tridimensional), de maneira autonoma, sobre um sistema
privativo de postulados, que diferem naturalmente dos da geometria
euclideana. De resto, foi sob esta forma independente que Riemann
a apresentou, a fim de mostrar a possibilidade 16gica duma geome-
tria em que o postulado de Euclides:

“Por um ponto ndo pertencente a uma recta passa sempre uma
paralela a essa recta e uma sé”
fosse substituido por este outro:

“Por um ponto ndo pertencente a uma recta ndo passa nenhuma
paralela a essa recta”.

Analogamente, Lobatchewsky (1793-1856) fora conduzido a
geometria que tem o seu nome, substituindo o postulado de Euclides
por este outro: “Por um ponto ndo pertencente a uma recta passa uma
infinidade de paralelas a essa recta”. Na geometria de Lobatchewsky,
a soma dos angulos dum tridngulo € sempre inferior a 180°

Porém, uma coisa é a possibilidade l6gica duma geometria co-
mo sistema compativel de convengdes, outra coisa € a sua possibili-
dade fisica, como descri¢do simplificada do Universo. Ora, sucede
que, em fisica moderna, nomeadamente na teoria da relatividade,
em Optica e na teoria geral da propagacdo das ondas, as geometrias
de tipo riemanniano® se t€m revelado por vezes mais adequadas do
que a geometria euclideana. Assim, em relatividade geral, as rectas
(ao longo das quais se propagam os raios luminosos) aparecem co-
mo linhas fechadas de comprimento finito, o que se traduz em afir-
macoes perturbadoras do senso comum, tais como esta: “O espago
fisico € curvo e finito”. Todavia, a teoria da relatividade geral apli-
ca-se ao mundo astronémico. Ora, no mundo médio em que nos mo-
vemos, a geometria euclideana d4 uma aproximagdo suficiente da
realidade, pelo que seria uma initil complicag@o recorrer neste caso

(1) — Note-se que, além da geometria riemanniana elementar aqui considerada, ha ainda as
geometrias diferenciais de Riemann, de que nio € possivel dar aqui uma ideia. Com as
suas concepg¢des geométricas, Riemann (1826-1866) foi um genial precursor da fisica
moderna.
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a outras geometrias. (Dizia Poincaré: “Nao hd geometrias verdadei-
ras ou falsas, ha apenas geometrias mais ou menos comodas”).

Numa pequena extensdo, o esquema riemanniano confunde-se
pois praticamente com o esquema euclideano — o que estd em per-
feita analogia com este facto que nos € familiar: uma por¢édo de su-
perficie liquida da Terra, que, numa pequena extensao pode ser
perfeitamente considerada plana, numa grande extensdo deve ser
considerada esférica ou mesmo elipsoidal — abstraindo sempre, €
claro, das inevitaveis ondula¢des da superficie.

§ 19.° Geometria analagmatica

Tornemos ao espago euclideano, R,. Fixados um ponto O de R,
e um segmento OA ndo nulo, chama-se inversdo de centro O e de uni-
dade OA a transformacdo ¢ que, a cada ponto P de R, distinto de O,
faz corresponder o ponto P’ da semi-recta OP (de origem O), tal que

[2] dist (O, P’) = — ,
dist (0, P)

tomando para unidade de medida das distdncias o comprimento de
OA. Porém, a transformacio ¢ ndo fica assim definida em todo o es-
paco, uma vez que se excluiu a hipétese P=0. Como desfazer esta
excepcao? E claro que, sendo P= 0O viria, pela formula [2], OP’ =oo;
isto é: o transformado de O por meio de ¢ deveria ser um ponto O’ a
distdncia infinita de O. N@o existem tais pontos em R,, mas existem,
Como vimos, em E; simplesmente, em E, esses pontos a0 em numero
infinito, e ndo sabemos qual deles deva ser O’, para que a transforma-
cdo ¢ resulte univoca. Portanto, para que ¢ seja uma transformacao
univoca (e até biunivoca) do espaco inteiro sobre si mesmo, devemos
fazer a adjungdo dum iuinico ponto impréprio a R,: obtém-se deste
modo o chamado espaco analagmdtico, que representaremos por R .

Posto isto, é facil ver (como simples exercicio de geometria
analitica) que, numa inversdo, a imagem duma circunferéncia é
uma recta ou uma circunferéncia, conforme a circunferéncia passa
ou ndo pelo centro da inversdo. Analogamente, numa inversdo, a
imagem duma recta é uma recta ou uma circunferéncia, conforme a
recta passa ou ndo pelo centro da inversdo. Pois bem, chamam-se



258

transformagées circulares ou homociclicas as transformagdes biuni-
vocas do espago R*% sobre si mesmo que deixam invariante a familia
constituida pelas rectas e pelas circunferéncias (permutando-as entre
si); e prova-se que foda a transformagdo circular é o produto duma
semelhanga por uma inversdo. As transformacdes circulares for-
mam pois um grupo, denominado o grupo analagmdtico, o qual, por
sua vez, caracteriza a chamada geometria analagmadtica. E 6bvio
que nesta geometria nenhuma distingdo existe entre “recta” e “cir-
cunferéncia”.

Facilmente se reconhece ainda que o plano é equivalente a su-
perficie esférica em geometria analagmdtica. Com efeito, conside-
remos (fig. 38) uma esfera [€] e um plano 7 tangente a [€] no ponto
T, e seja O o ponto de [€] diametralmente oposto a T; € facil ver,
aplicando um teorema de geometria elementar ), que a inversao de
centro O e de unidade OT faz corresponder a cada ponto P de [€]
distinto de O, a projecg¢do central P’ de P sobre T a partir de O (e ao
ponto O, como ja se disse, o ponto improprio). Esta projeccio €
usada em cartografia com o nome de “projeccdo estereografica”.
Supondo desenhada sobre [€] uma rede de paralelos e meridianos,
de modo que os meridianos passem por O e T, € evidente que, em
projec¢ao, os meridianos irdo aparecer como rectas passando por T
e os paralelos como circunferéncias de centro 7.

or 1L PT
PT 1 OP’

Fig. 38

(1) — Qualquer cateto é a média geométrica entre a hipotenusa e a sua projec¢do sobre a
hipotenusa.
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Com o emprego das inversdes, podem resolver-se de maneira
elegante varios problemas de geometria elementar, alguns deles
classicos, como, p. ex., o dos circulos de Apoldnio, em que se pede
uma circunferéncia tangente a trés circunferéncias dadas.

§ 20.° Topologia do espaco euclideano

Recordemos que, em R, , se chama esfera de centro C e de raio r
ao conjunto de todos os pontos cuja distdncia a C € < r. (Entende-se
portanto aqui “‘esfera” no sentido normal, isto €, como s6lido). Pos-
to isto, passamos a definir alguns conceitos relativos a R, .

DEFINICAO 1 — Chamaremos vizinhanca dum ponto P a toda
a esfera de centro P,

(Em geometria euclideana bidimensional ou unidimensional, te-
remos defini¢des andlogas de “vizinhanga”, substituindo “esfera”
por “circulo” ou por “segmento”).

DEFINICAO 2 — Diz-se que uma sucessio de pontos P,, P,, ...,
P, ..., converge para um dado ponto M (ou tem por limite M) e es-
creve-se entao

lim P =M,

quando, qualquer que seja a vizinhanga V de P, existe sempre uma
ordem v, a partir da qual fodos os pontos da sucessdo pertencem a V
(isto é, sdo pontos da esfera V).

E claro que a ordem v dependers em geral de V, sendo tanto
mais elevada quanto menor for o raio de V. Mas pode também isto
nao acontecer, como se verifica, p. €x., no caso em que todos os pon-
tos coincidem com M (tendo-se entdo, manifestamente, lim P = M).

DEFINICOES 3 - 6 — Seja A um conjunto qualquer de pontos.
Diz-se que um dado ponto M € interior a A, quando existe pelo
menos uma vizinhanga de M contida em A (isto é, formada sé de
pontos de A). Diz-se que M € exterior a A, quando € interior ao con-
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junto complementar de A (isto é, ao conjunto de todos os pontos
que ndo pertencem a A). Diz-se que M € aderente a A, quando ndo €
exterior a A. Diz-se que M é ponto fronteiro de A, quando ndo €
nem interior nem exterior a A.

E fécil ver que o conceito de ponto aderente pode ser definido
directamente deste outro modo:

DEFINICAO 5 * — Diz-se que M é aderente a A, quando, em
cada vizinhanga de M, existe pelo menos um ponto de A.

DEFINICOES 7 — 10 — Chama-se interior, exterior; fecho, fron-
teira dum conjunto A ao conjunto dos pontos respectivamente inte-
riores a A, exteriores a A, aderentes a A, fronteiros de A. (E claro
que: fecho = interior + fronteira).

DEFINICOES 11 — 15 — Um conjunto diz-se aberto quando
coincide com o seu interior (isto €, quando todos os seus pontos lhe
sdo interiores); diz-se fechado quando coincide com o seu fecho (is-
to €, quando contém a fronteira). Dois conjuntos A, B dizem-se ade-
rentes ou anexos (entre si), quando existe pelo menos um ponto de
um deles que € aderente ao outro; dizem-se desconexos (entre si) no
caso contrdrio. Um conjunto diz-se conexo (em si), quando ndo é
decomponivel em dois conjuntos desconexos entre si; diz-se desco-
nexo no caso contrario.

Exemplos: Uma esfera € um conjunto fechado; o seu interior,
um conjunto aberto. O conjunto de pontos constituido pelo interior
duma esfera acrescido de metade da superficie (excluida a outra
metade) ndo é aberto nem fechado: o espago inteiro R, € um con-
junto simultaneamente aberto e fechado. Uma esfera € um conjunto
conexo; o conjunto dos pontos de duas esferas que ndo se tocam é
um conjunto desconexo.

DEFINICOES 16 — 17 — Diz-se que M é ponto de acumulagdo
de A, quando € aderente ao conjunto dos pontos de A distintos de
M; diz-se que M € isolado de A, no caso contrério.
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Consideremos, p. ex., um conjunto C constituido por dois tinicos
pontos A, B; € facil ver que A, B sdo aderentes a C, sem serem pon-
tos de acumulagéo de C: sdo pontos isolados de C. Note-se ainda
que C ndo tem pontos interiores: diz-se entdo que o seu interior € o
conjunto nulo ou vazio, caracterizado pela auséncia de pontos. Ana-
logamente, o espago R, ndo tem pontos fronteiros: a sua fronteira €
0 conjunto vazio.

Por convengdo, o conjunto vazio diz-se contido em qualquer
conjunto.

Todas as defini¢des precedentes, a partir da 4°, sdo baseadas no
conceito de “ponto interior”. Mas é facil ver que, por sua vez, este
conceito pode ser definido a partir do de “ponto aderente”, da se-
guinte maneira: diz-se que M € interior a A quando ndo € aderente
ao complementar de A. Portanto, todas as no¢des introduzidas po-
dem ser expressas a partir da no¢do de “ponto aderente”. (De resto,
todas podem ser definidas a partir de uma qualquer de entre elas;
assim, p. ex., dizer que M € interior a A, equivale a dizer que M per-
tence a A sem pertencer a fronteira de A: dizer que M € aderente a A
equivale a dizer que todo o conjunto fechado que contiver A tam-
bém conterd M, etc.). Por outro lado, € f4cil ver que:

Se existe pelo menos uma sucessdo de pontos de A convergente
para M, entdo M é aderente a A. Com efeito, se existe uma sucessao
de pontos P, P,, ..., P, ... todos de A, tal que lim P, = M, em cada
vizinhanga de M haver4, pela Def. 2, pontos da sucessao e, portanto,
de A, o que significa que M € um ponto aderente a A (Def. 5*).

Ocorre agora perguntar se a proposi¢ao reciproca da precedente
— “Todo o ponto aderente a A € limite de alguma sucessao de pontos
de A” — € ou ndo verdadeira. A resposta € afirmativa, quando se ad-
mite um axioma légico introduzido pelo matematico ZERMELO.
Simplesmente, nem todos os matematicos aceitam o axioma de Zer-
melo, a volta do qual se tém travado longas discussdes; de modo
que, para os matematicos ndo zermelianos, a questdo continua (e é
natural que continue eternamente) em aberto.

O conceito de funcdo continua apresenta-se em Geometria do
mesmo modo que em Andlise, e pode ainda aqui ser definida de
dois modos diversos:
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Segundo HEINE. Consideremos dois conjuntos A, B de pontos e
uma transformac¢do univoca ¢ de A sobre B. Sendo M um ponto
qualquer de A e M* a imagem de M por meio de ¢, diz-se que ¢ é
continua em M, quando ¢ transforma toda a sucessao P,, P,, ..., P,, ..

de pontos de A convergente para M numa sucessdo P¥, P¥, ..., P¥, ...
de pontos de B convergente para M*; isto €, em simbolos:

lim P, = M — lim P* = M*.

(Intuitivamente, podiamos dizer: ¢ é continua em M, quando
transforma pontos de A infinitamente proximos de M em pontos de
B infinitamente préximos de M*).

Segundo CAUCHY. Mantidas as hipéteses precedentes, diz-se
que ¢ é continua no ponto M, quando, qualquer que seja a vizinhan-
ca Wde M*, é sempre possivel determinar uma vizinhanca V de M,
de modo que as imagens (por meio de ¢) dos pontos de A perten-
centes a V estejam todas em W.

Fig. 39 — Este diagrama esclarece a no¢do de continuidade a Cauchy. Por menor
que seja o raio da vizinhanga W de M*, € sempre possivel associar-lhe uma vizi-
nhanca V de M, de modo que as imagens dos pontos de A pertencentes a V estejam
todas em W (regido pontuada).

Posto isto, € facil ver que, se ¢ é continua em M no sentido de
Cauchy, também sera continua em M no sentido de Heine. Mas, para
demonstrar a proprosicao reciproca, € necessario recorrer a0 axioma
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de Zermelo. Assim, para os matematicos zermelianos, nenhuma dis-
tincdo existe entre continuidade a Heine e continuidade a Cauchy,
enquanto, para os nao zermelianos, a questao continua em aberto.

Em tudo o que se segue, referir-nos-emos ao conceito de conti-
nuidade no sentido de Cauchy — sem com isto pretender assumir
uma posicado no referido pleito acerca do axioma de Zermelo.

Podemos agora demonstrar o seguinte

TEOREMA — Para que uma transformac¢do univoca ¢ de A sobre
B seja continua num dado ponto M de A, é necessério e suficiente que
¢ transforme todo o subconjunto de A a que € aderente M, num sub-
conjunto de B a que € aderente M* (imagem de M por meio de ¢).

A condicdo é necessdria. Suponhamos que ¢ é continua em M.
Designe entdo C um subconjunto qualquer de A a que M seja ade-
rente, e C* a imagem de C por meio de ¢. Vamos provar que fam-
bém M* é aderente a C*. Com efeito, dada uma vizinhangca W qual-
quer de M*, existird sempre uma vizinhanca V de M tal que as ima-
gens dos pontos de A pertencentes a V estejam todas em W; mas,
sendo M aderente a C, haverd pelo menos um ponto de C contido
em V (Def. 5 *) e a sua imagem serd um ponto de C* contido em W.
Assim, em cada vizinhanca W de M* existird pelo menos um ponto
de C*, o que significa que M* € aderente a C*.

A condicdo é suficiente. Suponhamos que ¢ ndo é continua em
M. Quer isto dizer que existe alguma vizinhanca W de M* tal que,
em foda a vizinhangca V de M, se encontrem pontos de A com as
imagens ndo situadas em W. Seja entdo C o conjunto de todos os
pontos de A cujas imagens ndo pertencem a W: como acabamos de
ver, M é aderente a C, enquanto M* ndo € aderente a C*, uma vez
que na vizinhanca W de M* ndo existe nenhum ponto de C*. Por
conseguinte, se ¢ transforma cada subconjunto de A a que € aderen-
te M num subconjunto de B, a que € aderente M*, ¢ ndo pode deixar
de ser continua em M, q. e. d.

Quando uma transformacao ¢ € continua em todos os pontos do
conjunto A em que é definida, diz-se simplesmente que ¢ € uma
transformagdo continua. Em virtude do teorema precedente, as
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transformacdes continuas podem ser definidas simplesmente como
as transformagoes univocas que respeitam a propriedade da ade-
réncia.

Daqui resulta imediatamente que o produto de duas transforma-
¢Oes continuas é também uma transformagdo continua.

E f4cil ver ainda que foda a transformagdo continua transforma
conjuntos conexos em conjuntos conexos (veja-se fig. 40); mas pode
transformar um conjunto fechado num conjunto nédo fechado. (Vere-
mos contudo que jé assim nao sucede emE).

Diz-se bicontinua, toda a transformag@o biunivoca continua cuja
inversa € também continua.

As transformagGes bicontinuas sdo também chamadas homeo-
morfismos.

Fig. 40 — Esta figura d4-nos a ideia intuitiva duma transformacao descontinua ao
longo duma linha. O conjunto conexo F € transformado no conjunto desconexo F*.
E destruida pois a aderéncia ao longo da linha considerada.

Representemos por G, a familia de todos os homeomorfismos
do espaco R, sobre si mesmo. Do que fica dito resulta que:

G, é um grupo — o grupo dos homeomorfismos de R,. Ao grupo
corresponderd, segundo o ponto de vista de F. Klein (§ 17°), uma
determinada geometria. Pois bem, chama-se topologia ou analysis
situs essa geometria, que consistird portanto no estudo daquelas
propriedades das figuras (chamadas propriedades topoldgicas) que
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sdo respeitadas por todas as transformacdes pertencentes a G,. Se,
por outro lado, recordarmos que os homeomorfismos podem ser de-
finidos como as transformagées biunivocas que respeitam (nos dois
sentidos) a propriedade da aderéncia, segue-se que as nogoes topo-
logicas sdo todas aquelas que se podem definir logicamente a partir
da nog¢édo de aderéncia (tomada para Gnica no¢do primitiva) — como,
p. ex., as de interior, fronteira, conjunto fechado, etc. Assim, se ¢
€ um homeomorfismo de R,, hi-de transformar o interior de cada
conjunto F no interior do conjunto transformado F*, a fronteira de
F na fronteira de F*, etc.; além disso, deve transformar conjuntos
fechados em conjuntos fechados, conjuntos abertos em conjuntos
abertos , etc.

Em particular, sdo homeomorfismos de R, todas as transforma-
coes afins desse espago (as projectividades ndo sdo definidas em R;).
Mas os homeomorfismos podem produzir deformacdes muito mais
profundas do que as transformagdes afins. Para ter uma ideia intuitiva
do que possam ser tais deformagdes, imaginemos uma membrana de
cautchu que seja estirada ou destorcida de qualquer maneira: uma fi-
gura desenhada sobre a membrana sofrerd entdo uma deformagﬁo, em
que geralmente a colinearidade dos pontos ndo € respeitada; s quan-
do a distensdo for uniforme, em direc¢des determinadas, se terd uma
deformacgdo afim (fig. 41). Por outro lado, a ruptura da membrana
dar-nos-4 a ideia duma transformacao descontinua.

<« —
- o
D ——
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Fig. 41

Encontramos um exemplo sugestivo de descontinuidade no estu-
do da planificacao (transformacdo pontual biunivoca duma superficie
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curva sobre um dominio plano, no qual se mantém inalterados os
comprimentos das linhas tragadas sobre a superficie). Ao planificar,
p. €x., uma superficie conica de 2* ordem, € indispensavel cortd-la
por uma das geratrizes: a transformacdo serd pois descontinua nos
pontos dessa geratriz, chamada geratriz de corte ou de abertura da
planificacao.

Duas figuras dizem-se homeomorfas, quando s@o equivalentes em
topologia, isto €, quando € possivel transformar uma na outra median-
te um homeomorfismo. Por ex., uma circunferéncia € homeomorfa
ndo sO a uma elipse, como ainda a um tridngulo ou a um poligono
qualquer ndo estrelado; mas ja nao serd homeomorfa a uma coroa cir-
cular. Uma esfera é homeomorfa a um cubo mas n@o a um toro, etc.

A topologia é um ramo da Matemadtica ainda em plena evolu-
c¢do, no qual se concentra hoje a actividade dum grande numero de
investigadores em todo o mundo.

Sao conhecidos vérios problemas de topologia com caracter
recreativo. Um exemplo € o das pontes de Konigsberg: havia no
tempo de Euler, em Konigsberg, sete pontes sobre o rio Pragel, com
a disposi¢ao indicada no esquema da fig. 42; Euler lembrou-se de
pOr o seguinte problema: “Como atravessar as sete pontes sem pas-
sar duas vezes pela mesma?”’; o problema € impossivel.

Fig. 42

Um problema cléssico da topologia € o que se refere ao teorema
das quatro cores. Imaginemos o mapa dum pais qualquer, real ou
ficticio, dividido em varias regides; diz a experiéncia que, para co-
lorir um tal mapa de modo que ndo fiquem com a mesma cor duas
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regides aderentes ao longo duma linha, nunca s3o necessdrias mais
de quatro cores. Procurou-se demonstrar racionalmente este facto
empirico (que constitui na verdade um teorema de topologia), mas
até hoje tém sido vaos todos os esfor¢os nesse sentido: conseguiu-se
jé demonstrar que ndo s@o precisas mais de cinco cores, mas a expe-
riéncia diz que bastam 4.

Sdo ainda problemas de topologia varias outras questdes que
costumam ser apresentadas a titulo recreativo, como, p. ex., aquela
de ligar trés casas com trés pocos por meio de nove estradas que
ndo se cruzem (problema impossivel) ou a de tragar uma figura sem
percorrer duas vezes a mesma linha (fig. 43).

Fig. 43

(Para ver que, p. ex., este ultimo € um problema de topologia,
basta notar que a sua solucdo nao depende do facto da figura ser
formada de segmentos de recta, mas apenas da maneira como se li-
gam estes segmentos: a solugcdo serd a mesma em qualquer figura
homeomorfa a primeira, como, p. ex., a fig. 44).

Fig. 44
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Nao se va contudo ajuizar destes exemplos que o interesse da
topologia se limita a problemas de almanaque. De maneira nenhumal!
Todo o edificio da anélise assenta sobre a topologia: os mais difi-
ceis e importantes problemas de andlise € de geometria contém ge-
ralmente, na sua raiz, uma questdo de topologia.

§ 21.° Topologia do espaco projectivo

Ja atrés se disse que as transformacdes afins de R, sdo homeo-
morfismos. Para saber se podemos afirmar o mesmo a respeito das
transformagdes projectivas de R, necessdrio se torna, primeiro que
tudo, especificar qual seja a topologia deste espaco.

Comecemos pela nogao de limite. Quando se dird que uma dada
sucessdo P,, P,, ..., P,,... de pontos de R, tem por limite ou con-
verge para um dado ponto M de R, ?

Se os pontos considerados s3o todos proprios, estamos ainda em
R, e continua portanto a ser vélida a Def. 2 do § 20°. Mas, se M €
improprio, ja ndo faz sentido falar de “esfera com centro em M”.
Diremos entdo que a sucessdo (P,) converge para M, e escreveremos
lim P, = M, quando, fixado arbitrariamente um ponto prdprio O, se
verificarem as duas seguintes condicoes:

1) a distancia de O a P, tende para infinito com n, isto €, dado
um numero positivo p, por maior que ele seja, haverd sempre uma
ordem v a partir da qual se tem dist (O, P,) > p.

2) o angulo de OP, com OM tende para 0 quando n — oo.

E claro que esta defini¢do terd um sentido, mesmo que alguns
ou todos os pontos P, P,, ... sejam improprios.

Por outro lado, € facil ver que o facto da sucessdo (P,) convergir
ou ndo para M néo depende do ponto O escolhido para referéncia.
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Vejamos agora como definir um conceito de vizinhanca, a partir
do qual seja possivel introduzir a precedente no¢ao de limite, se-
gundo a Def. 2 do § 20° (tal como em R,). Seja ainda O um ponto
proprio fixado ao arbitrio. Dado um ndmero € > O, chamaremos vi-
zinhan¢a € dum ponto impréprio M ao conjunto de todos os pontos
P de —R_3 , cuja distancia a O é > 1/¢ e tais que o angulo das rectas
OP e OM é < € (fig. 45).

E fécil ver que esta nog¢ao de vizinhanca satisfaz ao requisito in-
dicado. Por outro lado, continuando a chamar vizinhangas de cada
ponto proprio as esferas com centro nesse ponto, podemos introdu-
zir em R, uma estrutura topolégica como em R,, segundo as defini-
coes do § 20°.

Fig. 45

(Note-se que a topologia de R, pode ainda ser introduzida a partir
duma outra no¢ao de vizinhanga, em que se utiliza a métrica rieman-
niana a que nos referimos no § 18°. Chamando agora vizinhanga de
cada ponto M de R, toda a esfera riemanniana de centro M, vé-se que
as definicdes de ponto aderente, ponto interior, etc., resultam equiva-
lentes as que sdo dadas a partir da anterior no¢do de vizinhanca).

Importa, contudo, notar que a topologia do espago projectivo é
muito diferente da topologia do espago euclideano. Por exemplo, ao
contrario do que sucede com a recta euclideana, a recta projectiva €
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homeomorfa a circunferéncia (como se pode reconhecer mediante
uma projecgao estereografica, andloga a que se considerou na fig. 37).
Do mesmo modo, em E a circunferéncia € homeomorfa a hipérbo-
le, o que ndo sucede em R,, onde a hipérbole € formada de dois ra-
mos desconexos, homeomorfos a recta euclideana (ndo esquecendo
que, em R, a hipérbole tem mais dois pontos que em R,, os quais
estabelecem a conexao entre os dois ramos).

Conjuntos que sdo fechados em R, deixam de o ser em R,, co-
mo sucede, p. ex., com uma recta euclideana, a qual falta, em E,
um ponto fronteiro improprio.

Teoremas que sdo verdadeiros em R, ndo o sio em R, e vice-
-versa. Por exemplo, o teorema de Bolzano-Weierstrass, que em E,
se enuncia “Todo o conjunto A com um numero infinito de pontos
admite pelo menos um ponto de acumulacdo” nao pode ser enuncia-
do com tal generalidade em R,, exigindo-se neste caso a condi¢ao
de ser limitado o conjunto A. Analogamente, o teorema “Toda a
transformacao continua transforma conjuntos fechados em conjun-
tos fechados” é verdadeira em R, mas niio em R,.

No espaco analagmatico R} a topologia pode ser introduzida
muito simplesmente, tomando como vizinhangas de cada ponto pro-
prio P as esferas com centro em P e como vizinhancas do ponto im-
proprio os exteriores das esferas com centro num ponto fixo O, ar-
bitrario. Interessa observar que, neste espaco, o teorema de Bolza-
no-Weierstrass se enuncia como em R E ainda de notar que a recta
analagmatica se identifica com a recta projectiva.

§ 22.° Conceito de linha

Uma das nog¢des topoldgicas mais importantes é a no¢ao de li-
nha, que os matematicos t€m procurado, através dos séculos, fixar
em termos légicos precisos. O conceito intuitivo de linha é o de
“trajectéria dum ponto movel”. Vejamos, porém, como definir logi-
camente tal conceito.

Dizer que um ponto P se move equivale a dizer que P é funcao
® duma varidvel real ¢ (varidvel tempo), funcdo essa definida num
intervalo [a, b]. Em simbolos:

[1] P=06({) (a<t<h).
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Dizer que este movimento é continuo equivale a dizer que a
fun¢do ¢ € continua em todo o intervalo considerado — e ja sabemos
o que tal significa (§ 20°), se recordarmos que o conjunto dos nu-
meros reais pode ser identificado com a recta euclideana e o inter-
valo [a, b] com um segmento de recta. Notemos ainda que, na tra-
jectoria de P, os pontos ficam dispostos numa ordem determinada,
tal como os pontos duma recta mediante, uma relagdo de “situado
entre”. Surge-nos assim naturalmente a seguinte

DEFINICAO - Linha continua é todo o conjunto ordenado de
pontos que se pode obter por transformacdo continua dum segmento
de recta, eventualmente privado de um ou dos dois extremos.

E claro que, com a tltima restri¢do, ficam incluidas nesta defi-
nicao as rectas e as semi-rectas euclideanas. P. ex., a fungdo y=tanx
representa uma transformacdo continua (e até bicontinua) do inter-
valo aberto (—mt/2, ®/2) sobre o intervalo aberto (—eo, +0o0), isto €,
sobre a recta euclideana.

Consideremos um segmento AB e uma transformacgio continua
® de AB sobre uma linha C=® (AB). Virios casos se podem apre-
sentar:

0O A M B
I- ______ I[ T B: ------
A M= 1)
Fig. 46

1) A transformacdo @ € biunivoca e portanto bicontinua. Entdo
a linha C serd homeomorfa ao segmento de recta: chamar-lhe-emos

arco simples (fig. 46).

A?EBJ

Fig. 47
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2) As imagens A’B’ dos extremos de AB coincidem, mas tal nio
acontece com as imagens de outros pontos de AB. Entdo C é ho-
meomorfa a uma circunferéncia: chamar-lhe-emos linha fechada
simples (fig. 47).

A M N P B

A’

M’EN’EP’

Fig. 48

3) Ha pontos M, N, ..., de AB distintos dos extremos, cujas ima-
gens M’, N’, ... coincidem. Chama-se grau de multiplicidade dum
ponto X de C ao nimero de pontos de AB distintos dos extremos,
que t€m por imagem X; o ponto X diz-se simples, duplo, triplo, etc.,
conforme o seu grau de multiplicidade € 1, 2, 3, etc.; diz-se muilti-
plo, se ndo € simples (fig. 48).

Compare-se o conceito de “linha continua” com o de “sucessdo
de pontos”: enquanto o termo geral duma sucessao € fungdo da va-
riavel natural n, o ponto gerador duma linha continua € funcao duma
variavel real ¢; entre dois pontos distintos duma linha existe sempre
uma infinidade de pontos da linha, ao contrdrio do que acontece nu-
ma sucessdo. A ideia de “consecutivo” opde-se a de continuidade.

Fixado em R, um referencial cartesiano OXYZ constituido por
trés eixos perpendiculares ou obliquos entre si, cada ponto M duma
linha C ser4 individuado por um terno ordenado (x, y, z) de niimeros
reais: abcissa, afastamento e cota. Quer isto entdo dizer que a trans-
formacdo @, definidora da linha C, serd individuada por trés fun-
coes reais @,, @,, @, € a expressdo [1] resultard portanto equivalente
ao sistema de equacdes

x=q,()
[2] y=0,(2)
Z2=Q,(1)
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com

v
e

Fig. 49

E claro que a varidvel 7 ndo precisa de ser aqui pensada como
varidvel tempo: é simplesmente uma varidvel real, chamada neste
caso o pardmetro (cujos valores determinam os diferentes pontos da
linha).

E fécil ver, por outro lado, que a continuidade da transformacéo
® se traduz agora na continuidade simultdnea das fung¢des @, , @,, @;.

As 1gualdades [2] s@o chamadas equacdes paramétricas da li-
nha C. Em geometria plana haverd apenas duas coordenadas e, por-
tanto, apenas duas equacdes paramétricas:

[3]

a<t<bh).

{x =,()
Y =0,(2)

A eliminacdo de () entre as equagdes [3] conduz a uma relacao
entre x € y, que poderd ser expressa igualando a zero uma conve-

niente fungdo real f(x, y); obtém-se deste modo a chamada equacdo
implicita de C:

(4] f(x,y) =0.
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Se esta equacdo for resoldvel, p. ex., em ordem a y, de modo
que se obtenha y como fungdo univoca de x, pode escrever-se a
equacao da linha sob a forma explicita

y = F(x).

Uma equacdo em duas varidveis x, y diz-se algébrica, quando €
redutivel a forma dum polinémio (inteiro) em x, y igualado a zero;
diz-se transcendente no caso oposto. Dada uma equacdo em duas
variaveis f(x, y)=0, podem existir infinitos pares ordenados (x, y) de
nimeros reais que a verifiquem: cada um desses pares definira um
ponto do plano. Pois bem, chama-se linha algébrica plana ao con-
junto de todos os pontos do plano cujas coordenadas x, y verificam
uma equacdo algébrica p(x, y)=0. Note-se, no entanto, que uma li-
nha algébrica pode nao ser uma linha continua no sentido atras pre-
cisado, mas sim a reunido dum nimero finito de linhas continuas.

Uma linha algébrica diz-se de ordem n, quando a sua equacao
p(x,y)=0 é de grau n, isto €, quando o valor méximo da soma dos
expoentes de x e de y no polinémio p(x, y) for n. Por exemplo, a li-
nha de equacdo 3x*y—4y?=0 é de 3.* ordem. Se mudarmos o referen-
cial cartesiano, € claro que mudard a equacao da linha, mas prova-se
que ndo muda o grau da equagdo. Quer isto dizer que a ordem duma
linha algébrica plana ndo depende da posicdo da linha, isto é, se
efectuarmos um deslocamento sobre a linha, a sua ordem ndo muda-
rd. Mais ainda: a ordem duma linha algébrica é invariante em todas
as transformagoes afins, o que se pode exprimir dizendo que:

A ordem duma linha algébrica plana é uma propriedade afim
dessa linha.V

Prova-se que as linhas de 1* ordem sdo as rectas e que as de 2*
ordem sdo as cénicas. E claro que, determinar a interseccao duma
recta com uma curva de ordem n, equivale a resolver um sistema de
duas equacgdes em x € y, uma do 1° grau e a outra de grau n; elimi-
nando, p. ex., y entre essas duas equacdes, obtém-se geralmente uma

(1) — Demonstra-se mesmo que a ordem duma linha algébrica € uma propriedade projectiva,
mas para isso € necessario fazer uso das chamadas coordenadas homogéneas, mediante
as quais se representam os pontos do espaco projectivo
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equacdo algébrica de grau n em x, que tem n raizes x,, x,, ..., X,
reais ou imaginarias, todas distintas ou ndo; determinados os valo-
res correspondentes de y, obtém-se finalmente as coordenadas dos
pontos da intersec¢do. Daqui o dizer-se, em sentido figurado, que “a
ordem duma linha algébrica é o niimero de pontos (reais ou imagi-
ndrios, todos distintos ou ndo) em que a linha é encontrada por uma
recta qualquer”. De positivo, temos apenas o seguinte facto:

Uma linha de ordem n ndo pode ser encontrada por uma recta
em mais de n pontos, a ndo ser que contenha essa recta.

Assim, p. ex., uma sinusoide é uma curva transcendente, visto
que pode ser cortada por uma recta em infinitos pontos.

Uma linha algébrica diz-se redutivel quando € formada por linhas
algébricas de ordem inferior; diz-se irredutivel no caso oposto.

Tornando agora a geometria analitica do espago, observemos que
a eliminacdo de ¢ entre as trés equacgdes [2] conduzird, geralmente,
ndo a uma unica equacao, mas a duas equagdes em x, y, z:

(5] {f&nx2)=0

£, % 2)=0
chamadas equacoes implicitas da linha C considerada.

NOTA — Como se viu, o conceito de linha algébrica ndo se refere a um con-
junto ordenado de pontos, mas a um simples conjunto de pontos. Um conceito de
linha continua em que ndo intervém a ordem dos pontos € o da seguinte defini¢do
(devida a Fréchet): chama-se linha continua todo o conjunto fechado e conexo, que
nao contém nenhum conjunto homeomorfo a um circulo. Por exemplo, o conjunto
indicado a negro na fig. 43 &, segundo esta definicdo, uma linha continua, cujos
pontos podem ser ordenados de varios modos, em conformidade com a maneira
por que a linha se supde descrita.

§ 23.° Conceito de superficie

Costuma dizer-se em geometria elementar que uma linha em
movimento gera uma superficie. E assim que surgem, p. ex., os con-
ceitos de “superficie conica”, de “superficie cilindrica” e de “super-
ficie de revolucdo”. Procuremos agora fixar matematicamente esta
ideia intuitiva de superficie.
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Suponhamos que, a cada ndmero real v dum dado intervalo, se
faz corresponder uma linha C do espago: diremos entdo que a linha
varidvel C € fung¢do do pardmetro v. O ponto P gerador da linha va-
ridvel serd pois fun¢do de dois pardmetros u, v:

[6] P=®(u, v),

entendendo-se que, quando u varia num dado intervalo, com v cons-
tante, P descreve uma determinada posi¢do da linha C. Se fixarmos
agora num plano um sistema de eixos ortogonais, € claro que o con-
junto A dos pontos que tém por coordenadas os valores de u e v
considerados € o interior dum rectangulo, acrescido ou nio de pon-
tos fronteiros (fig. 50).

Posto isto, diz-se que C gera (ou é geratriz de) uma superficie
continua X, quando @ (u, v) é funcdo continua de u, v no dominio A,
isto €, quando @ representa uma transformacdo continua do conjun-
to A sobre 2.

Se, por outro lado, fixarmos em R, um referencial cartesiano, o
ponto P serd definido por um terno (x, y, z) de nimeros reais € a ex-
pressdo [6] dard lugar a um sistema de trés equacdes paramétricas

x=0,u, v)
[7] y=9,(1, v) "
z2=Q;(u, v)

em que @,, ¢,, ¢, designam fung¢des reais, continuas no dominio A.
Assim, as equacgOes paramétricas duma superficie devem conter
dois parametros, enquanto as duma linha contém um sé parametro.
Por outro lado, a eliminacdo de u, v entre as equacdes [7] con-
duz, nos casos correntes da pratica, a uma tnica equacio em x, y, z:

f(x, 5 2)=0,

chamada equagcdo implicita da superficie, enquanto para uma linha
se tém duas equacdes implicitas, as quais corresponderdo, natural-
mente, a duas superficies que se cortam segundo essa linha.
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A
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Fig. 50

Chama-se superficie algébrica de ordem n ao conjunto dos pontos
do espago cujas coordenadas cartesianas x, y, z verificam uma equacao
algébrica de grau n (em x, y, z). Demonstra-se que a ordem duma su-
petficie algébrica é uma propriedade afim (e até projectiva) dessa su-
perficie. As superficies algébricas de 1* ordem sdo os planos. Exem-
plos de superficies de 2* ordem (também chamadas quddricas) sao
as superficies esféricas e as superficies conicas de 2% ordem (§ 14°).

A interseccao de duas superficies algébricas de ordens m, n (que
nao contenham uma superficie comum) é chamada linha algébrica
de ordem mn. Por exemplo, a intersec¢do de duas qudadricas serd,
em geral, uma linha de 4* ordem (também chamada quértica).

A reunido de duas linhas algébricas C,, C, de ordens n,, n, é
uma linha algébrica redutivel de ordem n,+n,. Reciprocamente, se
uma linha algébrica C de ordem n contém uma linha C, de ordem
n,<n, diz-se que C € redutivel, e a parte C, que resta de C suprimin-
do C, é chamada uma linha algébrica de ordem n,=n-n,, mesmo
que C, ndo seja a intersec¢do completa de duas superficeis algébri-
cas. Por exemplo, a interseccao de dois cones quadricos com uma
(e s6 uma) geratriz comum serd uma qudrtica, composta de uma
recta e de uma linha de 3* ordem (a chamada cibica torsa); ora, esta
linha algébrica de 3% ordem nao pode, visivelmente, ser obtida como
interseccdo completa de duas superficies algébricas.
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Como se sabe, uma linha diz-se plana ou torsa, conforme existe
ou ndao um plano que a contém. Uma linha de 2° ordem (no espago) é
necessariamente uma linha plana: — uma conica (intersec¢do dum
plano com uma quddrica). Por sua vez, uma linha de 1° ordem (no es-
pago) é necessariamente uma recta (intersecgdo de dois planos). Ob-
servemos por ultimo que, se a intersecgdo de duas quddricas contém
uma conica, a parte restante da interseccdo é também uma conica.

§ 24.° Primeiras nocoes de geometria diferencial

O conceito de tangente € inicialmente definido, para o caso da
circunferéncia, de maneira elementar. Tal definicdo pode ainda ser
aplicada ao caso das cénicas, como se fez no § 14°, mas € inaplicéavel
ao caso de uma linha qualquer. Recordemos que, tratando-se duma
circunferéncia, a tangente num ponto M &, por assim dizer, a posi-
cdo limite para que tende a secante que passa por M, quando o outro
ponto da interseccdo tende para M. E esta ideia intuitiva que vamos
tentar definir de maneira rigorosa.

Fig. 51

Seja C uma linha continua € M um ponto simples (préprio) de
C. E claro que M divide C em duas partes, que podemos chamar an-
terior e posterior a M (supondo a linha C orientada, isto €, percorri-
da num determinado sentido). Seja agora P um ponto variavel de C
posterior a M; diz-se que a semi-recta MP (de origem M) tende pa-
ra uma posigdo limite MT ao tender de P para M, quando, qualquer
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que seja o namero € > 0, se possa sempre associar-lhe 0 > 0, de mo-
do que se tenha

PMT<¢,desde que dist (P, M) < 0;

nesta hipétese, diz-se ainda que a semi-recta MT é semi-tangente a
C em M, a direita. Analogamente se define semi-tangente a esquer-
da (basta considerar um ponto varidvel de C anterior a M).

Pode acontecer que a linha C admita em M duas semi-tangentes
MT, M T, directamente opostas (fig. 51): entdo a recta 7T, formada
pelas duas semi-tangentes é chamada tangente a C no ponto M. Se,
em particular, a linha é plana, a tangente existe, manifestamente,
no plano da linha.

E claro que esta nocdo de tangente equivale a no¢do elementar
no caso da circunferéncia. Porém, tratando-se duma linha C qual-
quer, o facto de uma recta r ser ou ndo tangente a C nada tem que
ver com o niimero de pontos em que r encontra C. Pode também
acontecer que a tangente r atravesse a linha C no ponto de tangéncia
M, dizendo-se entdo que M € um ponto de inflexdo de C (fig. 52).

Fig. 52

E fécil ver ainda que, de acordo com a definicdo precedente, to-
da a recta r admite como tangente, em cada um dos seus pontos, a
propria recta r.

Um ponto M duma linha C diz-se regular ou ordindrio, quando
C admite tangente em M; diz-se singular no caso oposto. Um ponto
simples M de C serd singular nos seguintes casos:
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1) Admitindo C em M duas semi-tangentes M T % M T, nao coli-
neares: M diz-se entdo um ponto anguloso de C.

2) Admitindo C em M duas semi-tangentes coincidentes: M diz-
-se entdo um ponto de reversdo de C .

3) Sendo M um extremo de C (ponto de suspensdo de C) com
uma semi-tangente a C.

4) Nao admitindo C semi-tangente em M.

T2 M

Suponhamos, p. ex., que C € a imagem perspectiva duma sinu-
soide cujo ponto impréprio tenha por imagem um ponto préprio M,
neste caso, sendo P um ponto varidvel de C, a semi-recta MP oscila
entre duas posi¢des extremas ]\?Ll, 1\’/.7L2 e ndo tende, portanto, para
nenhuma posi¢do limite, ao tender de P para M: ndo existe semi-
tangente a C em M.

Pode ainda acontecer que uma linha continua ndo admita tan-
gente em nenhum dos seus pontos: tal € o caso da curva representa-
tiva da fun¢do de Weierstrass, que nao admite derivada em nenhum
ponto.
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Fig. 53

Se o ponto M de C € multiplo, ndo faz sentido falar da tangente
a C em M, mas pode acontecer que algumas partes da linha C admi-
tam tangentes em M, as quais serdo ainda chamadas, por extensao
de linguagem, tangentes a C em M.

Chama-se normal duma linha C, num seu ponto regular M, toda
a recta perpendicular 2 tangente a C em M. E claro que, sendo M re-
gular, existirdo no espago infinitas normais a C em M: o seu lugar
geométrico € um plano chamado o plano normal a C em M.

Chama-se plano tangente a uma linha C num seu ponto regular
M todo o plano que contenha a tangente a C em M. Uma linha ad-
mitird portanto infinitos planos tangentes num seu ponto regular.

Consideremos agora uma superficie X e seja M um ponto de 2.
Diz-se que um dado plano 0 é tangente a ¥ em M, quando 0 é tan-
gente a toda a seccao feita em X por um plano distinto de 6 que pas-
se por M. O ponto M de X diz-se regular ou singular, conforme X
admite ou ndo plano tangente em M. Assim, p. ex., o vértice V duma
superficie conica [c] serd um ponto singular de [G]; se a directriz de
[o] s6 tiver pontos regulares, V serd o unico ponto singular de [C];
mas, por todo o ponto singular da directriz, passard uma geratriz de
pontos singulares da superficie.

E 6bvio que todo o plano © admite como plano tangente, em ca-
da um dos seus pontos, o préprio plano .

Seja M um ponto regular duma superficie X e designe 0 o plano
tangente a M em X. Diz-se que M € eliptico, quando, em alguma vi-
zinhanca de M, ndo existem pontos comuns a § e a X além de M.
Diz-se que M € hiperbdlico, quando 6 corta X segundo uma linha
com duas tangentes distintas em M (ponto duplo da linha). Diz-se
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que M é parabdlico, quando O corta 2 segundo uma linha com uma
Unica tangente ou semi-tangente em M. Assim, p. €X., os pontos du-
ma superficie esférica sdo todos elipticos, os pontos dum hiperbo-
loide duma folha sdo todos hiperbdlicos e os pontos regulares duma
superficie conica, todos parabdlicos. Podem contudo apresentar-se
pontos regulares duma superficie que ndo pertencam a nenhuma das
categorias mencionadas.

E ainda manifesto que o plano tangente a uma superficie 2 num
seu ponto regular M fica determinado por duas quaisquer rectas
distintas, tangentes em M a duas linhas planas tragcadas sobre a su-
perficie. E atendendo a este facto que se costuma fazer a determina-
cdo dos planos tangentes em geometria descritiva: convém, natural-
mente, escolher duas linhas da superficie passando por M, para as
quais seja facil a determinagdo da tangente em M, como, p. €x., um
paralelo e um meridiano, no caso das superficies de revolucao.

Notemos, por outro lado, que, se M é um ponto comum a duas
superficies X, 2,, no qual estas admitam planos tangentes 0,, 0,,
distintos, a intersec¢cdo destes dois planos serd tangente em M a in-
terseccdo das duas superficies. Em particular, uma das superficies
pode ser um plano: a fangente a uma sec¢do plana de X num ponto
M (regular em X) é a intersecgdo do plano secante com o plano tan-
gente a X em M, quando esses dois planos forem distintos.

Chama-se normal a uma superficie £ num seu ponto regular M
a recta perpendicular ao plano tangente a X em M.

Duas linhas dizem-se fangentes num ponto M, quando admitem
em M uma tangente comum. Seja C uma curva que varie de maneira
continua com um parametro real v (§ 23°); diz-se que uma dada li-
nha € envolvente das posi¢des de C quando, nos seus diferentes
pontos, essa linha € tangente a cada uma das posi¢cdes de C. Por
exemplo, a familia das circunferéncias que, num dado plano, tem os
centros sobre uma recta a e raio constante, , admite como envol-
vente a linha formada por duas paralelas a distancia r de a.

Duas superficies dizem-se concordantes ao longo duma linha C,
quando admitem planos tangentes comuns em todos os pontos de C.
Seja X uma superficie que varie de maneira continua com um para-
metro real ¢; diz-se que uma dada superficie A € envolvente das po-
sicdes de 2, quando concorda com cada uma dessas superficies ao
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longo de linhas (chamadas caracteristicas da envolvente) que for-
mam um sistema de geratrizes de A. Por exemplo, as posi¢cdes duma
esfera de raio constante, cujo centro descreva uma recta a admitem
como envolvente uma superficie cilindrica de revolug@o de eixo a,
cujas caracteristicas sdo as respectivas sec¢des rectas. Os planos
tangentes a um cone (de directriz regular) admitem como envolvente
esse cone.

§ 25°. Caracter projectivo da nocao de tangente. Assintotas

Consideremos um sistema de projec¢do constituido por um pla-
no T e por um centro O, e seja C uma linha qualquer de R,. Mostra-
-nos a fig. 54 intuitivamente que, se M é um ponto proprio regular
de C, a projec¢do da tangente a C em M é ainda a tangente a C’ em
M’, desde que M’ seja préprio e a tangente t ndo seja projectante
(isto é, ndo passe por O).

Para averiguar o que acontece no caso de algum dos pontos M,
M’ nao ser préprio, necessario se torna precisar o que se entende
por tangente a uma linha num seu ponto improprio.

Fig. 54

Consideremos pois uma linha C e designe M um seu ponto impro-
prio. Seja agora ® transformagdo projectiva (de R, sobre si mesmo)
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que converta o ponto imprdprio M num ponto proprio M’; e seja C’
a imagem de C por meio de ®. Diremos que o ponto M € regular em
C, quando M’ for regular em C’, e, nesta hipdtese, chamaremos fan-
gente a C em M a imagem, por meio de @', da tangente a C’ em M’.

E fécil ver agora que, com tal definicdo, se pode levantar a res-
tricdo de M e M’ serem proprios, na proposi¢do ha pouco enuncia-
da: a projecgdo da tangente serd sempre a tangente da projeccgdo,
desde que a primeira ndo seja projectante. Mais ainda: podemos
afirmar que a propriedade da tangéncia tem caracter projectivo, is-
to é, mantém-se em todas as transformacoes projectivas.

Ainda poderiamos definir, de maneira andloga, o conceito de se-
mi-tangente num ponto improprio. Chamam-se assintotas duma li-
nha as tangentes e semi-tangentes a essa linha em pontos impro-
prios. Por outro lado, chamam-se direc¢des assintdticas duma linha
as direc¢oes definidoras dos seus pontos improprios. Mas € preciso
ndo perder de vista que nem sempre uma direc¢do assintotica é
acompanhada de assintota (propria ou impropria); tal € o caso da
sinusoide, que tem uma direc¢do assintdtica (um ponto impréprio),
mas nenhuma assintota, como se pode concluir do estudo atrés feito
da sua imagem perspectiva.

Poderiamos ainda definir de modo andlogo plano assintético
duma superficie, isto €, plano tangente a essa superficie num ponto
improprio.

§ 26.° Planificacoes. Geodésicas e loxodromias

Dadas duas superficies X,, X,, chama-se aplicacdo de X, sobre
Y, toda a transformacdo pontual biunivoca @ de 2, sobre X, que res-
peite o comprimento das linhas tragadas sobre X ; admite-se que @
seja descontinua, quando muito, ao longo duma linha de 2 , chamada
linha de corte ou de abertura. (Por comprimento duma linha C en-
tende-se aqui o limite superior, finito ou infinito, dos comprimentos
das poligonais inscritas em C). Diz-se que X, € aplicdvel sobre X,,
quando € possivel transformar 2, em 2, mediante uma aplicacao.

Chama-se planificacdo duma superficie X a aplicacdo de X so-
bre um dominio plano; se uma tal transformacdo existe, a superficie
diz-se planificdvel. Sdo planificéveis, p. ex., as superficies cOnicas e
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as cilindricas (decompondo, se necessario for, a directriz); mas j4
uma superficie esférica ndo € planificavel.

A operacdo inversa duma planificacdo € denominada enrolamento.

Fixados dois pontos A, B sobre uma superficie X, chama-se arco
geodésico de extremos A, B sobre X uma linha que, tracada em X
desde A até B, tenha comprimento minimo em relacdo a qualquer
outra nas mesmas condi¢des. Por outro lado, da-se o nome de geo-
désica da superficie X a toda a linha C desta superficie que conte-
nha um arco geodésico para cada par de pontos de C cuja distancia
ndo exceda um certo limite. Por exemplo, no plano, as geodésicas
sdo0 as rectas, enquanto na esfera as geodésicas sdo circunferéncias
de circulo maximo.

Para determinar as geodésicas duma superficie planificavel 2,
basta considerar uma aplica¢do ® desta superficie sobre uma regido
plana X*: visto que ® ndo altera o comprimento das linhas existen-
tes em X, € evidente que as geodésicas de X serdo transformadas por
® nas geodésicas de T* (que sdo rectas ou partes de recta); portanto,
as geodésicas de X serdo as imagens, por meio de @', das rectas ou
partes de recta contidas em X*.

O conceito generalizado de geodésica, tal como se apresenta em
geometria superior, assume importincia fundamental na teoria da
relatividade: as rectas aparecem-nos entdo como as geodésicas do
universo (§ 18°).

Por sua vez, o conceito elementar de geodésica tal como aqui
foi definido anda ligado ao problema da navegacdo. Numa viagem
por mar, € natural que se procure seguir o0 arco geodésico, para nao
perder tempo inutilmente: tal € o objectivo ideal da chamada nave-
gacdo ortodromica. Todavia, este objectivo nunca pode, por varias
razdes, ser plenamente atingido na prética. Por exemplo, havera
conveniéncia em que, durante a viagem, o rumo se mantenha cons-
tante, isto €, que o eixo do navio forme sempre um mesmo angulo
com a linha Norte-Sul; nesta hip6tese, o barco ird descrevendo so-
bre o mar uma linha que corta os meridianos segundo um angulo
constante; mas sucede que esta linha — chamada loxodromia esféri-
ca — nao é uma geodésica. (Para o reconhecer, basta observar que,
se, p. eX., o0 barco se deslocar na direc¢do Leste-Oeste, a linha descri-
ta serd um paralelo, que ndo € em geral um arco de circulo maximo).
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A navegacgdo loxodromica pode contudo ser utilizada em trajectos
curtos, como, p. ex., de Lisboa a Madeira, porque entdo a loxodro-
mia ndo se afasta consideravelmente da geodésica. Para viagens
maiores, convird seguir uma linha composta de arcos de loxodro-
mia, inscrita no arco geodésico.

Entretanto, importa precisar estas nocdes. Diz-se que duas li-
nhas C,, C, se cortam segundo um angulo o num ponto M (regular
em ambas), quando as tangentes a C, e C, em M formam um angulo
de amplitude oc. Por outro lado, diz-se que uma linha C € iségona a
respeito duma familia F' de linhas, quando corta todas as linhas da
familia segundo um angulo constante; se, em particular, este &ngulo
€ recto, diz-se que C € uma trajectdria ortogonal das linhas da fa-
milia. Loxodromia esférica serd pois toda a linha isdgona a respeito
dos meridianos (sobre a esfera). Em particular, os paralelos serdao
trajectdrias ortogonais dos meridianos e vice-versa.

Dadas duas superficies 2, X,, chama-se representagcdo conforme
de X2, sobre %, toda a transformacdo bicontinua de X, sobre X, que
respeite os angulos segundo os quais se cortam as linhas de X, (em
pontos regulares). As transformacdes de semelhanca sdo o exemplo
mais simples que se possa apresentar de representacdes conformes;
vém logo em seguida as inversoes (§ 19°).

A representacdo conforme tem um grande interesse em carto-
grafia, como se pode compreender depois do que atrds ficou dito.
Consideremos de novo a projeccao estereografica da esfera sobre o
plano (fig. 38) e suponhamos que o centro de projec¢do O represen-
ta o polo norte. Trata-se, como vimos, duma inversao e portanto du-
ma representacdo conforme da esfera sobre o plano; as imagens dos
meridianos serdo as rectas que passam por 7 e as imagens dos para-
lelos, as circunferéncias de centro 7'; uma loxodromia esférica ira
pois projectar-se segundo uma linha iségona a respeito das rectas
que passam por 7" — linha a que se dd o nome de espiral logaritmica.
Todavia, para o problema da navegacao, o ideal serd encontrar uma
representacao conforme da esfera em que as imagens dos meridianos
sejam rectas paralelas entre si, pois que, entdo, a imagem da loxo-
dromia serd manifestamente uma recta. Ora, uma tal representacao
foi concebida em 1569 pelo famoso matematico Gerhard Merkator
(cujo verdadeiro nome era Kremer). A projec¢ao de Merkator € utili-
zada em muitos mapas terrestres de quase todos os atlas e apresenta
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apenas o inconveniente de, sendo os polos afastados para distancia
infinita do equador, as regides proximas dos polos aparecerem ex-
cessivamente dilatadas e deformadas.

O interesse da representacdo conforme nao se limita de maneira
nenhuma ao problema da cartografia. Trata-se de um dos assuntos
mais importantes da Anélise moderna, intimamente relacionados
com a teoria das fun¢des analiticas de varidvel complexa (estudada
na cadeira de Anélise Superior).

Interessa ainda observar que a Loxodromia esférica foi, ainda
antes de Merkator, estudada pelo matematico e gedgrafo portugués
Pedro Nunes(1502 - 1578), cuja obra cientifica ficou em grande par-
te ligada as empresas maritimas dos portugueses.
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APENDICE

1. Homologias com centro fora dos limites do desenho

Pode acontecer que o centro duma dada homologia plana © es-
teja fora dos limites do desenho. A homologia pode entdo ser defi-
nida (p. ex.) pelo eixo e e por dois pares ordenados de pontos ho-
mologos (A, A*), (B, B*), ndo pertencentes ao eixo (caso da fig. 55).
E claro que os pontos considerados devem satisfazer & condi¢do de
AB e A*B* se encontrarem num ponto do eixo. Neste caso a ima-
gem dum ponto arbitrério P, ndo colinear com A e B, pode ser deter-
minada como indica a figura, unindo P com A e B, e achando as
imagens das rectas AP, BP, para o que basta atender a invariancia
dos pontos de e. Se o ponto dado P fosse colinear com A e B, basta-
ria comecar por determinar a imagem dum ponto que nao estivesse
nessas condi¢des.

Pode ainda acontecer que, numa dada homologia plana, tanto o
centro como o eixo estejam fora dos limites do desenho. Esta cir-
cunstancia pode ter lugar, p. ex., ao pretender representar a sec¢ao
feita por um plano ¢ num tronco de pirdmide de bases paralelas,
conhecidas as projeccdes das bases e de trés pontos ndo colineares
de ¢ sobre um plano &, segundo uma direccdo d. Se as projeccdes
do vértice e da intersec¢ao de ¢ com T estiverem fora dos limites
do desenho, a prépria natureza do problema sugere a maneira de o
resolver.
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Fig. 55

2. Processo pratico para efectuar uma homologia afim

Para achar a transformada duma dada figura F por meio duma ho-
mologia afim ©, € comodo utilizar o processo indicado na fig. 56. Su-
pondo © definida pelo eixo e e por um par ordenado (4, A*) de pontos
homélogos, tome-se um ponto A de e ndo colinear com A, A* e una-se
A, com estes dois pontos. Para obter a imagem B* dum ponto B qual-
quer, conduza-se por B uma paralela BB, a AA,; a imagem de BB, deve
ser paralela a A*A  (imagem de AA)) e deve encontrar-se com BB,
num ponto B, do eixo; o ponto B* serd pois a intersec¢do do raio que
passa por B (paralelo a AA*) com a paralela a A A* conduzida por B, .




291

3. Diametros conjugados e eixos da elipse

Tendo em aten¢@o o que foi dito no final do § 17.°, podemos re-
solver o seguinte problema:

Tracar uma elipse conhecidos dois seus didmetros conjugados
quaisquer (dados em posi¢do e grandeza).

Sejam entdo AB e CD dois didmetros conjugados duma elipse
C; esta deve estar inscrita no paralelogramo [PQORS] cujos lados
passam pelos pontos A, B, C, D e sdo paralelos aos referidos didme-
tros (fig. 57). Entdo, se construirmos, p. eX., um quadrado [POR’S’]
sobre o lado PQ do paralelogramo e inscrevermos uma circunferén-
cia €’ neste quadrado, a elipse C ficard definida, em tais condicdes,
como imagem da circunferéncia ¢’ mediante a homologia afim de
eixo PQ que transforma R’ em R.

R D S
\ o \B
A

C )

P \

A’ 0, B,

R’ / ;
D’ &

Fig. 57

Quando uma elipse € € dada como imagem duma circunferén-
cia C* mediante uma homologia afim os eixos de € podem ser
determinados, atendendo a que sdo dois diametros de C perpendi-
culares entre si, correspondentes a dois didmetros de C* também
perpendiculares entre si. A fig. 58 indica imediatamente a maneira
de resolver o problema. Seja O* o centrode C*, eoeixode @ e O a
imagem de O* por meio de ©. Determinado o ponto M de e equi-
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distante de O* e O (intersec¢do de e com a mediatriz do segmento
0O0%*), construa-se a circunferéncia de centro M que passa por O e
O*, e determinem-se os pontos R, S em que esta circunferéncia en-
contra e. Os angulos RO*S e ROS, por estarem inscritos numa semi-
-circunferéncia, sao ambos rectos. Por outro lado, as rectas RO* e
SO* sao transformadas por ©, respectivamente, nas rectas RO e SO,
visto os pontos R, S serem invariantes em ©. Finalmente, conduzin-
do por A*, B*, C*, D* paralelas a OO* (direc¢ao da afinidade), ter-
se-30 sobre as rectas RO e SO as imagens A, B, C, D daqueles pon-
tos. Assim, os didmetros A*B*, C*D* da circunferéncia, perpendi-
culares entre si, sdo transformados por © nos didmetros AB, CD da
elipse, ainda perpendiculares entre si: logo AB e CD sdo os eixos
da elipse.

Fig. 58

Se a elipse € € definida como imagem duma circunferéncia € *
mediante uma homologia © de centro préprio O (fig. 59), para de-
terminar os eixos de C € necessario comegar por achar um par de
diametros conjugados de €. Designemos por AB o didmetro da elip-
se paralelo a e e por CD o didmetro conjugado com AB. E fécil ver,
atendendo ao que foi dito atrds, que as tangentes a ¢ em C e D s@o
paralelas a AB e portanto a e; as suas imagens por meio de ®~' serdo
as tangentes a C* em C*, D*, paralelas ainda a e. Podemos pois
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comecar por determinar C*, D* como pontos de contacto das tan-
gentes a circunferéncia C * paralelas a e.

Fig. 59

Por outro lado, as tangentes a C em A e B serdo paralelas a CD e
as suas imagens por meio de ©' serdo pois as tangentes a C* que
passam pela imagem X do ponto impréprio de CD (por meio de 7).
E claro que X serd a intersecciio de C*D* com j. Entdo, A*, B* po-
derdo ser determinados como pontos de contacto das tangentes a
circunferéncia passando por X.

Como a homologia © se supde definida pelo centro O, pelo eixo
e e pela segunda recta limite j, a determinacdo dos pontos A, B, C, D,
como transformados de A*, B*, C*, D* por meio de O, pode fazer-
-se facilmente do seguinte modo: A imagem de X por meio de © € o
ponto impréprio do eixo OX, visto ser X um ponto de j, mas a ima-
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gem de X por meio de © € o ponto improprio de CD: logo CD// OD.
Para determinar CD, basta pois determinar a intersec¢ao de C*D*
com e e conduzir por ai uma paralela a OX; a intersec¢ao de CD
com os raios OC* e OD* da-nos os pontos C, D. Por outro lado,
achadas as interseccoes R, S de XA* e XB* com e, as rectas RA e SB
serdo as paralelas a CD conduzidas por R e S. Finalmente, A, B sdo
as interseccoes dos raios OA*, OB* com RA e SB.

Uma vez determinado o par de didmetros conjugados AB e CD
da elipse, a determinagdo dos eixos pode seguir-se como ha pouco
foi indicado. Para ndo sobrecarregar a figura, pode fazer-se a cons-
trucdo numa figura aparte, desenhando um paralelogramo igual
aquele em que estd inscrita a elipse dada.

Observagoes:

I) A determinagdo dos eixos duma elipse a partir dum par de
didmetros conjugados, permite resolver o seguinte problema inte-
ressante: “Dado arbitrariamente um paralelogramo sobre um plano
7, determinar um quadrado cuja projeccao ortogonal sobre T coinci-
da com o paralelogramo.”

IT) Os eixos duma hipérbole (eixos de simetria) determinam-se
muito facilmente a partir das assintotas, atendendo a que sdo as bis-
sectrizes dos angulos formados pelas assintotas.

III) A pardbola tem um s6 eixo de simetria, cuja direc¢dao coin-
cide com a direc¢ao assintotica da pardbola. O ponto em que o €ixo
encontra a curva € chamado vértice da pardbola e pode ser determi-
nado como ponto de contacto da tangente a curva, perpendicular a
direc¢ao assintotica.
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Figura 60
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