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I.3

CALCULO DOS VALORES
APROXIMADOS

1. — Consideremos uma recta orientada, sobre a qual se escreveu
um ponto para origem e um comprimento para unidade. Sendo a e b
dois nlimeros reais quaisquer, existe um ponto da recta cuja abcissa
€ a e outro cuja abcissa € b. A distdncia, d, entre estes dois pontos
serd igual a

Ia—b|,
isto é,

d=[a—b, se b<a,
b—a, se a<lb.

Na verdade, trés casos se podem dar:

a<b | b<a

QIR
i+
(=dR~
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Por analogia, chama-se distdncia entre dois niimeros reais a € b
o nimero |a - b]|.

2. — Sendo a um nimero real qualquer e 6 um nimero positivo
(0 > 0), chama-se valor aproximado de a a menos de 0 todo o nu-
mero a’ cuja distincia a a seja menor que 9, isto &, tal que

|’ —al|<d.
Nesta hipétese, diz-se que a’ € valor aproximado por defeito, se
a’ < a, e que é aproximado por excesso, se a’ 2> a.
Dizer que a distincia de a” a a é menor que d equivale a dizer,

evidentemente, que a’ estd entre a — d € a + 0, isto é, que

a-0<d <a+?d.

Chama-se vizinhanga (0) de a o conjunto de todos os valores
aproximados de a a menos de 9.

Portanto, em virtude do que foi dito atras, a vizinhanga (d) de a
serd o intervalo Ja— 90, a + O [.

Como se tem |a’ — a|=|a — a’|, o raciocinio anterior mostra
que, se a’ for um valor aproximado de a a menos de 0, serd também

a-d0<a<ad +9.

Se, além disso, a’ for aproximado por defeito, podemos escrever
mesmo

a<a<a+96

e, se @’ for aproximado por excesso, serd

’

a-0<a<d.
Por exemplo, o desenvolvimento decimal de T com 5 decimais

n = 3,14159 ...
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mostra que 3,14159 € um valor aproximado de w, por defeito, a me-
nos de 6 = 0,00001, isto é, que

3,14159 < &t < 3,1416.

Os algarismos posteriores mostram, depois, que T € superior a
3,14159 e que, portanto, 3,1416 € um valor aproximado de &, por
excesso, a menos de 10,

3. — Tomando a’ como valor aproximado de a, chamaremos des-
vio de a’ a diferencga a’ — a (positiva, negativa ou nula) e erro de a’ o
moédulo do desvio. Assim, dizer que a’ é valor aproximado de a a
menos de J equivale a dizer que o erro de a’ é inferior a 0.

4. — ADICAO — Sejam a’ e b’, respectivamente, valores aproxi-
mados de dois nimeros reais, a € b, a menos de €, e €, (com € >0
e €, > 0). Designemos por x € y os respectivos desvios:

(1) a-a=x, b -b=y
Serd, pois,

2) x| <e, |yl<e,
e

@+b)-(a+b)=@-a)+ (b -b)=x+Yy,

isto é: o desvio da soma é igual a soma dos desvios das parcelas.
Ora, sabemos que

|x + y[<|x[+]y].
Daqui resulta, atendendo a (2) e 8 monotonia da adi¢@o,
|x +y|<€g +¢,.
Em particular, se for €, =€, =€, sera

|x + y|< 2¢,
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isto é&:

A soma de dois valores aproximados a menos de € é um valor
aproximado da soma a menos de 2¢.

Portanto:

Para obter um valor aproximado da soma a menos de um dado
niimero 8 > 0, basta somar dois valores aproximados das parcelas a
menos de 0/2.

E claro que, se as parcelas forem aproximadas, ambas por ex-
cesso ou ambas por defeito, também a soma serd aproximada por
excesso ou por defeito, respectivamente.

5. — SUBTRACCAO — Mantidas as hipéteses e as notacdes do
nimero anterior, tem-se

@-b)-(a-b)=@-a)-®" -b)=x-y,

isto é: o desvio da diferenca é igual a diferenca entre o desvio do
aditivo e o desvio do subtractivo.
Por outro lado, como

x-y=x+(=y) e |-y|=|y

sera
[x—yl<l|x[+]yl,
donde, atendendo ainda a (2):
|x-—y|<e +¢,.
Em particular, se fore, =¢€,,=¢, vird
|x—y|<2¢,
isto é:

A diferenca de dois valores aproximados a menos de € é
lor aproximado da diferenca a menos de 2¢ .
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E, portanto:

Para calcular um valor aproximado da diferenca a menos de
um dado O, basta tomar valores aproximados dos dois termos com
erro inferior a 8/2.

A diferenca de dois valores aproximados por defeito (ou por ex-
cesso) pode ja ndo ser um valor aproximado da diferenca por defei-
to (ou por excesso, respectivamente). Mas € claro que a diferenca
entre um valor aproximado por defeito e um valor aproximado por
excesso € sempre um valor aproximado por defeito (e vice-versa).

6.—M ULTIPLICACAO — Sejam, ainda, @’ e b’ valores aproxi-
mados de a e de b, a menos de €, e €,, respectivamente, e designe-
mos por x e y os respectivos desvios. Serd, pois,

x=d -a, y=b-b |x|<g, |y|l<e,.

Entao,

a=a+x, b=b+y
e, portanto,

a’b’=ab + ay + bx + ay,
donde se deduz o desvio do produto:

a'b’—ab = ay + bx + xy.
Por outro lado, tem-se

@'t~ ab| <|a| |y| +[b] [x] + [x]¥],

donde, atendendo a que |x| <€, e|y| <&,
(3) |a’b’—ab| < |ale, + |ble, + €, €,.

Na pritica, ndo se conhecem, geralmente, |a| € |b|, mas podem
substituir-se por nimeros a e b que lhes sejam superiores:

@) a>lal,b>|b|,
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por exemplo,
a=|d|+¢/ e b=|b|+e,.
(Na pratica, basta, geralmente, tomar os majorantes a e b de ||
e |b| com um sé algarismo significativo).
Se, além disso, for e, =€, =¢, vird de (3) e (4):

|a’b’'—ab| <ae + be +€2=(a+b +€)e.

Finalmente, se for € < 1 (hipétese que se verifica frequentemen-
te na prética), sera:

(5) &b’ —ab|<(@+b+ 1.

Esta dltima férmula para a majoracdo do erro do produto per-
mite resolver o problema inverso: achar a aproximagdo com que
podem ser tomados os factores, para obter o produto com erro infe-
rior a um dado nimero § > 0. Na verdade, a férmula (5) mostra
que, para calcular o produto com erro inferior a d, basta que seja

e<1 e (a+b+1)e<d,

isto é, basta tomar os dois factores com erro inferior a um niimero €
tal que

(6) e<1, €<
Portanto:

TEOREMA. — Dado um niimero positivo 8, pode sempre achar-
-se outro niimero positivo €, de modo que o produto de dois valores
aproximados de a e de b a menos de € seja um valor aproximado de
ab a menos de 9. Basta, para isso, utilizar as férmulas (6).
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7. — DIVISAO — Mantidas as hipéteses e as notagdes do niimero
anterior, tem-se:

’

(7) a a_a+x a_ bx-ay

¥ b bty b bb+y)

com |x| <€, |y|<&,. Se, além disso, for

5]

)

(o que, geralmente, sucede na prética), vem

5] _ [b]
b+y|=|b|l-|y|>|b|——=—
b+12 18- |3/ > (ol -2L =5

e, portanto,
1 2
(8) < :
b+y| [b]
Ora, de (7) resulta:
) a bv__ 1 |bx - ay|
a bl |b+y| |b|

e, Como se tem
|bx —ay| <|b| |x| +|a] |y] <|b]e, +|ale,,

vira, de (9) e de (8):

a_v
a b

_2(ble +lale)

(10)
|

Na prética, os valores exactos sdo ignorados, mas, como se trata
de uma formula para majoragdo de erro, podemos, no numerador,
substituir |a| e |b| por seus majorantes, respectivamente:

a>lal e b>|b,
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(por exemplo, a = |a’| + €, e b = |b’| + &,) e substituir | 5|, no deno-

minador, por um seu minorante positivo:
b < |b| (por exemplo, b = |b’| — €,, sendo &, < |b’)).

Se, além disso, for €, =€, = €, a férmula (10) da lugar a seguinte:

’

a a

b b

» 2(a+b) 5

(11) =

Ora, esta férmula, mais simples, de majoracdo ja permite resol-
ver o problema inverso: achar a aproximacdo com que podem ser
tomados a e b, para ter a garantia de o quociente vir com erro infe-
rior a um dado 9.

Com efeito, deduz-se de (11) que, para obter a/b com erro infe-
rior a J, basta que seja

e< 4] e 2(a+b)838
2 b

?

isto €, basta que € seja inferior ao menor dos niimeros

-lﬂ € Qz'—_s———-
2 2(a + b)

Em conclusao:

TEOREMA — Dado um niimero d >0, é sempre possivel, segun-
do a regra anterior, achar um correspondente € > 0, de modo que o
quociente de dois valores aproximados de a e de b a menos de €
seja um valor aproximado de a/b a menos de 9.

8. — RADICIACAO — Para maior clareza, vamos fazer o estudo
do célculo aproximado da raiz comec¢ando pelo caso mais simples:
o da raiz quadrada.



311

Seja, agora, a um ndmero positivo e seja a’ um valor aproxi-
mado de a (também positivo), a menos de um nimero € > 0. Entdo,
seria’—a (=x)odesviodea’e

V7 -Va

o desvio de \/2, como valor aproximado de Va. Multiplicando
Vd -Va pelo seu conjugado, vem

Vd -Vay(Vd +Va)=d' -a=1x,

ou s€ja,
Vd -Va=
\/_ +Va
Como, por hipétese, |x| < €, ser4, portanto,
IVd - Va|e———
Va + \/_

visto que | Va + Vd’'| = Va + Vd por serem Va e Va’' ntimeros

positivos. Entdo, substituindo a e @’ por um minorante comum (po-
sitivo):

a<a, a<da (porexemplo,a=a —¢€,sendo €<a’), vird

(12) |\/2—\/E|<zf/é.

9. — Passemos, agora, ao caso geral da radiciacdo. Utilizaremos,
para isso, a conhecida identidade

@—-v) (W t+uv+..+uv2+yH=y"—y"
ou, abreviadamente,

n
(u—v) Z ur-iyi-l=yr _yn,
i=1

que se pode verificar efectuando a multiplicacio indicada.
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Pondo nesta formula
n n
u=Vdad e v=Va ,

e notando que (Vay =a, (Vd) =d, vem
(Va -Va) 2 (Vay-i(Vay-'=d -a=x
i=1

donde

(13) Va -Va

X

> (Vay-i(Vay
i=1

Ento, lembrando que |x|< € e substituindo a e @’ por um minorante
comum positivo,

vira de (13):
n n €
(14) Vd - Val|<
| n(Vay-!
visto que

Y Vay-(Vay-1=Y (Vay-'=n(Va)-'.
i=1 i=1

A férmula (14) permite, pois, majorar o erro da raiz e resolver o
problema inverso: achar a aproximacdo com que pode ser tomado 0
radicando, de modo a obter a raiz com erro inferior a um dado 9.
Com efeito, basta, para isso, que seja

e C n
— <90, istoé, e<ndVa .

n

n an—l
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Em conclusao:

TEOREMA — Dado um niimero & > 0, é sempre possivel achar
um correspondente € > 0, de modo que a raiz de indice n dum valor
aproximado de a a menos de € seja um valor aproximado de Vaa
menos de d. Basta, para isso, usar a férmula anterior.

10. — APLICACOES AS OPERACOES SOBRE LIMITES — Os re-
sultados anteriores, relativos a majora¢ao de somas, diferengas, pro-
dutos, quocientes e raizes, além das aplicacdes que encontram na
prética, permitem demonstrar comodamente os teoremas de limites
duma soma, dum produto etc., quando se trata de varidveis conver-
gentes.

Seja, por exemplo, o teorema da soma:

“A soma de duas varidveis convergentes é convergente e tem
por limite a soma dos limites dessas varidveis” .

A demonstracio pode fazer-se do seguinte modo:

Sejam u, e v, varidveis convergentes, € a € b, respectivamente,
os seus limites. Trata-se de provar que

lim(u, +v,)=limu, +1limv,=a + b.

Seja 0 um nimero positivo arbitrdrio. Como, por hipétese,
lim u,=a e lim v,=b, e como 8/2 é um nimero positivo, hdo-de
existir dois nimeros p € g tais que:

u, é valor aproximado de a a menos de d/2, para n > p;

v_ € valor aproximado de b a menos de 6/2, paran > q.

Portanto, se designarmos por r 0 maior dos niimeros p € g, pode-

mos afirmar que, quando n > r, u, € v, sdo valores aproximados de a
e de b, respectivamente, a menos de 6/2. Mas, entdo (ver nimero 4),
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a soma u, + v, serd um valor aproximado de a + b a menos de 9.
Existe, pois, para cada nimero positivo §, uma ordem n, depois da
qual u, + v, é valor aproximado de a + b a menos de 6. Mas isto sig-
nifica, precisamente que lim (1, + v,) = a + b.

Vejamos, agora, o teorema do produto:

“O produto de duas varidveis convergentes ainda ¢ uma varid-
vel convergente, cujo limite é o produto dos limites das primeiras” .

Com efeito, sejam u, e v, varidveis convergentes e lim u, = a,
lim v, =b. Seja, por outro lado, & um nimero positivo arbitrdrio.
Entao (ver Teorema do nimero 6), hi-de existir um nidmero €, tam-
bém positivo, tal que o produto de dois valores aproximados de a e
de b a menos de € seja um valor aproximado de ab a menos de 9.
Por outro lado, como u, tende para a e v, tende para b, existem dois
numeros p € q tais que:

u, € valor aproximado de a a menos de €, para n > p;
v, € valor aproximado de b a menos de €, paran > q.

Entdo, se designarmos por r o maior dos nimeros p e g, pode-
mos afirmar que, quando n > 7, u, € v, sao valores aproximados de a
e de b a menos de €. Logo, u, v, serd valor aproximado de ab a me-
nos de & paran > r.

E como 9 ¢ arbitrario, isto significa que u v, — ab.

Para os restantes casos (diferenga, quociente e raiz), as demons-
tracOes sdo perfeitamente andlogas e recomendam-se como exerci-
cio ao aluno.
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