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INTRODUCAO AO CALCULO DIFERENCIAL PARA
FUNCOES REAIS DE MAIS DE UMA VARIAVEL REAL

1. Funcao real de n variaveis

Consideremos, por exemplo, a expressao
z2=VI1-x*-»y,

sendo x, y, z varidveis reais (isto €, varidveis que s6 podem tomar
como valores nimeros reais).
Atribuindo as varidveis x, y um par de valores tais que

1-x2-—y*20, ouseja, x>+y*<1,

(por exemplo o par (1/2, —1/3)), resultard para z um determinado
valor real; porém, se o par de valores atribuidos a x, y ndo verifica a
condicdo x* + y?> < 1, € claro que a expressdao do segundo membro
deixa de ter sentido no campo real e ndo havera portanto nenhum
valor real de z que corresponda a tal sistema de valores de x, y.

Pois bem, exprime-se este facto dizendo que a variavel z € uma
funcdo (univoca) das varidveis x, y, definida para os sistemas de
valores de x, y tais que x> + y> < 1.

Notemos ainda que, fixado no plano um referencial cartesiano
ortonormal, os sistemas (x, y) que satisfazem a condi¢do x* + y* < 1
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representam os pontos cuja distincia a origem € < 1, ou sejam, 0s
pontos do circulo com centro na origem e de raio 1. Diremos, entéo,
que este circulo é o campo de existéncia da fun¢do considerada.

Y

Outro exemplo. Seja a expressao:
z=y+log(Bx—-x*-2),

em que se admite excepcionalmente para z o valor — ; € f4cil ver
que o segundo membro s6 tem sentido no campo real quando

x*-3x+2<0,
ou seja, quando:
1€£x<2,

podendo y tomar qualquer valor real; por outro lado, os sistemas
(x, y) que verificam esta condi¢do representam no plano os pontos
da faixa comprendida entre as rectas x = 1 e x = 2. Diremos, entao,
que z € uma funcdo (univoca) de x, y, definida na referida faixa.

Se em vez da anterior expressao se tiver esta outra

z=log (3x —x2—2) +log (4 — y?),
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entdo tratar-se-4 de uma funcio de x, y, definida para os pares de
valores destas varidveis tais que

0s quais representam no plano o rectangulo compreendido entre as
rectas x=1, x=2, y=2, y=-2; este rectingulo dir-se-4, pois, 0 campo
de existéncia da fun¢do considerada.

Analogamente, diremos que a expressao

_ yY
z=logx + 1—(Y)

define z como funcgdo de x, y, que tem por campo de existéncia o
angulo convexo compreendido entre as bissectrizes do 1° e do 4°
quadrantes, excluido o vértice; com efeito, o segundo membro da-
quela expressdo s6 tem sentido no campo real quando se tiver ao
mesmo tempo

x>0 e —1<2<1;
X

se for simultaneamente x=0, y=0 (vértice do dngulo), € claro que %

ndo tem significado.
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Finalmente, a expressao:

Z=X— ;
X2 + 3y?
definird z como fun¢do (univoca) de x, y, para fodos os pares de
valores reais de x, y; o campo de existéncia desta funcao ser4, pois,
todo o plano.

Nos exemplos anteriores trata-se apenas de funcdes de duas
varidveis. Consideremos agora a expressao

2
u= [1-x—y-%;
\/ 7T

Y




o segundo membro sé tem sentido no campo real para os sistemas
de valores de x, y, z, tais que

x2+y2+-§iSl.
4

Ora, os sistemas (x, y, z) nestas condi¢cdes representam pontos
situados sobre o elipsdide de equacao

2
R+y+i=1,
¥y

ou pontos interiores a0 mesmo (quando se verifica a relagdo <).
Trata-se, pois, duma funcao (univoca) de x, y, z, que tem por campo
de existéncia o referido conjunto de pontos.

Podem ainda apresentar-se, naturalmente, funcdes de 4 varié-
veis, 5 variaveis, etc. Seja, por exemplo, a expressao:

y=log(x, - 3x,+x,+ 2x,) ;
€ claro que, a cada sistema de valores de x,, x,, x,, x,, tais que:
X, —3%+x+2%,20,

corresponderd, por meio daquela expressdo, um determinado valor
de y (real ou infinito); ao passo que, se atribuirmos a x,, x,, x,, X,,
um sistema de valores que ndo verifique tal condicdo, nao resultard
para y nenhum valor real ou infinito. Diremos, entdo, que a varidvel
y € uma fungdo (univoca) das varidveis x,, x,, x,, x,, definida no
conjunto dos sistemas (x,, X,, X, X,) tais que

X, — 3%+ x,+2x,20,

Mas € claro que, neste caso, ndo podemos atribuir ao campo de
existéncia da funcdo nenhum significado geométrico intuitivo. No
entanto, podemos dizer que o campo de existéncia da fungdo con-
siderada € um conjunto de pontos do espaco R*, pois que, no curso



de Matemadticas Gerais, convencionamos chamar “pontos do espaco
R*” aos sistemas de quatro niimeros reais tais como

0,-1,3,0), (1/2,V3,-5,V3), etc., etc.

Dum modo geral, convenciondmos chamar espaco R”" ou espaco
numérico a n dimensdes reais, ao conjunto de todos os sistemas
(x,, x,, ... x,) constituidos por n nimeros reais; cada um destes
sistemas passa, entdo, a chamar-se ponto ou vector do espaco R”.
Mas € preciso nunca perder de vista que se trata aqui unicamente
duma convencdo de linguagem, tendente a simplificar e a tornar
mais sugestivos os enunciados das proposicOes matematicas.

Também j4 se viu que tal convencao foi sugerida pelo facto de ser
possivel, nos casos em que n=1, n=2 ou n=3, estabelecer uma
correspondéncia biunivoca entre os elementos de R” e os pontos da
recta, do plano ou do espaco ordinério (conforme n=1, n=2 ou n=3);
podendo ainda nesses casos estabelecer-se uma correspondéncia
biunivoca entre os elementos de R” e os vectores da recta, do plano
ou do espacgo ordindrio. Para n > 3, a situagdo muda radicalmente,
do ponto de vista intuitivo, porquanto o espago fisico ndo tem mais
de 3 dimensaoes.

Contudo, por analogia, continua a dar-se aos elementos de R” o
nome de pontos ou vectores, mesmo no caso em que n > 3.

Esta convencdo permite-nos, desde ja, formular de maneira su-
gestiva o Conceito Geral de Fungdo Real de n varidveis Reais:

Seja € um conjunto qualquer de pontos do espago R”. Sejam, por
outro lado, x,, x,, ..., x,, varidveis reais € y uma variavel que pode
tomar, como valores, nimeros reais, ou, eventualmente, um dos
simbolos o, +o0 ou —eo. Se as varidveis x,, Xx,, ..., X, € y €stdo
relacionadas entre si de modo tal que, a cada sistema de valores de
X;» Xy, ..., X,, pertencente a C ficam a corresponder um ou mais va-
lores de y, sem que 0 mesmo aconteca para os sistemas de valores de
X;» Xy, -5 X, , NAO pertencentes a C, entdo diremos que y € uma fungdo
de x,, X,, ..., X, definida em C. Ao conjunto C dar-se-4, neste caso, 0
nome de campo de existéncia da funcdo considerada; x,, x,, ..., X,

n
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dir-se-do varidveis independentes (ou argumentos) e y varidvel de-
pendente (ou fungdo).

Se a cada sistema, (x,, X,, ..., x,) EC, corresponder um s6 valor
de y, a fun¢do dir-se-4 univoca. Normalmente, quando se falar de
funcdes, ficard subentendido que se trata de fun¢des univocas, a ndo
ser que se faca explicita adverténcia em contrario.

Genericamente, as fun¢des de n varidveis x,, x,, ..., X,, Serdo re-
presentadas por notacdes tais como:

FOE, By wosa X )y PUE s g5 aves By 5o
Diz-se que duas expressoes
FUB, 5 By, mo )y, B 5 By s )

representam fungoes idénticas ou a mesma funcdo, quando:
1) — Sdo ambas definidas para os mesmos sistemas de valores

dex,, x,, ..., x,;
2) — Assumem valores iguais para cada sistema admissivel de
valores de x,, x,, ..., x,.

Em tal hipotese escreve-se, para exprimir este facto:

FCx s X5 0o5 %) = 805 K55 vens X, )

ou simplesmente f=g. Caso contririo, as duas funcdes dir-se-ao
distintas e escrever-se-4

F&x, %, ..x) E8(x, %, ..., X,),

ou simplesmente f # g.

Portanto, duas funcdes serdo distintas quando se verificar uma
pelo menos das seguintes hip6teses (sem ser necessdrio que se veri-
fiquem as duas):

a) — Nao tém o mesmo campo de existéncia;

b) — Existe pelo menos um sistema de valores de x,, x,, ..., x,, para
o qual as fun¢Oes tomam valores diferentes.
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Dadas duas fun¢des @ (x,, x,, ..., X,), 0(x,, x,, ..., x,), diz-se que
a segunda € um prolongamento da primeira quando, representando
por C e C*, respectivamente, os campos de existéncia de ¢ e de ¢,
se tem CCC* e as duas fun¢des tomam o mesmo valor em cada
ponto de C; também se diz, neste caso, que @ € a restrigdo de ¢ ao
conjunto C.

2. Representacao analitica de funcoes de mais de uma variavel

O que se disse no curso de Matemadticas Gerais a respeito da
representacdo analitica de fungbes de uma varidvel e da correlativa
classificacdo das fungdes, aplica-se mutatis mutandis as funcdes de
mais de uma varidvel. Chegou mesmo a fazer-se ali um esboco desse
estudo para tais funcdes. Nao h4 portanto necessidade de repetir o
que entdo foi dito.

Convird apenas salientar que, tal como acontece para as funcdes
de uma s6 varidvel, pode uma fun¢ao de n varidveis ser definida por
meio de vdrias expressOes analiticas dadas para diferentes partes do
seu campo de existéncia (nfo se dird, entdo, que esta representada
analiticamente). Tal € o caso, por exemplo, da funcdo @(x, y) assim
definida:

X+y, se x#Yy,

o s€ x=Y.

o(x, y) = {

Mas note-se, entretanto, que esta mesma funcgdo € susceptivel da
seguinte representacdo analitica:

: xXX—x-y
o, y)=x+y+lim ;
noe [1 4+ (x—y)]

basta observar que o denominador da frac¢do tende para o ou para
1, conforme for x#y ou x=y.

NOTA. Do que se disse neste niumero e no final do precedente, res-
salta a necessidade de fazer uma distingao entre “campo de existéncia
duma fun¢do” e “campo de existéncia duma expressao analitica”.
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Dada uma expressdo analitica (de cardcter designatdrio) con-
tendo varidveis x, y, ..., 0 seu campo de existéncia serd constituido
pelos sistemas de valores das varidveis para os quais s3o possiveis
todas as operacdes indicadas nessa expressdo. Assim, por exemplo,
o campo de existéncia da expressdo Vx —y, no dominio dos nime-
ros reais, serd o conjunto dos pares (x, y) tais que x =y, porque, sO
para esses pares de numeros, as operacOes indicadas sdo possiveis
(com a exigéncia de os resultados serem niimeros reais).

Quanto ao campo de existéncia duma funcao, esse é fixado por
um acto da nossa livre vontade, ao definir a fun¢@o juntamente com
a lei que faz corresponder a cada ponto desse campo um determi-
nado valor. Assim, por exemplo, nés podemos definir uma fungao
¢ (x, y) do seguinte modo:

1) — Campo de existéncia de ¢ (x, y):

Conjunto dos pares (x, y) tais que; x>0,y >0, x=y.
2) — Lei de correspondéncia da fungdo:

@ (x, y) =Vx—y em todo o seu campo de existéncia.

E claro que, neste exemplo, o campo de existéncia da funcio é
mais restrito que o campo de existéncia da expressao analitica utili-
zada.

Em geral, quando se define uma fun¢do por meio duma expres-
sdo analitica, sem nada acrescentar, subentende-se que o campo de
existéncia da funcao € o da sua expressdo analitica.

3. Representacao grafica das funcoes de duas variaveis

Consideremos uma funcao real z=@(x, y) das duas varidveis reais
x, ¥, definida num dado conjunto € de pontos do plano.

Entdo, a cada par (x, y) €C, correspondera o valor de z dado por
@(x, y); ora, como sabemos, fixado no espaco um referencial car-
tesiano (ortonormal) O x y z, o par (x, y) serd representado por um
ponto P’ do plano O x y, enquanto o terno de valores (x, y, z), em que
Z = @(x, y), serd representado por um ponto P do espago tridimen-
sional. Pois bem, ao conjunto ., dos pontos P(x, y, z) assim obtidos
quando se atribuem a x, y, todos os possiveis pares de valores do
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conjunto €, d4-se o nome de grdfico ou imagem geométrica da fun-
¢do @ (x, y).

ZA

Y

Nos casos que mais frequentemente se apresentam na prética, o
grafico de uma func¢d@o de duas varidveis € aquilo que habitualmente
se chama uma superficie. Mas nem sempre assim acontece.

Exemplos — 1) O grafico duma func@o linear de x, y (fun¢do inteira
do 1?7 grau em x, y), isto €, duma func¢ao do tipo

z=ax+by+c,
sendo g, b, c niimeros reais quaisquer, serd, como é facil reconhecer,

um plano ndo paralelo ao eixo dos zz. O campo de existéncia desta
funcdo € todo o plano dos x y.
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2) O grafico da fungdo de x, y, z="V1 —x*—y* € a metade da su-
perficie esférica de centro na origem e raio 1 situada acima do plano
dos xy. O campo de existéncia da fungdo €, como vimos atrés, o
circulo de centro na origem e raio 1 situado no plano dos xy.

3) O gréfico da func¢ao de x, y, z = 1—-x*—y* é um paraboléide de
revolucdo que tem por eixo de simetria o eixo dos zz.

B i s it e
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Passando as funcdes de mais de duas varidveis, na mesma ordem
de ideias, deixa de ser possivel a representacdo grafica em termos
intuitivos. Assim, por exemplo, o grafico duma fungao de 3 varidveis
seria um conjunto de pontos do espago R* (isto é, de sistemas de 4
nimeros reais); mas, como ja dissemos por mais de uma vez, o
espaco R”, para n > 3, ndo tem qualquer representacdo geométrica
intuitiva.

4. Transformacoes pontuais entre espacos cartesianos

Consideremos uma func¢do real y de n varidveis reais x,, X,, ..., X, :

n

(1) y=f(x, x5, ..., %,),

e seja € o seu campo de existéncia. J4 sabemos que cada sistema de
valores de x,, x,, ..., X,, €, por defini¢do, um ponto de R". Ponhamos
agora, para abreviar a escrita,

X=Xy Xy cons X, )

¢ claro que sendo x,, x,, ..., X,, varidveis reais, serd X um ponto (ou
vector) de R", que varia com x,, x,, ..., X,; diz-se, entdo, que X é
uma varidvel pontual ou uma varidvel vectorial (sobre R").

Por outro lado, a fun¢do (1) poderd escrever-se mais condensa-
damente sob a forma

y=fX),

e também se poderd dizer que a varidvel real y € uma funcdo da
varidvel pontual X, definida no subconjunto € de R”".

Mais geralmente consideremos m fungdes reais y,, y,, ..., y,,, das
n varidveis reais x,, x,, ..., X,, todas com um mesmo campo de
existéncia C:

o
= i b A R 3

P = Tl s Hy sn X )

¥, =F %5 505 X,)
.

2)

A
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Pondo, para abreviar,

X=(x,%, ..o X,)
Y=(¥,¥ s V) >

segue-se que, por meio das fung¢des (2), a cada valor de X pertencente
a C, fica a corresponder um determinado valor de YER™ (estamos
agora a supor que as variaveis y,, y,, ..., ¥,, a0 assumem valores
infinitos). Podemos portanto dizer que as fungdes (2) definem Y como
fungdo pontual (ou vectorial) da variavel pontual (ou vectorial) X; e
podemos escrever abreviadamente o sistema (2) sob a forma

Y=FX).

E claro que o campo de existéncia da funcdo pontual F(X) serd
ainda €. Chamaremos contradominio de F(X), naturalmente, aquele
subconjunto de R™ constituido pelos valores que toma F(X), quando
X percorre C; isto €, o conjunto de todos os pontos Y tais que

Y=FX), XEC.

Notemos ainda que a fun¢@o F representa aquilo que se chama
uma transformagdo de C para R™.

Reciprocamente, toda a transformacio F de C para R™ ser4 re-
presentada por um sistema de m fungOes reais de n varidveis reais,
todas definidas no conjunto C.

No curso de Matematicas Gerais estudou-se em detalhe o caso
em que a transformac@o F se diz linear; neste caso a transformacdo
€ representdvel por um sistema de func¢des reais do tipo

r
yi=apx, +apx,+ - +a,x,

"

as quais tém, pois, por campo de existéncia todo o espago R” (trata-
-se duma transformacado de R” para R™).
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O aluno devera ter o cuidado de recordar tudo o que se disse en-
tdo a respeito de tais transformacdes e da respectiva representacao
matricial.

Exemplo duma transformacio de R* em R? que ndo € linear:

{ Y, = X, COS X,
Y, =X, Sen x,

Consideremos de novo a fungdo vectorial

3) ¥ =F(X)

definida num subconjunto € de R” e tomando os valores em R™
(isto €, sendo Y € R™). Note-se que, em particular, pode ter-se m = 1
ou n=1. No primeiro caso tem-se R”=R e, portanto, Y serd uma va-
ridvel real: a fungdo (3) consiste, entdo, numa sé funcdo real das n
variaveis reais x,, X,, ..., X,

n

y=Ff(x,x,,....x,).

No segundo caso tem-se R”*=R e, portanto, X reduz-se a uma s6
variavel real; trata-se, pois, dum sistema de m funcdes reais de uma
variavel real x:

[y, = £,
172=50
| In= f.(x)

De resto, estas duas possibilidades j4 se nos tinham apresentado
a propésito das transformacdes lineares: correspondiam-lhes, ento,
respectivamente, as matrizes linhas e as matrizes colunas.

Pode mesmo acontecer que m = n =1, e entdo recai-se no caso
da funcao real duma s6 varidvel real.

5. Nocoes topologicas em R”

Para um estudo adequado das fun¢Ges de n varidveis, no que se
refere a campos de existéncia, limites, continuidade, etc., hd que in-
troduzir certas defini¢es prévias.
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DEFINICAO 1. Dado um vector X = (x,, x,, ..., x,) do espaco R,
chama-se mdédulo ou comprimento de X, e representa-se pela nota-
cdo | X| o niimero ndo negativo indicado pela férmula

|X| = Vx2+x2+ - +x2.

n

Como se vé imediatamente, esta definicdo € dada por analogia
com 0 que se passa a respeito dos vectores do espago ordindrio.

DEFINICAO 2. Sejam X=(x,, ..., x,) e Y = (y,, ..., y,) dois pontos
quaisquer de R". Chama-se distancia de X a Y o niimero ndo nega-
tivo

|X—Y| =\/(x1—y1)2+(x2—y2)2+ et (X, =y ).

DEFINICAO 3. Dados um ponto A de R* e um niimero p>0, chama-
-se esfera fechada (ou simplesmente esfera) de centro A e raio p ao
conjunto de todos os pontos de R" cuja distdncia a A é inferior ou
igual a p; isto é, ao conjunto dos pontos X de R" tais que:

|IX-A|<p.

Facilmente se reconhece que um tal conjunto vem a ser: um
segmento com centro em A, quando n = 1; um circulo com centro
em A, quando n = 2; uma esfera propriamente dita, com centro em
A, quando n = 3.

Quando n > 3, também se usa o termo “hiperesfera” em vez de
“esfera”, para salientar que se trata duma esfera num hiperespaco
(isto €, um espaco com mais de 3 dimensdes).

DEFINICAO 4. Entende-se por esfera aberta de centro A e raio p o
conjunto dos pontos X de R" tais que

|IX-Al<p.

DEFINICAO 5. Convencionaremos chamar vizinhancas dum dado
ponto P de R" a todas as esferas abertas com centro em P; mais
precisamente, chamaremos vizinhanca (8) de P a esfera aberta de
centro P e raio 8.
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Consideremos agora em R” um conjunto € de pontos € um ponto
P qualquer; seguem-se algumas importantes DEFINICOES:

I) — Diz-se que P € interior a C quando existe pelo menos uma
vizinhanca de P contida em C, isto €, formada s6 por pontos de €
(caso de P, na figura).

IT) — Diz-se que P € exterior a C quando € interior ao comple-
mentar de C, isto €, ao conjunto R*\C, formado pelos pontos que
ndo pertencem a C (caso de P, na figura).

III) — Diz-se que P € ponto fronteiro de C, quando nfo € interior
nem exterior a C, isto é, quando em qualquer vizinhanga de P hi
sempre pelo menos um ponto de € e um ponto de R*\C (caso de P,
na figura).

Chama-se interior de ¢ o conjunto dos pontos interiores de C;
exterior de C, o conjunto dos pontos exteriores a C; fronteira de C,
o conjunto dos pontos fronteiros de C.

Um conjunto diz-se aberto, quando coincide com o seu interior
(portanto, se ndo for vazio, serd formado sé de pontos que lhe sdo
interiores); diz-se fechado, quando contém a sua fronteira.

Exemplos — 1) Na recta numérica R, um intervalo aberto de extremos
a, b (conjunto dos pontos x tais que a < x < b) € um conjunto aberto,
pois que todo o seu ponto c lhe € interior; para ter uma vizinhanga
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(8) de ¢ contida em ]a, b[ basta tomar & inferior a0 menor dos
nimeros ¢ — a € b — c¢. Contudo, o intervalo ]a, b[ nao é fechado,

0<c—a 8<Z—c

visto que n3o contém a sua fronteira, constituida pelos dois extre-
mos a, b. Por sua vez, o intervalo [a, b] (conjunto dos pontos x de R
tais que a < x < b) € um conjunto fechado, porque contém os seus
pontos fronteiros a, b; mas ndo € um conjunto aberto, visto ndo ser
formado s6 de pontos interiores. Finalmente, o intervalo [a, b[ (fe-
chado a esquerda e aberto a direita) dd-nos o exemplo dum conjunto
que ndo € aberto nem fechado.

2) Fixado em R? um ponto A qualquer e sendo p um ndmero
positivo, o conjunto dos pontos X de R? tais que | X — A| < p (circulo
aberto do centro A e raio p) € um conjunto aberto, visto que, para

todo o seu ponto P, € possivel obter uma vizinhanca desse ponto,
contida no conjunto (basta que o raio 8 da vizinhanga seja inferior a
diferenca p — |P — A| entre o raio do circulo e a distincia de P a A).
Por sua vez, o circulo (fechado) de centro A e raio p € um conjunto
fechado, pois contém a sua fronteira, constituida pela respectiva
circunferéncia; mas nao é, evidentemente, um conjunto aberto. Con-
sideremos, por ultimo, em R? o conjunto dos pontos (x, y) tais que
seja simultaneamente:



{x2+y2S1
y>0

Este conjunto, constituido pela parte do circulo de centro O e raio
1 situada acima do eixo dos xx, ndo € aberto nem fechado, pois que
contém os pontos fronteiros de ordenada positiva (x*+ y*=1, y>0),
mas ndo os pontos fronteiros de ordenada nula (y=0, -1 s x < 1).

A

b 4

1

3) As consideragdes feitas em 1) e 2) podem estender-se a R”,
com n qualquer. As designacOes “esfera aberta” e “esfera fechada”
atrés introduzidas estdo assim de acordo com as defini¢es de “con-
junto aberto” e de “conjunto fechado” que foram dadas em seguida.

Note-se que um conjunto pode ser simultaneamente aberto e
fechado: por exemplo, o espacgo inteiro, R”, € um conjunto aberto,
porque todos os seus pontos lhe sdo interiores, € fechado, porque
contém a sua fronteira (neste caso vazia). Demonstra-se, porém, que
em R”" s6 hd dois conjuntos simultaneamente abertos e fechados: o
conjunto vazio € 0 espaco inteiro.

Interessa-nos ainda, para o seguimento, registar a seguinte pro-
posicao:

PROPOSICAO. O interior de um qualquer conjunto C de pontos de
R" é sempre um conjunto aberto.

Demonstragdo. Se C ndo tem nenhum ponto interior, 0 seu interior
reduz-se ao conjunto vazio, que € aberto.
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Suponhamos agora que € tem pelo menos um ponto interior e
designemos por C* o interior de C; vamos provar que C* € aberto.
Com efeito, se for P um ponto qualquer de C*, portanto interior a C,
existird, pelo menos, uma esfera aberta ¥, com centro em P e con-
tidaem C.

Mas qualquer ponto de U € interior a U e portanto a €. Quer isto
dizer que a vizinhanca ¥ de P é formada sé de pontos interiores a C,
e portanto estd contida em C*. Assim, todo o ponto P de C* lhe é
interior, o que significa que C* € aberto (q.e.d.).

Convém ainda notar que o complementar dum conjunto aberto é
um conjunto fechado (e vice-versa) e que a reunido de vdrios conjun-
tos abertos (em niimero finito ou infinito, com pontos comuns ou nao)
é ainda um conjunto aberto.

Interessam-nos também as seguintes DEFINICOES:

IV) — Dados dois conjuntos #, 5 em R” diz-se que #, 5 sdo sepa-
rados, quando cada um deles estd contido no exterior do outro; caso
contrario, dizem-se ligados.

Por exemplo, em R?, dois circulos abertos sem ponto comum
sd0 conjuntos separados (mesmo que as respectivas circunferéncias
sejam tangentes); mas um circulo aberto e um circulo fechado cujas
circunferéncias se toquem j4 ndo sdo separados, porque nem todos
os pontos do circulo fechado sio exteriores ao circulo aberto (hd um
que estd na fronteira deste).

V) — Um conjunto € de pontos de R* diz-se desconexo, quando
existem dois conjuntos A, 5 separados de que € seja a reunido, isto
€, tais que € =A4UJZ. Caso contrario, o conjunto € diz-se conexo.

Por exemplo, em R? sdo conjuntos conexos: uma esfera, uma
superficie esférica, um cubo, o0 espacgo inteiro, etc. Mas considere-
mos agora o campo de existéncia da funcio de x, y:

z=log(x*-1)+V4-x*-y*;

trata-se, como € fécil de ver, do conjunto dos pontos (x, y) de R* que
verificam simultaneamente as condicdes: x>’—1=0 e x*+y*<4; §,
pois, um conjunto desconexo, visto ser formado pelas duas partes
do circulo de centro em O e raio 2, situadas nos semi-planos x = 1 e
x < — 1 (conjunto fechado).
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Notemos, por ultimo, que as anteriores defini¢cdes de interior,
exterior, fronteira, conjunto aberto, conjunto fechado, conjunto
conexo, etc., foram todas formuladas partindo unicamente da nog¢ao
de “ponto interior”. Dum modo geral, chamam-se nog¢des topol6gi-
cas todas aquelas que derivam logicamente da no¢do de “ponto inte-
rior”’, tomada como tinica nog¢ao inicial.

Mas, por sua vez, o conceito de “ponto interior” foi dado a partir
do conceito de “vizinhanga” (que ndo € uma nogdo topolégica).

Convenciondmos nés chamar vizinhangas dum ponto P em R”
as esferas abertas com centro em P; mas € facil ver que se tivés-
semos dado essa designacdo as esferas fechadas com centro em P,
a definicdo de “ponto interior” obtida seria equivalente a anterior.
E ainda poderiamos adoptar muitas outras defini¢des de vizinhanga
conducentes as mesmas nogdes topoldgicas, chamando vizinhanca
de A, por exemplo, aos cubos ou aos paralelipipedos centrados em
A, etc. (as nocdes de cubo e de paralelipipedo sdo extensiveis a R").

NOTA. Dados dois nimeros naturais m, n, com m > n, 0 €spaco
R" pode ser identificado, de infinitos modos diversos, a um subcon-
junto de R™. Por exemplo, o espagco R pode, em R?, ser identificado
a um dos eixos coordenados; o espaco R? pode, em R?, ser identifi-
cado a um dos planos coordenados, etc., etc.
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Porém, feita a identificagao de R”, por um subconjunto de R™, h4
que atender ao seguinte: um ponto P, que no espaco R” seja interior
a um dado conjunto €, pode ja ndo ser interior a ¢ em R™.

Por exemplo, no espaco R?, o conjunto dos pontos (x, y) tais que
x? + y* < 1 (circulo aberto de centro na origem e raio 1) € aberto,
isto é, formado de pontos que lhe sdo interiores. Mas, identificando
R? ao primeiro plano coordenado de R? o referido conjunto (agora
definido pelas condigdes x> + y* < 1, z = 0) j4 ndo € aberto em R3,
pois que nenhum ponto lhe € interior: qualquer que seja o ponto
desse conjunto, ndo existe nenhuma vizinhanca do ponto (esfera
nele centrada) contida no conjunto.

6. Nocoes de limite para as sucessoes de pontos de R”

A no¢do de limite para as sucessdes de pontos dum espaco numé-
rico pluridimensional introduz-se de modo inteiramente andlogo ao
que foi seguido para as sucessdes de niimeros reais (pontos de R?):

DEFINICAO 6. Consideremos um espaco euclideano R?. Dada uma
sucessao

Ui o i aiey U 3w
constituida por pontos de R?, diz-se que tal sucessdo tende para um
ponto A de R? (tem por limite A ou converge para A) e escreve-se:
limU,=A ou U,—>A,
n— oo
quando, a todo o nimero 0 > 0, corresponder um niimero natural v,

tal que se tenha |U — A| < 8 para todo o n > v. (Quando ndo houver
lugar para equivoco, usaremos a nota¢do “lim U” em vez de “lim U”;

n— oo

geralmente, o equivoco s6 pode dar-se quando na expressao do termo
geral, figurarem outras varidveis além de n).

Desde logo se reconhece que se pode introduzir a mesma nogao
deste outro modo:

DEFINICAO 6a. Diz-se que o ponto varidvel U, tende para o ponto
fixo A, quando se tem lim |U — A| = 0, isto é, quando a distdncia de

n— o

U, a A tende para zero, ao tender n para .
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Por outro lado, observemos o seguinte: Dizer que o ponto varidvel
U, satisfaz a condigdo |U,—A|< 3 equivale a dizer que U, pertence a
vizinhanca (8) de A, (isto é, a esfera aberta de centro A e raio 9).

Entdo, € facil ver que as anteriores defini¢des resultam ainda
equivalentes a seguinte:

DEFINICAO 6b. Diz-se que a sucessdo U, tende para A, quando,
qualquer que seja a vizinhanca O de A, existir sempre uma ordem Vv
depois da qual todos os termos da sucessdo estejam em .

Posto isto, podemos estabelecer o seguinte:

TEOREMA 1. Para que o ponto variavel, U, tenha por limite o
ponto fixo A, é necessdrio e suficiente que cada uma das coordena-
das de U, tenha por limite a coordenada homdloga de A.

Demonstra¢do. Pondo
U =y, Uy, ..., upn), A=(a,,a,, ..., ap),

vir4 (veja-se a DEFINICAO 2)

(D | Un—A|= \/(uln —a)’+ WU, —a,)+ -+ (u,,— ap)2 ,
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ou seja,
U -A>=(u,,—a,)’+ W, —a,)* + - + (w,,—a,)
e portanto:
U -Al>?= (u,—a), 1<i<p,
ou ainda:
(2) lu, —a|<|U-A|, 1<i<p.
Posto isto:

a) — Demonstremos que a condi¢a@o € suficiente.
Suponhamos que cada uma das coordenadas de U, tende para a
coordenada homologa de A, isto €, que se tem:

a=lmu, ,6a=lmu,,..,a =limu_;
n—oo n— oo L4 n— oo P
vamos provar que, nesta hipotese, lim U, = A. Para isso, basta tomar
os limites a ambos os membros de (1) e aplicar as regras estabele-
cidas em Matematicas Gerais para limites de sucessoes de nimeros.
Ter-se-a:
lim |U,-A|=0,

n—»oco

o que, segundo a DEFINICAO 6a, significa que:
IimU,=A.

b) Demonstremos que a condi¢cdo € necessdria. Suponhamos
que lim U, = A, isto é, que lim |U,—A| = 0; trata-se de provar que,

n — oo n— oo

nesta hipotese, cada uma das coordenadas de U, tende para a coor-
denada homodloga de A, isto €, que:

lim |u,-al=0, 1<is<p,

n— oo

mas isto € uma consequéncia imediata de (2) e da hipétese.
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7. A nocao de limite para as funcoes vectoriais duma variavel
vectorial

Tal como acontece para as funcdes reais duma varidvel real, a
nocdo de limite para as funcOes vectoriais duma varidvel vectorial
pode ser introduzida, pelo menos, de dois modos diversos:

Segundo a orientacdo de HEINE e segundo a orientacdo de
CAUCHY.

Consideremos uma fun¢do

Y=F(X)

definida num subconjunto € de R™, com Y& R? (m, p nlimeros natu-
rais quaisquer).

Designando por A e B, respectivamente, um ponto de R™ e um
ponto de R?, a nocao de limite segundo HEINE pode ser definida tal
como segue:

DEFINICAO 7. Diz-se que F(X) tende para B (ou tem por limite B)
ao tender X para A, e escreve-se

lim F(X) =B,
X—>A
quando, a toda a sucessdo X,, X,, ..., X , ... de pontos de C, distin-
tos de A, tal que
limX =A,

n— oo

corresponder uma sucessdo F (X)), F(X,), ..., F(X), ... de pontos de
R? tal que
lim F(X)=B.

Segundo CAUCHY, a mesma nog¢ao € introduzida do seguinte
modo:

DEFINICAO 7a. Diz-se que F(X) tende para B (ou tem por limite B)
ao tender X para A e escreve-se

lim F(X)=B

X—>A

quando, a todo o niimero € > 0, se possa associar um niimero o > 0,
de tal modo que se tenha
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|F(X)-B|<¢e sempreque |X-A|<3,
com XEC, X # A.

Tal como no caso das fungdes reais duma varidvel real, a equi-
valéncia das duas definicdes pode ser estabelecida com o emprego
do axioma de Zermelo. Qualquer delas pressupde que existe em C
pelo menos uma sucessdo de pontos distintos de A, convergente para
este ponto (diz-se, entdo, que A € ponto limite de C).

Recordemos, ainda, que a condi¢do “|X—A|<&” se pode exprimir
dizendo: “X pertence a vizinhanca (8) de A”. Entdo, a DEFINICAO
7a poderd ainda formular-se deste modo: “Diz-se que F(X) tende
para B ao tender X para A, quando, para toda a vizinhanca AU de B,
existir pelo menos uma vizinhanca ¥ de A, tal que, enquanto o pon-
to X percorre ¥ (permanecendo em € e sem passar por A), 0 ponto
correspondente F'(X) ndo sai de U”.

0 au

A DEFINICAO 7 é geralmente mais cémoda para as aplicacdes.
Consideremos em particular o caso duma fungdo real de m varid-
veis reais:

y=fX)=f(x,x,, ....x,)

definida no conjunto €. Seja ainda A = (a,, a,, ..., a,) um ponto li-
mite de ¢; a DEFINICAO 7 poder4 agora aplicar-se mesmo quando
B for, em vez dum niimero real, um dos simbolos o, + ou —oo, E,
para designar o “limite de f(x,, x,, ..., X,), quando X tende para A”
(se tal limite existe), poderd usar-se em vez da notacio

lim f(x,, x,, ..., x,)
X—>A
esta outra:

lim f(x,, x,, ..., x,) .

X, —a,
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Exemplos — 1) Consideremos a fun¢do z de x, y, assim definida:

.= 1-2Vxy
X%+ y?
e seja (a, b) um ponto de R? distinto da origem, isto é, (a, b) # (0, 0).
Atribuindo ao par de varidveis x, y uma qualquer sucessao de
valores (x;, y,), (*,, ¥,)s «..s (x,, ¥,), ... que tenha por limite (a, b),
vira, pelo TEOREMA 1,

limx =a, limy,=b,

e obter-se-4 para a varidvel z uma sucessao de valores z,, z,, ...,
dados por

nod e

7 1-2Vx,y,

2 2
'xn +yn

Posto isto, a dlgebra dos limites, estabelecida em Matemaéticas
Gerais para sucessdes numéricas, permite-nos escrever:

lim 7 < 1=2V({imx) (imy,)
(lim x,)* + (lim y, )*

n

_ 1-2Vab

B (visto que a* + b* #0).
a+

Por conseguinte, ter-se-4, segundo a DEFINICAO 7:

1-2Vab
lim z=-—="22 sendo (g, b) # (0, 0).
@) = (@ b) a+ b?

Discorrendo de modo andlogo, vé-se que:

lim z=+4o0.
*3) - (0,0)
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2) Consideremos a fung¢ao z de x, y, assim definida:

‘;, para (x, ) # (<2, 1),

e investiguemos se tal fun¢@o tende ou n2o para um limite quando
(x, y) tende para (-2, 1). Atribuindo a (x, y) uma sucessao de valo-
res (x,, y,) distintos de (-2, 1), tal que (x,, y,) = (-2, 1), resultara
para z a sucessao de valores dada por

-1
z,,=y" :
X +2

n

Suponhamos que os pontos (x,, y,) sdo escolhidos sobre uma rec-
ta que passe por (—2, 1), isto €, uma recta de equagdo y—1=k(x+ 2);
entdo vir4:

_y,—-1  k(x,+2)
ox +2  x,+2

k

e portanto lim z, =k. Mas como k, coeficiente angular dessa recta,
pode tomar todos os valores desde —eo a + oo, segue que o limite de
z, depende da maneira como o ponto varidvel (x,, y,) tende para o
ponto fixo (—2, 1). Por outras palavras: ndo existe aquilo a que é
licito chamar “limite de z quando (x, y) tende para (-2, 1)”.

3) Seja a fungao:

0, se x#y,

P (x, y)={ 1, se (x, y)=(0,0),
x?, se x=ye(x y)#(0,0),

e consideremos por exemplo o ponto (1,1). Se tomarmos uma su-
cessdo de pontos (x,, y,) sobre arecta x=y (sendo portanto x, =y ), de
modo que (x,, y,) tenda para (1,1), ter-se-4, atendendo a maneira co-
mo € definida a fung@o ¢ (x, y) parax=y: lim ¢(x,, y )=(lim x )*=1.
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° (X,5)

o
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Mas também se pode considerar uma sucessdo de pontos (x,, y,),
todos situados fora da recta x=y e tal que (x,, y,) — (1,1); entdo sera
sempre (pelo menos a partir de certa ordem):

¢(x,,y,)=0, donde lim @(x,,y )=0.
Como sao diferentes os dois limites obtidos, ndo existe o limite
da funcdo @(x, y) ao tender (x, y) para (1,1).
Consideremos agora o ponto (0,0).
E facil ver que, para toda a sucessdo de pontos (x,, y,) distintos
de (0,0) e tal que:

*,,y,) = (0,0),

se tem @(x,, y,) = 0. (Neste caso € indispensdvel a condi¢io de os
pontos da sucessdao serem distintos do ponto (0,0) considerado).
Teremos, portanto:

lim @(x, y) =0.

x—0
y—=0

Os teoremas relativos aos limites da soma, do produto e do co-
ciente de funcdes reais duma varidvel real estendem-se imediata-
mente ao caso das funcdes reais de m varidveis reais.
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Consideremos duas funcdes reais:

¥= 0 % v X) 1 2= 8 Qo 25 <v0p 35

definidas num mesmo conjunto ¢ e suponhamos que, ao tender X
para um dado ponto de R™, tais funcGes tendem para limites finitos.

Entdo, a DEFINICAO 7, por um lado, e a 4lgebra dos limites
para sucessdes numéricas, por outro lado, mostram-nos imediata-
mente que:

lim (ytz)=1lim y*1lim z
XA X—>A X—>A

lim (yz) = (lim y) - (lim z).
X—>A X—>A X—A

Se, além disso, for lim z # 0, ter-se-4, ainda,
X—>A

lim 2 = (lim y) / (lim z).
XA & X—oA X—>A

Andlogas consideragdes, nos casos dos limites infinitos.

Vamos ver agora que, no estudo dos limites, o caso das fungdes

vectoriais se reduz sempre ao caso das fungdes reais. Tem-se, com
efeito:

TEOREMA 2. Consideremos uma funcdo vectorial Y =F(X) defini-
da num subconjunto C de R™ pelo sistema de funcoes reais

r
yl =f1(x19 xz, ---axm)

{ y2 == fz(xla xza T xm)

e consideremos dois pontos
A=(a,a,,...,a,),B=(b,b,,....,b,),

respectivamente, de R™ e de R?. Condicdo necessdria e suficiente



33

para que, ao tender X para A, Y tenda para B, é que cada uma das
coordenadas de Y tenda para a coordenada homdloga de B, isto é,
que se tenha:

limy =b, limy,=b,,....,limy =b,.
XA XA X—>A
Aplicando a DEFINICAO 7, facilmente se reconhece que este
teorema € uma consequéncia imediata do TEOREMA 1.

8. A nocao de continuidade para as fun¢oes vectoriais duma
variavel vectorial

Esta no¢ao introduz-se imediatamente a partir da anterior no¢ao
de limite:

DEFINICAO 8. Diz-se que uma funcdo Y =F(X) é continua num
dado ponto A, quando se verificam as seguintes condigoes:

1) — a funcgdo é definida no ponto A;
2) — existe o limite de F(X) ao tender X para A,
3) — tem-se:

lim F(X) = F(A).

(A funcao dir-se-4 descontinua em A, quando nao for continua
em A, isto é, quando uma, pelo menos, das condicdes 1), 2) ou 3) ndo
for verificada).

Mas tal no¢do poderé ainda introduzir-se directamente, tal como
segue:

DEFINICAO 8a. Diz-se que F(X) é continua num ponto A do seu
campo de existéncia, quando, por menor que seja o niimero €>0, for

sempre possivel associar-lhe um niimero >0, de modo que resulte
|F(X)-F(A)| <€ sempre que | X — A|<3.

Subentende-se que X pertence ao campo de existéncia da funcio,
mas ja ndo € necessdria a restricdo X #A, visto que, para X=A, a
condi¢do |F(X)—F(A)| <€ é sempre verificada. Pela mesma razdo,
deixa de ser necessario impor a A a restricdo de ser ponto limite do
campo de existéncia de F(X).
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No caso particular da fun¢ao real de n variaveis reais,

y=FX)=F(x;, x,, ..., X,),

como ha a possibilidade de a fun¢do assumir valores infinitos, a
DEFINICAO 8 tem de ser completada, substituindo nela a condi¢do
1) por esta outra: “a fun¢do toma em A um valor finito”.

Do TEOREMA 2 deduz-se imediatamente este outro:

TEOREMA 3. Dada uma funcdo vectorial Y =F(X) definida num
subconjunto de R" pelas m funcoes reais

yl =f1(x1’ x27 LR xn)

Y = FuXps X5 005 X,)

condicdo necessdria e suficiente para que F(X) seja continua num
dado ponto A de R" é que cada uma das fungoes coordenadas f(X),
£,X), ..., f,,(X) seja continua em A.

Exemplos — 1) A func¢io real assim definida:

y—1

, Se xX#—2,
x+2

o y)=
0, se x=-2,

€ continua em todo o ponto (x,, y,) tal que x, # — 2, pois tem nessa
hipétese:

fim @l y) =20t e
(6, 3) = (x5 3 Xo+ 2

mas em qualquer ponto (-2, y,) da recta x=—2 a funcio € descon-
tinua porque: ou y, #1 € entdo Q(-2, y,) = -, ou y,=1 e, como ja
vimos atrés, ndo existe o limite de @(x, y) quando (x, y) — (-2, 1).
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2) Seja agora a fun¢do vectorial assim definida em R?,

u=x*+y>
y=1lim (1 +x2+y)™"

A primeira funcdo € manifestamente continua em todo o ponto
(x, y) de R2 Quanto a segunda, tem-se:

e { 0, se (x, y) # (0,0),
1, se (x, y) = (0,0),

portanto a funcdo serd continua em todo o ponto distinto da origem;
mas serd descontinua na origem, visto que, ao tender (x, y) para
(0,0), v tende para 0, ndo sendo esse o valor que a fungdo toma em
(0,0).

Finalmente, aplicando o TEOREMA 3, conclui-se que a fungdo
vectorial considerada é continua em todos os pontos de R?, com
excepe¢ao da origem.

9. Teoremas sobre func¢es continuas

A dlgebra dos limites permite-nos, desde logo, estabelecer as
seguintes regras:
Se duas fungoes reais,

y=f(-x17~x27 ""xn)’ Z=g(x1,x2, ...,xn),

forem ambas continuas num dado ponto A de R", também a soma
ou diferenca ytz e o produto y - 7 sdo fungoes continuas de X em A,
se, além disso, z ndo for nula para X=A, entdo o cociente y/z serd
ainda uma fung¢do continua de X em A.

Em particular, toda a fung¢do racional inteira é continua em
qualquer ponto. Basta lembrar que se chama “func¢do inteira” de x,,
X,, ..., X, a toda a funcdo que se pode obter como soma de um
numero finito de funcdes @(X) do tipo
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(P(X) = ’Yxlpl x21’2 ...... xnpn ,

sendo Y um numero real qualquer (coeficiente do mondémio) e
Dys Dy ---» D,, NUMETOS inteiros ndo negativos.

Qualquer que seja o ponto A = (a,, a,, ..., a,), a dlgebra dos
limites habilita-nos a escrever:

lim ¢(X) =y(lim x,)?1 ... (lim x,)?s.
X—>A X—>A X

—A

Por outro lado, tem-se, em virtude do TEOREMA 1:

limx, =a,,limx,=a,,...,limx,=qa,,
X—A X—A X—-A

donde, finalmente,
lim (X)=yaPrrarz----- a’»= @A),
X—>A

0 que significa, precisamente, ser @(X) continua em A; portanto,
qualquer func¢do inteira, sendo a soma de um nimero finito de fun-
cOes deste tipo, serd também continua no ponto arbitrario A.
Analogamente se reconhece que foda a fungdo racional fraccio-
ndria é continua nos pontos que ndo anulam o denominador.
Por exemplo, a fun¢do

3x—y+5z
x*+3y*+27°-4

fo, 3 2)=

€ continua em todos os pontos do espago R?, excepto os que perten-
cem ao elipséide x> + 3y? + 27> =4.

Para reconhecer se uma dada fungdo € ou nao continua num dado
ponto, € util, muitas vezes, o teorema relativo as fungdes compostas
que vamos demonstrar adiante. Antes disso, porém, convém esclare-
cer o conceito de fungdo composta. Consideremos a funcio vectorial

(D) Y=F(U)
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definida num subconjunto € de R™, com Y € R?, e seja
U=GX)

uma segunda funcdo vectorial, definida num subconjunto 9 de R” e
cujo contradominio esteja contido em € (quer dizer, quando o ponto
X percorre 9, o ponto U deve manter-se em C).

E claro que, substituindo em (1), U por G(X), se obtém uma
nova funcao vectorial,

Y=F(G(X)) = (X),

definida em 9, com Y € R?; diz-se, entdo, que Y é funcdo composta
de X por intermédio de U.

Adoptando a linguagem introduzida em Matematicas Gerais,
podemos também dizer que G representa uma transformagdo de 9
para C, F uma transformagdo de C para R? e finalmente ® uma
transformacdo de 9D para RP que é o produto de F por G:

O=FG.

Convém ndo perder de vista que a funcdo vectorial Y= F(U)
equivale a um sistema de p func¢des reais de m varidveis reais

yvi=Ffu,u,,...,u,)
(2) y2=f2(u1’u2,”'9 um)

................................................

definidas em €, enquanto a fun¢do U= G(X) equivale a um sistema
de m fungdes reais de n varidveis reais

u, =g, x, ..., x)

(3) U, =8,(X,, Xy o0y X,)

----------------------------------------------

u, =g (x,x,....,x)
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definidas em 9. E claro que para ter Yi» Ya» -+-5 Y, directamante em
funcdo de x,, x,, ..., X,, chegando ao sistema de fung0es reais repre-
sentativo da fung¢do Y=®(X), bastard em (2) substituir u, u,, ..., u
pelas respectivas expressoes (3) em fungdes de x,, x,, ..., X,.

Também se diz neste caso que se efectua sobre as funcgdes (2) a
substituicdo ou mudancga de varidvel definida por (3).

(Recordemos ainda que, se as transformacdes F, G forem linea-
res, também o produto F.G € uma transformacao linear, que tem por

matriz o produto da matriz de F pela matriz de G).

m?

Por exemplo, da fun¢do de u, v
4) z=Vur+v?

definida em R?, e, da transformacao
u=x+

) { y
v=2x-Yy

de R? em R?, resulta uma funcdo composta de (x, y) por intermédio
de (u, v), que pode directamente escrever-se sob a forma

2=VE+y)>?+ 2x—y)?=V5x - 2xy + 2)*.

Efectudmos, portanto, em (4), a substituicdo ou mudanga de va-
ridveis definida por (5).

Posto isto, podemos estabececer o anunciado teorema relativo
as funcdes compostas:

TEOREMA 4. Dadas as funcoes Y=F(U), U=G(X), de modo que
o dominio da primeira contenha o contradominio da segunda, se
G (X) é continua num certo ponto X, e F(U) é continua no ponto
correspondente U,= G(X,), também a funcdo composta F(G(X)) é
continua no ponto X,,.

Demonstragdo. Suponhamos G(X) continua em X, F(U) continua
em U,=G(X,), e seja € um nimero positivo arbitrario. Segundo a
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DEFINICAO 8a, existird, um niimero o >0 tal que se tenha
(6) |F(U)-F(U)|<¢e para |U-U,|<o;

por sua vez, segundo a mesma defini¢@o, existird um nimero 3>0
tal que resulte

(7) |G(X) - G(X,)| <o sempre que | X - X,| < 3.

Entdo, de (6) e (7) conclui-se que serd |F(G(X))-F(G(X,))|<¢e
todas as vezes que for | X—X,|<9, o que, atendendo 2 arbitrariedade
de €, significa previamente que F(G(X)) € continua para X=X, fi-
cando completa a demonstracg@o.

Como exemplo de aplicacio consideremos a fungio
z=log (x-V1+ (x-y)?),

a qual pode considerar-se como resultante da seguinte cadeia de
funcoes:

z=logu, u=v-Vw, v=x, w=1+(x-y)>~

Notando que a funcdo log u é continua para u>0 e que Vw é
continua para w> (0, atendendo a 4lgebra dos limites e aplicando,
finalmente, 0 TEOREMA 4 duas vezes sucessivas, conclui-se que z
€ funcdo continua de (x, y) em todo o ponto tal que x2>1+(x—y)%

10. Funcoes continuas num conjunto. Teoremas de CANTOR e
de WEIERSTRASS

No n? precedente foi definido o conceito de “funcdo continua
num dado ponto”. Agora convém deter um pouco a atengdo sobre 0
conceito de “funcdo continua num dado conjunto”.

DEFINICAO 9. Seja F(X) uma funcdo vectorial definida num
conjunto C CR" Dado um conjunto / contido em C (podendo em
particular coincidir com C), diz-se que F(X) é continua no conjunto
M, quando a restricdo de F(X) a M é continua em cada um dos
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pontos de M. (Recordemos que se chama restricdo de F(X) a /M a
fungdo F*(X) cujo campo de existéncia é / e tal que F*(X)=F(X)
em cada ponto XENM ).

Exemplos — 1) Seja a funclo z de x, y, assim definida em todo o
espaco R

.= X2+ e* %, para x>+ y*<1,
0, para x> +y>>1.

Em qualquer ponto (x,, y,) da circunferéncia x> + y* =1 a fung¢éo
apresenta uma discontinuidade, pois que se verificam os seguintes
factos: a) — o valor de z nesse ponto €, com certeza, >0; b) —
fazendo tender (x, y) para (x,, y,) por uma sucessdo de pontos
(x,,y,), situados fora do circulo x*> + y*> < 1, z tende para 0.

Por conseguinte, a funcio ndo € continua no seu dominio de
existéncia. Todavia, se designarmos por # o circulo x> + y>* <1, a
fungdo serd continua no conjunto A, pois que, fazendo tender (x, y)
para um ponto (x,, y,) qualquer de #, passando unicamente por
pontos de M, a fungdo tende para x?2+ e*~?%, valor que assume nesse
ponto.

2) Seja a funcdo:

X +y*+7% para x—y+2z=0,
(P(x,y,z)={ y P d
0, para x—y+2z#0.

A funcdo nfo € continua no seu dominio de existéncia, porque
em qualquer ponto do plano x—-y+z=0, excepto a origem, nao
existe sequer limite da funcdo. Porém, se a restringirmos ao plano
x—y+2z=0, onde € representada pela expressio x* + y* + z%, a funcédo
ja seré continua.

Um outro conceito de grande importancia em Anélise Matema-
tica € o de “continuidade uniforme”:

DEFINICAO 10. Diz-se que a funcdo F(X) é uniformemente con-
tinua num dado conjunto M contido no seu campo de existéncia
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quando, por menor que seja o numero £>0, exista sempre um corres-
pondente niimero 8 >0, de modo que se tenha |F(X) — F(X’)|<¢
para todo o par de pontos X, X’ de M cuja distdncia seja inferior a
3, isto é, tais que |X — X’|<39.

Confrontando esta definicdo com as DEFINICOES 8a e 9, tem-
-se a primeira vista a impressdao de que “funcido uniformemente
continua em #” e “fun¢do continua em #” sdo uma e a mesma
coisa. Note-se, porém, que, na DEFINICAO 8a, o nimero & em
questdo dependerd, em geral, ndo s6 do nimero € dado, mas tam-
bém do ponto A de que se trata; o que ha de essencialmente novo na
DEFINICAO 10 € o facto de o nimero 8 depender unicamente de €.
E, na verdade, conhecem-se exemplos muito simples de funcdes
que, sendo continuas num conjunto 4, ndo resultam uniformemente
continuas nesse conjunto.

H4, porém, um caso importante em que a simples continuidade
arrasta a continuidade uniforme. Para o apresentar, convird ainda
introduzir a seguinte:

DEFINICAO 11. Um conjunto M de pontos de R" diz-se limitado
quando for finito o extremo superior das distdncias dos seus pontos
a origem; por outros termos: quando existir, pelo menos, uma es-
fera que o contenha. Caso contrdrio, diz-se ilimitado.

Por exemplo, em R3, um cubo, um elipséide, etc., sdo conjuntos
limitados, enquanto uma recta, um plano, um paraboléide, etc., sdo
conjuntos ilimitados.

Posto isto, enunciaremos, sem demonstragao, o

TEOREMA 5 (de CANTOR). Toda a funcdo F(X) que seja con-
tinua num subconjunto limitado e fechado de R" é uniformemente

continua nesse conjunto. (Veja-se no n° 5 a definicdo de conjunto
fechado).

Consideremos agora, em particular, o caso das funcdes reais. E
facil ver que, a tais funcgdes, se estendem naturalmente os conceitos
de extremo superior, maximo, etc., definidos para fungdes reais de
uma variavel real.



42

Dada uma funcio real y= f(X) definida num conjunto ¢ CR?",
chama-se extremo superior de f(X) num dado conjunto #/CGC, e
representa-se por

sup f(X)

Xen

o extremo superior” do conjunto dos valores que toma y quando X
percorre /. Se existir, pelo menos, um ponto X, de # tal que f(X,)
iguale o extremo superior de f(X) em A, entdo (e s6 entdo) este po-
derd chamar-se o mdximo de f(X) em /.

Andlogas defini¢Oes para “extremo inferior” e “minimo”. A fun-
cdo dir-se-a limitada em A, quando forem finitos os seus extremos
superiores e inferior em /, ou, o que € equivalente, quando existir,
pelo menos, um nimero £ tal que

| F(X)| < k, qualquer que seja XE /.

O TEOREMA DE WEIERSTRASS subsiste para as funcdes
reais de n varidveis reais com o seguinte aspecto.

TEOREMA 6 (de WEIERSTRASS). Toda a fungdo real f(X), con-
tinua num conjunto limitado e fechado /M CR", tem nesse conjunto
um mdximo e um minimo, isto é, existirdo, pelo menos, um ponto A
e um ponto B em M, tais que

fA)=sup f(X) , f(B)=inf f(X).

XeM Xen

Também ndo demonstraremos aqui este teorema. Observe-se no
entanto que dele se deduz ainda este facto:

(1) — Recordemos que, dado um conjunto H de nimeros reais, se chama majorante de H a
todo o nimero que goze da propriedade de néo ser inferior a nenhum elemento de H. Se
um tal ndmero existe, H diz-se limitado superiormente € chama-se extremo superior de
H (em simbolos: sup H) o menor dos seus majorantes. Este pode pertencer ou nao a H:
por exemplo, o conjunto dos nimeros menores que 1, tem 1 por extremo superior, nu-
mero este que néo pertence ao conjunto. Se o conjunto H nio € limitado superiormente,
convenciona-se dizer que o seu extremo superior € + .
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Toda a fungdo real f(X), continua num conjunto limitado e fe-
chado MC R*, ¢ limitada em /.

Com efeito, o0 maximo e o minimo de f(X) em A serdo finitos
por serem valores dessa funcdo que é continua em /.

11. Infinitésimos com X. Conceito de ordem

Consideremos uma funcao real de n varidveis reais

y=0X) =0, x,, ..., x,)

definida num conjunto C CR", e seja A um ponto limite de C; diz-se
que @(X) € um infinitésimo ao tender X para A (ou um infinitésimo
com X — A), quando se tem

lim_ @X)=0,
0

X-A-

onde 0 designa a origem ou vector nulo de R":
0=(0,0,...,0).

(Em particular, quando A € a origem, vem X — A = X, e entdo fa-
laremos simplesmente dum infinitésimo com X).

DEFINICOES 12 e 13. Dados dois infinitésimos com X, ¢(X) e
Y(X), diz-se que tais infinitésimos sGo da mesma ordem, quando
¢ (X)
V(X)

tender X para 0, Diz-se que o infinitésimo ©(X) é de ordem supe-
rior a de Y(X), quando se tiver

0 cociente

tender para um limite finito e diferente de 0, ao

lim &=
X0 \I[(X)

(1) — Alguns autores utilizam um conceito de “infinitésimos da mesma ordem” mais geral do
g g
que este aqui definido, o qual porém € suficiente para as necessidades do nosso curso.
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Sejam, por exemplo, as fun¢des de duas varidveis
O, ) =xVy, ¥x,y)=Va2+y>=|x y)|.
Visto que |x|< Vx? + y?, serd sempre
l X <1;

ora comao:
lim Vy =0,

x—0
y—0

tem-se:

lim =)

X
x>0 (sz +y? W)

y—0

pois que o produto duma varidvel limitada por um infinitésimo €
ainda um infinitésimo; portanto x V'y é um infinitésimo com (x, y)
de ordem superior a de Vx? + y2.

Note-se, porém, que, dados dois infinitésimos com X, ¢ (X),
¢X)
y(X)

= . . «, p o .
para 0; diremos neste caso que se trata de infinitésimos incompa-
raveis.

Y (X), pode acontecer que ndo exista o limite de ao tender X

DEFINICAO 14. Sejam w. um niimero real >0 e ©(X) um infinité-
simo com X, definido num subconjunto de R".

Diz-se que o infinitésimo ©(X) é de ordem ., quando for da
mesma ordem que o infinitésimo | X|* (ao tender X para 0); isto é,
quando existir o

Hm ¢ (X)

X—>0 lep‘ ’

sendo este finito e diferente de O.
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Pode acontecer (e acontece em muito casos da pratica) que a um
dado infinitésimo ¢ (X) ndo corresponda nenhum nimero real afe-
ridor da sua ordem. Assim, por exemplo, a fung¢do xy? é um infini-
tésimo com (x, y) a cuja ordem nao corresponde nenhum ndmero
real, como se pode verificar.

12. Derivadas parciais

Comecemos por considerar o caso duma funcdo real de duas
varidveis reais. Seja a fungio:

z=f(xy)

definida num subconjunto € de R2 Dado um ponto (a, b) interior a
@, existird (por defini¢cao de ponto interior), pelo menos, um nimero
d>0 tal que a vizinhancga (9) de (a, b) esteja contida em C.

Ora bem, se atribuirmos a y o valor b, a fun¢@o f(x, y) converte-
-se na fungdo f(x, b) so de x, que serd definida, pelo menos, para os
valores de x tais que a — & < x < a + 8 (pois que, entdo, a distincia
de (x, b) a (a, b) € <d). Ora, pode acontecer que a funcio f(x, b) de
x admita derivada no ponto a; em tal hipétese, essa derivada cha-
mar-se-4 a derivada parcial da funcdo f(x, y) em ordem a x no ponto
(a, b) e designar-se-4 indiferentemente por qualquer das notacdes

1), %L @ b), (
ox

%

X

) ,D_f(a, b).
(a, b)

Recordando a defini¢do de derivada para fung¢des duma s6 va-
ridvel, dada em Matematicas Gerais, teremos, pois,

by —lim {@r b D)@ b)

h—0 h

De modo perfeitamente andlogo, se definird derivada parcial de
f(x, y) em ordem a y: sera o limite da razdo incremental

f(a, b+k)-f(a, b)
k
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quando k— 0, se este limite existir; e designar-se-4 por qualquer das
notacoes:

(a, b)

f/(a b), f( b), (a) D, f(a b).
y

Nao serd dificil, agora, encontrar um significado geométrico para
as derivadas parciais f/(a, b), fy’ (a, b).

Supondo a fun¢do f(x, y) continua em €, sendo este um conjunto
limitado por uma linha fechada (por ex., uma circunferéncia), o
gréafico de f(x, y) serd aquilo a que podemos chamar uma superficie,
3,; entdo, no plano x=a, a curva I', de equacdo z=f(a, y) € a inter-
sec¢do desse plano com a superficie ..

Portanto, pelo que sabemos de Matemaéticas Gerais, se designar-
mos por P o ponto de coordenadas a, b, f(a, b), a derivada parcial
£, (a, b) seré a tangente trigonométrica do angulo que a recta 7, tan-
gente a I', em P, faz com a recta x=a do plano xy (orientada no sen-
tido do eixo dos yy).

zl\

<— planox =a

<y

<
~
~

1
1

1

1

1

1

1
7
1
A

1

~
~
~

W
\

~
I
<!
~
-

Y
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Analogamente, representando por I', a intersec¢@o do plano y=»5
com a superficie Y., a derivada parcial f/(a, b) serd a tangente trigo-
nométrica do angulo que a recta ¢,, tangente a I', em P, faz com a recta
y=>b do plano xy (orientada no mesmo sentido que o eixo dos xx).

Pode acontecer que a fungdo f(x, y) admita derivada parcial em
ordem a x em todo o ponto (x, y) interior a C. A derivada parcial de
f(x, y) em ordem a x no ponto genérico (x, y) serd entdo uma nova
funcdo das duas varidveis x, y, definida no interior de € e que pode-
rd designar-se por qualquer das notagdes,

, of 0z
05y, D% D fe ), ete
ox oOx
Analogamente, se f(x, y) admitir derivada parcial em ordem a y
em todos os pontos interiores a €, ficard definido no interior de C,

uma nova fungio de x, y, que se representard por qualquer dos sim-
bolos

of 0z

fy(x’ y)a a_y, 5;

D, f(x, y), etc.

Na prdtica, quando nos € dada uma funcao elementar f(x, y) que
admita derivadas parciais no interior de algum conjunto, para calcu-
lar a derivada de f(x, y) em relagdo a uma das varidveis, o que hé a
fazer € aplicar as regras de derivagcdo em ordem a essa varidvel, con-
siderando a outra como constante.

Exemplo — Seja a fungdo
z=sen (x —3y) +log (1 —x2-y?),

definida no circulo de centro na origem e raio 1; ter-se-4, no interior
desse circulo:

0z
—=cos(x-3y) ——,
0x (=) 1 —x2-y2

0z
—==3cos(x-3y) ———_,
3 (x—3y) ey
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Mais geralmente, dada uma fungio real,
y=Fflx, %, .. x),

definida num subconjunto € de R* comn>1 e sendoA=(a,, a,...,a,)

um ponto interior de C, pode acontecer que, ao fazer as substitui-
coes

Xy =y vony Kyg Sl g 5 Xy = Oy swis Xy =8y
se obtenha uma fungao s6 de x;,
il i [ N S . A— i

que admita derivada no ponto g,; chamar-lhe-emos, entdo, a deriva-
da parcial de y em ordem a x, e podemos representd-la por qualquer
dos simbolos

@, XL ), (g—y) D, f(4)

ox, X,

i

(é claro que i pode ser=1, 2, ..., n).

Se a func¢do considerada admitir derivada parcial em ordem a x,
em qualquer ponto interior de C, essa derivada parcial serd uma
funcdo das n variaveis x,, x,, ..., x,, que poderd representar-se por
um dos simbolos

fx, (X), a_f ’ ﬂ' ’ Dxf(X), etc.
’ ox, ox,

l l

13. Conceitos de diferenca finita e de diferencial para funcées de
mais de uma variavel

O conceito de diferenca finita tem grande interesse em Matema-
ticas aplicadas. Podemos introduzi-lo do seguinte modo:

DEFINICAO 15. Seja f(X) uma fungdo real definida num conjun-
to CCR" e seja H= (h, h,, ..., h)) um elemento qualquer de R".



49

Chama-se diferenca finita de f(X), correspondente a H, no ponto X,
a diferenca

fX+H)-f(X) = f(x,+h, x,+h,, ..., x,+h)— f(x;, X, ..., X,)
que resulta para f(X) quando se passa do ponto X para o ponto X+H.

E claro que a diferenca f(X+ H) — f(X) serd uma funcéio de X
definida no conjunto ¢* dos pontos X tais que X€C, X + HE C.
(O conjunto C* aproxima-se tanto mais de ¢ quanto menor for |H

em particular, pode ser vazio).
Para designar a diferenca finita de f(X) correspondente a H usa-

remos a notagao

b

Ay FX)

ou, simplesmente, A f(X), quando estiver subentendido o acréscimo
H de que se trata. Ter-se-4, pois, por defini¢ao:

Ay fX)=fX+H) - f(X) (paraX€EC¥).
TEOREMA 7. Se a funcdo real f(X) admite derivadas parciais,
£1 X, £, XD, ..., f; (X), numa vizinhanga & dum ponto A de R" e

se essas derivadas, como funcoes de X, sdo continuas no ponto A,
entdo pode escrever-se:.

fA+H) = F(A) = 2. (A) by + £ (&) by + ..., £.(A) b, + o(H)

para todo o H tal que A+ H € U, sendo w(H) um infinitésimo com
H de ordem superior a primeira, isto é, tendo-se

Além disso, a funcdo f(X) serd continua em A.

Bastard fazer a demonstragdo para o caso das fungdes de duas
varidveis reais, pois que, no caso geral, a demonstracio é aniloga.
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Dada uma funcdo real f(x, y) das duas varidveis reais, x, y, supo-
nhamos que existe um ponto (a, b) de R? e um nimero p >0, tal que
f(x, y) admite na vizinhanca (p) de (a, b) derivadas parciais f(x, y),

y A
V2
2 (a,b)
b [ [ " .
b+k [~ " ""“““‘E “““ '

IH_J‘a a-il-hl
V2
P73

L

fy’(x, y), continuas no ponto (a, b). (Podemos, entdo, supor p ja es-
colhido de modo que as derivadas parciais sejam finitas na referida
vizinhanca, pois que, quando (x, y) — (a, b), elas tendem para limi-

tes finitos). Se tomarmos |A|< p%—z—, k| <p %, serd Vh? + k*<pe,

portanto, o ponto (a + h, b + k) estard na vizinhanca (p) de (a, b).
Ponhamos, ent3o,

(1) Af=f(a+h,b+k)—1f(a, b)

=[fa+h,b+k)—f(a, b+k]+[f(a b+k) - f(a b)]

para valores de A, k tais que || < p%, k| < p %

Ora, f(x, b + k), como fun¢do de x, € regular no intervalo [a, a + k],
pois que admite ai derivada finita f.(x, b + k); podemos, entdo, apli-
car-lhe o teorema dos acréscimos finitos, o que da

(2) fa+h,b+k)—f(a, b+k)=hfl(a+ O h,b+k),
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sendo ® um nimero (dependente de ) tal que 0<® < 1. E claro

que seré ’lllil%) ® h=0; entdo, quando (h, k) tende para (0,0) o ponto

(a+ O h, b + k) tenderd para (a, b) e, por sua vez, f/(a+0O h, b + k)
ird tender para f/(a, b), visto que, por hipétese, a fungdo f/(x, y) de
x, y € continua em (a, b). Deste modo, se pusermos

flla+®h b+k)=fl(a b)+¢,

serd €, um infinitésimo com (A, k), tendo-se, além disso, por substi-
tuicdo em (2)

fla+h b+k)—f(a, b+k)=h[f/(a b)+¢].
Analogamente se reconhece que
f(a: b+k)—f(a: b) =k [fx,(a) b) +82]a
sendo €, um infinitésimo com (k, k). (Para esta conclusdo bastaria
até entrar com a definicdo de derivada). Finalmente, por substitui-
cdo em (1) tem-se:

3) Af=hf/(a b)+kf)(a b)+he +ke,.

Ora, por ser |h| < VR?> + k2, |k| < Vh? + k2, vem:

bx/m ’\/W

donde:
he + ke,
—__2 < g ||| + &) | ———=|< |&,| +]&,|

e, como €, €, tendem para 0 quando (h, k) — (0,0), 0 mesmo acon-
tece com o 1° membro, o que significa (DEFINICOES 13 e 14) que
he, + ke, é um infinitésimo com (h, k) de ordem superior a de
Vh? + k?, ou seja, de ordem superior a 17
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Finalmente, a continuidade de f(x, y) no ponto (a, b) decorre
imediatamente de (3), notando que A f — 0 quando (A, k) — (0,0).

DEFINICAO 16. Diremos que a funcdo real f(X) é continuamente
derivdvel num dado conjunto aberto em R*, quando admite deriva-
das parciais fx'l(X), fx’z(X), e f;n(X), todas continuas nesse con-
junto.

DEFINICAO 17. Na hipétese de a fungdo real f(X) ser continua-
mente derivdvel no interior de CCR", e sendo H=(h, h,, ..., h)) um
elemento qualquer de R* chama-se diferencial de f(X) correspon-
dente a H no ponto X, a fungdo linearde h, h,, ..., h,,

foX) by + fr X) hy+ - + £ (X)h,.

E claro que os coeficientes deste polinémio em A, h,, ..., h, 530
funcdes de X definidas no interior de C. Para designar o diferencial de
f(X) correspondente ao acréscimo H, usaremos a notacado de d,, f(X)
ou, simplesmente, d f(X), quando estiver subentendido o acréscimo
de que se trata. Ter-se-4 pois, por definicdo,

n*

d,fX)= aaf h, + gf h,+ .- +a—fh

X, % ox

n

O TEOREMA 7 indica-nos que, para valores pequenos de |H|, o
diferencial d f(X) nos d4 uma boa aproximacao da diferenca finita
AF(X).

Mais precisamente, aquele teorema conduz-nos ao seguinte

COROLARIO. Se a funcdo real f(X) é continuamente derivdvel no
interior de C, tem-se, em relacdo ao acréscimo H:

AfX)=dfX)+o (paraX € intC, X+HER),

sendo o um infinitésimo com H de ordem superior a 1?; por outras
palavras: a diferenga finita e o diferencial de f em cada ponto X
onde ambos sdo definidos, diferem por um infinitésimo de ordem
superior a de |H|.
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Como exemplo, consideremos 0 caso duma fungao inteira do 1?°
grau:

fFX)=cy+cx,+c,x,+ - +c,x,
sendo ¢,, ¢;, C,, ..., ¢, constantes (nimeros reais quaisquer). Neste
caso, é facil ver que se tem

A FX) =d f(X)=c,h, +ch,+ -+ b,

n
sendo, pois, constantes os coeficientes diferenciais; mas também é
este o tinico caso em que tal sucede.

Mais particularmente ainda, suponhamos que todos os coeficien-
tes ¢;, C, ..., C,, 530 nulos, excepto um, c,=1; entdo, o referido poli-
némio reduz-se, neste caso, a

fX) =x,

tendo-se d,, f(X) = d, x, = h,. Em conclusdo:

Os diferenciais das fungoes de X, que se reduzem as varidveis
independentes x,, x,, ..., x,, coincidem sempre com os respectivos
acréscimos h, h,, ..., h :

dx,=h,,...dc=h,...,dc=h,.

Podemos, pois, escrever a expressdo do diferencial de f(X), no
caso geral, sob a forma

df(X) =§f—dx1 +ﬁdx2+ +a—fdxn
X, ox, ox,

que tem a vantagem de deixar de obrigar a uma indicacdo explicita
do acréscimo H. E com este aspecto que os diferenciais se apresen-
tam sistematicamente na pratica.

Exemplo — Formar o diferencial da funcéo de x, y:

z=senx+Vx-y.
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Visto que
0z 1 1 0z 1 1
—=cosx+—(x-y)2, —=——((x-Yy) 2,
o 2( y) 5 2( y)
ter-se-a:
dz—<cosx+ 1 )dx—;d
B 2Vx-y 2Vx-y Y

Note-se que o dominio de existéncia da fun¢do € o semiplano
x =7y, ao passo que os coeficientes do diferencial se consideram de-
finidos no interior desse dominio, ou seja, para x > y.

Aplicagdo do conceito de diferencial as ciéncias da Natureza.

Vimos como o acréscimo A f duma func¢do continuamente deri-
vavel f, relativo aos acréscimos h,, h,, ..., h , das varidveis indepen-
dentes, se decompde na soma

Af=df+w,
sendo o um infinitésimo com (k,, h,, ..., h)) de ordem superior a
primeira. Daqui resulta que, para valores de h,, h,, ..., h, suficiente-

mente pequenos, a diferenga finita A f pode ser substituida, sem
erro sensivel, pelo diferencial df.

Esta circunstancia € aproveitada correntemente nas aplicacoes
de Matemética (a Fisica, a Engenharia, etc.).

Em muitas questdes de ordem prética, quer em célculos quer em
raciocinios, é uso tomar o diferencial df pela diferenca finita Af,
como se fosse precisamente

Af = df.

Nisto consistem os métodos abreviados de cdlculo e de racioci-
nio, a que ja fizemos alusao em Mateméticas Gerais, a propdsito das
fungdes reais duma s6 varigvel real. E claro que, procedendo assim,
se comete geralmente um erro w, o qual, porém, ¢ uma fraccdo de
|H| tanto mais pequena quanto menores forem os acréscimos. Nestas
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condigdes, serd muitas vezes cémodo, na pratica, tomar df por A f,
mas convém ndo perder de vista que se trata dum processo desti-
tuido de rigor, que, a ser usado sem precaugdes, pode conduzir a
resultados pouco satisfatérios.

Vimos também que se escreve frequentemente dx,, dx,, ... em
vez de h,, h,, ... (diferenciais das varidveis independentes). Na pra-
tica, os simbolos dx,, dx,, ... costumam ser interpretados como
acréscimos muito pequenos das varidveis x,, x,, .... Nos primoérdios
do Célculo Infinitesimal, segundo a orientacdo de LEIBNIZ, os sim-
bolos dx,, dx,, ... representavam acréscimos infinitamente pequenos
de x,, x,, ... , mas, nesses tempos, dava-se a designacdo de “infinita-
mente pequenos” a quantidades que, sem serem nulas, seriam infe-
riores, em valor absoluto, a qualquer quantidade finita dada (>0).

Assim, entre 0 e os nimeros reais maiores que 0 (quantidades
finitas) estariam os infinitamente pequenos.

Porém, a andlise 16gica dos fundamentos da Matematica, levada
a cabo no século passado, rejeitou esta concepg@o dos infinitamente
pequenos, substituindo-a pela que se adopta hoje em todos os cur-
sos de Calculo Infinitesimal.

14. Regra de derivacao das funcées compostas

Comecemos por considerar uma fungéo real,

6y z2=f(x ),

das varidveis reais x, y que seja continuamente derivdvel num con-
junto aberto € de pontos de R2.
Sejam, por outro lado,

2) x=¢@) , y=y()

fungdes reais da varidvel ¢, que admitam derivadas finitas (de 1? or-
dem) num intervalo /CR e tais que, ao variar ¢ em ¢ o ponto (x, y)
se mantenha sobre o conjunto C. (Geometricamente, sucede que,
quando ¢ percorre ¢, o ponto P de coordenadas (¢ (¢), ¥ (¢)) no plano
xy descreve uma linha I" contida em €). Associando as expressoes
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P=(¢(?), y(1))
P*=(q(?), y(®), (D)

(1), (2), a varidvel z aparece como fun¢do composta de ¢, por inter-
médio de x, y, fun¢des que representaremos por (?), isto €,

z=f(0@), y(@®)=x),

sendo esta (TEOREMA 4) uma func¢do continua de ¢ em /. (Geo-
metricamente, quando ¢ percorre ¢, o ponto P* de coordenadas
o(1), y(2), % (¢) descreve uma curva I'* sobre a superficie Y, de
equacdo z = f(x, y), sendo I'" a projeccdo de I"* sobre o plano x y).

Pois bem, vamos agora demonstrar que, em tais condicoes, a
fungdo resultante 7 =" (t), admite derivada em ordem a t em qual-
quer ponto de J, tendo-se, precisamente:

dz_az.dx_l_az.dy
dt ox dt dy dt’

ou seja, com notagdes diversas

x'@®) =), y(®) 9'(®) + (0@, w@O)IV'(2).
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Com efeito, seja t, um ponto qualquer de / e ponhamos

=0(t,), o=V (¢,). Entao se for At um acréscimo de ¢ tal que
t, + At €/, virdo para x, y acréscimos 4, k e para z um acréscimo A z,
tendo-se, por um lado,

h .k
Alzlino Ar 0’2y, h_)mo R V(zy),

com @’(t,) # o, Y'(t,) # o (em virtude da hipétese) e, por outro
lado,

Az = f(% o) b+ f](%5, o) k + @

com lim . S 0 (em virtude da hipétese e do TEOREMA 7).
#0- 0,0 Vh?+ k2

Vir4, portanto:

A 0

Z_ —— iy
3) f( o’)’O) +f( o’yo)A +At

Mas, ao tender At para zero, também h, k tendem para zero e

”h ol \/ At 7 —>\/[<p(to)]2+[\|/<t0)]2¢oo

donde:

(O N (V ><\/h2+k2
At VR +Fk At

= 0. V@'t + [W ()P =0.

) A
Portanto, conclui-se de (3) que, ao tender At para zero, A_Z tende
para um limite finito, sendo este igual t

X' () = £ (%0 ¥o) ©'(2,) + fy,(xo’ Yo) V(1) -
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Raciocinando de modo andlogo, podemos, mais geralmente,
estabelecer a seguinte regra de derivagdo das funcoes compostas:

TEOREMA 8. Seja y = f(x,, x,, ..., x,) uma fungdo real das varid-
veis reais x,, X,, ..., X,, continuamente derivdvel num conjunto aberto
C CR~". Se, por sua vez, se tiver

x, =), x,=0,(), ..., x, =0 (t),

sendo @,(t), O,(2), ..., ¢,(t), fungdes que admitem derivada finita num
intervalo JCR e tais que, ao variar t em J, o ponto (x, x,, ..., X,)
permanece em C, entdo y é uma funcdo de t que admite em cada
ponto de J uma derivada total dada pela féormula:

dy _ ay.dxl_l_ ay.dx2+..'+8_y.dxn
dt ox, dt O0x, dt ox, dt’

na qual em cada uma das expressoes das derivadas parciais

0 0
a; fxl(X) = 1 ) 2= £1,X)
se supoe feita a substitui¢do de x,, x,, ..., x,, pelas respectivas ex-

pressoes em funcdo de t.

Como exemplo, procuremos a expressdao da derivada em ordem
axde

y=u,
supondo u, v fungdes de x: u = f(x), v = g(x); ter-se-4:

dy _dy du+8y dv
dx Odu dx OJv dx

=Vu'- 1d—+u loguﬂ
dx dx
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como de resto j4 sabemos do curso de Matemadticas Gerais, por
outra via.

NOTA IMPORTANTE. Por vezes, na prética, a regra de derivaco
das fun¢des compostas € aplicada em circunstincias especiais, que

embaragcam o principiante induzindo-o em equivocos. Suponhamos,
por exemplo, que se trata duma fungao

4) z2=f(xy)

das duas varidveis x, y, e que se fez apenas a substituicdo y=@(x),
que converte z em fungdo exclusiva de x:

z=% @) =fx 9X)).

Para aplicar o TEOREMA 8, tal como foi enunciado, bastara
considerar a mudanca de variaveis:

x=t, y=0(@),
que, efectuada em (4), conduz ao resultado
z2=f(t, @) =x ).

Entdo, verificada a hip6tese do teorema, podemos escrever:

y dz 0z dx 0z dy
1) = = . ;
X dt ox dt ¥ dy dt
_ 0z N oz dy

ox dy dt’

ou seja, visto que x = ¢,

dz_az_l_az.dy

5 = ;
o dx 0Jx dy dx
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Na prética, dispensa-se geralmente a interven¢do da varidvel au-
xiliar ¢, concebendo a mudanga de varidveis sob a forma

x=x, y=0Xx).

Simplesmente, a formula (5) tem aspecto paradoxal, porquanto

_ . dz
no primeiro membro figura a derivada total — de z em ordem a x,

enquanto no segundo figura a derivada parcial a—z .
X

Mas trata-se apenas de uma deficiéncia de notacdo, que nao terd
importancia de maior para quem esteja elucidado sobre os signifi-

cados dos simbolos. Com % pretende-se designar a derivada de z

como nova fungdo de x, isto é:

5ﬁm(»—4u¢m)

0z . :
ao passo que P representa a derivada parcial em ordem a x da
X

primitiva fungdo z de x, y, isto é:

—«f(ﬁ-iuw

Quando se quiser evitar confusio, bastard substituir na férmula
(5) as notacdes

dz 0z
ox 9y’
respectivamente, pelas notacoes

af af
ox ay

que sdo, na verdade, preferiveis as primeiras do ponto de vista da
coeréncia logica.
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15. Diferencial duma funcao composta. Invariancia do diferencial

Consideremos agora, mais geralmente, uma func¢ao real

Y= FlXy Xy i X,)

continuamente derivdvel num conjunto aberto € CR” e suponhamos

as variaveis x,, x,, ..., x,, expressas como fungdes de outras varidveis

reais t,, t,, ..., t,,

X=0,0,1,....1)
(1) X, =@, 1, ... 1)

X,=Q,(t,1, ..., 1)

sendo estas func¢des continuamente derivdveis num conjunto aberto
9 CR? (de modo que o ponto X de coordenadas x,, x,, ..., X, , esteja
em C quando o ponto T de coordenadas ¢, ¢,, ..., 2, estd em 9).
Entdo, y serd funcido composta de ¢,, ¢, ..., t, por intermédio de
Ko Xss + 005X, 3 5EJR

y=y(t,t,....1,)

esta nova funcio, definida em 9.

Posto isto, supondo fixadas todas as varidveis ¢, t,, ..., t,, €x-
cepto uma, ¢,, as variaveis x,, x,, ..., x,, resultardo funcdes sé de ¢,,

com derivadas finitas (em certos intervalos) que coincidem com as
derivadas parciais

ox, ox, ox

n

or, ot ot

Por sua vez, a varidvel y resultard, assim, fun¢@o s6 de ¢,, por in-
termédio de x,, x,, ..., X,, € a sua derivada em ordem a ¢, coincidira
. ., 0y . .
com a derivada parcial e Podemos, pois, aplicar ao célculo desta
t

derivada o TEOREMA 8, ique nos da
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ay_ay.axl+ay.ax2+. +8y ox,

o, ox, o ox, ot ox ot

i

2)

Temos, assim, a regra de derivagdo das fungcbes compostas ge-
neralizada ao caso em que o nimero das novas varidveis indepen-
dentes é superior a 1.

Por exemplo, seja:

z=f(xy)

" . .. 0Z 02 :
uma fungdo de x, y com derivadas parciais — e — continuas em

ox dy
todo o plano e consideremos a mudanga de varidveis

x=pcos®
y=psen®

Ter-se-4, entao:

r

az=8z.ax+az.8y
op OJx dp dy op

8z=az.ax+az.ay
00 0x 00 dy 00

ou seja:
az ’ ’
% =f.(x, y) cosO + f (x, y) sen®
aZ ’ ’
- =—f,(x,y) psen® + f(x, y) pcos©

Restard, portanto, substituir, em f/(x, y), f,(x, ¥), as varidveis
x, y (entre paréntesis) respectivamente por pcos® e psen®.
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Tornando ao caso geral, observemos, agora, que, atendendo a

hipétese e aos teoremas sobre fungdes continuas, se deduz de (2)

ay dy ay
at * ot t,
(DEFINICOES 16 e 17), y serd, como funcdo de 7, continuamente

que as derivadas — , sdo continuas em 9; portanto,

deriviavel em 9, tendo-se

cqu(T):g—i’dt1 +g—:’dt2+ +%—dtp
1 2 p

ou, abreviadamente,
2 _y
=1 o,
donde atendendo a (2):

E (dy ox, 9y ox dy 0x )
3 dwv = . 1 . 2L s . "ldt. =
G dy=2, (axl o Tox, ot Tax o)

axl 2 at . Z a:

i=1 ,,z—l

Mas, pela defini¢do de diferencial, tem-se:

Z % g =Py +%dt = dx,

i=1 ot, ot ot,

e, dum modo geral,

4 axk
4) Z dty=dx=dQT) (k=1,2,...,n).

Entrando com estes valores em (3) resulta

dy dy dy
5 d — dx, dx,+ - +—dx_;
= ¥= ox, +8x2 8+ +8x !

n
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isto é, poderemos, escrever
ay(t,t,, ..., tp) = dF (X Xy coos X ) s
desde que, no segundo membro, se tome
X, =@, ¢t,, ..., tp), k=1,2,...,n,
interpretando dx,, dx,, ..., dx,, como os diferenciais de x, x,, ..., x
emordemat,,¢, ..., t,s dados por (4).

Em concluséo:
O diferencial de y em ordem art,, t,, ..., L, pode obter-se forman-

no

do primeiro o diferencial de y em ordem as varidveis x,, x,, ..., X,
(supostas independentes) e exprimindo em seguida dx,, dx,, ..., dx,,
como diferenciais de x,, x,, ..., x,, em ordem at,t,, ...,t,.

Este resultado € conhecido por principio da invaridncia do dife-
rencial.

O seu significado serd melhor apreendido quando tratarmos de
diferenciais de ordem superior a primeira, a respeito dos quais este
principio ja ndo se verifica.

16. Calculo pratico dos diferenciais

Aplicando directamente a DEFINICAO 17, o célculo do dife-
rencial duma funcdo de mais de uma varidvel reduz-se sempre ao
célculo das suas derivadas parciais. Mas, na prética, pode ainda com
vantagem tirar-se partido do principio de invaridncia hd pouco de-
monstrado. Com efeito, resulta desse principio que as regras de di-
ferenciacdo para funcdes de mais de uma varidvel sdo perfeitamente
anélogas as regras de derivacdo para as fun¢des de uma sé varidvel.
Assim, designando por u, v duas quaisquer fungdes continuamente
derivaveis, das varidveis x, x,, ..., X, , ter-se-4:

1)-duzxtv)=duzxdv;
2) —d(a u) = a du, sendo a constante ;
3)—duv)=udv+vdu;

ﬁ)— vdu—udv

ey 2

?

4)-d(

1% 1%
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5) - dlogu—ﬂ

u
6)—-dw=vu'ldu+ulogudv,
7)—dsenu=cosudu,
8)—dcosu=-senudu;

9)-dtgu=sec’udu,

10) —d arcsen u = L ;
1—u?
11)-d arctg u = .
) - 1+ u?

Deve ainda observar-se que o diferencial duma constante é zero.
Para justificar, por exemplo, a regra 3), ponhamos y=uv. Como
funcdo das duas varidveis u, v, o diferencial de y é de facto dy =

0 0 C .
= vdu+udv, pois que a—y- v, ay =u. Por outro lado, o principio da
u (Y
invariincia do diferencial diz-nos que o diferencial de y em ordem a
X5 X,s .5 X,, € dado ainda por vdu +u dv, desde que se interpretem
du, dv, respectivamente, como os diferenciais de u € v em ordem a

XysXgy enes X

n*

Exemplo — Tem-se:

dlog V1 +x2y=%dlog(1 +x%y) =

_d(1+x*y) 2xydx+x*dy _
2(1 + x%y) 2(1 + x%y)

2
— L dx + ___)i— dy
(1 + x%y) 2(1 + x%y)

E claro que se terd, por defini¢io de diferencial,

_1 V1 . A
ax B VI+EY =T

2

:
—1 V1 ——
Sy B e e
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Poderiamos ter construido directamente o diferencial a partir
das derivadas parciais. Mas, geralmente, € preferivel o emprego das
regras de diferencia¢@o, quando se tenha adquirido prética no manejo
dessas regras.

17. Conceito de derivada total para as funcoes vectoriais duma
variavel vectorial

Consideremos uma funcdo vectorial, Y = F(X), definida num
conjunto aberto C C R™, por meio das m funcdes reais

(D V.= filXes Xps 5005 X, ), E= 152, s0us i,

Suponhamos que estas m fun¢des sdo continuamente derivdveis em
C. Entdo, aplicando o TEOREMA 7, podemos afirmar que, quando
se passa do ponto X para o ponto X+H=(x,+h,, x,+h,, ..., x,+h ),
a fungdo Y sofre um acréscimo AY = (Ay,, Ay,, ..., Ay ) tal que:

Ay, = aflh aflhz+- f1h+0)

ox, ox, ax,,
Ay2=%hl+%h2+- fzh +,
ox, ox, 8xn
Aym—af’”hl+af’"h2+ +%hn+(om,
ox, ox, ox,
sendo w,, ®,, ..., , infinitésimos com H de ordem superior a pri-

meira, i1sto é, tendo-se
.o, .
llm?=0, paIal=1,2,..,m

Dizem-nos as anteriores expressdes que, desprezando w,, w,,

., o, (0 que ndo provocaria erro sensivel quando 4, 4,, ..., h_, fos-

sem bastante pequenos), o acréscimo AY resultaria do acréscimo H,
aplicando a este uma transformacdo linear de matriz:
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[ Of, Ofy . of, ]
axl 8x2 axn
9f, 9f, ... ofy

@ ox, ox, ox,
Ofn Ofw ... 9
| axl ax2 axn |

ou, abreviadamente:
ox, |’
subentendendo-se que, neste simbolo, i € o indice de linha e k o

Jf,

indice de coluna do elemento genérico —- da matriz. Pois bem:

xk
DEFINICAO 18. A matriz (2) é chamada matriz jacobiana da trans-
formacgdo Y=F(X) (ou do sistema de funcoes f,, f, ..., f,, em ordem
axy, X, ..., x,). lambém se lhe dd (modernamente) o nome de deri-
vada de F(X) em ordem a X, sendo representada por qualquer das
notagoes...

dy

" ()—

(Nao esquecer que esta definicdo € dada na hip6tese de as compo-
nentes de F(X) serem continuamente derivaveis em C).

E claro que os elementos da matriz (2) sdo fungdes de X defini-
das em C; mas se fizermos em todas elas a substituicdo de X por uma
determinada constante A=(a,, a,, ..., a,) €EC, obtém-se uma matriz
que tem por elementos nimeros. Para designar esta matriz numé-
rica, podemos ainda usar o simbolo (2), escrevendo A em indice.

Abreviadamente:
of; of,
|:axk:|,4 [axk (A):|
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A esta matriz chamaremos, ainda, matriz jacobiana ou derivada
de F(X) no ponto A, e poderemos designé-la por qualquer dos sim-

bolos
ay
(dX) F'(A), —-(A)

No caso particular em que m = n, tem-se, ainda, a

DEFINICAO 19. Chama-se jacobiano ou determinante funcional
das funcoes f,, f,, ..., f, em ordem as varidveis x,, x,, ..., x, (ou de
F(X) em ordem a X), e representa-se por

](fl f2 fn) ,
X, Xy o0 X

n

: . 3 . 7] .
o determinante da matriz jacobiana %’ isto é, o determinante

% % ... of
ox, ox, ox,
ofi| |99 ... o,
ox, ox, ox, ox,
%y O ... of,
dx, - ox, ox,

Deste modo, o jacobiano duma transformacdo terd por valores
ndmeros (e ndo matrizes). Para designar o valor do jacobiano num
determinado ponto A, bastard representar esse ponto em indice, tal
como se faz para a matriz jacobiana.

Exemplo — Seja a transformacao

{x=pcos®
y=psen®
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que faz corresponder a cada par (p, ®) de nimeros reais um outro
par (x, y) de nimeros reais (transformagio de R? sobre si mesmo).
A matriz jacobiana desta transformagao sera:

K
d(x, y) _ dp 00 =[cos(ﬂ) —psen@]
d(p, ©) ﬂ _al sen® pcos®]
| dp 00O |

O respectivo jacobiano € o determinante desta matriz, ou seja,

J(x y)= Y5 —pien'S =pcos’®@+psen’®@=p.
p O/ [sen® pcos®
Em particular, o valor deste jacobiano no ponto p=1, ® =7 serd
J(x y) =1.
p Olan

A designacdo de “derivada” atribuida a matriz jacobiana de F(X)
e as correlativas notacoes % , F'(X), etc., s6 hd poucos anos foram

introduzidas em Matemética. A sua justificacdo encontra-se em nu-
merosos factos, entre 0s quais 0 que vamos apontar.

Consideremos, de novo, a fungdo vectorial ¥ = F(X) definida no
conjunto aberto C CR" pelas m fungdes reais

y;':fi(xp xz, sy xn), = 1, 2, IR (B

e seja X=G(T) uma fungdo da nova varidvel 7, definida num con-
junto aberto 9 C R? pelas n fungdes reais

x,=g(t,t,....1,), j=12,...,n,

de modo que ¢ contenha o contradominio de G(7T'). Entdo, Y €
funcdo composta de T por intermédio de X:

Y=F(GT))=o(T).
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Introduzamos as seguintes hipoteses suplementares: as fungdes
f,(X) sdo continuamente derivdveis no conjunto C e as fun¢des
g,(T) sdo continuamente derivdveis no conjunto 9. Entdo, aten-
dendo ao que foi estabelecido no nimero 14, podemos concluir que
também as componentes da fungdo ¥=®(T') sdo continuamente de-

rivaveis em D, tendo-se:

9 _ ay,..ax1+ 9y, ax2+m+%.axn
ot, oJx, Ot 0ox, Ot ox, ot

i=L2 ..com: k=12, ... P

Mas notemos que o segundo membro desta igualdade € o produ-
to interno do vector

(8y,- 9%, ay,-)
ox, ox,  ox,)
: . . [ 9y,
linha i da matriz a—‘ , pelo vector

%

J

(axl ox, axn)
ot, ot, o)

_Q&f
| o,

coluna k de matriz [%], quer dizer: ¢ igual ao elemento da

ot,

linha i e da coluna k da matriz produto 9& ' [—gi:’-] .
k

Podemos, portanto, escrever

ou seja:

dy _dy dX
dT dX dT
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Temos pois, que gragas ao novo conceito de derivada, sob a
forma de matriz, a regra de derivagdo das fun¢cdes compostas, tal
como se tinha apresentado para as func¢des reais de varidvel real, se
estende exactamente ao caso das fungdes vectoriais de varidvel vec-
torial.

18. Casos particulares. Nocao de gradiente
As considerac¢des do nimero precedente referem-se a uma fungao
vectorial

Y=F(X)

definida num conjunto ¢ CR" e com os valores em R™ (isto é, YER™),
sendo m, n ndmeros naturais quaisquer. Mas convém dedicar espe-
cial atencao aos dois casos particulares seguintes:

a) — 1° caso: n=1, m qualquer. Trata-se, entdo, duma funcgao vec-
torial (ou pontual) duma variavel real x:

Y=F(x)

representdvel por um sistema de m funcdes reais de x:

)41 =f1 (X)
Y, = fr (%)
Vo= Fn(x)

Se tais fun¢des forem continuamente derivdveis num dado inter-
valo aberto, a derivada de Y em ordem a x em cada ponto a desse
intervalo serd dada pela matriz coluna, cujos elementos sdo as deri-
vadas das componentes de Y em ordem a x no ponto a, isto €é:

_%- (@]
’ — @ — ’
F@_“@._éﬁf
I Cg:’ 1 fr(@]
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Neste caso, a derivada pode identificar-se com 0 vector cujas
componentes sdo precisamente f,(a), f,(a), ..., f, (a), sendo, entdo,
susceptivel da seguinte defini¢do directa:

Fidy=tm 2@ =%a)

x—>a xXxX—a

Por forca do TEOREMA 2, este limite, se existe, € o vector que
tem por componentes

i h®D-£@ L £@-£@ L £0-f.@
x>a X—a x—a X—a L X—a
ou seja, o vector [ f{(a), f,(a), ..., . (a)], e assim fica estabelecida

a equivaléncia das duas defini¢cdes, sob a hipétese considerada. (E
preciso notar, porém, que a segunda defini¢do € véalida sob hipéteses
menos restritivas).

—>
Yo

Tal conceito aparece sob variadissimas vestes em questdes de
Mecanica, Electricidade, etc. Por exemplo, 0 movimento dum ponto
no espaco € dado por uma func¢ao pontual

P=d@)

da varidvel real ¢ (varidvel tempo), definida num intervalo [a, b]: a
cada instante ¢ situado neste intervalo corresponde uma determinada
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posi¢do de P, de modo que, quando ¢ percorre [a, b], 0 ponto mével
P descreve uma linha no espaco (trajectéria do movimento). Fixado
um referencial cartesiano, as coordenadas x, y, z de P serdo fungdes
de ¢ definidas em [aq, b]:

x=0,(1), y=0,(), 2=@;(1).

A funcdo pontual ®(¢) fica, pois, definida por este sistema de
funcdes reais. Para que se trate, efectivamente, dum movimento, é
necessério que a funcdo ®(¢) seja continua em [a, b], 0 que, segun-
do o TEOREMA 3, equivale a continuidade simultinea das func¢des
0, (%), 9,(1), ,(2), em [a, b]. Posto isto, seja ¢, um valor de ¢ situado
em [a, b], e ponhamos P,=®(t,). A razdo incremental

P-P, @) —-D(z,)
t—t, t—t,

serd o cociente do vector P — P, pelo escalar (nimero real) z — £, e
designa-se por velocidade vectorial média do movimento no inter-
valo [t,, t]. Suponhamos, agora, que, ao tender ¢ para t,, aquela
razdo tende para um limite determinado; entdo, esse limite, que € a
derivada de P em ordem afem ¢,:

serd, por defini¢c@o, a velocidade vectorial do movimento no instante t,,.
Trata-se, pois, do vector que tem por componentes @;(Z,), @, (%,),
05 (7).

Se a fungdo pontual ® () admite derivada em cada ponto ¢ de
[a, b], ficard definida neste intervalo a fun¢do vectorial

V=—=0(t)
¢

que da a velocidade de P em cada instante. Pode acontecer que, por
sua vez, esta funcio seja derivavel em [a, b]; entdo, a funcdo derivada
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d°P

- @”(7)

d4-nos a chamada aceleracdo vectorial de P no instante varidvel t;
~ ~ ” ” ”
as suas componentes serdo as funcdes @’ (¢), ¢, (2), @5 (2).
b) — 22 caso: m=1, n qualquer. Trata-se, entdo, duma sé funcao
real de n variaveis reais

y=fx;,x, ..x%,).

Se a funcdo f(X) € continuamente derivdvel num conjunto
aberto CCR”, a sua derivada em ordem a X em cada ponto

A=(a,, a,, ..., a,) €C é a matriz linha que tem por elementos as
derivadas parciais da fun¢cdo em ordem as variaveis x,, x,, ..., X, no
ponto A:

(ﬂ) - [af of .. af]
dX)s |0x, ox, Ox, |a '
Uma tal matriz pode identificar-se a um vector de R”, ao qual se

d4 o nome de gradiente da funcdo f(X) no ponto A e se representa
pela notacdo

(grad f),.

Se em vez do ponto fixo A, se considerar o ponto genérico X, o
gradiente de f(X) em X serd designado simplesmente pela notacao:

grad f.
Ter-se-4, pois, por defini¢do,

gradf=(if— —E—)i 8_f>

’ IEERY)
ox, ox, ox,

O conceito de gradiente também se apresenta com variadas
formas em muitas questdes da Fisica, como veremos a propdsito do
conceito de potencial.
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19. Derivadas direccionais

Continuemos a considerar uma funcgio real
y=f(x, X, .0 X,)

definida num conjunto ¢ CR" e seja A = (a,, a,, ..., a,) um ponto
interior de €. Consideremos, por outro lado, um vector unitirio U
qualquer de R”, isto €, um vector

U=Ww,u,,....u,),

tal que:

Ul=Vw+ul+---+ul=1.

Por ser A interior a C, existird um niimero 6 >0 tal que os pontos
cuja distancia a A € inferior a 0 pertencam todos a C; entdo, se for # um
nimero real de médulo < 8, serd |tU| = |t|-1<8 e, portanto, o ponto
A+1tU estard em C. Daqui resulta que, substituindo X por A+¢U em
f(X) se obtém uma funcgio de ¢,

o@)=fA+tU)=f(a,+tu,,a,+tu,,...,a,+tu),
definida para | ¢ | < §, ou seja, no intervalo ]-6, 5[.

Pode acontecer que a nova funcdo ¢ (¢) admita derivada (em
ordem a ¢) no ponto 0; ter-se-4, entao,

(0) = lim FAH D = FA)

t—0 I

Pois bem, a este limite, quando existe, dd-se o nome de derivada
da funcdo f(X) segundo a direc¢do do vector U no ponto A.

Em particular, pode U coincidir com um dos vectores funda-
mentais de R E, E,, ..., E,. (Em Matematicas Gerais convencio-
namos representar por E; o vector cuja coordenada de ordem i é
igual a 1, sendo as restantes coordenadas todas nulas).
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Ter-se-a:
fA+tE)=f(@,,....a,,a,+ta,,....4,);

portanto, 0

lim $A +1E) — fA)

t—0 {

se existe, €, por defini¢cdo, a derivada parcial f ;i(A). Em resumo:

A derivada de f(X) segundo o vector E, no ponto A, se existe, é
a derivada parcial de f(X) em ordem a x, em A.

Posto isto, demonstraremos o seguinte:

TEOREMA 9. Se f(X) é continuamente derivdvel no interior de C e
admite derivadas em todas as direccoes em cada ponto A interior a
C, a derivada de f(X) segundo um dado vector unitdrio U em A serd,
entdo, igual a

(grad f),|U,

isto é, serd igual ao produto interno do gradiente de f em A pelo
vector U.

Suponhamos f(X) continuamente derivdvel no interior de C e
seja A um ponto interior a C.

Entdo, pondo X=A+tU e @(t)=f(A+tU), teremos x,=a, +tu,,
x,=a,+tu,, ..., x,=a +tu e, aplicando o TEOREMA 8:

0y = (9 of s [9F
(p(o)_<axl)Aul+<8x2>Au2+ +(8xn)Au"'

Ora, o segundo membro € precisamente o produto interno de
(grad f), pelo vector U, o que prova o teorema.

NOTA. Alguns autores definem a derivada de f(X) segundo a direc-
¢do de U em A como sendo a derivada lateral

(0% = lim TAH D =FA

t—0t t
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Mas parece-nos mais coerente chamar a este limite, quando existe, a
“derivada de f(X) segundo a direc¢do e o sentido de U em A”.

20. Plano tangente a uma superficie. Interpretacio geométrica
do conceito de diferencial

Consideremos uma fungao real z= f(x, y) definida e continua
num conjunto ¢ CR? que supomos limitado por uma linha fechada.
O gréafico de f(x, y) serd, entdo, uma superficie, >.. Fixado um
ponto (x,, y,) no interior de ¢, ponhamos x =x, + o.t, y=y, + Bz, com
a2 + B2 =1. E claro que, quando ¢ varia de —oo a +00, 0 ponto (x, y)
descreve uma recta r que passa por (x,, y,). Por sua vez, a varidvel z
serd funcdo composta de ¢ por intermédio de x e y:

2= f(x, + at, yo + Br) = @(2)

e, quando ¢ varia numa vizinhanga de 0, o ponto (x, y, z) descreve
sobre a superficie Y, uma linha I" que passa pelo ponto P, de coor-
denadas x,, y,, 2, = f(Xy, ¥,)-

A

Z
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Suponhamos, agora, que f(x, y) é continuamente derivavel no
interior de €. Entdo, segundo o TEOREMA 8, a func¢do ¢(¢) admitira
derivada em ordem a ¢ no ponto 0 (derivada direccional de f(x, y)):

(1) (p,(O) =f;(xo7yo)0‘+f;(xo’ yo)B’

sendo facil ver que ¢’(0) nos d4 a tangente trigonométrica do angulo
que a recta P M, tangente a I' em P, forma com a recta r orientada
no sentido do vector unitdrio # = (o, ). A recta P,M ter4, entdo, por
equacgdes paramétricas:

2-2,=¢0'0)t, x—x,=0t, y-y,=pt.

Substituindo, na primeira destas equacdes, ¢©’(0) pela sua expres-
sdo dada em (1), e atendendo as duas tltimas equacgdes, vird

Z2—20=f1(x, Yo) (X —X,) +f;(x0’ Yo) (Y = ¥) >

que é, como sabemos, a equagcdo dum plano ®, passante por P,.
Quer isto dizer que, qualquer que seja a direc¢c@o da recta r no plano
x, ¥, a tangente a correspondente curva I" no ponto P, estd contida no
plano ©. Serd, pois, ® o lugar geométrico das tangentes as curvas
I' assim obtidas, quando r roda em torno de (x,, y,) no plano xy.
Exprimiremos este facto dizendo que o plano O é tangente a super-
ficie 3. no ponto P,.

Portanto:

Se a funcdo f(x, y) é continuamente derivdvel no interior de C, a
respectiva superficie representativa admite plano tangente em cada
ponto (x,, ¥,, Z,) tal que (x,, y,) seja interior a C e z,=f(x,, y,). A
equagdo desse plano é:

L — &= f;(xoa yo) (xo —XO) £ fy,(xo’ yO) (y _yo) :

Ponhamos, agora, x —x,=h, y —y, = k; a estes acréscimos de x e
0 0
y, corresponderd o acréscimo

Az=f(xy+h, y, + k) — f(xy, )
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da funcéo considerada. O ponto P de coordenadas x,+ 4, y,+k, z,+ Az,
pertencerd, ainda, a superficie .; o ponto M do plano tangente ® con.
a mesma abcissa e a mesma ordenada terd por cota z,+dz, sendo:

dz=f (x5, Yo b+ f (%0, Vo) K,

diferencial de f(x, y) no ponto (x,, y,) (correspondente aos acrésci-
mos A, k). Ter-se-4, pois:

()]
Az=dz+®, llm——=0
e 20 VIE L B

k—0

E facil agora ver que, na figura, os infinitésimos Az, dz e w sao,
em valor absoluto, representados, respectivamente, pelos cumpri-
mentos | PQ|, |MQ| e |MP|. Em conclusio:

Se f(x, y) é continuamente derivdvel no interior de C, o grdfico
2. de f(x, y) para valores de (x, y) proximos de (x,, y,) pode, em
primeira aproximacdo, ser substituido pelo plano tangente a Y, em
(X4, Yo» 20)5 O erro cometido é um infinitésimo com (h, k) de ordem
superior a primeira.

Note-se, porém, que esta interpretacdo geométrica € dada apenas
para funcdes de duas variaveis.

21. Derivadas parciais de segunda ordem
Consideremos uma funcdo real z=f(x, y) que admite derivadas

.. dz 0 ,
parciais, a—z, a—z, em todos os pontos dum dado conjunto aberto

X oy
ACR:?2.
Entao, as duas derivadas

2 oz _ ,,
a—fx(xsy)9 ay—.fy(-x9y)

serdo ainda funcdes de x, y, definidas no conjunto #, e pode aconte-
cer que tais fun¢des admitam, por sua vez, derivadas parciais em
ordem a x € a y no mesmo conjunto #. Em tal hip6tese, as novas
derivadas dir-se-d0 derivadas parciais de segunda ordem (ou sim-
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plesmente segundas derivadas parciais) de f(x,y). A de % em
ordem a x designar-se-4 por qualquer das notacoes *

azz az
92 9L ), DD y),ete;
ax2’ o’
e ade % em ordem a y por uma das notacdes
X
0%z 02f
; , fr(x,y), D,D.f(x, ), etc.
2y By o), DD, f(x,y)
Por sua vez, para as derivadas parciais de % emordemaxeay
teremos, respectivamente, as notacoes Y
0% 0*f
’ ’ ,:; x9 ’ DxD X, ’
Soax” Oy Y ), f(x, y)
aZZ az
=, f . £4003), DD,fG ).

As derivadas parciais, %, g_z_ , dir-se-20, agora, quando haja pe-
X 0y

rigo de confusdo, derivadas parciais de 1?* ordem (ou primeiras de-

rivadas parciais) da funcdo z = f(x, y).

Para designar o valor duma derivada parcial de 2* ordem num
dado ponto (a, b), usaremos notacdes andlogas as que foram adop-
tadas para as derivadas de 1* ordem. Assim, por exemplo, qualquer
dos simbolos

0%z " Ff
(ax ay)(a, B F1y(@ ), axay @ b), DD f(b),

designard “a segunda derivada de f(x, y) em ordem a x € a y no
ponto (a, b)”.
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22. Permutabilidade das operacoes de derivacao

As derivadas f7 (x, y), f, (x, ), quando existem, sdo denominadas
segundas derivadas mistas ou rectangulares de f(x, y); a primeira
obtém-se aplicando sucessivamente os operadores D,, D, a f(x, y),
enquanto a segunda se obtém aplicando a f(x, y) os mesmos opera-
dores em ordem inversa. Serdo estas operacdes permutdveis? Eis o
que vai ser, em parte, esclarecido pelo seguinte:

TEOREMA 10 (de SCHWARZ). Se as duas derivadas rectangulares
fr @, ¥), f,.(x, y) sdo definidas numa vizinhanga do ponto (x,, y,) e
sdo continuas nesse ponto, entdo assumem o mesmo valor em (x,, y,),
isto €, tem-se:

£y s Yo) = £ (%05 Yo) -

Demonstra¢do. Seja p um nimero >0 e suponhamos que as de-
rivadas f (x, ), f,,(x, y) existem na vizinhanga (p) do ponto
(x5, ¥,), sendo continuas nesse ponto. Entdo, desde que tomemos
|h|< p/ V2, |k|<p/ V2, ter-se-4 VA2 +k2< p e, portanto, 0 ponto
(x,+h, y,+ k) pertencerd a vizinhanca (p) de (x,, y,). Posto isto,
consideremos a expressao

A=fxy+h,y,+ k)=, +h, y,) = F g Yo + k) + £ (x5 V)

Ny
><V
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para |h|<p/ V2,

k| <p/V2. Sepusermos

O(x) = f(x, o+ k) — F(x ¥p)

Vira:
A= (P(XO + h) - (p(xo) .

Entdo, aplicando o teorema dos acréscimos finitos (0 que €
licito®, como se pode reconhecer), teremos:

A=ho'(x,+ 0O, h) =
=h[fl(x,+ O, h,y,+k)— fl(x,+ O,k y)],

com 0< ®, < 1. Por outro lado, pondo y(y) = f/(x,+®, A, y), sera:

A=h[y(y,+ k) —y(y,)]

e, tornando a aplicar o mesmo teorema, obtém-se

A=hky'(y,+0k) =
=hkf!(x,+©,h,y,+0,k), 0<0,<]1.

i

Fagamos, agora, intervir a continuidade de f (x, y) em (x,, ¥,).
Quando 4 e k tendem para 0, também ® & e 0,k tendem para zero,
e fr,(x,+ O h, y,+0,k) tenderd para f (x,, y,) (em virtude da su-
posta continuidade em (x,, y,)). Vird, pois:

fr G+ Ok, vy + 0.k) = £ (xy, ¥o) + €

ou seja:

A= RELF? (% o) + 1],

sendo €, um infinitésimo com (A, k).

(1) — Como na demonstracdo do TEOREMA 7, podemos supor ja o nimero p escolhido de
modo que as fungdes f, (x, y), f,,(x, y) sejam finitas na vizinhanca (p) de (x,, ¥,).
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Notando, agora, que a expressdo de A € simétrica em x, y, pode-
remos escrever, invertendo os papéis de x e de y:

A= kh[fy,;(xo’ Yo) + &1,

sendo €, um infinitésimo com (A, k).
Ter-se-4, pois, para valores de 4, k ndo nulos:

fo (s Yo) + & = £ (%0, ¥o) + &,

donde, tomando limites quando (A, k) — (0, 0):

f;;(xo’ yo) = f;;(xoa yo) (qed)

Em particular, podemos afirmar que:

Se a fungdo f(x, y) admite derivadas f(x, y), f,.(x, y) conti-
nuas no conjunto aberto A, entdo serd f (x, y) = f,(x, y) para todo
o ponto de A.

23. Derivadas parciais de ordens sucessivas para funcoes de duas
ou mais variaveis

Continuemos a considerar uma funcio real f(x, y) de duas
varidveis reais, definida num conjunto aberto # C R% Suponhamos
que as operagdes D,, D, podem aplicar-se vérias vezes, consecutiva-
mente, sobre a func¢do f(x, y) e sobre as funcdes assim obtidas. As
duas operagbes D,, D,, quando aplicadas uma a seguir a outra,
poderdo permutar-se, desde que conduzam, em ambos 0s casos, a
fungdes continuas em #, (TEOREMA 10). Suponhamos que se
efectuaram m derivagdes em ordem a x e n derivacdes em ordem a
y; entdo, verificada a referida hip6tese sobre a continuidade das
derivadas, a funcdo obtida serd sempre a mesma qualquer que seja a
ordem pela qual forem executadas as derivagdes, e poderd, assim,
designar-se pelo simbolo tnico

am+n f
ox™ dy"
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que indica as m derivagdes em ordem a x precedendo as n deriva-

coes em ordem a y.
Por exemplo, as derivadas de 37 ordem

o*f *f o*f
0x2dy ~ Odxdyox OJyox?

se existirem e forem continuas, serdo as trés coincidentes e poderao,
assim, designar-se pelo primeiro simbolo.
Consideremos, agora, mais geralmente, uma func¢ao real,

p T il £ A TR 3

definida num conjunto aberto # C R”. Fixadas todas as varidveis
independentes menos duas, x; € x,, com i # k, a varidvel y torna-se
fungdo exclusiva das duas varidveis x,, x,, funcdo a que poderemos
aplicar o TEOREMA DE SCHWARZ.

Deste modo, chegaremos facilmente a conclusdo de que, se exis-
tirem as derivadas

o*f 0*f
ox,0x,  0x, 0x,

e forem (como fungdes de x,, x,, ..., x,) continuas no conjunto #,
os seus valores serdo iguais em todo o ponto de #A.

Suponhamos que, sobre a fun¢do considerada, se efectuam &k,
derivacdes em ordem a x,, k, derivagdes em ordem a x,, ..., k, deri-
vacdes em ordem a x,, € que todas as derivadas assim obtidas sdo
continuas em # qualquer que seja a ordem pela qual se efectuem
aquelas derivacdes. Deste modo, a fun¢do final ser4d uma derivada
parcial de ordem k, + k, + --- + k,, da funco f e podera sempre de-
signar-se pela notacdo

ak1+k2+---+kn f

oxl dxfa...... oxkn

Em particular, pode algum dos numeros k,, k,, ..., k,, ser igual a
zero: entdo, o correspondente factor simbdlico do denominador tera
o expoente 0 e poderd ser omitido.
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NOTA IMPORTANTE. A regra de derivacdo das fungdes compos-
tas pode ainda aplicar-se ao cédlculo das derivadas de ordem su-
perior. Para fixar ideias, limitemo-nos ao caso duma fun¢do de duas
variaveis,

z=f(x,y),

que admite derivadas parciais continuas, até uma certa ordem ,
num aberto A de R?, sendo x, y fun¢gdes duma sé varidvel:

x=0@), y=vy@),

que admitam derivadas continuas até a mesma ordem p num inter-
valo /CR (e tais que (x, y)EA, quando t € ).

Entdo, vira:
1) dz=af dx+af dy.
dt ox dt Ody dt
vl af af ~ . ~ .
E claro que '3y serdo ainda fun¢des compostas de ¢ por in-
X 0y

termédio de x, y, de modo que se for p = 2, teremos:

i(af)= 0*f dx N o*f dy
dt \ox) 0x* dt 0Jxdy dt

2)

i(af)_ o*f dx+82f dy
dt \dy) Odyox dt dy* dt

Derivando ambos os membros de (1) em ordem a ¢, vira, entdo,

9

dzz_d(@_f>.dx+d(af)_dy_i_af.dzx_l_af.dzy

dr dr\ox) dt ar dy) dt oJx dt* dy dr?

donde, atendendo a (2):
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iy o (dx>2+2 P dx dy  @f (dy>2+
de>  ox2 \dt oxdy dt dt oy \dt
+af.d2x+8f.d2y.
ox dt* Jdy dt?

E, analogamente, para as derivadas de ordem superior.
Em particular, a mudanca de varidveis pode ser do tipo

x=x , y=0(x)

jé& considerado na nota do n° 14. Entdo, ter-se-4, como € f4cil reco-
nhecer,

?

d*z _ o*f w2 o’f dy N 0*f (dy>2+ of d’
dx®> ox* oxdy dx dy* \dx dy dx?

resultado este a que se poderia ter chegado directamente.
Veremos, adiante, o partido que, nestes célculos, se pode tirar
dos diferenciais de ordem superior.

24. Polinémios homogéneos. Poténcia duma soma de » parcelas

Convém aqui abrir um paréntese para poder prosseguir 0 nosso
estudo.

J4 sabemos que se chama mondémio em x,, x,, ..., X,, toda a ex-
pressao do tipo

VXX e X

sendo Y um nimero real qualquer e k,, k,, ..., k,, nimeros inteiros
ndo negativos (alguns deles podem ser nulos). Grau do monémio é
asomak, +k,+ --- + k, dos expoentes das suas variaveis.

Polinémio em x, x,, ..., x,, € toda a expressao que, ou se reduz a
um mondmio, ou € formada por varios monémios em Xx,, X,, ..., X,,
(em numero finito) ligados entre si por sinais de adi¢do algébrica.
Grau do polinomio € o maior dos graus dos seu termos, isto €, dos

mondmios que o constituem.
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Pode acontecer que todos os termos dum polinémio tenham um
mesmo grau p: o polinémio diz-se, entdo, homogéneo (de grau p).
Por exemplo o polindOmio em x, y, z,

X3y -7 x*y*—-5x8,

¢ homogéneo de grau 6.

Todo o polinémio pode ser dividido nas suas secgoes homogéneas,
escrevendo em primeiro lugar o termo de grau O (independente), de-
pois a soma dos termos de grau 1 (seccdo homogénea de grau 1) e
assim sucessivamente até chegar aos termos de grau méaximo. Por
exemplo, o polindmio em x, y,

X2y—x*+2x-3y+xy—-2+y3 +2y?

pode ser dividido nas suas sec¢des homogéneas, por ordem crescente,
tal como segue:

—2+Q2x=-3y)+(=x*+xy+2y*) + (x2y+ ).

Posto isto, convém fazer uma outra observacao prévia. A conhe-
cida férmula do binémio, que déd o desenvolvimento da poténcia du-
ma soma de duas parcelas (de expoente natural) pode ser genera-
lizada ao caso duma soma de mais de duas parcelas. Com efeito,
vamos demonstrar que, dados n numeros x,, x,, ..., X, (reais ou
complexos) e sendo m um numero natural qualquer, a poténcia de
expoente m da soma x, + x, + --- + x, € dada pela seguinte férmula

chamada FORMULA DO POLINOMIO DE LEIBNIZ:

m!
('xl +X,+ - +xn)m = Z xlkl X2k2 Xnk"
B o s T ] Rl e B !

em que a soma € estendida a todos os sistemas (k,, k,, ..., k,) de
nimeros inteiros ndo negativos cuja soma € m. (N@o esquecer que,
por convengdo, 0! =1).

A férmula é manifestamente verdadeira para n=2, pois que,
entdo, coincide com a férmula do binémio. Basta agora seguir o
método de inducdo matemdtica: demonstremos que, sendo a férmula
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verdadeira para as somas de n parcelas, também serd verdadeira para
as somas de n+ 1 parcelas.

Com efeito, dada uma soma de n+1 parcelas x,, x,, ..., x,,,, po-
demos escrevé-la sob a forma de uma soma de duas parcelas,

S = +x,+ - +x)+x,,=5 +x

n+l?

a qual se pode aplicar a férmula do binémio

m!
(Sn + xn+1)m = z Sm—k,,+1 X kpt1

n n+l
OSkn+1Sm (m - kn+1)! kn+l '

mas, supondo a FORMULA DE LEIBNIZ j4 demonstrada para o caso
da soma de n parcelas, vird, atendendo aque S, =x, +x, + --- +x,,
sendo o expoente a diferenca, m —k,__,:

(m-k,)!

k1+...+kn=m—kn+1 kl! kz! cee kn!

Mkl — kK vk ... vk
Sn = x11x22 Xn" 5

expressdo esta que, introduzida na férmula precedente, conduz logo
ao resultado que se pretendia demonstrar:

m! ok k

m  — E 1 2 n+1
n+1_ k'k k'k 'xl .x2 ....xn+1 .
k1+~--+kn=m 1R eee Kpyo Ry ge

A FORMULA DE LEIBNIZ mostra-nos, em particular, que:
A poténcia m da soma x, + x, + --- + x, é um polinémio homogé-
neo de grau memx,, x,, ..., X, .

n

Tem-se, por exemplo:

X, +x+x) P =x}+x}+x}+3 (2 x,+x2 %, +x2x+x2x, +

2 2
xX2x, +x}x)+6x x,x,.

25. As derivacgoes parciais consideradas como operadores lineares

O conceito de operador linear, definido em Matematicas Gerais
para o caso de transformacdes entre espacos cartesianos, € suscep-
tivel de largas extensdes. Comecemos por introduzir a
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DEFINICAO 20. Uma fungdo real f(x,, x,, ..., x,) diz-se continua-
mente derivdvel até uma dada ordem p. num conjunto aberto A CR®*,
quando nesse conjunto admite todas as derivadas parciais de ordens
inferiores ou iguais a |, continuas em A (podendo ainda, ¢ claro,
admitir em A derivadas continuas de ordem superior a ).

Consideremos, em primeiro lugar, o caso das fungdes de duas
variaveis, f(x, y), g(x, y), ... continuamente derivaveis até a ordem
p num aberto #C R? e designemos por ¥, a familia dessas fungdes.
Se for w = 1, os simbolos de derivagdes parcial

i ou Dx,—(-—)— ou D

ox dy g

representam operadores (ou operagdes) lineares sobre as fungdes da
familia %u, pois que se tem®

d 0 0 d 0
a(f+g)—axf+axg, = (af)—aaf

0 0 0 0 0
a—y(f+g)—$f+$g, a—y(af)—agf,

quaisquer que sejam f, g € {’y” e sendo a um numero real qualquer.
Dum modo geral, dados dois operadores lineares L,, L, sobre
fungdes da familia ¥, podemos definir a soma L, + L, como é uso
em casos tais, (L, + L,) f =L, f + L, f, qualquer que seja f €%,
Por sua vez, o significado do produto L,-L, subordina-se ao
conceito geral de produto de operadores (L,-L,) f = L, (L, f), para

FED,.

(1) — E claro que estes operadores transformam funcdes pertencentes a %, em fungdes
pertencentes a ¥, ,. Em particular, ¥, serd a familia das fungGes continuas em A.
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De acordo com estas convengdes, o simbolo

onde a e b designam ntdmeros reais quaisquer, terd um significado
definido pela férmula

d d of ., of
—__ +b—|f=a b——, ERF.;
(a = +b ay) f P + 3 para fEF,

. 0 0 ~
isto &, aplicar o operador a ™ +b ™ a uma fungdo f(x, y) con-
siste em. o Y

1) — derivar a fungdo f em ordem a x e multiplicar o resultado

por a;
2) — derivar a fungcdo f em ordem a y e multiplicar o resultado

por b;
3) — somar os dois resultados assim obtidos.

Ponhamos L=a i +b i . Ter-se-4, por definicdo:
ox dy

P=LLIP=L-13 ..., IF=LI*, ...,
e ainda L' = L, L° = I (operador identidade).

Suponhamos p.> 1. Entdo, qualquer que seja f € ¥, , vird, aten-
dendo as anteriores definicdes de soma e de produto:

e a 0 0 i
pf=(ag oy ) (o5005)7
(.0 0 of of
—(a8x+b8y)(a8x+bay)

SR
ox \ ox dy dy \ Ox 0y
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ou ainda, em virtude da linearidade de i , i e tendo em vista o
TEOREMA DE SCHWARZ: ox = dy

02 o*f d%*f
L*f=a*——+2ab b —.
i.=8 ox? i 0xdy ¥ 0y?

Serd, portanto:

L2=<ai+bi)=az(i)2+z(ai) (bi>+b2 (i)
ox dy ox ox dy dy

Este resultado sugere-nos que a férmula do binémio de Newton
possa aplicar-se a operadores do tipo considerado; isto €, que se
tenha qualquer que sejam=1, 2, ...,

(ai+bi)m=z ! (a a>m—p(bi)p=
0x dy) p=op!(m-p)!\ ox dy

o™ i o™ (
=a"——+ma"'b +
ox™ ox™~1dy

) am—2b2L+...+ bm_?_m_.
ox™~20y? oy™

m
2

Pois bem, esta conjectura é confirmada raciocinando por indu-
cdo sobre m.

Com efeito, demonstra-se que, se a férmula € verdadeira para o
expoente m, sé-lo-4 também para o expoente m + 1 (exactamente
como se faz em Algebra cléssica, para estabelecer o resultado cor-
respondente).

A formula (1), é, pois, vdlida qualquer que seja o niimero natu-
ral m.

As condi¢des precedentes generalizam-se, mutatis mutandis, ao
caso dos operadores

0 o 0
= , = , L) l, e
ox, ox, ox,
aplicaveis as fungdes f(x,, x,, ..., x,) continuamente derivaveis num

aberto #CR". Sendo A, h,, ..., h , constantes reais quaisquer, ter-se-4,
por definic¢ao,
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d d 0 of af of
—thy—+--+h —|f=h —+h,— h, —
(hl ox, T ox, ot ax,,) J axl * 8x2 o ax

Ora, designando por L o operador linear assim definido, € facil re-
conhecer que a FORMULA DE LEIBNIZ subsiste para o desenvol-
vimento da poté€ncia L™ deste operador, isto €, que

L'"=(hli+h2—§—+ -+ h i)m

ox, ox, " ox
S m phns i
biortem B LB Tt o2 dx

em que, para abreviar, se pos:

o _( B )"‘.( G )"?....(i)""
oxi1ox2...ox \ox,) \ox, ox,)

n

Mas é preciso ndo perder de vista que o operador L™ s6 pode
ser aplicado a fungdes continuamente derivdveis até a ordem m no
conjunto considerado.

26. Diferencas finitas e diferenciais de ordem superior para
funcées de mais de uma variavel

Consideremos uma fungdo real f(X) = f(x,, x,, ..., x,) definida
num conjunto ¢ CR". Ja no n? 13 precisdmos o que se entende por di-
ferenca finita de f(X) correspondente ao acréscimo H=(h, h,, ..., h,):

Ay fX)=fX+H) - f(X),

que € uma nova funcio de X definida num conjunto €,C¢C. Note-
mos, agora, que o operador A, pode ainda ser aplicado a fung@o
obtida, o que equivale a aplicar o quadrado do mesmo operador a
funcdo inicial, f(X); ter-se-a:

AL FX) =4, (A FX)) =4, FX+H) - fX)) =
= f(X +2H) -2 f(X + H) + f(X).
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Obtém-se, deste modo, uma outra funcido de X, que se chama
segunda diferenca de f(X) (no ponto X) relativa ao acréscimo H.
Por sua vez, a terceira diferenca relativa a H sera:

=fX+3H)-3fX+2H)+3fX + H) - f(X).

Dum modo geral, a diferenca de ordem m de f(X), relativa ao
mesmo acréscimo, serd definida por recorréncia:

AT F(X)=A, (A7 f(X)), para m=1,2, ...,

supondo, € claro, A‘,’,= 1 (operador idéntico); esta nova funcio de X
resultard, pois, de aplicar m vezes sucessivas o operador A , a f(X).

A m-ésima diferenca de f(X) pode ainda ser designada pela
notacdo A" f(X), quando esteja subentendido o acréscimo H de X.
(Trata-se, manifestamente, duma funcdo de X definida no conjunto
¢, dos pontos de X de C tais que os pontos acrescidos X + H,
X +2H,..., X + mH, pertencam ainda a C; em particular, C_ pode ser
vazio.

Suponhamos agora que f(X) é continuamente derivdvel no inte-
rior de C até uma certa ordem = 1.

Como sabemos, o diferencial de f(X) relativo a H € dado por

dyfX) = b, 7 (X) + 1y fL(X) + - + b, £ (XD,

ou seja, segundo a convenc¢do do n? precedente:

0 0 d
1 2

n
O operador d,, é, pois, idéntico ao que estd aplicado a f no se-
gundo membro da anterior igualdade, isto é:

dH=hli+hzi+---+hn—a—.
ox, ox, ox

n

Ora, j4 vimos que a poténcia m deste operador pode ser desen-
volvida segundo a FORMULA DE LEIBNIZ.



94

Portanto, se aplicarmos m vezes sucessivas o operador d, a f(X)
(sendo m < ), obtém-se o seguinte resultado:

L BRI

-_— 1 ce e )
ki+---+k,=m kl' . kn' 4 axlkl ax:n

dyfX)=

que é um polindmio homogéneo de grau m em h,, h,, ..., h,, cujos
coeficientes sdo fungoes de X definidas no interior de € (m < ).

DEFINICAO 21. O anterior polinémio em h,, h,, ..., h , que resulta
de aplicar m vezes sucessivas o operador d,, a fungdo f(X), é deno-
minado diferencial de ordem m de f(X) relativo ao acréscimo H (no
ponto X).

Param = 2, 3, ... ter-se-4 o segundo diferencial, e terceiro dife-
rencial, etc. Para m = 1 tem-se, simplesmente, o diferencial de f(X)
que, para melhor se distinguir dos de ordem superior, se chamara,
por vezes, primeiro diferencial de f(X).

Observe-se, em particular, que o conhecimento do m-ésimo dife-
rencial de f(X) equivale ao conhecimento de todas as derivadas
parciais de ordem m de f(X).

Se pusermos agora, como foi justificado no n? 13:

dx,=h,,dx,=h,, ...,dx, =h,

a expressao do m-€simo diferencial de f(X) toma novo aspecto, que
dispensa a indicacdo explicita do acréscimo H. E € com tal aspecto
que aparecerd sistematicamente na prética.

Por exemplo, para uma fungdo z=f(x, y) de duas varidveis reais,
ter-se-4

d’z = (dxi +dy i)zﬁ}f(x, y)

ox dy
3 3 3 3
=a—idx3+3—i3—c—dx2dy+3 of dxdyz+a—fdy3
ox® 0x*dy 0xdy? 0y*

onde, para simplicidade de notagao, se escreveu:
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dx* por (dx)?, dy* por (dy)?, etc.

Fique, pois, bem explicito, que nesta maneira de escrever, os
expoentes ndo afectam as varidveis x, Y, ..., mas Sim os respectivos
diferenciais dx, dy, ... . E ndo se confundam os simbolos dz*, dz*, ...
(quadrado de dz, cubo de dz, etc.) com os simbolos d*z, d°z, ...
(segundo diferencial de z, terceiro diferencial de z, etc.).

Assim, por exemplo, se for z = % , ter-se-4:

0z 0z y? y 1
2 — 2 _ — dV?
dz (ax dx + dy) —dx*-2 - dxdy + = dy

dy X
e
2 2 2
d? =a—dx2+2 9z dxdy +a—dy
0x? 0xdy 0y?
2y dx? —zdxdy
x3 ;o

Os conceitos de diferenca e diferencial de ordem m estdo rela-
cionados entre si pelo seguinte teorema que nao demonstraremos:
A diferenca A7 f(X) e o diferencial d7, f(X) nos pontos X onde am-
bos sdo definidos, diferem por um infinitésimo com H de ordem su-
perior a m.

27. Calculo pratico dos diferenciais de ordem superior.
Nao invariancia destes diferenciais

Consideremos, em particular, o caso das fun¢des inteiras do 1?
grau:

QX5 Xy ooy X)) =ECo+C X +Cy Xy + - +C X5

tem-se:

do(X) =c,dx, +c,dx,+ --- + c,dx,
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e como, neste caso, as primeiras derivadas parciais c¢,, ¢,, ..., C,, S0
constantes, as de ordem superior resultam todas nulas, sendo por-
tanto:

d>0X)=0, d*o(X) =0, etc.;
de resto, prova-se que este facto € exclusivo das funcdes lineares.
Mais particularmente, ainda, os coeficientes c,, c,, ..., ¢,, podem ser

todos nulos, excepto um, ¢, = 1; neste caso, a funcdo @(X) reduz-se
a varidvel independente x;:

O, Xy, .oh X,) =X,
e assim, do que precede, podemos concluir que
d"x,=0,param>1(G{=1,2,...,n).

Isto é: os diferenciais de ordem superior das varidveis indepen-

dentes x,, x,, ..., X,, sGo todos nulos; o que equivale a dizer: na di-
ferenciagdo, os diferenciais dx,, dx,, ..., dx,, comportam-se como
constantes.

Daqui e da defini¢do recorrente
d*f=d@d"'f),m=2,3, ....

deduz-se a seguinte:

REGRA PRATICA - Para obter os diferenciais de ordem superior
de uma dada funcdo f(x, y, ...), basta aplicar as regras formais de
diferenciacdo (n? 16) primeiro a funcdo dada, depois a expressdo
obtida e assim sucessivamente até a ordem a que se pretende che-
gar, considerando em todas estas diferenciacées como constantes
os diferenciais dx, dy, ..., das varidveis independentes.

Por exemplo, se for z = e*cosy, ter-se-4, considerando x, y, como
varidveis independentes:

dz =e*cosydx — e*senydy,
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d?z =d(e* cos y) dx —d(e* sen y) dy
=(e*cosydx—e*senydy)dx— (e*senydx + e cosydy)dy
=e*cosydx*—2e*senydxdy— e cosydy*.

E claro que se poderia chegar aos mesmos resultados aplicando
directamente a definicao.

Porém, quando se trata de diferenciais de funcdes compostas, a
regra pratica enunciada exige precaugdes especiais. Para fixar ideias,
limitemo-nos ao caso duma func¢éo de duas varidveis,

z2=f(xy),

continuamente derivdvel até uma certa ordem p > 1 num aberto # de
R?, e suponhamos feita a mudanga de varidveis

(1) x=0 v), y=y,v),

sendo @, ¥, funcdes continuamente derivaveis até a ordem p num
aberto A de R? (e tais que o ponto (x, y) esteja em # quando (u, v)
estd em 5). Entdo, z resulta funcdo composta de u, v, por intermédio
de x, y:

z=f(ou v), y(u, v)) =% (u, v)
e ja vimos no n? 15 que se tem, a face de (1):

: 0z 0z 0z 0z
df =dy, istoé, —dx+—dy=—du+—dv.
f=dy, istoe ox * ady Y ou y v K

Nisto consiste 0 que chamimos principio da invaridncia do
(primeiro) diferencial. Porém, vamos ver que tal principio ndo sub-
siste para os diferenciais de ordem superior, isto €, vamos ver que,
em geral, ndo se tem no caso considerado

d"f =d"y para n>1.
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Basta verificd-lo para n = 2. Tem-se, como sabemos:

0%z 0%z 0%z
d*“t = —— dx d —d
f ox? '+ 2 0x dy xy+ay Y
d2x=ﬁdu2+2 i du dv +aidv
ou? ou dv 0v?
Ora:
0z 0z
2 dy = df = dx + X dy.
(2) X =df o + N
Sendo:
r
d(p—a—xdu+a—xdv
ou ov
(3) 1
=d\|f=ﬂdu+a—ydv
u ov
¢
g 2 2 2x
P2 0 50 9% g o I
ou? oudy 0y*
4) \ - oy -
dy=22 g2 42 dudv+22 dve.
1 ou? auav o?

Portanto, diferenciando a expressao (2) de dy em ordem au e v,
Viré:

dy = d(az)dx d(az)d %Z-d(dxng_zd(dy)

ox dy X

2
(a—d2 £9. 9% gois . 9T 4 )+§d2x+3d2,
0x? 0x dy 8y ox dy

ou seja:

= irf + L a1+ O iy
ox dy




99

sendo os diferenciais dx, dy, dados por (3) e d*x, d*y, dados por (4).
Como, em geral, se teréd neste caso d*x# 0, d*y # 0, serd, em geral,
d?y # d*f, como tinhamos afirmado.

Estas consideracOes estendem-se imediatamente ao caso duma
funcdo z=f(x,, x,, ..., x,), na qual se tenha efectuado uma mudanca
de varidveis do tipo

x,=@;(t,t,, ...,tp), i=1,2,...,n,

(sem ser, necessariamente, n = p); neste caso a varidvel z € funcao

compostade ¢, t,, ..., tiz=Y (7 AR tp) e ter-se-a:
07 0z 0z
d*y=d*’f+—d*» +—d*x, + - +—d’x,
ox, X, ox,

com d?x, = d*@, (27 diferencial de x, em ordem aos #t); e, analoga-
mente, para os diferenciais de ordem n > 2.
Como vimos, hd um caso em que d*x, = 0: aquele em que x, é
fungdo lineardet,,t,, ..., t, (mas so nesse caso assim acontece).
De todas estas consideragdes ha que reter a seguinte:

ADVERTENCIA - Ao aplicar a precedente regra prdtica deve
sempre ter-se o cuidado prévio de registar quais sdo as varidveis
independentes, isto ¢, as varidveis em ordem as quais se fazem as
diferenciacoes, porque, exceptuando o referido caso particular, s
os diferenciais dessas varidveis se comportam como constantes.

Retomemos o anterior exemplo z = e* cos y. Se as varidveis in-
dependentes forem precisamente x, y, o diferencial d?z € o que foi
calculado atris; mas se x, y, forem funcdes de outras varidveis u, v, ...,
em ordem as quais se faz a diferenciag¢do, ha que juntar novos termos
contendo os diferenciais, d*x, d*y: d*z=e* cosydx*—2e*senydxdy —
—e*cos ydy* + e*cos yd*x — e seny d?y.

Ter-se-4 d’x=0, d*>y =0, se, e s0 se, x, y, forem funcgdes lineares
das novas varidveis u, v, ....
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NOTA. O célculo dos diferenciais de ordem superior constitui um
dos processos praticos para obter todas as derivadas até uma dada
ordem, especialmente quando se trata de fun¢des compostas. Consi-
deremos, novamente, o caso da fungdo z=f(x, y) em que se fez a
mudanca de varidveis x = Q(u, v), y = Y(u, v). Se quisermos, por
exemplo, conhecer as segundas derivadas parciais de z em ordem a
u € a v, bastard utilizar o segundo diferencial,

o*f o*f 32]” ) of of
d? dx®>+2 dx d = d?
= (ax aray TG drr gAY

e substituir dx, dy, d*x, d*y pelas respectivas expressdes em funcao
de du e dv: os coeficientes de du?, du dv e dv* na expressdao obtida
para d?z dao-nos as derivadas parciais procuradas.

Por exemplo, tem-se (confrontar com a nota do n’° 23):

2R R
ou* Jx* \odu oxdy \odu)\du/ 9y* \du
3 of % af d%y
ox Ju? ay ou?

28. Formula de TAYLOR para as funcoes de mais de uma variivel

Consideremos uma func¢do real f(X)=f(x,, x,, ..., x,), das n va-
ridveis reais x,, x,, ..., X,, € um ponto A=(a,, a,, ..., a,) do seu
campo de existéncia. Facamos ainda a seguinte hipétese:

(o) A fungdo f(X) é continuamente derivdvel até uma certa
ordem m = 1 numa vizinhanca V" do ponto A.

Seja, entdo, p o raio de V' e seja H=(h,, h,, ..., h,) um elemento
arbitrério de R" tal que:

|H|<p;

se pusermos X =A +tH, ter-se-4, manifestamente, | X—A|=|¢|-|H|, e
portanto sera < p desde que | |= 1; isto é:

XEYV quando-1<¢=<1.
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Ponhamos agora:
(1) ot)=f(A+tH)=f(a,+th,a,+th, ...,a, +1th)
para t € [-1, 1]. Atendendo a hipétese e a que
2 x=a,+th,x,=a,+th,,....x, =a +th,

vird, aplicando o TEOREMA 8:

af.dx1+af.dx2+...+_aidx”

It_ =
= T ox di

= of h, + of h2+~-+—aihn,

ox, ox, ox,
ou seja, simbolicamente:

d d d
3 ‘@)=|h, —+h,—+ -+ h — | fX),
® oo (laxl+2ax2+ +,,axn)f()

para X=A+tH.

Quer dizer: obtém-se @’(¢) aplicando a f(X) o operador

i+hzi+ +hni
ox, ox, ox,

e fazendo depois a mudancga de varidveis (2). Mas o segundo mem-
bro é ainda fungdo composta de ¢, por intermédio de X, e a sua deri-
vada em ordem a ¢ obter-se-4 pelo mesmo processo; isto é:

¢"(1) = dyld,f (X)) = di; f(X),

para X=A +tH ; e assim sucessivamente. Dum modo geral, teremos:

d,=h,

(4) OP(r) = dp f(X) = (h1 58— +h, 2

X1 Xy

o \?
+---+hn5x—n> f(X),

para X=A +tH e supondo, é claro, p < m (vide hipétese). Uma pri-
meira conclusdo a tirar daqui € a seguinte:
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A fungdo ©(t) admite derivadas continuas (e portanto finitas) até
a ordem m no intervalo [-1, 1]. Ter-se-4, pois, segundo a FORMULA
DE MAC-LAURIN, nas condi¢des em que foi estabelecida em
Matematicas Gerais,

m-1

(m-1)!

V4 tz ”
0() = 90) +1¢°0) + - @"(0) + - + 0" 1(0) +
+ _ti'(p@)(@t), para |t| <lecom0<B<l1
m!

(O dependente de ¢). Em particular, fazendo ¢ = 1, vird

¢ (0) +

’ 1 £
G) =P+ ¢ Q)+ o P s

+ 1 Q™(O).
m!

Mas, parat=1,vem X=A +tH=A+H, e parat =0, vem X=A.
Portanto, vira, atendendo a (1),

o(D)=fA+H),00)=f(A)

e, para 0 < p < m, segundo (4):

0P (0) = (dy, £)(A),

em que o simbolo A escrito no lugar de X estd a indicar que, depois
de aplicado ao operador diferencial, se deve substituir X por A, ou
seja, x, por a,, X, por a,, ..., X, por a,: ter-se-4, portanto, segundo a
férmula de Leibniz,

©® @ifHd= Y P! hA .. R o’ f

(4).
n k k
kl1+--+kp=p kl "'kn! axll...x"

n

Analogamente, ter-se-4

¢"(0) = (dy f) (A + OH).
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E assim, por substituicdo em (5), vira finalmente a FORMULA
DE TAYLOR GENERALIZADA:

FA+H) = FA)+ @) A) + - B @) + -

1
+
(m-1)!

(d;’;—lf)(A)+L'(dgf)(A + ©OH), 0<O<1,
m!

a qual é vdlida para todo o acréscimo H tal que |H|< p, supondo
verificada a hipdtese () e tendo em conta (6).

Como exemplo, consideremos o caso duma fun¢do f(x, y) de duas
varidveis, continuamente derivavel até a ordem 2 na vizinhanca (p)
do ponto (a, b). Vira, entdo:

fla+h,b+k)=f(a b)+[hf(a b)+kf)a b)] +
+_le (12 f7,(a+Oh, b+0Ok)+2h kf] (a+Oh, b+0Ok) +
+ K f/;(a+©h, b+0Ok)]

com 0 < ® < 1, sob a condic¢do de ser A2 + k? < p2.

Verificada a hipétese (o) e sendo 0<® < 1, pode ainda demons-
trar-se que:

(dgf)(A+OH)=(d;f)A)+w,,

sendo ®, um infinitésimo com H de ordem superior a m (ver DEFI-
NICOES 13 e 14). Daqui resulta o seguinte aspecto particular da
FORMULA DE TAYLOR:

=0.

fA+H)= Z —(d”f)(A)+co : |H|

Se notarmos que, segundo (6), o termo geral do somatério aqui
indicado € um polinémio homogéneo de grau p, a férmula anterior
diz-nos que:
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Verificada a hipétese (o), a fungdo f(X) serd um polinémio em
X — A mais um infinitésimo com X — A de ordem superior a m.
Assim, para o exemplo de hé pouco, ter-se-4:

fla+h,b+k)=f(a, b)+ f/(a, b)h + f,(a, b)k +

1 ” ” 1 ”
+5fx2(a, b)h*+ £ (a, b)hk+5fy2(a, b+,

; (V) o
com lim 2_ = (. Neste caso, a funcdo aparece representada por
h>0 h24 k2
k—0

um polinémio do 2° grau em 4, k, a parte o infinitésimo ®, de ordem
superior a segunda.



ADVERTENCIA FINAL

Estes apontamentos referem-se a uma parte do nosso Curso de
Célculo Infinitesimal no Instituto Superior de Agronomia.

Indicamos, em seguida, as obras que mais frequentemente con-
sultdmos ao preparar as nossas licoes:

G. SANSONE - Lezioni di Analisi Matematica, vol. I e II, 52 edi¢ao.
Milano, Padova 1943.

G. VALIRON - Théorie des Fonctions, 2% edicdo. Masson, Paris 1948.

P. APPELL — Cours de Mathématiques Générales — Analyse Mathé-
matique, 6. edi¢cdo redigida por VALIRON. Masson, Paris
1948.

M. PICONE - Lezioni di Analisi Infinitesimale, vol. 1. Catania 1923.

R. COURANT - Differential and Integral Calculus, 2? edi¢do. Nor-
dermann, New York 1940.

E. G. PHILLIPS — A course of Analysis. University Press, Cambridge
1946.

Porém, do ponto de vista did4ctico, estas licOes representam
trabalho original.

Por isso mesmo pedimos, a quem porventura deseje fazer uso
da orientacdo aqui seguida, o favor de citar a presente edi¢ao.
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Aos alunos Srs. José Cardoso Soveral Dias e José Crespo Ascenso
agradecemos a colaborag@o valiosa prestada na revisio e na reprodu-
¢do destes apontamentos.

A nota do n’ 2 corresponde a um pedido de esclarecimento do
aluno Sr. Tomds Moreira. A prética vai-nos mostrando que, mesmo
em cursos técnicos, a Matemdtica ndo pode deixar de ser conside-
rada com o rigor que lhe compete. Devem, sem divida, ser omitidas
certas demonstracdes, certos “raffinements” da teoria; mas deve-se,
por outro lado, evitar cair em simplifica¢des deturpadoras.

Lisboa, Marco de 1953

J. Sebastido e Silva
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