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INTRODUCAO

Entre a Anélise Real e a Andlise Complexa existe uma diferenca
fundamental que convém desde j4 salientar.

Quando se trata de uma funcdo real de varidvel real, isto €, de
uma funcio y = f(x), em que tanto a varidvel independente, x, como
a variavel dependente, y, tomam como valores nimeros reais, pode
acontecer que a fungcdo admita primeira derivada, f’(x), num dado
intervalo, sem admitir ai segunda derivada, ou que admita segunda
derivada, sem admitir terceira, etc. Pode também acontecer que f(x)
seja indefinidamente derivdvel num intervalo, isto é, que tenha ai
derivadas finitas de todas as ordens, mas que ndo seja representdvel
pela sua série de Taylor numa vizinhanca dum ponto x, do intervalo:

50+ (=) £ + 2 gy e S gy g

isto é, pode suceder que a soma desta série ndao coincida com f(x)
em todos os pontos x interiores ao intervalo de convergéncia ®.
De todos estes casos poderiamos dar inimeros exemplos.

(1) Pode mesmo suceder que o raio de convergéncia seja nulo.
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Pelo contrério, quando se trata de uma fungdo complexa da
varidvel complexa, ou seja, de uma fungdo w = f(z), em que tanto a
varidvel independente, z, como a varidvel dependente, w, tomam
como valores nimeros complexos, verifica-se, como veremos, 0
seguinte facto, deveras notavel:

Se a fungdo admite primeira derivada finita®V nos pontos inte-
riores de um dominio plano, admite necessariamente derivadas de
todas as ordens nesses pontos e é representdvel pela sua série de
Taylor, numa vizinhanga de cada ponto interior ao dominio.

Exprime-se este tltimo facto dizendo que a funcdo € analitica
no interior do dominio D considerado.

Assim, de uma hipétese tao simples, como € a da existéncia de
primeira derivada finita no interior de D, resulta para as funcdes de
varidvel complexa uma série de consequéncias importantes €, como
veremos, uma grande riqueza de propriedades, que tornam as fun-
coes analiticas extremamente regulares, comodas, manejiveis — ex-
tremamente bem comportadas®. Esse “bom comportamento” cessa
precisamente em certos pontos da fronteira do dominio em que ha
derivada — pontos singulares, cujo estudo tem, igualmente, uma
importancia fundamental na teoria das fun¢des analiticas, para um
perfeito conhecimento das mesmas.

Da grande riqueza de propriedades das func¢des analiticas resulta
ndo s6 a perfeicdo formal da sua teoria (que €, sem duvida, uma das
mais belas e harmoniosas de toda a Matematica), mas também uma

(1) Como veremos, a definicdo de derivada para fun¢des de varidvel complexa € idéntica a
que se d4 para fungdes de varidvel real (como limite da razdo incremental).

(2) Em linguagem intuitiva, ndo rigorosa, da Matemadtica, uma funcio diz-se tanto mais
regular quanto mais propriedades possui, a facilitar o seu estudo. Assim, uma func¢éo
derivével € mais regular do que uma fungdo continua, uma fun¢do com segunda derivada
continua € mais regular do que uma que tenha s6 primeira derivada, etc.
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excepcional importancia nas aplicacdes a Fisica e a Técnica, espe-
cialmente a Electrotecnia: todo o matematico aplicado precisa de ter
conhecimentos, ndo apenas superficiais, da teoria das funcdes ana-
liticas.

Notula historica. A teoria das fungdes analiticas de uma varidvel
complexa ficou praticamente concluida no século passado principal-
mente por obra de CAUCHY (que se apoiou sobre os conceitos de
derivada e de integral para tais funcdes) e de WEIERSTRASS (que
baseou a teoria, de preferéncia no estudo das séries de poténcias).

Mas ja o mesmo se nao pode dizer a respeito da teoria das fun-
cOes analiticas de mais de uma varidvel complexa; essa encontra-se
hoje em plena evolucdo. E provdvel que, em 1961, tenha lugar em
Lisboa um simpdsio sobre fun¢des de varidveis complexas, no qual
tomarao parte os principais especialistas mundiais sobre o assunto.

Como base do estudo das funcdes analiticas, convém comecar
por recordar as no¢des fundamentais sobre nimeros complexos
aprendidos em Matemadticas Gerais. Para isso, recomenda-se a lei-
tura de todo o Capitulo I do Curso de Algebra Superior, 2° volume,
do Prof. J. VICENTE GONCALVES. Entretanto, para facilitar essa
recapitulacdo, vamos aqui fazer uma breve resenha de tais nocoes,
chamando a aten¢do para alguns pontos essenciais.
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CAPITULO II

ESTUDO ELEMENTAR DAS
FUNCOES DE VARIAVEL COMPLEXA

1. Generalidades sobre fun¢oes

Recordemos primeiramente a nogao geral de funcao.

Dados dois conjuntos A e B formados por objectos quaisquer,
chama-se aplicacdo de A em B a toda a correspondéncia f pela qual
a cada elemento x de A fique a corresponder um e um so elemento y
de B. Este elemento y toma o nome de imagem ou transformado de x
por meio de f e representa-se por f(x), podendo escrever-se, entao,

y=fx).

Também se diz, neste caso, que f é uma fungdo definida em A e
com os valores em B, ou ainda que € uma funcdo (ou transforma-
¢do) de A para B. Na expressdo simbolica

y=fx)

a letra x diz-se “varidvel independente” e a letra y diz-se “‘varidvel
dependente”. O valor que a varidvel y assume para cada valor x, de
x também se diz o valor da fungdo f em x,.

Mas € preciso nao confundir “fun¢do” com “varidvel dependen-
te”’; como vimos, funcdo € 0 mesmo que correspondéncia univoca,
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ao passo que as variaveis em Matematica nada mais sdo do que sim-
bolos, geralmente letras, usados para efeitos de escrita: por exemplo,
a funcdo seno € uma correspondéncia fixa, bem determinada e nao
uma variavel.

Por extensdo de linguagem, também se d&, por vezes, o nome de
func¢do a correspondéncias ndo univocas. Trata-se, entdo, de funcoes
em sentido lato, usualmente chamadas funcoes plurivocas (ou pluri-
formes), enquanto as funcdes propriamente ditas se dizem univocas
ou uniformes. Mas em geral, quando se diz “fun¢do”, subentende-se,
salvo indicac@o expressa em contrério, que se trata de fungdo univoca.

Como sinénimos dos termos “aplicacdo”, “funcdo”, “transfor-
macdo”, também se usam, por vezes, “operacdo” ou “operador”.
Neste caso, o elemento y correspondente a cada elemento x dado
diz-se o resultado da operagdo aplicada a x. Assim, por exemplo, a
funcdo de z definida por 3z identifica-se a operagdo de «multiplicar
por 3» e traduz-se por uma transformacao geométrica (homotetia).

Todavia, o uso tradicional mantém certas “nuances” de signifi-
cado entre estas palavras. Assim, o termo “func¢io” € usado, de pre-
feréncia, para correspondéncias entre nimeros, o termo “transfor-
macao” para correspondéncias entre pontos (em geometria), etc.

Na literatura Matemética contemporanea, o termo que tende a
usar-se mais em teorias abstractas € o de “aplicacdo” (“application”,
em frances).

Consideremos uma aplicacdo f de A em B. Dado um conjunto
M C A, chama-se imagem ou transformado de M por f, e represen-
ta-se por f(M), o conjunto das imagens dos elementos x de M por f.
Em particular, pode ser M = A: o conjunto f(A) é chamado contra-
dominio de f. Por sua vez, o conjunto A diz-se o dominio de exis-
téncia ou simplesmente dominio da aplicacdo f. E claro que se tem
f(A) C B; mas pode acontecer que seja

f(A)=B.
Entdo, diz-se que f € uma aplicacdo de A sobre B; quer isto

dizer, portanto, que, para todo o elemento y de B, existe, pelo menos,
um elemento x de A tal que y = f(x).
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Diz-se que uma aplicagcdo f de A em B € biunivoca (ou univa-
lente) de A em B, se transforma elementos distintos de A em ele-
mentos distintos de B; isto é, se

x, #x, = f(x) # f(x,).

Se f € uma aplicacdo biunivoca de A sobre B, também se diz
invertivel. Assim, dizer que f € uma aplicacdo biunivoca ou inver-
tivel de A sobre B significa que, para todo o elemento y de B, existe
um, e um so, elemento x de A tal que

y=f.

Deste modo, a cada elemento y de B fica a corresponder um de-
terminado elemento de A; a aplicacdo de B sobre A assim definida
diz-se inversa de f e representa-se por f-!. Tem-se, pois, por defi-
nic¢ao:

x=f1y)ey=fx.

Para melhor esclarecimento destas no¢des, vejamos alguns
exemplos:

a) Seja A o conjunto dos alunos e C o conjunto das carteiras de
uma aula liceal. A cada aluno x corresponde, entdo, uma determina-
da carteira y:

y = carteira de x.

Fica assim definida uma aplicacdo de A em C. O seu contrado-
minio serd o conjunto das carteiras ocupadas pelos alunos; se todas
as carteiras estdo ocupadas, trata-se de uma aplicacao de A sobre C.

A aplicacdo serd univalente, se todas as carteiras forem indivi-
duais. Se, além disso, as carteiras estdo todas ocupadas, trata-se de
uma aplicacio biunivoca de A sobre C, cuja inversa € expressa por:

x = aluno cuja carteira € y.

E 6bvio que, se a aplicacdo ndo fosse univalente, o segundo
membro seria uma expressdo ambigua para dados valores de y,
insuficiente para individualizar um aluno.



154

b) Se, a cada nimero real x, associarmos o nidmero real y = x?,
definimos uma aplicagdo do conjunto R em si mesmo, mas nao so-
bre si mesmo. E, contudo, uma aplicacdo de R sobre o conjunto R*
dos nimeros reais nao negativos. Mas ndo € univalente, e, portanto,
s6 impropriamente se pode falar da sua funcdo inversa x=+\V'y, que
¢ apenas funcdo em sentido lato.

c) A correspondéncia x — x3, sendo x varidvel real, j4 € uma
aphcagao biunivoca de R sobre R, cuja inversa € a correspondéncia
x—Vx(a operagdo inversa da elevagcdo ao cubo € a extrac¢io da
raiz cubica).

d) A correspondéncia z — z3, sendo z varidvel complexa, € uma
aplicacdo do conjunto C sobre si mesmo, mas ndo univalente e, por-
tanto, ndo invertivel. S6 por abuso cémodo de llnguagem podemos
falar da sua fun¢@o inversa representada pela expressao Vz, visto que
esta, para cada z#0, pode receber trés interpretacdes distintas (fun-
cao triforme).

Diz-se que duas fungGes f e g sdo idénticas, ou que sdo a mesma
funcdo e escreve-se

f=g,

quando verificam as duas seguintes condi¢des:
1) As fungdes f e g tém por dominio um mesmo conjunto A.
2) Tem-se

f(x)=g(x) paratodooxEA.

Basta que uma destas condicdes se ndo verifique para que as
funcdes ndo sejam idénticas; dizem-se, entdo, distintas e escreve-se

f#g.

Por exemplo, no campo real as fun¢des definidas por Vx e por
V| x| sdo distintas, porque nfo tdm o mesmo dominio de existéncia,
embora coincidam ambas no dominio R* da primeira.
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Dadas duas fungdes f e f*, de dominios D e D* respectiva-
mente, diz-se que f* é um prolongamento de f a D*, quando se
verificam as duas condi¢des:

1) O dominio de f* contém o dominio de f, isto é, D* D D.

2) Tem-se
f*(x)=f(x), paratodoox ED.

Neste caso, também se diz que f é a restricdo de f* a D; a
operacdo de restri¢cao € a inversa da operac@o de prolongamento.

Por exemplo, a fun¢do \/m € um prolongamento a R da fungdo
Vx, definida s6 em R*. Analogamente, sendo z varidvel complexa e
x varidvel real, a fun¢@o sen z € prolongamento a C da funcio sen x
definida em R.

Pode acontecer que, uma dada fun¢do f, definida num conjunto
D, ndo seja invertivel, e ja 0 seja a sua restricio a um subconjunto
de D. Por exemplo, a fun¢do x? definida em R n3o € invertivel, mas
€-0 a sua restricdo a R*. Também a funcao sen x nao € invertivel em

.. , ) T T
R, mas é invertivel no intervalo [— 5 , E] )

2. Funcoes complexas de variavel complexa

Funcdo complexa de varidvel complexa serd toda a aplicacdo f
cujo dominio e cujo contradominio sejam conjuntos de nimeros
complexos. Designemos esses conjuntos, respectivamente, por D e
por D*; entdo, a cada numero complexo z&€D, a funcdo f fard
corresponder um (e um s6) nimero complexo w= f(z) ED*. Assim,
f € uma aplicagdo de D C C sobre D* C C, e, portanto, uma aplica-
cdo de D em C (em particular, pode ser D* = C). Por exemplo, a
funcdo z2 € uma aplicacdo de C sobre C; mas j4, como vimos, a
funcdo exp z € uma aplicacdo de C sobre o conjunto C menos o
zero.

Dum modo geral, toda a série de poténcias de z—a (com o € C)
define uma funcdo de z, cujo dominio de existéncia € o interior do
seu circulo de convergéncia, acrescido, eventualmente, de um ou
mais pontos fronteiros em que a série convirja.
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Dada uma funcdo complexa de varidvel complexa
(1) w=f(2)
de dominio D, se considerarmos z € w na forma algébrica
Z=x+1y, w=u+1iv,

a cada par ordenado (x, y) de nimeros reais correspondera, por meio
de f, um outro par ordenado (u, v) de nimeros reais. Fica, pois, assim
determinado um sistema de duas funcdes reais de duas varidveis
reais

v=y(x, )

ambas definidas no conjunto D. Reciprocamente, € 6bvio que um tal
sistema de funcdes define em D uma fungdo complexa de varidvel
complexa.

Assim, dar uma funcdo complexa de varidvel complexa (1) equi-
vale a dar um sistema (2) de duas funcoes reais de duas varidveis
reais, com um mesmo dominio de existéncia D.

Todavia, o estudo das fungdes complexas de varidvel complexa
s tem geralmente interesse no caso das funcdes analiticas, em que
as fungdes (2) obedecem a certas condi¢des que deduziremos opor-
tunamente.

A primeira dificuldade que se depara ao principiante na pas-
sagem da Andlise Real para a Andlise Complexa € a auséncia de
representacdo geométrica intuitiva para funcdes de uma varidvel.
Com efeito, toda a funcao real de varidvel real, y = f(x), pode ser
representada por um conjunto de pontos (x, y) do plano; mas uma
funcdo complexa da varidvel complexa, u + iv = f(x + iy), s0
poderia ser representada (de maneira bicontinua) por um conjunto
de pontos (x, y, u, v) de um espaco tetradimensional, isomorfo a R?,
que ndo tem concretiza¢do intuitiva (a nao ser no crondtopo, que
ndo se presta certamente para esse fim...)
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Mas essa dificuldade de ordem subjectiva em breve € superada
com o hébito.

O mais que se pode fazer, em consideracdes intuitivas sobre
fungGes complexas da varidvel complexa, w = f(z), € representar os
valores de z sobre um plano e os valores correspondentes de w
sobre outro plano. Assim, o dominio D de f € identificado a um
conjunto de pontos do plano dos zz, enquanto o contradominio D* é
representado por um conjunto de pontos do plano dos ww. Quando
0 ponto z «percorre» o0 conjunto D no primeiro plano, o correspon-
dente ponto w «percorre» o conjunto D* no segundo plano. Tudo isto
sd0 recursos intuitivos aprecidveis para ajudar a nossa imaginacao.

v

v

Assim, a fun¢cdo w= f(z), ou o seu equivalente sistema de fun-
coes reais u=@(x, y), v = ¥(x, y), define uma transformacgdo pontual
entre os dois planos.

3. Funcgoes reais da variavel complexa e funcées complexas da
variavel real

E por vezes necessario considerar fun¢des reais da varidvel
complexa, isto é, fun¢des que t€m por dominio um conjunto de
ndmeros complexos e por contradominio um conjunto de ndmeros
reais. Tais sdo, por exemplo, as seguintes fungdes de z atrds consi-
deradas (todas definidas em C)

|z|, Re z, Im z, etc.
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Também teremos ocasido de considerar fun¢des complexas da
varidvel real, isto é, fungdes do tipo z= F(¢), em que os valores
admissiveis de ¢ s3o nimeros reais € 0s de z nimeros complexos.

E claro que dar uma funcio real de varidvel complexa, u = f(z),
equivale a dar uma funcio real, u = Q(x, y), de duas varidveis reais,
x, y; € dar uma funcio complexa de variavel real, z=F(¢), equivale a
dar duas fungdes reais, x = @(¢), y = y(t), de uma s6 varidvel real, ¢.

NOTA IMPORTANTE. Entre as fun¢des complexas f(z) da varidvel
complexa z interessam, principalmente, aquelas que tomam sempre
valores reais quando z € real, isto €, as que sdo prolongamento de
funcdes reais da varidvel real. Entre essas merecem especial mengao
as que possuem a seguinte propriedade:

(D f(z)=f(z) paratodooz€E€D,

sendo D o dominio de f (de um modo geral, dado um nimero
complexo o = a + bi, designa-se por O o conjugado de o, isto é:
O=a->bi). A anterior propriedade implica, obviamente, que o domi-
nio D € simétrico em relacdo ao eixo real. Além disso, tem-se & = o
se e sO se a € real; logo, da referida propriedade resulta que

zEDNR = f(2ER.

Recordando ainda as propriedades

™
Il
Ql

™

a+B=0a+p, o-

donde

o"=0" (com n natural), OL_/B = a/B,

imediatamente se reconhece que toda a funcdo racional de z de
coeficientes reais possui a propriedade (1). Também € fécil ver que
toda a funcdo de z representada por uma série de poténcias de (z— o),
com coeficientes reais e com 0ER, possui a referida propriedade
(tais, por exemplo, as de exp z, senz, cosz, shz, chz, etc.).
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4. Nocao de limite para fun¢coes complexas da variavel complexa

Consideremos uma func¢do complexa da variavel complexa w=f(z),
de dominio D, e dois niimeros complexos o, [3.

DEFINICAO A. Diz-se que f(z) tende para B quando z tende para
o, e escreve-se

f(z) > B quando z— o,

se, a toda a sucessdo z,, z,, ..., Z,, ... de pontos de D distintos de .,
tal que z,— ., corresponde uma sucessdo de valores de f(z) tal que
f(z,) > B. Na mesma hipétese se diz que B é o limite de f(z) quando
Z—> 0l e se escreve:

B =lim f(z) .
z—>a

Portanto, a locug@o “f(z) tende para 3 quando z tende para o.” é
apenas o modo abreviado de dizer o seguinte: f(z) tende para 3
quando 7 tende para o por uma sucessdo de valores distintos de Q.
qualquer que esta seja (isto €, qualquer que seja 0 modo como z
tende para o). Assim, basta que exista uma sucessio de pontos z, de
D distintos de ), tal que z, — o, sem que f(z,) — P, para que ndo
exista lim f(z), segundo a DEFINICAO A.

z—>o

Esta definicdo é ainda vdlida no caso em que umas das cons-
tantes o, B (ou ambas) é =, ficando assim esclarecido o significado
de expressoes tais como lim f(z) e lim f(z) = oo.

7> z—o

Note-se que a defini¢do s6 tem interesse quando o € um ponto
de acumulacdo de D (podendo, contudo, ndo pertencer a D), pois
que, de contrario, ndo existird nenhuma sucessdo de pontos de D
distintos de o. que tenha por limite ..

Todavia, a DEFINICAO A, sendo a mais intuitiva € a que natu-
ralmente surgiu em primeiro lugar, envolve a nog¢do anterior de li-
mite de uma sucessao e ndo é comoda para muitos fins da Anélise.
Torna-se por isso vantajoso substitui-la por esta outra, devida a
CAUCHY:
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DEFINICAO B. Diz-se que f(z) tende para B (ou tem por limite B)
quando 7 —> 0. e escreve-se:

f(z) > B quando z—o,

ou

lim f(z) = B,

z—>o

se, para todo o niimero o > 0, existe um correspondente niimero €,
de tal modo que se tem

|f@)-Bl<?d

sempre que |7—0l|< €, com zE D e z#; isto é, simbolicamente
|z—a|<eNzED AN zzo = |f(z) - B| < 3.

Admitindo o célebre “axioma de Zermelo” (também chamado
“axioma da escolha’), demonstra-se facilmente que as duas defini-
coes sdo equivalentes. Todavia, para um matematico “nao zermelista”,
apenas se pode afirmar que a DEFINICAO B implica a DEFINICAO
A, ignorando-se se a implicac¢ao reciproca € ou ndo verdadeira. Mas
é com a DEFINICAO B que se trabalha normalmente em Anélise.

Note-se, porém, que a DEFINICAO B n#o é aplicdvel quando
uma das constantes € . Mas esta definicdo €, obviamente, equiva-
lente a seguinte:

DEFINICAO C. Diz-se que f(z) tem por limite B quando 7 — o., se
para toda a vizinhanga V de B existe uma correspondente vizinhanga
U de o tal que:

f(z)€Vdesde que zE U, com zED e 7 # Q, isto é, tal que

zeUNDNz#o = f(€EV.

(Na figura estamos a supor que V é a vizinhanca (0) de B e U a
vizinhanga (€) de o).
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&

\/D 7 u

v

Ora, a DEFINICAO C j4 é extensivel ao caso em que uma das
constantes 0., B (ou ambas) é o, desde que adoptemos a seguinte
defini¢do complementar: sendo 6 >0, chama-se vizinhanga (0) de oo
ao conjunto cujos elementos sdo o préprio o e todos os nimeros
complexos z tais que |z|>1/3.

Recordemos que o elemento o= ndo pertence a C. Juntando ao
conjunto C o ente ideal o, obtém-se um novo conjunto, que desig-
naremos por C e que jd ndo é um corpo. Oportunamente, daremos
uma interpretacio geométrica de C.

5. Propriedades dos limites das fun¢oes

Recordemos as seguintes propriedades elementares:

1) Uma funcgdo f(z) ndo pode tender para dois limites dife-
rentes, quando 7 tende para um determinado limite o..

2) O facto de f(z) tender ou ndo para B quando 7 — o., depende
apenas dos valores que f(z) tome numa vizinhanga de o. (qualquer
que esta seja) com 7 # Q..

3) Se f(z) se reduz a uma constante B, numa vizinhanca de o,
entdo f(z) — B quando z— .

4) Se f(2) e g(z) tém limites finitos quando z— o., entdo:

L lim [ f(z) + g(z)] =lim f(z) + lim g(z);

>0 >0 =0
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IL. Iim [ f(2) - g(z)] =1lim f(2) - lim g(2);

=0 z—>0o >0

se além disso, o lim g(z) #0 tem-se

v d ol

fx) _ MmJt)

111 lim : .
e g(z)  limg(z)

z—a

Estes teoremas podem demonstrar-se directamente a partir da
DEFINI(;AO B, o que ndo oferece qualquer dificuldade, ou apli-
cando as correspondentes propriedades dos limites de sucessoes e
a DEFINICAO A.

Note-se ainda que a definicdo de limite para fun¢des complexas
de varidvel complexa se reduz imediatamente a no¢@o de limite para
fungdes reais de duas varidveis reais. Com efeito, j4 vimos que dar
uma fun¢@o complexa de varidvel complexa, w= f(z), equivale a dar
um sistema de duas funcdes reais de duas varidveis reais,

u=0xy), v=yxy)),
em que
x=Rez, y=Imz, u=Rew, v=Imw.
Entdo, se pusermos o e 3 na forma algébrica
o=a+bi, B=A+Bi

facilmente se reconhece, raciocinando como no caso das sucessoes,
que:

lim f(z) = B © lim @(x, y) =A A lim w(x, y) = B.
o b b

NOTA. Recordemos que se escreve:
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lim@(x, y)=A
b

quando, a todo o & > 0, corresponde um € > 0 tal que se tem
| (x, y)—A| <8, desde que o ponto (x, y) esteja na vizinhanga (€) do
ponto (a, b), sendo (x, y) # (a, b) e (x, y) € D (analogamente para ).
E claro que a defini¢do também pode ser dada em termos de suces-
soes.

6. Continuidade para funcées complexas de variavel complexa

Consideremos uma func¢ido complexa f(z) da varidvel complexa
z, € um nimero complexo o qualquer. Diz-se que a funcdo f é con-
tinua em o (ou no ponto o), quando se verificam as duas seguintes
condicoes :

1) O niimero o. pertence ao dominio D de f;

2) f(z) = f(o) guando z — o ou, ainda, com outra notagdo:

lim f(z) = f(o).
Z—0o
Assim, o dizer que f é continua num ponto 0. do seu dominio
significa que, a todo o & > 0, corresponde um € > 0 tal que se tem

|f(@) - f()|< 8, para |z-al<e, comzED.

(E claro que a condigdo z # 0. torna-se agora iniitil).

Note-se que a condi¢do 1) implica que f toma um valor finifo no
ponto o (também finito), pois estamos a supor que f tem o dominio
e o contradominio em C e ja sabemos que o & C. Porém, a questdo
muda de aspecto quando substituimos C por C. Trataremos oportu-
namente deste caso.

As propriedades elementares da continuidade num ponto, para
funcdes reais de varidvel real (em que nao intervenha a relagcdo de
ordem), sdo imediatamente extensiveis a funcdes complexas de va-
ridvel complexa, w = f(z). Por outro lado, a continuidade de uma tal
funcdo f(z) num ponto o reflecte-se na sua parte real e no seu coefi-
ciente de i, segundo o
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TEOREMA. Condicdo necessdria e suficiente para que f(z) seja
fungdo continua de z=x+1iy no ponto .=a+bi, é que a parte real e
o coeficiente da parte imagindria de f(z) sejam funcoes de x, Y,
ambas continuas no ponto (a, b).

Diz-se que a fungdo f € continua sobre um conjunto M, contido
no seu dominio, quando a restricdo de f a M € continua em todos os
pontos de M.

7. Conceito de derivada. Funcoes monogéneas e funcoes
holomorfas

Vamos tratar do conceito de derivada para fun¢des complexas
de varidvel complexa. A defini¢cdo de derivada para estas funcdes é
formalmente a mesma que se costuma dar para fun¢des reais de
variavel real, como limite da razdo incremental.

Consideremos uma fung@o complexa f(z), da varidvel complexa
Z, € seja z, um ponto interior do seu dominio de existéncia (quer isto
dizer que existe, nele contida, pelo menos, uma vizinhanga V, de z,).

Posto isto, chama-se razdo incremental da funcdo f relativa ao
ponto z, a funcdo de z definida por

f@)—f(zy)

Z_ZO

, paraz#z,(z€V).

Pode acontecer que exista o limite da razdo incremental quando
Z = z,; entdo, esse limite € chamado a derivada da fung¢do f no
ponto z,, e representa-se por f’(z,). Assim, por definicdo:

(1) #(z)=Hm (@) - f(z,) .

=229 Z —ZO

O conceito de derivada assenta, pois, directamente, no conceito
de limite de uma func¢do, que foi atrds precisado e convém, portanto,
ter aqui presente.

(1) O conceito de derivada define-se ndo sé para pontos z, interiores a0 dominio da funcéo,
mas também para pontos fronteiros. Todavia, € sé o primeiro caso que interessa no estudo
que vai seguir-se.
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Do mesmo modo se define “derivada de uma fun¢ao” complexa
de “variavel real”.
Se pusermos

2-2,=h, f(2)-f(z)=k
ainda podemos escrever (1) sob a forma

ok
fz) =lim .

Diz-se que a fungdo f € diferencidvel no ponto z, quando admite
derivada finita neste ponto. Também se diz, entdo, que a funcdo é mo-
nogénea em z,, mas este termo aplica-se exclusivamente a fungdes de
variavel complexa, enquanto o termo “diferencidvel” € geral. (Como
dizia HENRI POINCARE, a Matemética é a arte de dar o mesmo
nome a coisas diferentes na substiancia mas idénticas na forma).

Diz-se que a funcdo f € diferencidvel, num conjunto aberto A de
niimeros complexos, quando é diferencidvel em todos os pontos de
AWV Também se diz, neste caso, que a fungcdo é holomorfa em A,
mas este termo aplica-se exclusivamente a fun¢des de varidvel com-
plexa. (Ainda com o mesmo significado se dird que a funcio € ana-
litica em A, mas este outro termo tem uma origem diferente que
oportunamente serd esclarecida).

Se a funcdo w= f(z) € holomorfa no conjunto A, a cada ponto
z €A fica a corresponder o niimero complexo (dnico) w’=f'(z).

Por outras palavras: fica assim definida em A uma nova fungéo
de z, que se chama a funcdo derivada ou, simplesmente, a derivada
de f nesse conjunto, e se representa por qualquer das notacdes ja
adoptadas no campo real

dw
—, et

, etc.
dz

@, D@, £,
dz

(1) Recordemos que um conjunto A se diz aberto quando todos os seus pontos lhe sdo
interiores.
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Mas ndo esquecamos que uma fun¢do € uma correspondéncia f
entre dois conjuntos € ndo uma varidvel! Assim, a funcio derivada
de f serd mais propriamente designada por qualquer das notacdes
f',Df, etc.

Quanto a derivada de f no ponto z,, podemos designéd-la no s6
pela notacdo f’(z,), mas ainda por

D,_, f@), (—d—vz) , etc.

<

No que se refere a derivadas de ordem superior a primeira, toda
a terminologia e notacdes adoptadas em Anélise Real podem ser
aplicadas, mutatis mutandis, no campo complexo.

Vamos agora provar que, tal como sucede no campo real, dife-
renciabilidade implica continuidade, isto €, vamos provar que:

Se uma fungdo é diferencidvel em z,,, também é continua em z,,.

Com efeito, se f € diferencidvel em z,,, existe e € finito o

lim ¥ = £z

>0 h

Portanto, S€ pusermos
k- .,
— Z —_— (D 3
- f(zy)

vira

(2) k=f(z)h+ oh, com limw=0.

h—0

Daqui, atendendo a que f’(z,) € finito, resulta imediatamente que
k — 0 quando A — 0, isto €, que

lim f(z) = f(z,),

Z—)ZO

e isto significa, precisamente, que f(z) € continua em z,,.
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Conceito de diferencial.

A férmula (2) mostra-nos que o acréscimo k de f(z) correspon-
dente ao acréscimo % de z em z, difere de f’(z,)h por um infinité-
simo com h de ordem superior a primeira. Tem-se, com efeito,

L
h—0 h h—0

Pois bem, ao infinitésimo f’(z,) 2 com % (equivalente a k) cha-
ma-se diferencial de f relativo a h no ponto z,,.

Suponhamos, agora, que a funcdo f(z) € diferenciavel em todo
um conjunto aberto A. Entdo, para cada valor de h, o diferencial de
f relativo a h no ponto z serd, manifestamente, uma nova fungdo de
z definida no conjunto A, fungdo que poderemos designar por d, f:

d,f(2) = f'(2)h.

Aqui o acréscimo 4 podera ser omitido no indice, desde que nao
haja perigo de confusdo, escrevendo-se, entdo, df em vez de d, f.
Em particular, pode acontecer que f(z) = z; neste caso sera

df(z)=dz=1-h=h,

ou seja, h = dz, o que nos permite escrever o diferencial de f com a
sua forma corrente

df(z) = f'(2)dz,

e o que justifica a notacdo de LEIBNIZ para designar derivadas

df(z)’ d @), dw

—, efc.
dz dz dz

Nova forma da definicdo de fungdo diferencidvel (ou monogénea).
A igualdade (2) ainda poder4 escrever-se:

f@=Ff(z)+@—-2)f(z)+(@z-z)w para zEYV,

o que torna evidente o seguinte facto:
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Dizer que a fungdo f é diferencidvel em z, equivale a dizer que
pode ser representada, numa vizinhanga deste ponto, por uma fun-
cdo linear de z:

f(zy) + (-2 f'(zy)

a parte um infinitésimo com z — z, de ordem superior a primeira. O
coeficiente de 7 desta fungdo linear é a derivada de f no ponto z,,.

8. Regras de derivacao

As regras de derivacdo estabelecidas para as funcdes de varidvel
real mantém-se quase todas para as fungdes de varidvel complexa.
Isto € apenas consequéncia do facto, que ja apontamos, de se con-
servarem no campo complexo os teoremas fundamentais sobre limi-
tes, tais como o do limite da soma, do produto, etc. Assim:

I. A derivada de uma constante continua a ser a funcio 0 e a
derivada de z em relacfo a z continua a ser a fun¢do 1.

II. Se @ e ¥ s3o fungdes diferencidveis num ponto z,, também
sdo diferencidveis nesse ponto as fungdes f=0+{ ¢ g=0-{,
tendo-se:

f(Z) =0'(z) + V(2 ,
g'(zy) = () ¥'(zy) + (2 U(zy) 5

se, além disso, for Yi(z,) #0, também a funcdo quociente h= @/
serd diferenciavel em z,,, tendo-se:

(p,(zo) ¢(ZO) - (p(zo) \'-’,(Zo) )

M(z) =
@ ()P

As demonstracdes destas regras sdo formalmente as mesmas
que se usam no campo real, com a aplicagcdo dos referidos teoremas
sobre limites.
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Também continua a ser valida a

REGRA DE DERIVACAO DAS FUNCOES COMPOSTAS. Dadas
duas funcbes w=f(z) e z=@(u), se ¢ é diferencidvel num ponto u, e
f diferencidvel no ponto correspondente z,= ©(u,), também a fungdo
composta de f por @

b () = flo)]

serd diferencidvel em u, tendo-se®

Llf,(”‘o) =f ,[(P(uo)] (P,(uo) .

Note-se que, neste enunciado, tanto faz que u seja varidvel com-
plexa como varidvel real; o teorema € sempre verdadeiro. Observa-
cOes analogas se podem fazer quanto as regras anteriores.

Finalmente, subsiste com o seguinte aspecto a

REGRA DA FUNCAO INVERSA. Seja w=f(z) uma fungdo inver-
tivel numa vizinhanga de z, e seja z=Q(w) a fungdo inversa de f,
definida numa vizinhanga do ponto correspondente w,= f(z,). Su-
ponhamos, além disso, verificadas as seguintes condicoes: 1) a funcdo
f ¢ diferencidvel em z,; 2) f'(z,)#0; 3) a fungdo inversa ¢ é conti-
nua no ponto w,. Entdo, podemos afirmar que ¢ também é diferen-
cidvel em w, e que se tem:

1 _ 1
fiz) flTow)l

O'(wy) =

Para a demonstragdo, basta recordar que se tem

Z_ZO _ ].
- W—WO ’ para Z;tZOa

w—w,

Z_ZO

(1) Recordemos que a func¢@o composta de f por ¢ é também chamada o produto da aplicagéo
f por @. Modernamente, € frequente representéd-la por fo .
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(sendo, entdo, w # w,) € que, quando z — z,, também w — w,, e
reciprocamente, porque ambas as fungdes f € ¢ sdo continuas nos
pontos considerados®; donde

lim 20 = @M,) _ : ,
W, F@ 1@

Z—>ZO Z—ZO

o que conduz imediatamente a tese.

E claro que, aplicando as regras anteriores, estamos agora aptos
a derivar qualquer funcdo racional ou fracciondria.

Assim, dada uma fungao racional inteira,

f@=a,+a,z+a,2+---+a,z",
ter-se-4 para todo o valor de z
f'@)=a,+2a,z+ - +na,z"".

Portanto, uma fun¢@o racional inteira serd diferencidvel em
todos os pontos do plano, isto €, serd holomorfa em todo o plano.
Analogamente se reconhece que toda a funcao racional fracciondria,
representada pelo quociente de dois polindmios primos entre si, €
diferencidvel em todos os pontos do plano, excepto naqueles em
que se anula o denominador.

Vejamos, agora, como se deriva uma fungio representada por
uma série de poténcias. Considerando a fun¢@o f(z) representada
pela série de poténcias

(1) f(z)=a0+a1z+a2z2+---+anz”+---=2anz”,
n=0

ocorre, naturalmente, perguntar se esta funcao € ou nao diferencidvel
nos pontos interiores do seu circulo de convergéncia, e se a derivada

(1) Estamos a supor, € claro, que no primeiro membro se tem @(w) no lugar de z e, no
segundo membro, f(z) no lugar de w.
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se obtém derivando a série termo a termo, isto é, se podemos usar
para esses pontos a formula

(2) f'@=a,+2a,z+ - +naz" ' +..= 2 na, z"".
n=1

A resposta € afirmativa, mas devemos ver primeiro se o raio de
convergéncia da série derivada € igual ao raio de convergéncia da
série dada. Ora, o raio de convergéncia desta é, como sabemos, 1/L,
sendo

L=1im Va|.

Por outro lado, € facil ver que o raio da segunda série ndo se
altera multiplicando-a por z. Obtém-se, deste modo, a série

2 —
O+a,z+2a,22+--+na,z"+--- —Z na 7"
n=0

cujo raio de convergéncia € 1/L’, sendo®

L’'=1im Vnla |=1im Vn -lim V]a |=1lim Vl]a |=L,

visto que
lim Vn=lim Vn=1.

Fica assim provado que as duas séries t€m o mesmo raio de
convergéncia.

(1) Convém recordar neste ponto que os teoremas do limite da soma e do produto sio
extensiveis ao conceito de “limite méximo”, visto que o limite mdximo duma sucessdo
(de nimeros reais) € o maior dos limites das sucessdes convergentes que da primeira se
podem extrair.
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Posto isto, podemos demonstrar o teorema seguinte:

REGRA DE DERIVACAO DAS SERIES DE POTENCIAS. A
soma f(z) da série

2 —_
Gyt az+ a2+ +a, "+ =) a7
n=0

tem por derivada, em cada ponto z interior ao seu circulo de conver-
géncia, a soma ©(7) da série

a, +2a,z+--+na,7"'+..= z na,z"'.
n=1

Demonstragdo. Designemos por R o raio de convergéncia da série
dada e seja z, um nimero complexo qualquer tal que |z,| < R. O teo-
rema relativo a diferenca de duas séries habilita-nos a escrever :

FR)-fiz)=0a,(z—2)) +a,(2?—z5) + --- + a,(z" —z5) + -+
=Y a,z"—z}), desde queseja |z|<R.
n=1
Recordemos, por outro lado, que se tem, para todo o z # z,:

" — 2,
(3) - Z0 =Zn—1+zozn—2+zgzn—3+ +Z(;l—1'
~ &p

Logo serd, paraz # z, € |z|< R:

2)—f(z C
-1 =Z a, (' + 2,28+ 23+ e+ Y.
Z—ZO n=1

4)

Pretende-se provar que quando z— z,, a razdo incremental (4) tende
para ¢(z,). Ora, para |z|< R, tem-se:

S

2) - f(z .
__f(z f( 0 _(p(z0)=zan(z"-1+z0z"‘2+z§z"—3+.--+zg‘1—nz6“1).
- 0 n=1
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Observando agora que: nz; ' =z;' + 257" + -+ + z}~" (n vezes),
a expressao que, em (5), figura a multiplicar por a, pode escrever-se
do seguinte modo:

Zn—l _ Z(;l—l + ZO(Zn—Z _ Z3—2) + ..o + Z(1)1—1(Zn—p _ Zg—p) +
n-1

+oe k2@ -g) = D, 2@ - ).
p=1

Podemos agora dividir z" -z} por z—z,, aplicando novamente (3),
e, assim, a referida expressdao tomard o aspecto:
n-1
(z2-2,) 2 AR (A AV 4k EELE F ¢S N
p=1

B

\

(T
AN/

Posto isto, designemos por r um nimero qualquer compreen-
dido entre |z,| € R, isto &, tal que

|z <7<R.

Aplicando agora a conhecida propriedade do médulo da soma, é
facil verificar que o médulo da referida expressdo, sendo |z|< 7, serd
inferior a

n-1 n-1
2= 20| X, 7 (n—p)rmr = |z —zg|r*? Y, (n - p)
p=l p=1

1
=E |z—z0| nn-1)r"2,
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visto que

nn-1)

n—1
Y (n-p)=1+2+3+--+(m-1)=
p=1 2

(Trata-se de uma progressdo aritmética).
Assim vird, finalmente, para a referida expressdo que figura em
(5), a majoracao:

A S A R e TR B % 2= 2o|n(n = Dr"2,

e daqui, atendendo a (5), vem, para |z|<7:

f(z) - f(z)

Z_ZO

1 (o]
(6) —0(z,) <5|Z—20|2n(n—1)|an|r"‘2.
n=2

Quando z — z,, também |z —z,| — 0; portanto, se a série que
figura no 2° membro de (6) for convergente (sendo, entdo, a sua
soma finita, por defini¢do), também o 1° membro tende para 0. Ora,
€ facil ver que a série do 2° membro resulta da série das segundas
derivadas,

Z nin-1)a,z"?,
n=2

cujo raio de convergéncia € o mesmo da série dada (ou seja R);
logo, para |z|=r esta série é absolutamente convergente (visto ser
r < R) e, portanto, € convergente a série do 2° membro de (6). Tem-
-se, pois:

@) - f(zy)

—@(z,) quando z—>z, (qe.d).
2o

Por conseguinte, toda a série de poténcias de 7 representa uma
fungdo holomorfa de z no interior do seu circulo de convergéncia.
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Apliquemos estes resultados as fungdes atras definidas:

o n

et = -
n=0 n!
2 4 2n
COSZ:I—Z—+Z_+...+(_1)n Z +
2! 4! (2n)!
3 5 2n+1
Senz=z—z_+z_+...+(_1)n 2 I
3! 5! 2n+1)!

Qualquer destas séries tem raio de convergéncia infinito; assim,
aplicando o teorema anterior, viré:

d 22 Zn—l €0 Zn
— ¢ —=Z—=e2.
dz n=1m-1)! ;=0 n!

Analogamente se reconhece que

d d
—Senz=co0sz, — COSZ=—senz,
dz dz

o que se pode, alids, obter também pelas formulas de Euler aplicando
o resultado anterior. Ainda, de modo anélogo, se podem obter as
derivadas das func¢des hiperbdlicas, definidas, como no campo real,
pelas férmulas

tendo-se (chz)’ =shz, (shz)’ =chz.

Uma funcdo f(z) diz-se inteira, quando é definida e holomorfa
em todo o plano da varidvel complexa.

Portanto, além das funcdes racionais inteiras, serdo ainda intei-
ras (mas ndo racionais) as fungdes e?, senz, cos z, shz, chz, e*?,
cos (1 + &%), etc. etc.

Mas ja, por exemplo, a funcio

sen z
tgz =

COS 2
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ndo € diferencidvel nos pontos (em nimero infinito) que anulam o
denominador; logo, ndo € inteira. Conclusao andloga para a fungdo

z—1
72 +1

, etc.

Mais geralmente, o teorema anterior permite-nos afirmar o se-
guinte:

Sendo o um niimero complexo qualquer, toda a série de potén-
cias de 7— O representa, no interior do seu circulo de convergéncia
(circulo com centro em 0. e com o raio de convergéncia), uma fungdo
holomorfa de z, cujas derivadas se obtém derivando a série termo a
termo.

Para reconhecer a veracidade deste facto, basta aplicar a regra
das fun¢des compostas, derivando-a primeiro em ordem a Z = z — O
e derivando-se depois z—0. em ordem a z.

Diz-se que uma fungdo é analitica num conjunto aberto A de
niimeros complexos, quando é representdvel por uma série de potén-
cias numa vizinhanga de cada ponto deste conjunto.

Pelo teorema anterior conclui-se que, toda a funcdo analitica
num conjunto aberto A é ai holomorfa. Mais tarde demonstraremos
que, reciprocamente, toda a fun¢do holomorfa num conjunto aberto
A € representdvel por uma série de poténcias numa vizinhanga de
cada ponto de A.
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Assim, os conceitos de fun¢do analitica e de fun¢c@o holomorfa
num conjunto aberto resultam equivalentes: ndo h4, por isso, incon-
veniente em tornar “analitica” como sinénimo de “holomorfa”®,

No entanto como veremos, certos autores usam a expressao
“funcdo analitica” num sentido mais geral que o de “funca@o holo-
morfa”.

9. Condicoes de monogeneidade

J4 vimos que uma funcdo de varidvel complexa se diz mono-
génea ou diferencidvel num ponto, quando admite derivada finita
nesse ponto.

Também j4 relaciondmos a convergéncia das sucessdes de nu-
meros complexos com a convergéncia da parte real e do coeficiente
da parte imaginéria. Outro tanto se fez para as séries de termos
complexos, bem como para os conceitos de limite e de continuidade
relativos a funcdes complexas de varidvel complexa.

Vamos ver agora como o facto duma fung@o ser monogénea num
ponto se reflecte na parte real e no coeficiente da parte imaginéria
da funcdo. Consideremos uma funcdo complexa de varidvel com-
plexa, w=f(z). Pondo w e z na forma algébrica: w=u+iv e z=x+iy,
as varidveis u e v vao ser expressas como fungdes de x e y:

u=0(,y) V=YX y).
Suponhamos, agora, que a funcdo f € diferencidvel num ponto z,.

Como vimos, isto equivale a dizer que existe um nimero complexo
o. € um numero p > 0 tais que se tem:

(1) f(zo+h) - f(z,)) =0h+wh para |h|<p®,

sendo o a derivada de f em z,,:

(1) Note-se, porém, que os conceitos s@o distintos, embora equivalentes. Outro tanto se d4,
por exemplo, com os conceitos de “tridngulo equildtero” e de “tridngulo equidngulo”, que
distintos e contudo equivalentes, pelo menos em geometria euclideana.

(2) Recordemos que os pontos z, + A tais que | 2| <p formam a vizinhanga (p) de z,.
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o= f(zy),
e sendo ® um infinitésimo com 4. Pondo o, 4 € ® na forma algébrica:
(2) ou=A+1iB, h=h,+ih,, 0O=0+i0,,
vird
oh=(Ah,—Bh,) +i(Ah,+ Bh)),
0h = (W h, —0,h,) +i(0h,+0,h),
Z,+h=0,+h)+i(y,+h,).
Entdo, igualando as partes reais e os coeficientes de i nos dois

membros de (1), esta igualdade complexa desdobra-se nas duas
igualdades reais:

3) {(p(x0 +h,y,+h,) -0, y)=Ah, —Bh,+® h —0,h,
Y(x,+h,y,+h,)-Y(x,,y)=Bh,+Ah,+ ®,h, + ®,h,

com |h|=Vh*+hi<p.

Mas, por hipétese, ® € um infinitésimo com 4 ; isso equivale a
dizer que ®, e w, tendem para zero quando 4, e k, tendem simulta-
neamente para zero”. Entdo, conclui-se de (3) que as fungdes @ e
sdo diferencidveis no ponto (x,, y,) € que, além disso, se tem:

0. ¥) =A, @)%, ¥)=-B,
W, (%5, ) = B, W, (X, Vo) = A,

e portanto

(1) Em virtude do teorema atrs apontado, que relaciona o limite de uma fung¢éo complexa de
varidvel complexa com os limites da parte real e coeficiente de i.



179

(4) {(p;(x()a yo) = \lj;(x(), )’0) .
(p;(xo? y()) =- W;(xo, yo)

Entdo, a derivada da func¢do f no ponto z, sera:

f'(zg) =A + Bi=Q.(xy, yo) + i W, (x5 ¥o)
= w;(xo’ yo) - i(p;(x()a yo)

Por conseguinte, se a funcio € diferencidvel em z,, verificam-se
estas condi¢des (4), que sdo, pois, condicoes necessdrias de mono-
geneidade. Como se v€, para que a funcdo seja diferencidvel em z,,
ndo basta que a parte real e o coeficiente de i sejam diferencidveis
no ponto (x,, y,): sdo ainda necessdrias as condigoes (4).

Ora, todas essas condi¢Oes, em conjunto, sdo também suficientes.

Com efeito, se ¢ e y sdo diferencidveis em (x,, y,) €, além disso,
se verificam as condi¢des (4), podemos escrever relagdes de tipo (3)
e estas duas igualdades reais, por meio de (2), equivalem a igual-
dade complexa (1), o que mostra ser a fun¢do diferencidvel.

Assim, demonstramos o seguinte

TEOREMA. Condicdo necessdria e suficiente para que a fungdo
f seja diferencidvel no ponto z,=x,+1y,, € que a sua parte real e o
coeficiente da sua parte imagindria sejam diferencidveis no ponto
(x,,¥,) e se verifiquem, além disso, as relagodes (4). Nesta hipotese a
derivada da fungdo em z, é dada por qualquer das formulas

f,(zo) = (P;(xoa yO) + ill’;(xo, yo)
£(z0) =, (xy, Yo) — i @y (Xy5 V) -
EXERCICIO - Aplicando o teorema anterior, provar que as fungdes

de z definidas por |z|, Re z, Im z e Z=x — iy(com z=x + iy) ndo so
diferencidveis em nenhum ponto do plano.

NOTA IMPORTANTE. Na demonstracdo deste teorema utilizou-se
o conceito de “funcdo diferencidvel” que foi adoptado na cadeira de
Matemadticas Gerais para funcdes de mais de uma varidvel real. Ha,
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porém, muitos autores que adoptam um conceito mais geral de
diferenciabilidade: neste sentido, uma funcao de 2 varidveis reais,
f(x, y), diz-se diferencidvel num ponto (x,, ¥,) quando existem dois
ndmeros reais A, B € um nimero p > 0 tais que se tem

fxo+h,y,+k)—f(xy,y,)=Ah+Bk+e(h+k)

para 'V h* + k*<p, sendo €(h, k) um infinitésimo com 4 e k de ordem
superior a primeira, isto €, tal que:

eh, k)
V h? + k?

Ora, € facil ver que o teorema anterior continua a ser valido
mesmo com este segundo conceito de “func¢do diferencidvel” (de
duas variaveis).

Uma vantagem de tal conceito, devido ao matemadtico francés
MAURICE FRECHET, est4 em se poder generalizar a espacos abs-
tractos, como fez este matematico e como teremos ocasido de ver.

-0 quando (A, k) — (0, 0).

10. Condicoes de holomorfia

Das condi¢Oes de monogeneidade deduzem-se imediatamente
condi¢cOes de holomorfia. Com efeito, diz-se que a fungdo w = f(z) é
holomorfa num conjunto aberto A, quando € diferencidvel em cada
ponto de A. Pondo w e z na forma algébrica, w = u + iv, z=x + iy,
vém u e v como fungdes de x e y definidas em A:

(1) {uz(p(x’y).
V=YX, y)

Do teorema anterior deduz-se imediatamente o seguinte

COROLARIO. Condigdo necessdria e suficiente para que a funcdo
w = f(z) seja holomorfa em A é que a sua parte real u=@(x, y) e o
coeficiente da sua parte imagindria, v=\ (x, y), sejam funcdes de x, y
ambas diferencidveis em A, e se tenha

di _ o 8u=_ﬁ’ para (x, y) € A.

ox dy dy ox

2)
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Nesta hipotese serd

,,\_ Ou ,8v_8v_.8u
T

para todo o ponto 7 de A.

Em notac@o mais significativa as condi¢des de monogeneidade
(2) podem ser apresentadas sob a forma:

0 o 8 o
I Ref=21 =_ 97
ox ef dy mfSy dy Re s ox mJ

O sistema de funcdes (1) define uma aplicacdo ou transfor-
macado do conjunto A do plano z sobre um conjunto A* do plano w,
conjunto este que € o contradominio da funcdo f. Oportunamente,
estudaremos esta transformacdo do ponto de vista geométrico,
quando verificadas as condicdes (2).

Entretanto, interessa-nos estudar o jacobiano desta transforma-
cdo. Tem-se:

au v
ox 0
](uv)= X ox
Xy ou dv
3y 9y
Mas
dv _ ou . au__av
dy 0x dy ox
logo:
au o
ox Ox p vz
uv u v
J = — 2=0.
(xy) S (ax) (a) @)
ox ox
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Assim, o determinante funcional de tal transformacdo nunca é
negativo. Interpretaremos oportunamente o significado geométrico
deste facto.

Uma outra consequéncia importante do teorema anterior € a
seguinte:

Se uma fungdo f(z) real da varidvel complexa z é holomorfa num
conjunto aberto e conexo A do plano C, essa funcdo reduz-se, neces-
sariamente, a uma constante em A.

Com efeito, pondo f(z) = u + iv, devera ser

v=Im f(z) =0,
- . Ju du
se a func¢do € real. Entdo, de (2) deduz-se —=——=0 e, portanto,
u = constante real em A. ox Y

Demonstraremos mais tarde que uma fun¢@o holomorfa admite
derivadas de todas as ordens no dominio de holomorfia. Entdo, se f
¢ holomorfa no aberto A, também a fungao

, ou . ov
D=—+i—
1) ox ox
serd holomorfa em A, e como, em virtude das condi¢des (2), se tem
, ov . du
f (Z) ==——1l——,
dy  dy
: ou . . < ou
a derivada de ™ em ordem a x ha-de ser igual a derivada de > em
X y
ordem a y, em todo o ponto (x, y) de A, isto €, seré:
du _  Jdu
0x? oy?
ou
2 2
3) Fu ey,
ox?  dy?

no aberto A, e analogamente para v.
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A equacgdo em derivadas parciais (3) diz-se equacdo de Laplace
(para duas varidveis x € y); e pode escrever-se, abreviadamente,

Au=0,

em que
82 82
A=—+—
ox?  0dy?
€ o operador diferencial chamado laplaciano (em ordem a x e y). As
solucdes da equacdo de Laplace da-se o nome de funcoes harmoni-
cas. Entdo, como vimos, a parte real e o coeficiente de i numa fun-
cdo holomorfa sao fun¢des harmonicas de x e y.
Reciprocamente, prova-se que toda a funcdo harmoénica de duas
varidveis tem assim origem numa fun¢@o holomorfa.

11. Estudo de algumas funcoes pluriformes

Funcdo V/z.

Sendo n>1 um numero natural, j4 sabemos que para cada nu-
mero complexo, z#0, existem ao todo » nimeros complexos distin-
tos w tais que

(D wr=z.

Pondo |z|=p e argz=, esses n niimeros w sio dados pela FOR-
MULA DE MOIVRE

+1
n n

1 1
(2) w= p? exp M 1= p?(cos LZICTC

en O 2k7t)

comk=0,1,...,n-1.
Para w=0 a equacdo (1) admite unicamente a raiz z=0 (multipla
de ordem n). Pondo

2Ti 2T . 27
€ =exp — =Cc0s — + i sen —
n n n

(raiz primitiva de indice n da unidade), a férmula (2) pode ainda es-
crever-se
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3) w=p%(cos3+isen3).ek, k=0,1,...,n—1.
n n

Como vimos, qualquer destes nimeros w costuma ser designa-
do, indistintamente, pela notacdo \/7 . Mas esta é uma expressao
plurivoca, representativa de uma fun¢do em sentido lato.

Note-se, porém, que a ambiguidade pode ser desfeita de varios
modos.

Por exemplo, se convencionarmos, como € hébito, que arg z de-
signa o argumento reduzido de z, a férmula (2), ou a sua equivalente
(3), ja fornece, para cada valor particular de k, uma determinada
funcdo, definida e uniforme em todo o plano C. Pois bem, conven-
cionaremos chamar ramo (k), e designar pela notacéo /7, essa
funcdo uniforme correspondente a k. Serd, pois, por conven¢ao,

/7% = V/|z| exp (i(p—”k—n), parak=0,1, ...,n—1.
n

Para estudar estas funcdes, consideremos a funcao
zZ=w"

tomando w para varidvel independente. O lugar geométrico dos pontos
w do plano que verificam a condi¢ao

2T
Osargw<—o ,
n

€ o angulo de amplitude 271 /n, que tem como primeiro lado o semi-eixo
real positivo e do qual se exclui o segundo lado, excepto a origem (an-
gulo semi-aberto). Designaremos por A este conjunto de pontos.

VA

yl\

n -3 nw

0
Z

Ry
Xy
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Seja agora w um ponto qualquer de A e ponhamos

2
lw|=r argw=0 [0swo<=).

n
Entdo, quando r varia no intervalo [0, + o[, mantendo-se ®
constante, o ponto w descreve uma semi-recta definida pela equacéo
arg w =, enquanto o ponto z descreve outra semi-recta definida

pela equagédo
argz=naw.

Além disso, a funcdo z = w” estabelece uma correspondéncia bi-
univoca entre os pontos da semi-recta Ow e os pontos da semi-recta 0z,
visto que a correspondéncia € dada, neste caso, pela fungdo p = r”
que, como j& sabemos, define uma aplicac¢do biunivoca do conjunto
R* sobre si mesmo. [

Por outro lado, quando  varia no intervalo
n

Ow descreve o angulo A e a semi-recta 0z varre todo o plano.

Além disso, a correspondéncia assim estabelecida entre as pri-
meiras semi-rectas e as segundas € biunivoca, pois que tal corres-
pondéncia € definida pela relacdo

21 )
0, — |, a semi-recta

argz=nargw, ouseja, Q =nw,

e ja sabemos que a funcdo ¢ = n® define uma aplicacdo biunivoca

n

Assim, em conclusdo, vemos que a funcdo z = w” de w, restrin-
gida ao angulo semi-aberto A, € uma aplicacdo biunivoca de A sobre
C. A sua funcio inversa, definida em C e de contradominio A, é,
evidentemente, o ramo (0) da funcdo \"/_z-, ou seja:

V70 =V (cos UL 4 isen argz).
n

n

do intervalo [O, 2—“ [ sobre o intervalo [0, 27 [.

Notemos, desde ja, que esta fungdo € descontinua nos pontos do
semi-eixo real positivo, distintos de 0. Com efeito, nesses pontos, o
argumento reduzido de z salta bruscamente de valores proximos de
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21 para o valor 0, quando z roda em torno da origem no sentido

0
ositivo, e, assim, o areumento reduzido de \/_() salta de valores
p

2“ para 0.

proximos de ==

Porém, esta fun¢do € continua nos restantes pontos z do plano
(aos quais correspondem os pontos w de A nao situados no referido
semi-eixo e também a origem). Este facto pode ser provado de trés
modos diversos: ou directamente, ou recorrendo ao teorema das fun-
cOes implicitas aplicado as fungdes reais, x=¢ (&, v), y={ (1, v), em
que se desdobra z =w", ou por um teorema geral da Topologia que
estudaremos oportunamente.

Uma vez estabelecido que a fungio Vz® é continua nos referi-
dos pontos, podemos finalmente aplicar a REGRA DE DERIVACAO
DAS FUNCOES INVERSAS (n? 8):

dw _ 1 _ 1 ~ 1 ;
dz Cdz oawrl n('\"/Z(O))n—l (com z # 0).
dw

Assim, concluimos que o ramo (0) de \/z é uma funcdo holo-
morfa no plano C privado do semi-eixo R* (ou, mais precisamente,
no complementar de R* em C, conjunto aberto que designaremos
por C\R*)®,

Analogamente se reconhece que qualquer dos ramos (k) da fun-
¢do V'z, definido em todo o plano C, tem por contradominio o an-
gulo semi-aberto definido por

— R ar
n n

2km 2(k+Dm
AGL<——,

e € uma func@o holomorfa em C\R*.

(1) Dado um conjunto A, contido em outro conjunto U, chama-se complementar de A em U o
conjunto dos elementos de U ndo pertencentes a A; designéa-lo-emos por U\A. Quando U
€ o conjunto de fodos os elementos considerados numa dada teoria (universo légico da
teoria), o complementar de A em U é chamado simplesmente complementar de A e de-
signado por A, por ~A ou, ainda, por outras notagdes.
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Mais geralmente, ainda pode ver-se que:

A fungdo em sentido lato N7 admite n ramos uniformes, fun-
coes holomorfas de z, em todo o conjunto aberto que se obtenha,
suprimindo em C uma semi-recta qualquer emanada da origem ou,
mais geralmente ainda, um ramo infinito de curva simples que
parta da origem. A derivada de qualquer dessas fungoes serd dada
pela formula

d .«

1
e \/Z = }’Z(TZ)’H (Z E= O) "
subentendendo-se que, nos dois membros, se deve tomar sempre 0O
mesmo ramo de Vz.

A questdo muda de aspecto, quando se trata de conjuntos que
circundam a origem®. Na verdade, quando z roda em torno de 0 no
sentido positivo, partindo do semi-eixo R*, o ponto w = V7 varia
continuamente com z antes de voltar ao ponto de partida; mas ai a
continuidade sé pode ser restabelecida, se substituirmos o ramo (0)
pelo ramo (1); apds outra volta completa, teriamos de passar ao
ramo (2), e assim sucessivamente, até regressar ao ramo (0). Ndo
existe, portanto, conjunto nenhum que circunde a origem, no qual
\/z admita um ramo uniforme que seja fungéo continua de z.

Exprime-se este facto dizendo que o ponto z = 0 € um ponto de
ramificagdo da funcdo pluriforme Vz.

NOTA. A fungdo Vz poderia ser concebida como uniforme, se
substituissemos o plano da varidvel complexa por uma certa super-
ficie formada de n folhetos sucessivos, passando-se de cada um para
o seguinte de maneira continua (como num helicéide) e do ultimo
para o primeiro através do semi-eixo real positivo. O estudo correc-
to das superficies deste tipo, chamadas superficies de Riemann, s
pode ser feito com conhecimentos aprofundados de Topologia. Para
uma primeira ideia intuitiva das superficies de Riemann, veja-se, por
exemplo, VALIRON, obra citada, pag. 349.

(1) S6 mais adiante, com noc¢des de Topologia, podemos precisar o significado da expressdo
intuitiva “conjunto que circunda a origem”.
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Funcado logaritmica.

O estudo desta fungdo € andlogo ao anterior. J4 vimos que, para
cada numero complexo z # 0, existe uma infinidade de nimeros
complexos w tais que

z=e",
dados pela férmula
w=log |z| +i(arg z + 2kT),

em que k € um numero inteiro relativo arbitrario. Qualquer desses
numeros w € ainda designado por log z; porém, como j& observa-
mos, esta notagdo € ambigua, representando, por isso, uma funcdo
em sentido lato (func¢do pluriforme).

Se convencionarmos que arg z representa o argumento reduzido
de z, € facil ver que a referida expressao, para cada valor de k, repre-
senta uma fun¢@o uniforme de z definida em todo o plano da varidvel
complexa excepto a origem. Convencionamos, entdo, chamar ramo (k)
da funcdo log z a essa funcdo uniforme correspondente a &, e desig-
namo-la pela notagéo log ,, z.

Para fazer o estudo de tais fun¢des uniformes, consideremos a
funcdo

z=e"
tomando w para varidvel independente. J4 sabemos que se tem
(1) |z| = e®*, argz=Imw.
E facil ver que o lugar geométrico dos pontos w tais que
0<Imw<2m,

¢ a faixa horizontal limitada pelo eixo real e pela recta paralela a
este eixo, de ordenada 27, excluindo esta segunda recta.
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21

r v 1% \
0

\/

Designaremos esse conjunto por B. Posto isto, ponhamos:
(2) Rew=u, Imw=v.

Sera, entdo, w=u+iv. Suponhamos que o ponto w pertence a B;
se a sua parte real u varia no intervalo |—oo, +oo[ mantendo-se v cons-
tante, 0 ponto w descreve uma recta paralela ao eixo real, de orde-
nada v. Designemos essa recta por . Ora, segundo (1) e (2), tem-se

|z|=e“, argz=v.

Por conseguinte, enquanto w descreve a recta r, o ponto z des-
creve a semi-recta que parte da origem dos eixos e forma com o semi-
-e1xo0 positivo o dngulo v, excluida, porém, a origem (quando u ——oo,
|z| =e*— 0; mas este ponto ndo € atingido, visto que e” ndo se anula
para nenhum valor de w& C). Designemos por r’ este conjunto de
pontos descrito por z. Visto que a correspondéncia entre 0s pontos
de r e os de r’ € dada por

|z| = e,

imediatamente se reconhece que a funcdo z = e” define entre os
pontos de r e de " uma correspondéncia biunivoca. Por outro lado,
quando v varia no intervalo [0, 2%t[, a recta r descreve a faixa B e r’
varre o plano C menos a origem; a correspondéncia assim estabe-
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lecida entre as posig¢des de r e r’ € decerto biunivoca, visto ser fi-
xada pela relacdo @ = v, em que ¢ = arg z. Em particular, se v varia
em [0, 2nt[, mantendo-se u constante, o ponto w descreve um seg-
mento semi-aberto de B paralelo ao eixo imagindrio, e o ponto z des-
creve a circunferéncia de raio e* com centro em 0; o raio desta cir-
cunferéncia serd, pois, =1, <1 ou > 1, conforme for =0, <0 ou >0.

Deste modo se reconhece, enfim, que a funcio z=e" estabelece
uma correspondéncia biunivoca entre a faixa B e todo o plano da
varidvel complexa excepto a origem; portanto, a restricdo da funcao
z=e" a B é invertivel, e a sua funcdo inversa serd a fungdo

log oz =log |z| +iargz,

definida e uniforme no complementar da origem.

Desde logo se reconhece, como no estudo anterior, que esta
funcdo € descontinua nos pontos de R* (distintos de 0). Basta lem-
brar que arg z apresenta um salto nesses pontos.

Porém, a fun¢do log, € continua no conjunto C\R*, como se
pode provar por qualquer dos métodos atrés indicados.

Podemos entdo aplicar, nos pontos de continuidade, a regra de
derivacdo das funcdes inversas, que da:

ou seja:

4 log,z = 1 , paratodo o z&€ C\R*.
dz Z

Analogamente se reconhece que qualquer dos ramos (k) de log z,
definido no complementar da origem, tem por contradominio a
faixa horizontal 2kt <Im w<2(k + 1)7, e € uma funcdo holomorfa
de z em C\R*, tendo por derivada 1/z.

Mais geralmente ainda, pode ver-se que:

A fungdo pluriforme log z admite uma infinidade numerdvel de
ramos uniformes, funcoes holomorfas de z, em todo o conjunto
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aberto que se obtenha suprimindo em C os pontos de um ramo infi-
nito de linha simples emanado da origem. Para qualquer desses ra-
mos tem-se, no referido conjunto aberto:

d log z = :
dz z

Ndo existe, porém, conjunto nenhum que circunde a origem, no
qual a fungdo log z admita um ramo uniforme e continuo. Diremos,
por isso, que a origem é um “ponto de ramificacdo” da funcdo plu-
riforme log z.

Note-se que também a funcdo log z pode ser concebida como
uniforme sobre uma superficie de Riemann, formada, neste caso,
por uma infinidade de folhetos. Um modelo concreto de uma tal su-
perficie poderd ser um helicéide, gerado por uma recta que corte
perpendicularmente o eixo; € fécil ver, entdo, como se estabelece
uma correspondéncia biunivoca, entre os pontos do helicéide que
ndo pertencem ao eixo e os pares (p, @) de numeros reais tais que
0<p<+o0e—o<@<+oo. Entlo, pondo z=p e’?, podemos associar a
cada ponto (p, @) do helicéide o numero complexo log z=log p+i @,
e assim definir a funcdo logaritmica como fun¢do uniforme (e holo-
morfa) sobre o helicéide. Mas, como ja se disse a propdsito da fun-
cao \"/Z, o estudo correcto deste assunto requer conhecimentos de
Topologia que ainda nao possuimos.

Fungodes analiticas em sentido lato.

As funcdes Vz e log z pertencem a uma classe de fungdes plu-
riformes chamadas funcéoes analiticas em sentido lato (ou no senti-
do de Weierstrass), cujo estudo sistematico s6 poderd ser feito mais
adiante.

Registemos, no entanto, que vérios autores, especialmente da
escola francesa, chamam simplesmente funcoes analiticas as fun-
coes analiticas em sentido lato (uniformes ou pluriformes), reser-
vando a designacao “funcdo holomorfa” para as funcoes analiticas
uniformes; outros autores, ainda, chamam, a estas ultimas, funcoes
analiticas regulares.
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A terminologia que adoptamos no nosso curso — talvez a mais
seguida pelos autores contemporaneos — j4 ficou esclarecida.

Outros exemplos de fungoes analiticas em sentido lato.

Além das fungdes V'z e log z, podemos citar ainda as funcoes
z*=e*"¢*(com @ irracional ou imagindrio), arc sen z, arc tg z, etc.
Para o estudo destas, veja-se, por exemplo, VALIRON, obra citada,
p. 343-358.

E claro que tais fungdes podem ainda combinar-se entre si ou
com outras, para dar origem a novas func¢des analiticas uniformes,
com um ou mais pontos de ramificacao.

\

Seja, por exemplo, a fun¢do de z definida por V'1 + 2%, que resulta
de compor VZ com 1+ z2. Como VZ tem um ponto de ramificacao
na origem e 1+ z2? admite duas raizes (i e —i), a funcdo V' 1+2* terd
dois pontos de ramificacdo, precisamente i e —i. E ficil ver que esta
func¢do admite dois ramos holomorfos, em qualquer conjunto que se
obtenha, cortando C por uma linha simples de extremos i € —i; mas
ndo admitird nenhum ramo uniforme e continuo em qualquer con-
junto que circunde um dos pontos i ou —i.
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