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INTRODUCAO

Entre a Anélise Real e a Andlise Complexa existe uma diferenca
fundamental que convém desde j4 salientar.

Quando se trata de uma funcdo real de varidvel real, isto €, de
uma funcio y = f(x), em que tanto a varidvel independente, x, como
a variavel dependente, y, tomam como valores nimeros reais, pode
acontecer que a fungcdo admita primeira derivada, f’(x), num dado
intervalo, sem admitir ai segunda derivada, ou que admita segunda
derivada, sem admitir terceira, etc. Pode também acontecer que f(x)
seja indefinidamente derivdvel num intervalo, isto é, que tenha ai
derivadas finitas de todas as ordens, mas que ndo seja representdvel
pela sua série de Taylor numa vizinhanca dum ponto x, do intervalo:

50+ (=) £ + 2 gy e S gy g

isto é, pode suceder que a soma desta série ndao coincida com f(x)
em todos os pontos x interiores ao intervalo de convergéncia ®.
De todos estes casos poderiamos dar inimeros exemplos.

(1) Pode mesmo suceder que o raio de convergéncia seja nulo.
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Pelo contrério, quando se trata de uma fungdo complexa da
varidvel complexa, ou seja, de uma fungdo w = f(z), em que tanto a
varidvel independente, z, como a varidvel dependente, w, tomam
como valores nimeros complexos, verifica-se, como veremos, 0
seguinte facto, deveras notavel:

Se a fungdo admite primeira derivada finita®V nos pontos inte-
riores de um dominio plano, admite necessariamente derivadas de
todas as ordens nesses pontos e é representdvel pela sua série de
Taylor, numa vizinhanga de cada ponto interior ao dominio.

Exprime-se este tltimo facto dizendo que a funcdo € analitica
no interior do dominio D considerado.

Assim, de uma hipétese tao simples, como € a da existéncia de
primeira derivada finita no interior de D, resulta para as funcdes de
varidvel complexa uma série de consequéncias importantes €, como
veremos, uma grande riqueza de propriedades, que tornam as fun-
coes analiticas extremamente regulares, comodas, manejiveis — ex-
tremamente bem comportadas®. Esse “bom comportamento” cessa
precisamente em certos pontos da fronteira do dominio em que ha
derivada — pontos singulares, cujo estudo tem, igualmente, uma
importancia fundamental na teoria das fun¢des analiticas, para um
perfeito conhecimento das mesmas.

Da grande riqueza de propriedades das func¢des analiticas resulta
ndo s6 a perfeicdo formal da sua teoria (que €, sem duvida, uma das
mais belas e harmoniosas de toda a Matematica), mas também uma

(1) Como veremos, a definicdo de derivada para fun¢des de varidvel complexa € idéntica a
que se d4 para fungdes de varidvel real (como limite da razdo incremental).

(2) Em linguagem intuitiva, ndo rigorosa, da Matemadtica, uma funcio diz-se tanto mais
regular quanto mais propriedades possui, a facilitar o seu estudo. Assim, uma func¢éo
derivével € mais regular do que uma fungdo continua, uma fun¢do com segunda derivada
continua € mais regular do que uma que tenha s6 primeira derivada, etc.
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excepcional importancia nas aplicacdes a Fisica e a Técnica, espe-
cialmente a Electrotecnia: todo o matematico aplicado precisa de ter
conhecimentos, ndo apenas superficiais, da teoria das funcdes ana-
liticas.

Notula historica. A teoria das fungdes analiticas de uma varidvel
complexa ficou praticamente concluida no século passado principal-
mente por obra de CAUCHY (que se apoiou sobre os conceitos de
derivada e de integral para tais funcdes) e de WEIERSTRASS (que
baseou a teoria, de preferéncia no estudo das séries de poténcias).

Mas ja o mesmo se nao pode dizer a respeito da teoria das fun-
cOes analiticas de mais de uma varidvel complexa; essa encontra-se
hoje em plena evolucdo. E provdvel que, em 1961, tenha lugar em
Lisboa um simpdsio sobre fun¢des de varidveis complexas, no qual
tomarao parte os principais especialistas mundiais sobre o assunto.

Como base do estudo das funcdes analiticas, convém comecar
por recordar as no¢des fundamentais sobre nimeros complexos
aprendidos em Matemadticas Gerais. Para isso, recomenda-se a lei-
tura de todo o Capitulo I do Curso de Algebra Superior, 2° volume,
do Prof. J. VICENTE GONCALVES. Entretanto, para facilitar essa
recapitulacdo, vamos aqui fazer uma breve resenha de tais nocoes,
chamando a aten¢do para alguns pontos essenciais.
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CAPITULO 1lI

NOCOES PREVIAS SOBRE ESPACOS VECTORIAIS
ABSTRACTOS E SOBRE TOPOLOGIA

Para prosseguir o estudo das fun¢des analiticas, torna-se conve-
niente (como 0s proprios exemplos anteriores nos mostram) intro-
duzir alguns elementos de Topologia. E, antes disso, ainda, convém,
por vArios motivos, rever nogdes relativas a espagos vectoriais abs-
tractos.

1. Espacos vectoriais: definicao, axiomatica e exemplos

Dados um conjunto E de elementos u, v, x, ... quaisquer € um
corpo A de elementos o, B, ... diz-se que o conjunto E é um espago
vectorial sobre o corpo A, quando se verificam as seguintes con-
dicoes:

I. Esta definida em E uma adicdo a respeito da qual este con-
junto é um grupo comutativo. Quer isto dizer que, a cada par (i, v)
de elementos de E, se faz corresponder um (e s6 um) elemento de E
que se chama soma de u com v e se representa por u + v, de tal
modo que a operacdo assim definida é comutativa, associativa e
reversivel.
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II. A cada par (o, u) formado por um elemento o de A e um ele-
mento u de E, corresponde um determinado elemento de E, que se
chama produto de o. por u e se representa por a.u, de tal modo que:

1) (o0 + B) u = ow + PBu (distributividade a esquerda),
2) ou + v) = o + o (distributividade a direita),

3) ouBu) = (o) u (associatividade),

4) 1l.u=u.

Aqui u e v representam elementos arbitrarios de E, o, e [ ele-
mentos arbitrarios de A.

Nas aplicagOes a andlise so interessa, geralmente, 0 caso em que
A € o corpo real, R, ou o corpo complexo, C. No primeiro caso diz-
-se que E € um espaco vectorial real e, no segundo caso, um espaco
vectorial complexo. S6 destes dois casos nos ocuparemos em tudo o
que se segue, salvo indicacdo expressa em contrario.

Aos elementos de E di-se, em geral, o nome de vectores e aos de
A o nome de escalares. O elemento neutro da adi¢cdo em E é chama-
do vector nulo; representé-lo-emos por 0. Serd, pois, por defini¢ao:

u+0=u (VueE)D,
Vamos provar agora que se tem
Ou=0 (Vu€EE).
Com efeito, aplicando a distributividade a esquerda, vem
l.u+0.u=01+0u=1.u
donde, aplicando o axioma 4):

u+Qu=u

(1) A expressdo “VuEE” 1é-se “qualquer que seja u pertencente a E” ou “para todo o u
p qualquer q Ja up P
pertencente a E”. O simbolo V representa um operador 16gico chamado quantificador
universal.
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e assim, por defini¢do de 0:
Ou=0. (Vu€EE).
Analogamente se reconhece que
~Du=-u (NVu€E),

representando por —u o simétrico de u, isto €, o vector que somado
P -
com u dé o vector nulo: u + (— u) = 0.

Exemplos — 1) E fécil ver que os vectores livres do espago ordinario
formam um espaco vectorial real relativamente as operacdes usuais
da adi¢do e produto por nimeros reais.

2) Como € sabido, chama-se espaco numérico a n dimensoes
reais, € representa-se por R”, o conjunto de todos os sistemas

(X 5 Xy wess X, )

de n nameros reais (arranjos com repeticao). Analogamente, chama-
-s€ espagco numérico a n dimensoes complexas, e representa-se por
C", o conjunto de todos os sistemas

(Zis Do 5555.8,)

de n nameros complexos. Dados dois elementos de R”,

X=X, Xy o0s X,)

Y= Yo oo Vo)
chama-se soma de x com y o elemento de R

X+y=@,+ypX%,+Y, s X, +Y),
e chama-se produto de um niimero real o. por x o elemento de R™:
ox = (0x,, OLX,, ..., OLX, ).

E bem facil reconhecer que o conjunto R” é um espaco vectorial
real relativamente as operagdes assim definidas.
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Analogamente se define soma de dois elementos de C” e pro-
duto dum ndmero complexo por um elemento de C”, reconhecendo-
-se que este conjunto € um espago vectorial complexo, relativa-
mente as operacdes assim definidas. Podemos, assim, chamar vector
a todo o sistema de n nimeros, que serdo chamados, entdo, as com-
ponentes ou coordenadas desse vector.

3) Designa-se por R~ (respectivamente C =) o conjunto de todas
as sucessoes infinitas

(65 Xy s Xy w55)

de numeros reais (respectivamente (z,, z,, ..., Z,, ...) de nimeros
complexos). Definem-se, de modo andlogo, neste conjunto, opera-
cdes de soma e de produto por escalares, que 0s tornam espacos
vectoriais, respectivamente, sobre o corpo real e sobre o corpo com-
plexo.

4) Dado um intervalo I qualquer de R, designemos por F, o
conjunto de todas as funcoes reais f(x) definidas em I. Define-se
soma f+ g de duas funcdes f, gEF, e produto o.f de um nimero
o€ R por uma fun¢do fE F,, como € usual, pondo:

(f+8) ) =f@®) +g&) (Vx€EI)
(of) (%) = o[ f(x)] (Vx€I).

Também se pode reconhecer (como exercicio) que F, € um espago
vectorial real. Se, em vez de funcdes reais de varidvel real, consideras-
semos func¢bes complexas de varidvel real, definidas em I, obtinhamos,
analogamente, um espaco vectorial complexo. Nesta ordem de ideias,
podemos chamar vector a cada fun¢ao f e coordenadas ou componentes
do vector f aos valores f(x) que f toma nos diferentes pontos x de I.

5) O conjunto S, de todas as séries de poténcias de z, de coefi-
cientes complexos, constitui, manifestamente, um espago vectorial
complexo, relativamente as operacdes de soma e produto por nime-
ros complexos anteriormente definidos para séries®.

(1) Este espaco é, alids, isomorfo ao espagco C=; mas s6 mais adiante recordaremos o conceito
de isomorfismo para espagos vectoriais.
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2. Dependéncia linear. Niimero de dimensoes

Dados n vectores u,, u,, ..., u,, de um espaco vectorial E, diz-se
que um vector v € combinagdo linear dos primeiros, quando exis-
tem n escalares o, O, ..., O, tais que

V=0LuU, +0LU, + - +OLU, .

Diz-se que os vectores u,, u,, ..., u, s30 linearmente indepen-
dentes, quando nenhum deles € combinacao linear dos restantes.

Chama-se base algébrica de E qualquer conjunto B, formado de
vectores linearmente independentes de E, tal que todo o vector de E
se pode exprimir como combinac¢do linear de elementos de B.

Prova-se que duas bases algébricas de E t€ém sempre 0 mesmo
numero de elementos (finito ou infinito). Esse nimero € chamado a

dimensado ou o niumero de dimensoes de E.
Por exemplo, os vectores

e, =(1,0,...,0), ¢,=(0,1,...0), ...,e,=(0, ..., 0, 1),
formam uma base algébrica de R*. Com efeito, dado um vector x
qualquer de R”, de componentes x,, x,, ..., X,, tem-se, como € facil
ver:

x=xe +x,e+- - +xe
e também € evidente que os vectores e,, e,, ..., e,, s30 linearmente
independentes. Portanto, o espaco vectorial R* (sobre R) tem n
dimensdes (reais).

Analogamente se reconhece que os mesmos vectores e, e,, ...,
e,, formam uma base algébrica do espago vectorial C* (sobre C).
Este tem, portanto, n dimensdes (complexas). Mas note-se que C"
também é um espago vectorial sobre R e, como tal, tem 2n dimen-
soes reais. Assim, por exemplo, o vector (1 + 2i, —i) de C*> vem a
corresponder ao vector (1, 2, 0, —1) de R*.

Por sua vez, o espaco R” tem um nimero infinito de dimensdes
(superior a X,). O mesmo sucede com o espago F, das fun¢des defi-
nidas num intervalo I=[a, b] (sendo a#b), com o espacgo das séries
de poténcias, etc., etc.
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A anélise moderna ocupa-se principalmente de espagos com um
nimero infinito de dimensdes, reais ou complexos. Tal é propria-
mente o objecto da chamada Andlise Funcional, de que trataremos
mais tarde. Pertencem a Andlise Funcional, entre outros, os seguintes
assuntos: cdlculo operacional, teoria dos espacos hilbertianos e teoria
das distribuicdes, que sdo instrumentos essenciais em VArios ramos
da Fisica e da Técnica contemporéneas.

3. Nocao de subespaco vectorial

Dados um espaco vectorial E € um subconjunto V de E, diz-se que
V é um subespaco vectorial de E, quando constitui um espago vec-
torial relativamente as operacoes definidas em E e restringidas a V.

Para que V seja um subespago vectorial de E, é necessdrio e
suficiente que se verifiquem as duas seguintes condigoes:

1) Dados dois elementos u e v quaisquer de V, também a soma
pertence a V] isto €, em simbolos,

u,veV = u+vey,;
2) Quaisquer que sejam EA e u€V, também auEV, isto €,
0EANUEV = oueV.

Estas duas condi¢des equivalem a uma tnica que se pode assim
enunciar:

Toda a combinacdo linear de elementos de V (em niimero finito)
¢ ainda um elemento de V.

Por exemplo, designemos por C, o conjunto de todas as funcdes
(reais ou complexas) definidas e continuas no intervalo I da recta. E
facil ver que C, é um subespaco de F,, atendendo a que a soma de
duas fun¢des continuas € ainda uma funcdo continua, e igualmente
para o produto de um nimero por uma func¢édo continua.

Outros exemplos — O conjunto EZ de todas as séries de poténcias de
z cujo raio de convergéncia € diferente de 0 constitui um subespaco
vectorial do espaco das séries de poténcias atrds considerado, pois a
soma de duas séries de poténcias de raio de convergéncia ndo nulo
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ainda tem raio de convergéncia ndo nulo, e analogamente para o
produto de uma série de poténcias de raio de convergéncia nao nulo
por um nimero complexo. Por sua vez, o conjunto E, das séries de
poténcias de z de raio infinito € um subespacgo vectorial de §z. Final-
mente, o conjunto P, de todos os polinémios em z € um subespago
vectorial de E,. Tem-se, pois, a cadeia de inclusdes:

SSDOS,DEDPD....

Note-se que, enquanto o espago E, e os anteriores tém uma infi-
nidade continua de dimensoes, o espago P, tem uma infinidade nu-
meravel de dimensdes, (nimero X ), pois admite como base algé-
brica o conjunto de vectores 1, x, x2, ..., x", ..

Se representarmos por P™ o conjunto dos polindmios de grau
< n, serd P um subespaco vectorial de P,, com n+1 dimensdes
(isomorfo a C"*1, pois estamos a supor que os coeficientes sdo nu-
meros complexos) e ainda um subespaco vectorial de P+, qual-
quer que seja n.

4. Nocao de semi-norma

Chama-se fungdo semi-norma definida num espaco vectorial E,
toda a fungdo p que faca corresponder, a cada vector u€E, um niime-
ro real p (u) ndo negativo, de acordo com as duas seguintes condigoes:

N1 p+v)<p@)+pO);
N 2) p(ow) = || p (w);

sendo u e v vectores arbitrdrios de E e o, um escalar arbitrdrio de A
(numero real ou niumero complexo).

Para cada u€ E, o nimero p(u) € entdo chamado semi-norma do
vector u.
Dos axiomas N 1) e N2) deduz-se, desde logo, a desigualdade:

N'D)pu-v)=|pw) -p)| (Yu, vEE).
Com efeito, pondou—v=x,vemu=v+xe

p(v+x)sp()+px)
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donde,
p(x) =pw)-p®v),
ou seja,
pu—v)=pw)-p®).
Mas, como se tem
pu-v)=pl) (v-wl=pv-uw),
serd também
pu—-v)=p@©)-p),
0 que, associado a relagdo anterior, conduz a conclusdo N'1).
Por sua vez, de N 2) deduz-se que
p(©0)=0.
Com efeito, tomando o = 0, tem-se:

p©)=p(0.u)=0.p(u) = 0.

Mas a reciproca ndo € necessariamente verdadeira. Por exem-
plo, suponhamos que a cada vector do plano, x = (x,, x,), fazemos
corresponder o ndmero p(x) = |x,|. Como simples exercicio se vé
que p(x) é de facto uma semi-norma em R?2. M{:_l)S pergunta-se: neste
caso, se for p(x) = 0, serd necessariamente x = 0? Nao, porque pode
ser x, = 0 sem o ser x,, € entdo vird x # 0 com p(x) = 0.

5. Nocao de norma

Diz-se que uma funcdo semi-norma p definida num espago vec-
torial E é uma fungcdo norma, quando verifica a seguinte condigcdo
suplementar:

N3) pw)=0 = u=0.
E claro que, como j4 se tinha p(u) = 0 quando u = 0, poder4 es-

_)
crever-se mesmo p(u) =0 << u =0, em vez de N 3). Neste caso, o
nimero p (1) associado a cada u€FE é chamado a norma do vector u.



201

Exemplos — 1) No espaco R” podem definir-se normas dos seguintes
modos:

p(x) =\/x12+x22+ e X2,
g(x) = |x1| + |x2| +oeet |'xnl’
r(x) =max {|x|, |x,|, ..., |x |},

sendo evidentemente x = (x,, x,, ..., x,) ER".

Como exercicio pode reconhecer-se que as funcdes de x assim
definidas sdo de facto fun¢des norma em R”. Analogamente se de-
finem fun¢des norma em C”, mas neste caso € necessario substituir,
na primeira expressao, os quadrados das componentes pelos quadra-
dos dos modulos das componentes.

2) No conjunto C, das funcdes (reais ou complexas) definidas e
continuas num intervalo limitado e fechado I = [a, b] da recta, podem
definir-se normas dos seguintes modos:

b
p(f) = f ol

b
a(H = [ lwlax,

r(f) = max |f(x)

x€el

2

correspondentes, respectivamente, aos trés casos anteriores. Podemos
ver, como exercicio, que se trata de facto de normas.

Quando num espaco vectorial se adopta uma determinada fungdo
norma, o espago diz-se normado, € a norma dum vector u de E repre-
senta-se geralmente por ||« |. Em certos casos, a norma de u também
se chama mddulo ou comprimento de u e representa-se por |u|.

Em R” costuma chamar-se médulo, ou comprimento dum vector,
a primeira das normas atrds definidas. Esta notacdo ndo € aconse-
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lh4vel para as fungdes, pois | f | pode confundir-se com a fung@o as-
sim definida:

|flx) =|f(x)|, paratodoo x.

Esta é, obviamente, uma funcdo, ao passo que || f|| é um niimero
associado a f. Para funcoes continuas num intervalo limitado e fecha-
do I = [a, b] usa-se, geralmente, a norma:

I£]] = max £l

x€l

Recordemos que se f € continua em / também a funcdo de x de-
finida por | f(x)| é continua em I, e portanto, segundo o TEOREMA
DE WEIERSTRASS, tem ai um mé4ximo € um minimo. No caso da
figura, a norma de f serd o médulo do minimo em [a, b].

A

fx)

6. Nocoes de desvio, distancia e espaco métrico

Seja E um espago vectorial munido duma funcdo semi-norma p.
Relativamente a essa semi-norma, chama-se desvio de dois elementos
u, v de E, e representa-se por d(u, v), a semi-norma de u — v, isto é:

d(u,v) =pu,v).

Das propriedades axiomadticas das semi-normas resulta que a
funcdo de desvio possui as seguintes propriedades:
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D 1) d(u,v)=d(v,u) (simetria),
D 2) d(u,w) < d(u,v) + d(v,w) (desigualdade triangular),
D3) u=v = du,v)=0,

sendo u, v e w elementos arbitrarios de E.

Para demonstrar estes factos, basta atender as propriedades axio-
maticas N 1) e N 2) das func¢des semi-norma e a defini¢ao de desvio.
Assim, para demonstrar D 1), basta observar que

pu—v)=plD) v-wl=|-1].pv-uw) =p(v-uw),
em virtude de N 2). Para demonstrar D 2), notemos que
u—-w=Ww-v)+wv-w),
donde, por forca de N 1),

pu—-w)<pu-v)+plv-—w).

Para demonstrar D 3), basta notar que se u = v, vem u — v = 0e
portanto p(u —v) = 0.

A propriedade D 2) é chamada desigualdade triangular, porque
generaliza o conhecido teorema da geometria elementar que rela-
ciona os comprimentos dos lados de um triangulo.

Suponhamos, agora, que a funcdo p € mesmo uma fun¢ao norma,
istoé, quep(u) =0=u-= 0. Entdo, verifica-se também a reciproca
da propriedade D 3):

D'3) duv)=0 = u=v.
Com efeito, tem-se, em virtude de N 3):
pu-v)=0 = u—v=0 = u=v.

Assim, quando p é uma norma, as condicdes D 3) e D' 3) podem
fundir-se numa tinica:

D*3) duv)=0 < u=v.
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Neste caso diz-se que a funcdo desvio é uma fungdo de distdncia
e o numero d(u, v) associado ao par de vectores (u, v) é chamado dis-
tdncia de u a v.

Dum modo geral, dado um conjunto S formado de elementos
quaisquer u, v, x, ... (mesmo que S ndo seja um espago vectorial),
chama-se funcgdo distdncia ou métrica definida em S toda a fungdo
d que faca corresponder, a cada par (u,v) de elementos de S, um
numero real d(u, v) =0 (chamado distancia de u a v), de acordo com
as condicoes D 1), D 2) e D* 3). Alids, € facil ver que as proprieda-
des axiomaéticas da distancia se podem reduzir a D* 3) e a desigual-
dade triangular, se escrevermos esta sob a forma:

du,v)<du,w)+d@v,w),

pois que, com w = u, se deduz daqui a simetria®.

Dd-se o nome de espagco métrico a todo o conjunto S no qual se
tenha adoptado uma determinada funcdo distdncia. Neste caso, 0S
elementos de S, quaisquer que eles sejam, podem chamar-se pontos.
Em particular, todo o espago vectorial normado serd um espaco mé-
trico e por isso os seus elementos poderdo chamar-se, indistinta-
mente, vectores ou pontos.

Vejamos um exemplo de espaco métrico que nao seja espaco
vectorial normado: Seja S uma superficie esférica; entdo, se cha-
marmos distancia de dois pontos, x, y de S, ao comprimento do me-
nor arco de circulo maximo de extremos x, y, é facil ver que fica
assim, de facto, definida em S uma métrica. O mesmo acontece
ainda, se chamarmos distancia de dois pontos de S a0 comprimento
do segmento de recta que os une no espaco. Mas € claro que S ndo é
um espacgo vectorial; ndo se define “soma de dois pontos de uma
superficie esférica”, nem “produto dum ponto por um escalar”. Mais
até, demonstra-se que € impossivel definir em S uma estrutura de
espacgo vectorial normado, da qual se deduza esta métrica segundo a
defini¢cdo anterior.

(1) Note-se que mesmo a condi¢do d(u, v) = 0 é implicada por aquelas, desde que se suponha
que d(u, v) € um nimero real.
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7. Nocoes métricas

Seja E um espaco métrico qualquer e designemos por d a sua
fungdo distdncia. Dados um ponto a de E e um niimero 6 > 0, cha-
ma-se bola de centro a e raio 0 ao conjunto dos pontos x de E que
verificam a condi¢do d(a, x) < d. Analogamente, chama-se bola
aberta de centro a e raio 0, ao conjunto de pontos x que verificam a
condicdo d(a, x) < 9.

Para evitar confusdes, as vezes, as bolas propriamente ditas cha-
ma-se bolas fechadas para as distinguir das bolas abertas.

Exemplos — 1) Suponhamos que em R” se toma para norma de um
vector a raiz quadrada da soma dos quadrados das suas componen-
tes. Entdo, se n=3, as bolas de centro a e raio p sdo as esferas de
centro a e raio p, enquanto as bolas abertas sdo os interiores das
primeiras. Se n=2 as bolas de centro a e raio p sdo os circulos de
centro a e raio p. Se n=1, as bolas de centro a e raio p s@o os
intervalos de centro a e raio p (ou amplitude 2p), etc.

Suponhamos, agora, que a norma de um vector x €ER” € definida
por:

=1, |+ [+ o+ ], |

Entdo, para n=3, as bolas de centro a serdo os octaedros regula-
res de centro a e cujos planos diagonais sdo paralelos aos planos
coordenados; para n=2 serdo quadrados com centro em a e diago-
nais paralelas aos eixos coordenados; etc.

2) Consideremos, agora, o espago C, das fung¢des reais continuas
no intervalo /=[a, b], limitado e fechado, com a defini¢do de norma

| f|=max | f(x)|. Entdo, a bola de centro f e raio & > 0 serd o con-
x€l

junto de fodas as possiveis fungdes continuas cujo gréfico esta si-
tuado na faixa limitada pelos gréaficos das fungdes f + 9, f — 9, no
referido intervalo.
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. b

Dados um ponto a€ E e um conjunto M C E, chama-se distdncia
de a a M ao extremo inferior das distdncias de a aos pontos x de M,
isto €, em simbolos®:

d(a,M)=1inf d(a, x).

xXEM

Dados dois conjuntos M e N de pontos de E, chama-se distancia
de M a N ao extremo inferior das distdncias dos pontos de M aos
pontos de N, isto €:

dM,N)= inf d(x,y).

xXEM, yEN

Chama-se didmetro do conjunto M ao extremo superior das dis-
tdncias de dois pontos varidveis de M,

dM)= sup d(x,y).

x, yYEM

O conjunto M diz-se limitado quando o seu didmetro é finito;
equivale isto a dizer que existe, pelo menos, uma bola de E que
contém M.

(1) Recordemos que se chama extremo superior (ou supremo) de um conjunto H de niimeros
reais ao menor dos majorantes de H e extremo inferior (ou infimo) de H ao maior dos mi-
norantes de H. O supremo e infimo de H designam-se, respectivamente, por sup H e inf H.
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De um modo geral, dd-se o nome de nocoes métricas em E a
todas as nogbes que se podem definir logicamente a partir da funcdo
distdncia, propria de E. Assim, as nogoes de bola, distdncia de um
ponto a um conjunto, conjunto limitado, etc., sdo nogdes métricas.
Entre estas figura, obviamente, a noc@o de distincia de dois pontos
(no¢do métrica primitiva).

Mas ja num espaco normado E a no¢do de norma ndo € uma
nocdo métrica. E certo que se pode definir norma de um vector u
como distancia de u A origem, isto é, pondo ||u| = d(u, 0); contudo,
seria preciso definir “vector nulo” e este ndo se pode definir a partir
de distincia. Aliés, j4 vimos que ha espacos métricos cuja distancia
nao deriva de nenhuma norma (o caso da esfera). Mais geralmente
ainda, podemos definir no¢des de bola, didmetro dum conjunto, etc.,
partindo duma fungdo desvio.

8. Isometrias

Dados dois espagos métricos, E e F, chama-se isometria (ou
representagcdo isométrica) de E sobre F toda a aplica¢do biunivoca
¢ de E sobre F que respeite as distdncias, isto €, tal que

dX), 9(») =dxy) (Vx,yE€E).

Por exemplo, no espago R® as isometrias sdo os deslocamentos
(que se reduzem sempre a produtos de rotacdes por translacdes),
bem como os deslocamentos seguidos de reflexoes (isto €, de sime-
trias em relacdo a planos).

E facil ver que o produto de duas isometrias ainda é uma isome-
tria e que a inversa de uma isometria também € uma isometria. As-
sim, o conjunto de todas as possiveis isometrias de um espaco mé-
trico E sobre si mesmo é um grupo, relativamente ao produto (ou
composicdo) usual de aplicagoes.

E 6bvio que as isometrias respeitam néo sé as distancias (por
defini¢do), mas ainda todas as propriedades que se definam logica-
mente em termos de “distancia” — isto €, todas as propriedades mé-
tricas. Reciprocamente, demonstra-se, por métodos da légica mate-
matica, que, se uma propriedade € respeitada por todas as isometrias,
essa €, com certeza, uma propriedade métrica.



208

9. Nocoes topologicas em espacos métricos

Seja E um espaco métrico. Convencionaremos chamar vizinhan-
cas de um ponto a qualquer de E, as bolas abertas com centro em a;
mais precisamente uma bola aberta de centro em a e raio p >0 serd
chamada a vizinhanga (p) de a e poderd ser designada pela notagdo
V.(a).

Posto isto, dados um ponto c de E e um conjunto A qualquer de
pontos de E:

I. Diz-se que c é interior a A, quando existe, pelo menos, uma
vizinhanga de c contida em A (isto é, formada so de elementos de A).
O conjunto dos pontos interiores a A serd chamado interior de A e
designado por qualquer das notagdes int A ou A.

Da defini¢cdo resulta imediatamente que, se ¢ € interior a A, ¢
pertence a A, isto é, tem-se int ACA.

G

II. Diz-se que c é exterior a A quando existe, pelo menos, uma
vizinhanca de ¢ que ndo tem nenhum ponto de A, isto é, que estd
contida no complementar de A. Dizer que c € exterior a A equivale,
pois, a dizer que c € interior ao complementar de A. O conjunto dos
pontos exteriores a A serd chamado exterior de A e designado pela
notacdo ext A.

Seré, pois, em virtude da definicdo,

ext A =int(~A).

Nao confundir “exterior de um conjunto” com “complementar
dum conjunto”. Por exemplo, se A € uma esfera aberta em R3, o ex-
terior de A € o conjunto dos pontos cuja distdncia ao centro € maior
que o raio, enquanto o complementar € o conjunto dos pontos cuja
distancia ao centro € igual ou superior ao raio (inclui os pontos da
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superficie). Pode, no entanto, acontecer que o exterior dum conjunto
coincida com o seu complementar.

IIl. Diz-se que o ponto c é fronteiro a A, quando ndo é interior
nem exterior a A. Equivale isto a dizer que, em cada vizinhanca de
¢, existe, pelo menos, um ponto de A e um ponto de ~A. O conjunto
dos pontos fronteiros a A é chamado fronteira de A e designado por
front A.

IV. Diz-se que c é aderente a A, quando ndo é exterior a A, ou
seja, quando ¢é interior ou fronteiro a A. Equivale isto a dizer que
em cada vizinhanca de c existe, pelo menos, um ponto de A. O
conjunto dos pontos aderentes a A é chamado aderéncia ou fecho
de A, e designado por qualquer das notacées ader A ou A.

Ter-se-4 pois, por defini¢cdo:

ader A=A U front A

~ (ader A) = int (~A).

Isto mostra que a operagdo de passagem ao complementar con-
verte a aderéncia em interior, e vice-versa:

~ (int A) = ader (~A).

Da 22 das féormulas anteriores deduz-se:
ader A = ~ (int (~A)),

0 que define aderéncia em termos de interior. Note-se que também
podemos definir fronteira em termos de aderéncia:

front A = ader A N ader (~A)

(dizer que um ponto € fronteiro a A equivale a dizer que € aderente
a A e aderente a0 complementar de A).

V. Diz-se que c é um ponto de acumulacdo de A, quando é
aderente ao conjunto dos pontos de A distintos de c. Equivale isto a
dizer que em toda a vizinhanca de c existe, pelo menos, um ponto de
A distinto de c. O conjunto dos pontos de acumulacdo de A é chamado
conjunto derivado de A e designado geralmente pela notacdo A’.
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E preciso ndo confundir ponto aderente com ponto de acumula-
cdo. Por exemplo, seja A o conjunto formado por dois pontos dis-
tintos p, q do plano: A = {p, q}. E claro que qualquer destes pontos,
por exemplo p, € aderente ao conjunto A, porque em qualquer vizi-
nhanga de p existe sempre um ponto de A que € o proprio p; mas
ndo é um ponto de acumulacdo de A, porque podemos escolher uma
vizinhanga de p que ndo contenha g e assim existe uma vizinhanca
de p que ndo contém nenhum ponto de A distinto de p.

Todavia, a aderéncia estd relacionada com o conjunto derivado
por meio da formula:

aderA=AUA".

Mas note-se que ndo se tem geralmente AC A’ nem A’ CA.

VI. Diz-se que c é isolado de A quando ndo é ponto de acumu-
lacdo de A.

E claro que se ¢ é exterior a A, ¢ é isolado de A; mas a reciproca
ndo € verdadeira, pois, no exemplo anterior, os pontos p € g sdo
isolados de A e, contudo, ndo sdo exteriores a A, visto que per-
tencem ambos ao conjunto.

VII. Diz-se que o conjunto A é aberto quando coincide com o
seu interior, isto é, quando se tem int A = A. Diz-se que A é fechado
quando coincide com a sua aderéncia, isto ¢, quando ader A =A.

Por exemplo, o espaco inteiro E é um conjunto ao mesmo tempo
aberto e fechado, visto que int E = E e ader E = E.

Vamos agora demonstrar uma série de proposi¢oes, todas relati-
vas a conjuntos de pontos dum espaco métrico. E, pois, necessario
ndo perder de vista esta hipdtese.

PROPOSICAO 9.1. Toda a bola aberta é um conjunto aberto.

Demonstragdo. Seja V a bola de centro a e raio p. Serd, pois, V, por
defini¢do, o conjunto dos pontos x tais que d(a, x) <p. Queremos
provar que o conjunto V € aberto. Seja ¢ um ponto qualquer de Ve
ponhamos € = p — d(a, ¢), ou seja,

(1) d(a,c)=p—c¢.
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Seja agora U a vizinhanca (€) de c; para todo o ponto x de U
tem-se, por definicao:

(2) d(c, x) <E€.

Por outro lado, em virtude da desigualdade triangular,
d(a, x) =<d(a, c) +d(c, x),
donde, atendendo a (1) e a (2):
da x)<(p—€)+e=p.

Assim, todo o ponto x de U pertence a V, isto é: a vizinhanga U
de c estd contida em V. Portanto, todo o ponto ¢ de V € interior a V,
o que significa que o conjunto V € aberto (qg.e.d.).

NOTA IMPORTANTE. Veja-se como nesta demonstracao intervém,
essencialmente, a propriedade triangular da métrica.

PROPOSICAO 9.2. O complementar de todo o conjunto aberto é
fechado e vice-versa.

Com efeito, se A € aberto, tem-se, por definicdo, int A = A, donde,
pela passagem ao complementar, ader (~~A) = ~vA, o que significa
que ~ A € fechado. Analogamente se demonstra a reciproca.

Daqui se deduz que o conjunto vazio (J é um conjunto simultanea-
mente aberto e fechado, visto ser o complementar do espago inteiro.

PROPOSICAO 9.3. Se ACB, também intAC int B e ader AC ader B.

Com efeito, dizer que c € interior a A significa que existe uma
vizinhanga de ¢ contida em A; mas, entdo, essa vizinhanga também
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esta contida em B, e, portanto, ¢ serd interior a B. Analogamente
para a aderéncia.

PROPOSICAO 9.4. O interior da interseccdo de dois conjuntos
coincide com a interseccdo dos interiores dos mesmos, isto ¢, em
simbolos:

int(ANB)=intANintB (VA BCE).

Com efeito, suponhamos que c¢ € int (A N B); entdo, ¢ também
serd interior a qualquer dos conjuntos A e B, visto que AN B esta
contida em A e est4 contida em B (cf. PROPOSICAO 9.3).

Reciprocamente, seja ¢ um ponto interior a A e interior a B.
Entdo, existe uma vizinhanca U de ¢ contida em A e uma vizinhanca
V de c contida em B. Como convenciondmos chamar vizinhanga de
c as bolas abertas de centro ¢, hd uma, pelo menos, que esta contida
na outra: designemo-la por W. Entdo, W serd uma vizinhanga de ¢
contida a0 mesmo tempo em A e em B, ou seja, na interseccdo de A
com B e, portanto, c € interior a A N B.

Q

COROLARIO. A interseccio de dois ou mais conjuntos abertos, em
nimero finito, ainda é um conjunto aberto.

Com efeito, se A e B s@o abertos, tem-se, por defini¢do, int A=A e
int B=B, donde, pela PROPOSICAO 9.4, int(ANB)=intANintB =
= ANB. Ora, isto quer dizer que AN B € aberto.

A conclusdo estende-se imediatamente a um nimero finito qual-
quer de conjuntos abertos. Todavia, a propriedade deixa de ser verda-
deira para conjuntos abertos em niimero infinito. Por exemplo, no
plano, os circulos abertos de centro a e raios 1+1/n, comn=1, 2, ...,
sd0 conjuntos abertos cuja intersec¢do € o circulo fechado de centro
a eraio 1.
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Vamos, porém, demonstrar que:

PROPOSICAO 9.5. A reunido de conjuntos abertos (em niimero finito
ou infinito) é sempre um conjunto aberto.

Demonstracdo. Seja # uma familia qualquer de conjuntos abertos
(finita ou infinita). Designemos por S a reunido destes conjuntos,
isto €, ponhamos

s=U X.

XeX

Vamos provar que S também € aberto. Com efeito, seja ¢ um
ponto qualquer de S. Visto que S € a reunido de todos os conjuntos
de ¥, c pertence, pelo menos, a um conjunto X de 7. Entdo, como
X € aberto, por hipétese, ¢ € interior a X e, portanto, a S, pois X estd
contido em S. Assim, todo o ponto de S lhe € interior e S €, por
definicdo, aberto (g.e.d.).

PROPOSICAO 9.6. O interior de um conjunto é sempre um conjunto
aberto, isto é, tem-se:

int (intA)=intA (VA).
Demonstracdo. E evidente que int (int A) Cint A, visto que o interior
de um conjunto estd sempre contido nesse conjunto.

Basta, entao, demonstrar a reciproca:

3) int A Cint(int A).

&)
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Seja ¢ um ponto de int A. Quer isto dizer que existe, pelo menos,
uma bola aberta V de centro ¢ contida em A. Se provarmos que a
vizinhanca V também estd contida no interior de A, fica provado
que c € interior ao interior de A, e, portanto, fica demonstrado (3)
(visto que ¢ € um ponto interior arbitrdrio de A).

Seja, pois, x um ponto qualquer de V. Visto que V € um conjunto
aberto, x € interior a V, e, por conseguinte, tem-se:

xEV =D xemmtV = xEintA,

em virtude da PROPOSICAO 9.3, visto que VCA. Tem-se, pois,
VCint A, como queriamos provar.

COROLARIO. O interior de um conjunto A é o mdximo conjunto
aberto contido em A.

Com efeito, j4 vimos que int A € um conjunto aberto contido em
A. Por outro lado, qualquer outro conjunto aberto X contido em A €
formado de pontos interiores a X, portanto, a A, e, assim, X C int A.

10. Topologia e Logica formal

De um modo geral, dd-se o nome de nocdo topologica a toda a
no¢do que se possa definir logicamente a partir do conceito de inte-
rior. Assim, por exemplo, as nocdes de exterior, fronteira, ponto
aderente, ponto de acumulacd@o, conjunto aberto, conjunto fechado,
etc., s30 no¢des topoldgicas. A propria nogdo de interior €, obvia-
mente, uma nog¢do topoldgica (nogdo topolégica primitiva). Podia-
mos, igualmente, tomar como nog¢do topoldgica primitiva a de ponto
aderente, a de ponto fronteiro, a de conjunto aberto, etc., visto que,
como € facil verificar, todas as no¢des topoldgicas se podem definir
logicamente a partir de qualquer destas. H4, por conseguinte, uma
certa liberdade na escolha da nogdo topoldgica primitiva. Alguns
autores tomam para no¢do topoldgica primitiva a de ponto aderente,
outros a de conjunto aberto, etc. Tempos houve em que a nocao to-
poldgica primitiva era a de ponto de acumulagdo.
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Por outro lado, pode-se demonstrar que as no¢des de distancia,
de bola, de didmetro de um conjunto, etc., ndo sdo noc¢des topolo-
gicas. Embora as nogdes topoldgicas tivessem sido definidas, como
vimos, a partir da no¢do de distdncia (num espago métrico), a reci-
proca ndo € verdadeira. As nogoes topoldgicas sdo, pois, mais gerais
que as métricas.

Mas hd nocées ainda mais gerais do que as topoldgicas: por exem-
plo, as nogoes logicas, que sdo todas aquelas que se podem definir
a partir das relagoes de identidade e de pertenca: x =y, x€A. Sao
nog¢Oes légicas, por exemplo, a de inclusdo, a de intersec¢do, a de
reunido, a de conjunto complementar, etc.

O ramo da Matemadtica que estuda as noc¢des topoldgicas é
chamado TOPOLOGIA. O ramo da Matematica que estuda as
nocdes 16gicas é chamado LOGICA FORMAL ou TEORIA DOS
CONJUNTOS ®.

Como € sabido, existe um PRINCIPIO DE DUALIDADE LOGICA,
na Teoria dos Conjuntos, que resulta do facto de a passagem ao com-
plementar converter a relacdo C na relagdo D e a operagdo de inter-
seccdo na de reunido. Em virtude desse principio, toda a proposi¢ao
verdadeira da Teoria dos Conjuntos, formulada em termos de “inclu-
sd0”, “interseccao”, “reunido”, etc., fornece imediatamente uma
proposicdo dual ainda verdadeira, substituindo “contido em” por
“contém”, “reunido” por “intersecc¢do”, etc. Pois bem, o principio
de dualidade 16gica prolonga-se num PRINCIPIO DE DUALIDADE
TOPOLOGICA, que resulta do facto da passagem ao complementar

transformar interior em aderéncia, isto é:
~ (int A) = ader (~A) (VA).

Assim, toda a propriedade topoldgica verdadeira, enunciada em
termos de interior, fornece, automaticamente, uma proposi¢ao dual

b & B 11

ainda verdadeira, substituindo “interior” por “aderéncia”, “reunido”
29 ¢

por “intersec¢cdo”, “contido em” por “contém”, etc.
Por exemplo, vimos que se tem

(1) intACA  (VA).

(1) Segundo a terminologia mais moderna, a “Teoria dos Conjuntos” ndo inclui a Topologia.
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Daqui resulta, por passagem ao complementar:
ader (~A) D ~A.

Mas A € um conjunto arbitrdrio, o seu complementar ~A tam-
bém € arbitrario e, assim, podemos escrever, em geral:

(2) aderADA (VA).

Como se V€, passou-se de (1) para (2) mudando C em D e “in-
terior” em “aderéncia”, como foi dito.

Outro exemplo. Vimos que se tem:

int (int A) =int A.
Daqui vem, por passagem ao complementar,
ader (ader (~A)) = ader (~A),
ou seja, atendendo a arbitrariedade de A:
ader (ader A) = ader A.
Analogamente se reconhece a partir da PROPOSICAO 9.4 que
ader (AU B) = ader AU ader B.

Na dualidade topoldgica, os conjuntos abertos correspondem
aos conjuntos fechados (PROPOSICAO 9.2). Assim, do corolario da
PROPOSICAO 9.4 e da PROPOSICAO 9.5 deduz-se imediatamente:

A reunido de conjuntos fechados em niimero finito é sempre um

conjunto fechado, e a interseccdo de conjuntos fechados em niimero
qualquer (finito ou infinito) é sempre um conjunto fechado.
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11. Nocao geral de espaco topoldgico

Como vimos no nimero anterior, as nogdes topoldgicas foram
introduzidas a partir de uma métrica, por intermédio de uma nocao
de vizinhanga (bola aberta). Mas nem sempre assim sucede.

Consideremos, por exemplo, o espago F, (das funcOes reais ou
complexas definidas num intervalo 7 da recta). Sendo X um con-
junto finito qualquer de pontos x, x,, ..., x,, do intervalo , conven-
cionemos por:

fex)1}-

9 eceey

px(f) = max | £ (x)| = max {|f(x,)

E f4cil reconhecer que Dy € uma funcdo semi-norma definida em
F,, mas n3o uma norma. Com efeito, pode existir uma fun¢do defi-
nida em [ tal que p,(f)=0, sendo f#0; basta que a funcao f se anule
nos pontos x,, x,, ..., x, € tome um valor diferente de zero num
outro ponto qualquer de I, o que € evidentemente possivel de muitos
modos. Posto isto, sendo & um ndmero positivo, chamaremos vizi-
nhan¢a (X, 0), de uma fungdo f,EF,, ao conjunto de todas as fun-
coes f tais que p,(f —f,) < 0. Assim, tomaremos para vizinhanca de
f, todos os sub-conjuntos de F, que se podem obter desta maneira,
sendo & um ndmero positivo arbitrdrio e X um conjunto finito ar-
bitrario de pontos de 1. A partir desta nocao de vizinhanga, podemos
introduzir uma no¢ao de interior e varias outras nogdes topolégicas,
tal como se fez no niimero anterior para os espacos métricos. Assim,
diremos que f, € interior a um conjunto H C F,, quando existir, pelo
menos, uma vizinhanga de f,, contida em H. Porém, como veremos
adiante, prova-se que € impossivel definir em F, uma fung¢do distin-
cia, da qual se possam deduzir estas no¢des topologicas, como no
numero anterior.

Exemplos concretos como este obrigaram os matemaéticos a
introduzir uma noc¢do geral de espaco topologico, independente da
no¢ao de espaco métrico.

Diz-se que um conjunto E, formado por elementos de natureza
qualquer, é um espaco topologico, quando existe um critério pelo
qual, a cada conjunto ACE, corresponde um outro conjunto, que se
chama interior de A e se designa por int A ou A, de acordo com as
seguintes condicoes, quaisquer que sejam A, BCE:
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I1) intACA,

[2) int(ANB)=intANintB,
I3) int (intA) =int A,

I4) ntE=E.

Também se diz, neste caso, que estd definida em E uma estrutura
topoldgica ou simplesmente uma topologia, e os elementos de E
poderdo chamar-se pontos. Um espago topolégico diz-se metrizdvel,
quando é possivel definir a sua topologia a partir de uma métrica,
tal como se indicou no n? 9.

No caso geral, podemos definir, a partir da no¢do de interior
(tomada como primitiva), todas as nogdes topoldgicas, tal como se
fez no caso dos espagos métricos para “‘exterior”, “fronteira”, etc.;
em particular, a no¢cdo de aderéncia serd definida pela férmula:

ader A = ~ (int (~A))

que imediatamente garante o principio da dualidade topologica.
Assim, dos axiomas 1 1) al 4) deduzem-se automaticamente os teo-
remas para quaisquer A, BCE:

F1) ACader A,

F 2) ader (AU B) = ader AU ader B,
F 3) ader (ader A) = ader A,

F4) ader J=.

Reciprocamente, poderiamos tomar como primitiva a no¢do de
aderéncia, definindo “interior” pela férmula:

int A = ~ (ader (~A))

e considerando as condi¢des F 1) a F 4) ndo como teoremas mas
sim como axiomas; entdao, destes deduzem-se como teoremas as
propriedades I 1) a I 4). Teremos, assim, dois sistemas de condicoes
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equivalentes ou, como também se diz, duas axiomdticas equivalen-
tes da TOPOLOGIA GERAL.

Como anteriormente, diz-se que um conjunto A é aberto, quando
se tem int A = A. Entdo, a partir das condi¢des I 1) a I 4), demons-
tram-se facilmente, como no caso dos espacos métricos, as seguin-
tes proposicoes:

A 1) Toda a reunido de conjuntos abertos (em niimero finito ou
infinito) é ainda um conjunto aberto.

A 2) Toda a interseccdo de conjuntos abertos em niimero finito
ainda é um conjunto aberto.

A 3) O conjunto J e o espago inteiro E sdo conjuntos abertos.

Poderiamos, ainda, tomar para no¢do topoldgica primitiva a de
“conjunto aberto”, definindo “interior de um conjunto A” como o
mdximo conjunto aberto contido em A e tomando as propriedades
de A 1) a A 3) como axiomas.

NOTA. A anterior axiomatica de espacos topoldgicos em termos
de aderéncia (ou fecho) foi introduzida pelo matemaético polaco
contemporaneo KURATOWSKI. Adoptando a notagiio A em vez de
ader A para designar o fecho de A, os axiomas F 1) a F 4) tomam o
aspecto:

F1) ACA,
F2) AUB=AUB,
F3) A=A,
F4) O0=0.

A axiomdtica em termos de conjunto aberto é a adoptada pela
escola francesa BOURBAKI. Porém, esta escola costuma eliminar o
axioma A 3), considerando-o implicito em A 1) e A 2), de maneira
um tanto subtil, em virtude de certas convencdes que adopta na
Teoria dos Conjuntos.
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12. Sistemas fundamentais de vizinhancas

Como vimos, nem sempre uma estrutura topolégica pode ser
definida a partir de uma no¢ao de distancia; mas vamos ver que
pode sempre sé-lo a partir de uma nog¢ao de vizinhanca.

Seja E um espaco topologico qualquer e seja ¢ um ponto qual-
quer de E; chamemos vizinhanca de c a todo o conjunto X C E ao
qual o ponto seja interior. Entdo, € facil ver que, a partir desta nocao
de vizinhanca, se pode definir a estrutura topolégica de E, mediante
a definicdo adoptada no caso dos espacos métricos.

Diz-se que c é interior a um conjunto A C E, quando existe, pelo
menos uma vizinhanga de c contida em A.

Com efeito, se ¢ € interior a A, existe, pelo menos, uma vizi-
nhanca de ¢ contida em A: o préprio A. Reciprocamente, se existe
uma vizinhanga V de ¢ contida em A, c € interior a A, visto ser
interior a um conjunto VC A.

E claro que se pode obter o mesmo resultado, mais “economica-
mente”’, chamando vizinhangas de ¢ aos conjuntos abertos que con-
tém c (vizinhancas abertas de c).

Pois bem, chamaremos sistema total de vizinhancas do ponto c, e
designaremos por ¥, a classe de todos os conjuntos a que c é inte-
rior. Chamaremos sistema fundamental de vizinhancas de c a toda
a classe de conjuntos V.C %, que dé lugar a mesma topologia,
mediante a definicdo anterior. Por exemplo, a classe de todos os
conjuntos abertos a que pertence ¢ € um sistema fundamental de
vizinhangas de c. Alids, € facil ver que:

Condigdo necessdria e suficiente para que uma familia V', de
sub-conjuntos de E seja um sistema fundamental de vizinhancas de
c € que cumpra as duas seguintes condicoes:

1) ¢ é interior a todo o conjunto de V', isto é, V.C ¥/..

2) Para todo o conjunto A a que c é interior, existe, pelo menos,
um conjunto VEYV_contido em A.

Por exemplo, no espaco R3, tinhamos chamado vizinhanga dum
ponto c as esferas abertas com centro em c; ora, em virtude da prépria
definicdo de interior dada nos espagos métricos, as esferas abertas
de centro ¢ constituem um sistema fundamental de vizinhancgas de
c. Mas outros sistemas fundamentais de vizinhangas podem ser
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adoptados em R3, por exemplo, as esferas fechadas de centro em c.
Com efeito € f4cil ver que:

1) Todo o ponto c € interior a qualquer esfera fechada com
centro em ¢ (pois que esta contém a esfera aberta com o mesmo
centro € 0 mesmo raio).

2) Se o ponto c € interior a um conjunto A, existe um nimero
0 > 0 tal que a esfera aberta de centro c¢ e raio d estd contida em A;
mas, neste caso, também qualquer esfera fechada de centro c e raio
€ < 0 estd contida em A.

Analogamente, se reconhece que os cubos de centro ¢ e faces
paralelas aos planos coordenados formam uma familia fundamental
de vizinhancas de c; etc.

Por este processo se reconhece que as trés fungdes norma que
definimos em R3 (ver n? 5) conduzem a mesma topologia. Exprime-
-se este facto dizendo que s3o normas topologicamente equivalen-
tes. Pelo contrario, demonstra-se que as normas definidas no espaco
C,, das fun¢Oes continuas num intervalo limitado e fechado I, ndo sdo
topologicamente equivalentes, isto €, ddo lugar a 3 topologias dis-
tintas.

Daqui por diante, salvo indicagdo em contrédrio, chamaremos vi-
zinhancas de um ponto ¢ num espaco topoldgico a todos os conjun-
tos a que c € interior, € vizinhangas fundamentais de c as do sistema
fundamental adoptado.

Convém ainda registar o seguinte facto: em todo o espagco métrico
E pode tomar-se para sistema fundamental de vizinhangas de cada
ponto ¢ uma familia numerdvel de conjuntos. Basta tomar, por
exemplo, para vizinhangas fundamentais de cada ponto c, as esferas
de centroceraios 1, 1/2,..., 1/n, ... .

Quando, num espaco topolégico E, se verifica esta circunstdncia,
diz-se que o espaco satisfaz ao primeiro axioma da numerabilidade.
Por exemplo, o espacgo F, atrds considerado, com a topologia intro-
duzida pelas vizinhangas (X, d) ndo verifica o 1° axioma da nume-
rabilidade, porque a totalidade dos sub-conjuntos finitos X de I tem
a poténcia do continuo, e é facil ver que este sistema ndo pode ser
substituido por outro com a poténcia do numeravel. Daqui resulta,
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em particular, que o espaco topolégico C, ndo é metrizdvel, como ja
tinhamos afirmado.

13. Filtros e bases de filtro

Os sistemas de vizinhangas dos pontos num espago topoldgico
sugeriram uma no¢do de Teoria dos Conjuntos muito util em Topo-
logia: a nog¢do de filtro, devida ao matemaético franc€s contempora-
neo HENRI CARTAN.

Chama-se filtro sobre um conjunto E todo o conjunto F de sub-
-conjuntos de E que verifique as seguintes condicoes:

1) Todo o conjunto que contém um conjunto de F pertence a F.

2) Toda a interseccdo de conjuntos de F em niimero finito também
pertence a F.

3) O conjunto vazio ndo pertence a F.

Imediatamente se reconhece que, se E for um espago topoldgico,
o sistema total de vizinhangas %/, de um ponto ¢ de E é um filtro
sobre E.

Mas ja um sistema fundamental de vizinhancas de ¢ que ndo
seja total (por exemplo, o sistema dos conjuntos abertos a que per-
tence ¢) ndo € um filtro, visto que nem todo o conjunto que conte-
nha um conjunto do sistema pertence a este.

Diz-se que uma classe B de sub-conjuntos de E ¢ uma base de
filtro sobre E, quando os conjuntos de B, juntamente com todos os
sub-conjuntos de E que os contém, formam um filtro sobre E.

E f4cil reconhecer o seguinte facto:

Para que um conjunto B de partes de E seja uma base de filtro
sobre E é necessdrio e suficiente que B possua as duas seguintes
propriedades:

I) A intersecg¢do de dois quaisquer conjuntos de 9B contém, pelo
menos, um conjunto de RB.

IT) A classe B ndo ¢ vazia e o conjunto vazio ndo pertence a B.

Podemos, agora, reconhecer que todo o sistema fundamental de
vizinhan¢as dum ponto ¢ num espago topolégico é uma base de
filtro: a base do filtro das vizinhangas de c.
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Outro exemplo. Consideremos uma sucessdo qualquer a, de
elementos de E e, para cada nimero natural p, designemos por A, o
conjunto de todos os elementos a, da sucessdo tais que n 2 p. Entio,
é manifesto que os conjuntos A , paran =1, 2, ..., formam uma base
de filtro sobre E. O filtro correspondente, que desempenha um pa-
pel importante em Analise, € chamado filtro de Fréchet associado a
sucessao a,.

14. Nocao de sub-espaco topolégico

Seja E um espacgo topoldgico qualquer. Todo o conjunto M de
pontos de E serd, ele mesmo, um espago topoldgico, se dissermos,
como € natural, que um ponto ¢ de M € aderente a um conjunto
A CM, quando c € aderente a A em E. Deste modo, a aderéncia de
A em M seré a interseccdo com M da aderéncia de A em E, isto é:

ader A (em M) =M N ader A (em E).

Facilmente se reconhece que a no¢do de aderéncia assim definida
em M verifica as condi¢des F 1) a F 4) (n? 11), para que M seja, de
facto, um espaco topoldgico. A topologia assim definida diz-se indu-
zida em M pelo espaco E, € o conjunto M munido dessa topologia
diz-se um sub-espaco topolégico de E.

Nestas condi¢Oes, € evidente que os conjuntos fechados em M
sdo as intersecgcoes com M dos conjuntos fechados em E. Daqui se
deduz, por sua vez, que os conjuntos abertos em M sdo as intersec-
coes com M dos conjuntos abertos em E.

Em particular, vemos, deste modo, que, para vizinhancas funda-
mentais de cada ponto de M se podem tomar as interseccdes com M
das vizinhancas fundamentais do mesmo ponto em E.

Exemplo — Suponhamos que E € o plano com a sua topologia usual
e M uma recta qualquer do plano. E fécil ver que a topologia indu-
zida na recta pelo plano € a topologia usual da recta. (Tomando para
vizinhancas de um ponto no plano os circulos abertos com centro
nesse ponto, as vizinhangas de um ponto na recta serdo os intervalos
abertos com centro nesse ponto).
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Mas € preciso notar que as nogoes topoldogicas relativas a M
nem sempre coincidem com as nogoes topoldgicas relativas a E.
Assim, no exemplo anterior, 0s conjuntos abertos na recta ndo sao
abertos no plano e um ponto interior a um conjunto de pontos da
recta nunca € interior a esse conjunto segundo a topologia do plano.

Outro exemplo. Seja E o espaco R dos nimeros reais e M o con-
junto Q dos numeros racionais.

O espaco R induz em Q a topologia que deriva da métrica usual
d(x,y) = |x—y|, com x, yE Q. Consideremos em Q o conjunto X
dos niimeros racionais x tais que 2 < x> < 3. Em R o conjunto X é
formado pelos niimeros racionais do intervalo [\/E , \/§] , que nao €,
portanto, aberto nem fechado. Pelo contrdrio, em Q o conjunto X é
aberto e fechado ao mesmo tempo: é um intervalo aberto de niime-
ros racionais que ndo tem pontos fronteiros, pois que V2 e V3 sio
irracionais.

15. Produto topolégico

Dados dois conjuntos E e F ja sabemos que se chama produto
cartesiano de E por F, e se representa por E X F, o conjunto de todos
0s possiveis pares ordenados (x,y) em que xEEe yEF. Se Ee F
sdo espagos topolégicos, podemos definir em E X F uma topologia,
tomando para vizinhangas fundamentais de cada ponto (x, y) de
E X F os conjuntos do tipo U X V em que U ¢ uma qualquer vizi-
nhanga fundamental de x e V uma qualquer vizinhanga fundamental
de y. Entdo, o conjunto E X F, munido desta topologia, ¢ um espaco
topoldgico, que se diz o produto topoldgico de E por F.

Y

& fmmim = e m i
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Por exemplo, se E e F coincidem com o espaco R dos nimeros
reais, tomando para vizinhangas fundamentais de cada ponto a ER
os intervalos de centro a, as vizinhancas fundamentais de cada ponto
(a, b) do produto topoldgico R X R-= R? serdo os rectingulos de
centro (g, b) e lados paralelos aos eixos coordenados, os quais, como
€ facil ver, introduzem no plano numérico R? a topologia usual me-
trizavel.

Consideremos agora, mais geralmente, n conjuntos E, E,, ..., E, .
O produto cartesiano E, X E, X ... X E_, que também se designa por

n

ITE,

i=1
¢ o conjunto de todos os sistemas (x,, x,, ..., x,), em que x,€EE,,
x,€E, ...,x,€E .SeE,E,..., E , s3o0 espagos topolégicos, intro-
duz-se no seu produto cartesiano uma topologia, tomando para vi-
zinhangas fundamentais de cada ponto a=(a,, a,, ..., a,) 0S conjuntos
dotipoV=V, xV,x ... XV, emqueV,V,..., V,sdo vizinhancas
fundamentais arbitrarias de a,, a,, ..., a,, respectivamente. Munido
desta topologia, o conjunto I1E, diz-se produto topoldgico dos espa-
cos E,. Por exemplo, o espaco R”, com a sua topologia usual, coin-
cide com o produto topoldgico R X R x --- X R (n vezes); analoga-
mente para C».

Mais geralmente ainda, seja J um conjunto qualquer, finito ou
infinito, e suponhamos que, a cada elemento i de J, se faz corres-
ponder um conjunto E,. Teremos, assim, definido um sistema ou fa-
milia (E;) de conjuntos, dependentes do indice i varidvel em J.
Posto isto, chama-se produto cartesiano deste sistema de conjuntos,
e designa-se por

I1E,

ieJ
o conjunto de todos os sistemas (x,) que se podem obter, fazendo
corresponder a cada i€ J um elemento x, de E,.

Suponhamos, além disso, que os E,; s@o espacos topologicos e
tomemos para vizinhancas fundamentais de cada elemento (a,) do
produto dos E, todos os conjuntos V que se podem obter do seguin-
te modo: escolhe-se um nimero finito qualquer de elementos i, i,,
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Viz, . V,.p, respectivamente, dos
pontos a, , a, , ..., a; , nos espacos Eil, El.z, oo E,.p; entdo, V sera for-
mado por todos os elementos (x;) do produto cartesiano tais que
x,.IE Vil, ees x,.pE V., sendo as restantes coordenadas arbitrérias.

P P i P .
Deste modo, € fécil ver que o produto cartesiano

..., i, de J e de vizinhangas V,

il’

I1E,

ieJ

fica a ser um espacgo topolédgico, dito, entdo, o produto topolégico
dos espagos E,.

Exemplos — 1) Se J € o conjunto dos niimeros 1, 2, ..., n, recaimos
no caso do produto E, X E, X --- X E_de espagos em numero finito.

2) Se J € o conjunto N de todos os nimeros naturais, € se 0S
espacos E, coincidem todos com R, obtém-se o espagco topoldgico
R~ das sucessdes de nimeros reais, como produto topolégico de
uma infinidade numerdvel de rectas. Analogamente para C-.

3) Se J € um intervalo I de R e todos os espagos E, coincidem
com C, o produto topoldgico dos E; € o espago F, das fungdes com-
plexas f definidas em / (a cada x& I associa-se um elemento f(x)&€ C),
munido da topologia a que ja nos referimos no inicio do n’ 11.

16. Espacos separados

Dizemos que um espaco topoldgico E € um espago separado ou
que € um espaco de Hausdorff, quando verifica a seguinte

CONDICAO DE SEPARACAO DE HAUSDORFF: Para cada par
de pontos distintos a e b de E, existem, pelo menos, duas vizinhan-
cas, uma de a e outra de b, que sdo disjuntas.
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De acordo com esta definicao, é fécil ver que:

I) Todo o espago topolégico metrizdavel é separado.

Com efeito, sejam a e b dois pontos de um espago métrico E
tais que a # b, e designemos por O a sua distdncia. Por ser a # b,
serd 0 > 0, em virtude do axioma D* 3) (ver n? 6) e, portanto,
também /2 > 0. Designemos, entdo, por U e V as bolas abertas de
centro em a e b, respectivamente, e de raio € tal que

0<e=9d/2;

digo que U e V sdo disjuntos. Na verdade, se existisse um ponto ¢
comum a U e V, seria

d(c,a)<e=08/2, d(c,b)<e=29/2
e portanto
d(a, b) =d(a, c)+d(c, b) <9,

o que contradiz a hipétese d(a, b) = 9.

Pelo contrério, se a topologia de E provém de uma funcdo des-
vio que ndo verifique D* 3), o espagco E ja ndo € separado. Com
efeito, haverd, entdo, em E, pelo menos, dois pontos a, b distintos
tais que d(a, b) = 0 e assim b pertencerd a toda a vizinhanga de a; a
aderéncia do conjunto {a} serd, entdo, formada por todos os pontos
x tais que d(a, x) =0.

IT) Num espaco separado todo o conjunto formado de um so
ponto é fechado.

E preciso ndo confundir espago separado com espagco separd-
vel. Diz-se que um espaco E é separdvel, quando existe, pelo me-
nos, um conjunto denso em E, com a poténcia do numerdvel. (Diz-se
que uma parte X dum conjunto A é densa em A, quando X =A). Por
exemplo, o espaco R" é separdvel (qualquer que seja n), visto que,
por exemplo, o conjunto dos pontos de coordenadas racionais €
denso em R” e tem a poténcia do numeravel.
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17. Nocao de limite de uma sucessao

E esta uma das nogdes topolégicas mais importantes em Anlise.

Diz-se que uma sucessdo de pontos x,, X, ...X,, ..., de um espago
topologico E tem por limite um ponto a de E (tende para a ou con-
verge para a), e escreve-se x,—a ou lim x, = a, quando, para cada
vizinhanga V de a, existe um niimero natural p, tal que se tem x, €V
para todo o n > p.

Uma sucessdo de pontos de E diz-se convergente (em E), quan-
do tende para um ponto de E.

Algumas propriedades gerais relativas a limites de sucessoes sao
extensivas a espacos topoldgicos.

Assim:

I) Se todos os termos da sucessdo x, coincidem com o ponto a,

entdo lim x, = a.

II) Se x,—a, toda a subsucessdo infinita de x, tende para a.

Porém, se o espaco for separado ainda serd verdadeira a proprie-
dade:

III) Uma mesma sucessdo ndo pode tender para dois pontos
distintos.

Demonstracdo. Suponhamos o espaco E separado e que existe uma
sucessdo x, que tende a0 mesmo tempo para dois pontos a, b de E,
sendo a # b. Como, por hipétese, o espago € separado, haverd, pelo
menos, duas vizinhangas U e V, respectivamente, de a € b, sem
nenhum ponto comum. Por outro lado, como x,—a e x,— b, havera
uma ordem p depois da qual x, € U e uma ordem g depois da qual
x,€ V. Designemos por r 0 maior dos numeros p, g; entdo, todos os
termos da sucessio, depois da ordem r deveriam estar em U e V, o
que € impossivel, visto U e V serem conjuntos disjuntos (q.e.d.).

Se o espaco E ¢ metrizdvel, a nocdo de limite de sucessdo pode ser
dada em termos de distdncia. Diz-se que x,—a quando d(x,, a) — 0.

Note-se que, se E verifica o 1° axioma da numerabilidade, o
conceito de ponto aderente pode ser definido em termos de limite
duma sucessao (admitindo o axioma de Zermelo):
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Dizer que um ponto a de E é aderente a um conjunto XCE
equivale a dizer que existe, pelo menos, uma sucessdo de pontos de
X que tem por limite a.

E facil também reconhecer o seguinte:

Se o espago E é o produto topoldgico de vdrios espagos E; (em
nimero finito ou infinito), a condicdo necessdria e suficiente para
que uma sucessdo de pontos x,, de E tenda para um ponto a de E é
que cada uma das coordenadas de x,, tenda para a coordenada cor-
respondente de a.

Este critério aplica-se, em particular, aos espacos R” e C~.

Tipos de convergéncia no espago C,.

No espago C, das fun¢des numéricas continuas sobre um inter-
valo limitado e fechado I = [q, b], considerdmos 3 normas que con-
duzem a 3 topologias distintas. Ainda podemos considerar em C,
uma quarta topologia, correspondente as vizinhancas (X, 0), sendo
0 > 0 e X um sub-conjunto finito de I, varidvel (cf. n? 11).

I) No sentido desta ultima topologia, uma sucessao f, de fun-
coes de C, converge para uma funcido g&C,, quando se tem

lim £,(0) = g¥) (VxED),

isto €, quando o valor f (x) de f, em cada ponto x de I tende para o
valor g(x) de g no mesmo ponto. Diz-se, entdo, que f, fende sim-
plesmente (ou pontualmente) para g.

II) No sentido da norma || f||=max | f(x)|, a sucess@o f, converge
para g, quando e

lim (max | £,(x) - g()) = 0.

Diz-se, entdo, que f, tende uniformemente para g em I. E facil ver
que, se isto sucede, f, tende pontualmente para g, mas a reciproca
ndo € verdadeira. Seja, por exemplo,

n3x(l—x>, para OSxSl,
n n
I=[0,1] e f(x)=+

0 , para leSI.
n

\



230

\4
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Entdo, pode reconhecer-se que as fun¢des assim definidas sdo,
de facto, continuas em / e que a sucessao f, tende pontualmente para
a funcdo nula em /; mas esta sucessdao nao € uniformemente conver-
gente em /. Basta notar que o seu méximo em / tende para oo.

IIT) No sentido da norma

b
151, = [ Ieolas,

a sucessdo f, tende para g quando

b
lim f

Diz-se, neste caso, que f, tende em média para g em I. Pode f,
tender pontualmente para g sem tender em média (exemplo ante-
rior). Mas € sabido que se f, tende uniformemente para g em I, f,
tende em média para g. Todavia, a reciproca ndo € verdadeira: pode
mesmo tender em média, sem tender pontualmente, como se pode
ver por exemplos muito simples.

f,(x) - g()|dx=0.

IV) No sentido da norma

b
1£1.= \/ [ 1seorax,

a sucessao f, tende para g, quando

”fn - g||2 - 0'
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Neste caso, diz-se que f, tende em média quadrdtica para g em 1.
Este tipo de convergéncia tem particular importancia em Matematica
Aplicada, nomeadamente em Mecanica Quantica.

18. Limite dum filtro

Consideremos um espago topoldgico E e um filtro ou mesmo
uma base de filtro X sobre E. Diz-se que X converge para um ponto
a de E, e escreve-se a = lim X, quando, para toda a vizinhanga V de
a, existe, pelo menos, um conjunto Y de X contido em V.

Seja, por exemplo, E o espaco R? e X a classe de sub-conjuntos
de R?® formada por uma sucessdo de cubos, cada um dos quais
contém o seguinte e cujo didmetro tende para zero. Imediatamente
se reconhece que X é uma base de filtro que converge para um
ponto de R3, contido em todos os cubos de X.

A nocdo de limite de uma sucessdo x, € um caso particular da
no¢do de limite dum filtro. Com efeito, se considerarmos a base de
filtro {X }, em que, para cada n, X € o conjunto de todos os termos
da sucessdo de ordem =n, dizer que x, tende para a equivale a dizer
que, para cada vizinhanga V de g, existe, pelo menos, um conjunto
X CYV, e que, portanto, o filtro de Fréchet da sucessdo converge
para a.

Mais geralmente, diz-se que um ponto a de E é aderente a base
de filtro X, quando é aderente a todos os conjuntos de X. Por exem-
plo, se X é uma base de filtro formada por cubos em R? (ou por con-
juntos fechados quaisquer), os pontos aderentes a X sdo os pontos
da intersec¢do de todos os conjuntos de X.

Um ponto a de E diz-se aderente a uma sucessdo de pontos x, de
E, quando ¢é aderente ao filtro de Fréchet associado a sucessdo. Os
pontos aderentes a sucessdo x, sdo os pontos limites das sucessoes
convergentes que dela se podem extrair; em particular, se E=R, o
extremo superior (resp. inferior) do conjunto dos pontos aderentes a
x, € o limite maximo (resp. minimo) da sucessao.
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19. Limite duma func¢ao. Funcdes continuas

Sejam E e F dois espagos topolégicos e D um sub-conjunto qual-
quer de E. Consideremos uma aplica¢io f de D em F; serd, pois, f
uma fun¢do de dominio D e com os valores em F. Nestas condic¢oes:

DEFINICAO 19.1. Sendo a um ponto de E e b um ponto de F, diz-se
que a fungdo f tem por limite b quando x — a, e escreve-se

lim f(x) =b,
quando, para toda a vizinhanga V de b, existe uma vizinhanga U de
a tal que f(x)€V, quando x€U, com xED e x # a.

Esta definicdo s terd interesse pratico quando a for ponto de
acumulacdo de D. Mas convém ndo impor esta restri¢do, para facili-
tar a definicdo de fun¢é@o continua®.

8)(C

NOTA IMPORTANTE. A DEFINICAO 19.1 pode ser formulada de
modo um pouco diverso (mas equivalente), considerando unica-
mente vizinhangas U e V fundamentais; por exemplo, bolas abertas,
no caso em que E e F sdo espacos métricos.

Neste ultimo caso, a definicdo de limite de uma funcdo pode
mesmo ser dada directamente em termos de distincia:

(1) A definic@o de limite duma fung@o segundo BOURBAKI € um pouco diferente desta, ndo
exigindo a condi¢do x#a. Porém, num estudo inicial da topologia, € preferivel a defini¢cdo
aqui adoptada, para evitar certas confusdes.
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Diz-se que f(x) —b quando x—a, se, para todo o d > 0, existe
um correspondente € > 0, de tal modo que se tenha

d(f(x), b) <9,

quando d(x,a) <€,comxED e x # a.

Em particular, se E=R™ e F=R", com m e n quaisquer, a funcio
y = f(x) definida em D equivale a um sistema de n funcdes reais de
m variaveis reais todas definidas em D:

yi=fi(x19x27 "”xm)’ = 1, 2, o v

Neste caso, a condi¢ao necessdria e suficiente para que

limy=0>,

xX—a

¢ que cada coordenada de y tenda para a coordenada homoéloga de
b, quando x —a.
Tornando ao caso geral:

DEFINICAO 19.2. Diz-se que a funcdo f é continua no ponto a,
quando verifica as duas seguintes condigoes :

1) O ponto a pertence ao dominio de existéncia de f

2) A funcdo f tem limite quando x —a e esse limite é precisa-
mente f(a), isto é,

lim f(x) = f(a).

x—a

E claro que esta definicéio de continuidade pode ser dada direc-
tamente em termos de vizinhanga, tal como se segue:

Diz-se que f é continua em a, quando, para cada vizinhanca V
de f(a), existe uma vizinhanga U de a tal que:

xeUND = f(x)eV.

Esta implicacdo pode ainda escrever-se mais sucintamente sob a
forma

f{UND)CV.
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E claro que podemos aqui limitar-nos a vizinhancas fundamen-
tais (ver NOTA anterior).
A partir da defini¢do, facilmente se reconhece que:

PROPOSICAO 19.1. Se a funcdo f é continua em a, toda a sucessdo
de pontos de D convergente para a ¢ transformada por f numa su-
cessdo de pontos de F convergente para f(a); isto ¢, em simbolos:

a=limx, = f(a) =1lim f(x,), com x,EDW,

Assim, as fungbes continuas respeitam a nocdo de limite de uma
sucessdo. A reciproca desta proposi¢cdo pode enunciar-se do seguin-
te modo:

Se toda a sucessdo de pontos de D convergente para a é trans-
formada por f numa sucessdo de pontos de F, convergente para
f(a), a funcdo f é continua em a.

Porém, esta proposi¢do reciproca em geral ndo é verdadeira,
mas demonstra-se, admitindo o axioma de Zermelo, que € vdlida
quando E for um espago metrizdvel ou, mais geralmente, um espago
que verifique o 1° axioma de numerabilidade. Todavia, a situacdo
muda de aspecto, se substituirmos o conceito de “limite duma
sucessdo” pelo de “limite dum filtro” (como se pode verificar facil-
mente), ou ainda pelo conceito de ponto aderente, como resulta da
seguinte

(1) Esta ultima express@o 1é-se: x, pertencente a D qualquer que seja n. Uma varidvel sob
sinal de relagdo indica quantificador universal.
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PROPOSICAO 19.2. Condicdo necessdria e suficiente para que f
seja continua em a, é que todo o conjunto de pontos de D a que a é
aderente, seja transformado por f num conjunto de pontos a que
f(a) é aderente; isto é, em simbolos:

a € ader X = f(a) € ader f(X) (VXCD).

Vamos demonstrar que a condi¢ao € necessaria:

Suponhamos que a fun¢do € continua em a e seja X um conjun-
to de pontos de D a que a € aderente. Queremos provar que f(a) é
aderente a f(X).

D

()

U
l JX)

Seja, entdo, V uma vizinhanca qualquer de f(a). Como, por hip6-
tese, f € continua em g, existe uma vizinhanca U de g, tal que todo
o ponto de U situado em D € transformado por f num ponto de V.
Por outro lado, como a € aderente a X (por hipétese), na vizinhanca
U de a existe, pelo menos, um ponto ¢ de X, e este, portanto, é
transformado num ponto f(c) de f(X) pertencente a V. Assim, em
cada vizinhanga V de f(a), existe, pelo menos, um ponto de V; ora,
isto significa que f(a) € aderente a f(X).

A demonstracdo de que a condi¢do € suficiente pode fazer-se
por redugdo ao absurdo, e deixa-se ao cuidado do leitor.

Assim, as fungbes continuas respeitam a no¢cdo de ponto ade-
rente, mas é fdcil ver, com um exemplo simples, que ndo respeitam
necessariamente a no¢do de ponto interior:

Seja a funcdo de x definida no campo real por y = x2. Esta fun-
¢do transforma o conjunto [-1, 1] no conjunto [0, 1]; mas o ponto 0
que € interior ao primeiro € transformado no mesmo ponto 0, que
ndo € interior ao segundo.
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Demonstra-se, porém, o seguinte facto:

PROPOSICAO 19.3. Seja f uma aplicacdo de E em F. Condicdo
necessdria e suficiente para que f seja continua num ponto a€ E, é
que todo o conjunto Y CF a que f(a) é interior, tenha como imagem
inversa f~1(Y) um conjunto a que a é interior.

Demonstragdo. a) A condi¢dao € necessaria. Com efeito, suponha-
mos f continua em a e seja Y um conjunto qualquer de pontos de F,
a que f(a) é interior. Como € sabido, chama-se imagem inversa de Y
por f, e representa-se por f~'(Y), o conjunto de fodos os pontos x de
E cujas imagens f(x) estdo em Y. Mas dizer que f(a) € interior a Y
equivale a dizer que Y é uma vizinhanga de f(a) (ver n? 12). Logo,
como f € continua em g, existe uma vizinhanca U de a tal que

f)cy

e, portanto, U C f-1(Y), o que significa que a € interior a f~!(Y).

b) A condic¢do € suficiente. Com efeito, a condi¢do implica que,
para cada vizinhanga V de f(a), exista uma vizinhanca U de a tal
que f(U)=YV, sendo essa vizinhanga precisamente (V) (q.e.d.).

NOTA. No enunciado da proposi¢ao suposemos D = E. Mas isto ndo
restringe a generalidade da proposi¢do, pois que, se D # E, basta
substituir E pelo sub-espaco topoldgico D de E.

Em particular, se f ¢ invertivel, vé-se que a sua inversa respeita
a nogdo de ponto interior.

Quando a fungdo f é continua em todos os pontos do seu dominio
de existéncia D, diz-se, simplesmente, que é continua. Em particular,
pode acontecer que seja D =FE (f é definido em todo o espago E);
entdo, dir-se-d que f é uma aplicagdo continua de E em F.

Tornando ao caso geral, seja f uma aplicacdo do conjunto D CE
em F, e seja A um sub-conjunto qualquer de D. Entao:

DEFINICAO 19.3. Diz-se que a fungdo f é continua sobre A (ou
relativamente a A) quando a restricdo de f a A é continua em todos
os pontos de A, isto é, quando define uma aplicacdo continua do
sub-espaco A de E em F.
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E facil ver que uma fungio f pode ser continua sobre um con-
junto ACD, sem ser continua nalgum ponto de A, ou mesmo em
nenhum ponto de A.

Por exemplo, seja a funcio real de varidvel real f assim definida:

1, se-1<x<1,
0, nos outros pontos de R.

f) = {

O dominio de existéncia desta funcdo € o conjunto R dos nu-
meros reais e o seu grafico é o indicado na figura.

A

G-
-mmm -
v

]
[
+
[y

Como se vé€ imediatamente, a funcdo € continua sobre o inter-
valo [-1, 1] e, contudo, ndo € continua nos pontos 1 e —1.
Outros exemplo. Vimos no Capitulo II que a funcdo

log,, z=log |z| +iargz,

definida em todo o conjunto C, excepto a origem, € descontinua nos

pontos do semi-eixo real positivo, porque ai o coeficiente de i salta

bruscamente de valores proximos de 2 para 0. Contudo, a sua res-

tricdo ao semi-eixo real positivo (excluindo a origem) € continua em

todos os pontos, porque se reduz ai a funcdo logaritmica real defini-

da no campo dos nimeros positivos que, como se sabe, é continua.
Da PROPOSICAO 19.3, resulta imediatamente que:

PROPOSICAO 19.4. Para que uma aplicacdo f de E em F seja
continua, ¢ necessdrio e suficiente que todo o conjunto aberto A em
F, tenha como imagem inversa = (A) um conjunto aberto em E.

NOTA. Daqui, por dualidade, deduz-se imediatamente uma propo-
sicdo ainda verdadeira, substituindo “aberto” por “fechado”.
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Aplicando a definicdo ou as propriedades anteriores, facilmente
se reconhece o seguinte facto:

PROPOSICAO 19.5. Dados trés espacos topoldgicos E, F, G, se f é
uma aplicagdo continua de E em F e g uma aplica¢do continua de
F em G, a aplicacdo composta gof (também chamada aplicagdo
“produto gf, de g por f’) é uma aplicagdo continua de E em G.
Por outros termos: o produto de duas aplicagdes continuas ainda é
uma aplicagdo continua.

Deste modo, o conjunto de todas as aplicacdes continuas dum
espaco topoldgico E em si mesmo é um semi-grupo com elemento
neutro, visto que a identidade I é, evidentemente, uma aplicagdo
continua.

20. Aplicacoes bicontinuas. Grupo da Topologia

Como vimos, toda a aplicagdo continua f, respeita a no¢ao de
aderéncia. Se, além disso, f € invertivel, a sua inversa respeita a
nog¢ao de interior.

Pode, porém, acontecer que uma aplicacdo biunivoca de E sobre
F seja continua sem que a sua inversa o seja. Por exemplo, vimos no
Capitulo II que a funcg@o e* define uma aplicacdo biunivoca continua
da faixa

0=Imz<2rw

sobre o plano privado da origem e, contudo, a sua inversa (ramo
zero da fun¢do logaritmica) ndo € continua nos pontos do semi-€ixo
real positivo.

Pois bem, diz-se que uma aplicacdo f de E sobre F é bicontinua
quando é biunivoca e quando, além disso, tanto f como a sua inver-
sa, sdo continuas. As aplicacdes bicontinuas também se denominam
homeomorfismos ou isomorfismos topologicos.

Os homeomorfismos estdo para os isomorfismos da algebra as-
sim como as aplicacdes continuas estdo para os homomorfismos.

Dois conjuntos de pontos de espacos topologicos dizem-se ho-
meomorfos ou topologicamente equivalentes, quando existe, pelo
menos, uma aplicag¢do bicontinua de um deles sobre o outro.
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Por exemplo, o intervalo |1, 1[ € homeomorfo ao conjunto R de
todos os numeros reais. Com efeito, a funcao

y=tg X
2
define, como € facil ver, uma aplicacio bicontinua do segundo sobre

0 primeiro.

Analogamente se reconhece que a circunferéncia é homeomorfa
a qualquer linha fechada simples, mesmo que esta seja uma poligo-
nal; porém, j4 ndo € homeomorfa a um segmento de recta ou a uma
lemniscata. Por sua vez, no espaco R3, uma esfera (bola fechada)
serd homeomorfa a um cubo mas ndo, por exemplo, a um toro; etc.

Do que ficou atrés estabelecido, resulta que os homeomorfismos
respeitam a no¢do de aderéncia e de interior; e, como sdo aplicacoes
biunivocas, respeitam, necessariamente, qualquer outra nogcdo topo-
l6gica. Assim, os homeomorfismos respeitam todas as propriedades
topologicas.

Reciprocamente, demonstra-se, por métodos da 16gica matema-
tica, que as propriedades respeitadas por todos os homeomorfismos
sdo propriedades topologicas.

Da PROPOSICAO 19.5 resulta que o produto de duas aplicagdes
bicontinuas ainda é bicontinuo. Como, além disso, a inversa duma
aplicac@o bicontinua ainda € bicontinua (por defini¢do), podemos
afirmar que:

O conjunto de todos os homeomorfismos dum espaco topologico
sobre si mesmo é um grupo (relativamente ao produto ou composicdo).

Consideremos, por exemplo, o espagco R3. A cada grupo de aplica-
coes biunivocas de R? sobre si mesmo, corresponde uma determinada
geometria, constituida pelas propriedades respeitadas pelas aplica-
¢Oes desse grupo. Assim, ao grupo G, das isometrias corresponde a
geometria métrica (que estuda as nocdes métricas em R?), ao grupo
G, das semelhancas corresponde a geometria euclidiana, ao grupo
G, das transformacdes afins corresponde a geometria afim, etc. De
modo anélogo, ao grupo G, dos homeomorfismos corresponde a
topologia (em R?) e ao grupo G de todas as aplicacdes biunivocas
de R? sobre si mesmo corresponde a ldgica formal ou teoria dos
conjuntos (em R?). Note-se que

G, CG CG,C-CG,CG



240

21. Conjuntos compactos

Seja A um conjunto de pontos dum espaco topologico. Chama-se
cobertura de A a toda a familia de conjuntos cuja reunido contenha A.
A cobertura diz-se aberta, se todos os conjuntos que a formam sao
abertos.

Recordemos o seguinte teorema fundamental da Andlise:

TEOREMA DE BOREL-LEBESGUE. Seja A um conjunto de pon-
tos, limitado e fechado, de R" (ou de C"). Entdo, qualquer que seja
a cobertura aberta de A, é sempre possivel escolher um niimero
finito de conjuntos da mesma que forme ainda uma cobertura de A.

Demonstragdo. Comecaremos por demonstrar este teorema, no caso
n = 1, pelo método da bissec¢cdo de intervalos. Seja A um conjunto
de pontos, limitado e fechado, de R, e seja # uma cobertura aberta
de A. Suponhamos que a tese do teorema ndo se verifica. Por ser A
limitado, existe, pelo menos, um intervalo [a, b] limitado e fechado,
que contém A. Designando por m o ponto médio de [a, b], as
intersec¢des de A com os intervalos [a, m] e [m, b] serdo ainda
conjuntos limitados e fechados, dos quais # € cobertura. Entéo,
num desses conjuntos, pelo menos (designemo-lo por A,), a tese
ndo se verifica, pois que, se ambos fossem cobertos por um nimero
finito de conjuntos de 7, o mesmo aconteceria com A. E claro que
o didmetro de A, serd <(b—a)/2. Para A, podemos, agora, raciocinar
como para A; obteremos, assim, um conjunto limitado e fechado
A,CA,, de didmetro <(b—a)/4, em que ndo se verifica a tese. Ao
fim de m operacdes deste tipo, obteremos um conjunto limitado e
fechado A,, contido nos anteriores e de didmetro <(b —a)/2™, em
que ndo se verifica a tese.

Mas existe um ponto ¢ comum a todos os conjuntos A, . Como ¥
€ cobertura aberta de qualquer deles, h4, pelo menos, um conjunto
H_ €%, a que c € interior. Quer isto dizer que existe, pelo menos,
um & > 0 tal que a vizinhanga (J) de ¢ estd contida em H_ e, como o
didmetro dos conjuntos A, tende para zero, existe, pelo menos, um
mtal que A, CH_. Assim, A, é coberto por um tinico conjunto H_ da
familia ¥ e portanto a tese verifica-se para A, contrariamente ao
estabelecido. O absurdo resulta de supormos que a tese nao se veri-
fica para A (q.e.d.).



241

Esta demonstracdo estende-se facilmente ao caso de R” com »n
qualquer, notando que, se A € limitado, existe um intervalo n-di-
mensional g, < x,< b, (comi =1, ..., n) que contém A, decompondo
depois este em 2" intervalos n dimensionais pelos pontos médios de
[a,, b,], etc.

Quanto ao espaco C, basta lembrar que se identifica a R?* (q.e.d.).

DEFINICAO 21.1. Sendo A um conjunto de pontos dum espaco
topolégico E qualquer, diz-se que A é compacto quando, de toda a
cobertura aberta de A, se pode extrair uma cobertura de A formada
por um numero finito de conjuntos da primeira. Também se diz,
neste caso, que A é um compacto de E. Em particular, se A =E, diz-se
que o espago topolégico é compacto.

Com esta definicdlo o TEOREMA DE BOREL-LEBESGUE pode
enunciar-se do seguinte modo:

Todo o conjunto limitado e fechado de pontos de R* (ou C*) é
compacto.

E facil, ainda, demonstrar a proposi¢ao reciproca, isto é:

Um conjunto de pontos de R* ndo serd compacto, se ndo for li-
mitado e fechado.

Um exemplo: Consideremos em R o conjunto dos niimeros
naturais 1, 2, 3, ..., n, ... . Este conjunto ndo € limitado, e € facil ver
que ndo € compacto. Com efeito, se considerarmos, por exemplo, 0s
intervalos abertos de centros nesses pontos e raio 1, é evidente que
formam uma cobertura aberta do conjunto, da qual ndo pode ser
extraida nenhuma cobertura finita do mesmo.

Assim, em R*, a nocdo de “compacto” equivale a de “limitado
e fechado”. Por este facto, € frequente, na literatura matemaética
moderna, chamar aos conjuntos limitados e fechados de R conjun-
tos compactos, € dizer “intervalo compacto” em vez de “intervalo
limitado e fechado”. Porém, a identidade entre a classe dos conjun-
tos compactos e a dos limitados e fechados deixa de se verificar nos
espacos vectoriais normados de dimensdo infinita. Assim, demons-
tra-se que, nestes casos, uma bola fechada € um conjunto limitado e
fechado, mas nunca compacto.
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PROPOSICAO 21.1. Num espaco topolégico separado E, todo o
conjunto compacto é fechado.

Demonstragdo. Seja E um espaco separado € A um sub-conjunto
compacto de E. Suponhamos que A ndo é fechado. Entdo, existe,
pelo menos, um ponto ¢ aderente a A que nao pertence a A. Por
outro lado, sendo E separado, existe para cada ponto a de A
uma vizinhanca aberta V, de g, disjunta de uma vizinhang¢a U, de c.
Deste modo, os conjuntos V formam uma cobertura aberta de A
e, como A € compacto, existird um numero finito de tais conjuntos,
V..V, V., que cobrem ainda A. Entdo, a intersec¢do das vizi-
nhancgas Ual, Uaz, ey Uap, de ¢, serd, ainda, uma vizinhanga de c dis-
junta de todos esses conjuntos e portanto de A. Logo, ¢ ndo € ade-
rente a A, contrariamente ao que supusemos. O conjunto A €, pois,
fechado, necessariamente (q.e.d.).

Mesmo em casos triviais, um conjunto pode ser fechado sem ser
compacto (por exemplo, o conjunto dos numeros inteiros em R).
Mas vamos ver que:

PROPOSICAO 21.2. Todo o sub-conjunto fechado dum conjunto
compacto também é compacto.

Sejam, com efeito, A um compacto, B um sub-conjunto fechado
de A e ¥ uma cobertura aberta de B. E evidente que os conjuntos ¥
e o complementar de B (que € aberto, visto B ser fechado) formam
uma cobertura aberta #’, do conjunto A e, como este € compacto,
existe uma cobertura K de A, formada por um nimero finito de
conjuntos de #’. Se excluirmos de K o complementar de B (caso
~ B pertenca a K), obtemos, manifestamente, uma cobertura de B
formada por um ndmero finito de conjuntos de #. Logo, B é com-
pacto.

E ainda facil ver que:

PROPOSICAO 21.3. Num espaco topolégico qualquer, todo o con-
junto finito é compacto.



243

DEFINICAO 21.2. Diz-se que um conjunto A é relativamente com-
pacto, quando a sua aderéncia é um conjunto compacto.

Assim, em R", os conjuntos relativamente compactos sd@o os con-
juntos limitados (visto que a aderéncia dum conjunto limitado é um
conjunto limitado e fechado).

Podem ainda demonstrar-se os seguintes factos:

PROPOSICAO 21.4. Num espago métrico, todo o conjunto compacto
é limitado.

PROPOSICAO 21.5. Num espaco métrico, para que um conjunto A
seja compacto, € necessdrio e suficiente que toda a sucessdo infinita de
pontos de A, contenha, pelo menos, uma subsucessdo convergente para

um ponto de A (PROPRIEDADE DE BOLZANO-WEIERSTRASS).

Note-se que esta proposi¢c@o se generaliza a espacos topoldgicos
quaisquer, substituindo sucessdes por filtros e “limite” por “ponto
aderente”. Assim, pode definir-se “conjunto compacto” deste outro
modo (segundo BOURBAKI):

Diz-se que A é compacto, quando todo o filtro sobre A tem, pelo
menos, um ponto aderente em A.

22. Funcoes continuas sobre compactos

O conceito de conjunto compacto € um dos mais potentes recur-
sos da Andlise, como resulta dos importantes teoremas que vamos
estabelecer.

TEOREMA 22.1. Toda a fungdo continua transforma conjuntos
compactos em conjuntos compactos.

Demonstragdo. Sejam E e F dois espacos topolégicos quaisquer, f
uma aplicacdo continua de E em F e C um compacto de E. Vamos
provar que f(C) € um compacto de F. Consideremos uma cobertura
aberta ¥ de f(C). Como todo o conjunto H € ¥ é aberto, a sua ima-
gem inversa por f também serd um conjunto aberto (PROPOSICAO
19.4) e é evidente que os conjuntos f~!(H) assim obtidos formam
uma cobertura de C. Mas, como C € compacto, existird um nimero
finito de tais conjuntos,
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fHY, fH), ..., f71H,),

que ainda cobrem C. Logo os conjuntos H,, H,, ..., H , pertencentes
a 9, cobrem f(C), o que prova o teorema.

Pelas PROPOSICC)ES 21.1 e 21.4, deduz-se, logo, do teorema
que:

COROLARIO 1. Se F é um espaco métrico, toda a aplicagdo conti-
nua de E em F transforma conjuntos compactos em conjuntos limi-
tados e fechados.

Em particular, F pode ser o espaco R dos numeros reais. Entdo, a
imagem dum compacto C de E por uma aplicac@o continua f serd um
conjunto limitado e fechado em R, e contém, portanto, os seus extre-
mos superior € inferior (maximo e minimo da fun¢@o f no conjunto C).

Assim, em conclusao:

COROLARIO 2. Toda a fungdo real continua sobre um compacto
tem nesse conjunto um mdximo e um minimo (finitos).

Vemos, assim, que 0o TEOREMA 22.1 € uma extensdo, aos espa-
cos topoldgicos mais gerais, do TEOREMA DE WEIERSTRASS
relativo a fungdes continuas.

COROLARIO 3. Toda a aplicacdo biunivoca continua dum espaco
compacto num espago separado é bicontinua.

Com efeito, sendo E compacto, todo o conjunto fechado de pon-
tos de E também é compacto (PROPOSICAO 21.2) e a sua imagem
por f serd um conjunto compacto em F, logo fechado (PROPOSI-
CAO 21.1). Assim, a funcéo f transforma sub-conjuntos fechados
de E em sub-conjuntos fechados de E. Ora, sendo f biunivoca, isto
equivale a dizer que as imagens inversas, por f-!, dos sub-conjuntos
fechados de E s3o sub-conjuntos fechados de F. Logo, a funcdo f-!
é continua (ver PROPOSICAO 19.4 e respectiva NOTA).

Exemplo — Podemos aplicar este coroldrio para demonstrar que os
ramos uniformes das fun¢des Vz e log z atrds considerados sdo
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funcdes continuas em todo o ponto z ndo situado no semi-eixo real
positivo. Seja, por exemplo, a fun¢do z = w” de w, sendo » um nu-
mero natural qualquer, e consideremos o sector circular definido
pelas relacgdes:

O<argw<eo (com 0<(p<2—n),
n

lw|<p (com p positivo qualquer).

Este sector circular € transformado, pela referida fung¢ao, no
sector definido por

O<argz<n@, 0<|z|<p",

e ja sabemos que a funcdo z=w", de w, define uma aplicacdo biuni-
voca e continua do primeiro sector sobre o segundo. Mas o primeiro
sector, como sub-espago topoldgico de C, € compacto, visto ser
limitado e fechado; o segundo € separado, visto ser um espaco
métrico; logo, a aplicacdo inversa € continua, segundo o coroldrio.
Isto mostra que o ramo zero da fun¢do Vz é uma fungdo continua
em qualquer ponto z=r e’ nao situado no semi-eixo real positivo,
pois que, neste caso, podemos sempre escolher p e ¢ de modo que o
ponto z fique interior ao segundo sector (r < p”, 0 < ® < nQ).

23. Continuidade uniforme em espacos métricos

Sejam E e F dois espacos métricos quaisquer e f uma aplicagcdo
de um sub-conjunto D de E em F. A fungdo f diz-se uniformemente
continua sobre um conjunto A C D, quando, para cada & > 0, existe
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um correspondente € > 0 tal que se tenha d(f(x), f(x'))<9d, sempre
que d(x, x")<g, com x, x’ €A. Em simbolos da l6gica matematica, a
continuidade uniforme de f sobre A pode exprimir-se do seguinte
modo:

V d Vxx'€And(x x')<e = d(f(x), fx')<3.

6>0 £>0

Note-se que, segundo esta definicdo, o niimero € depende unica-
mente de O e ndo do par de pontos x, x'.

E 6bvio que, se f é uniformemente continua sobre A, também é
continua sobre A, mas a reciproca ndo € verdadeira. Com efeito, se-
gundo a DEFINICAO 19.3, diz-se que f é continua sobre A, quando
a restricdo de f a este conjunto € continua em cada ponto x" de A, o
que se traduz por uma condicdo andloga a anterior, mas em que €
depende nao s6 de & como também de cada ponto x’ considerado.
Todavia, demonstra-se o seguinte teorema:

TEOREMA DA CONTINUIDADE UNIFORME. Se a funcdo f ¢é
continua sobre um sub-conjunto compacto A de E, também é uni-
formemente continua sobre A.

Demonstragdo. Suponhamos verificada a hipétese e seja & um niimero
positivo arbitrario. Entdo, 6/2 também serd um ndmero positivo e
assim, para cada ponto ¢ de A, podemos fixar um ndmero positivo
p(c) tal que se tenha:

€y d(f(x), f(c)) < g quando d(x, ¢) <p(c),

com x €A, visto f ser continua sobre A (por hipétese).

Designemos por S, a bola aberta de centro ¢ e raio p(c)/2.
Assim, a cada ponto ¢ de A, fica a corresponder um conjunto aberto
S., € tais conjuntos formam, portanto, uma cobertura aberta de A.
Entdo, como A é compacto podemos escolher um niimero finito das
referidas bolas Scl, . Scp, que ainda formem uma cobertura de
A e, como estas sdo em niimero finito, haverd, pelo menos, uma que
tem raio minimo (estd aqui a ideia essencial da demonstracio).
Designando por € o menor desses raios, ter-se-4, portanto:
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2) 0<8S%p(ci), parai=1,2,...,p.

Sejam, agora, x, x’, dois pontos de A tais que d(x, x") < €. Entdo,
x pertencerd a uma, pelo menos, das bolas escolhidas: seja essa bola
S,,- Assim:

s, ) < p(e)
e portanto
dix',c)<dx', x)+dx,c)<e+ % p(c,).
Entdo, em virtude de (2), vird d(x', ¢,) < p(c,) e, como

d(f(x), f(x") <d(f(x), f(c))) +d(fx"), f(c))),

tem-se, atendendo a (1):

d(f(x), f(x")) <8o.

Verifica-se, portanto, esta desigualdade para todo o par de pontos
x, x', de A cuja distincia seja menor que € e, como 0 é arbitrario,
segue-se que a funcdo f € uniformemente continua sobre A, como
queriamos demonstrar.

24. Imersao de um espaco localmente compacto num espaco
compacto

Como se vé pelas consideracdes anteriores, o estudo das fun-
cdes continuas simplifica-se consideravelmente quando estas sdo
definidas num espaco compacto. Haveria, portanto, todo o interesse
em utilizar, tanto quanto possivel, espacos compactos no estudo das
funcdes continuas.

DEFINICAO 24.1. Diz-se que um espaco topoldgico E é localmente
compacto quando, para cada ponto p de E, existe, pelo menos, uma
vizinhanga de p que é um conjunto compacto.
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Por exemplo, o espago R”, qualquer que seja n, € localmente
compacto, visto que podemos tomar para vizinhancas dos seus
pontos bolas fechadas, que sdo conjuntos limitados e fechados, e,
portanto, compactos nesse espaco. Mas prova-se que, pelo contrdrio,
um espago vectorial normado de dimensdo infinita nunca é local-
mente compacto.

Posto isto, demonstra-se em Topologia Geral o seguinte:

TEOREMA DE IMERSAO. Para todo o espaco E localmente com-
pacto e ndo compacto, é possivel construir um espago compacto E,
do qual E seja um sub-espago topoldgico denso em E . Pode mesmo
construir-se E com a adjuncdo de um tinico elemento a E; neste
caso E é determinado a menos de um homeomorfismo.

Assim, por exemplo, o espaco R* que, como ja sabemos, € lo-
calmente compacto, pode ser “mergulhado” num espago compacto
Rn, com a adjun¢do de um novo elemento de natureza qualquer
(pode ser o que nds quisermos, excepto um elemento de R”); esse
novo elemento passa a chamar-se ponto imprdprio ou ponto do infi-
nito e a designar-se por . Neste caso, podemos tomar para vizi-
nhancas fundamentais dos pontos de R” em R ainda as esferas
abertas com centro nesses pontos e, para vizinhangas fundamentais
do ponto impréprio, por exemplo, os complementares em R" das
esferas fechadas com centro na origem. Mais precisamente, sendo
0 > 0, chamaremos vizinhanga (8) do ponto e ao conjunto formado
pelo préprio ponto e e por todos os pontos x de R” tais que

|x|>1/8.

Note-se, porém, que pode tornar-se compacto um espago local-
mente compacto pela adjuncdo de mais de um elemento impréprio.
Por exemplo, a recta R pode tornar-se compacta pela adjuncdo de um
unico ponto impréprio (dando, neste caso, lugar a recta projectiva),
mas também pela adjuncdo de dois pontos improprios, +oo € —oo,
dando, entdo, lugar a recta acabada (segundo BOURBAKI) que se
designa por R. Neste tltimo caso, podemos tomar para vizinhangas
fundamentais de + oo os intervalos da forma ]a, + ] e, para —oo, 0s
intervalos [—oo, a.
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Por sua vez, o plano R? pode tornar-se compacto néo sé pela ad-
juncdo de um unico ponto impréprio, mas, ainda, pela adjun¢do dos
pontos improprios das suas rectas, considerando como idénticos ou
distintos os pontos impréprios de duas rectas, conforme estas sdo
paralelas ou ndo. Neste caso, obtém-se o plano projectivo, em que 0
conjunto dos pontos impréprios (identificaveis as direc¢cdes das
rectas) se chama recta impropria ou recta do infinito. Mas ainda
poderiamos tomar para pontos improprios do plano os pontos im-
proprios das suas rectas acabadas, com uma convengdo anédloga a
anterior, e assim obteriamos um novo espaco compacto, homeo-
morfo a um circulo ou a um hemisfério.

No estudo das funcdes de varidvel complexa, € costume tornar
compacto o espago C, pela adjun¢do de um tnico ponto impréprio.
O espaco assim obtido € chamado a recta projectiva complexa ou o
plano-esfera ou ainda a esfera de Riemann, por ficar homeomorfo a
uma superficie esférica, como vamos indicar.

Consideremos uma superficie esférica qualquer, tangente ao
plano da variavel complexa, por exemplo, na origem. Designaremos
por ¢ o ponto diametralmente oposto ao de tangéncia. A cada ponto
a da superficie esférica distinto de ¢ faremos corresponder a sua

’
’
7
/

[ ]

projeccdo a’ sobre o plano a partir de ¢. Ao ponto ¢ faremos corres-
ponder o ponto impréprio de C. Entdo, pode ver-se, como exercicio,
que a correspondéncia biunivoca assim estabelecida entre os pontos
da esfera e os do plano € bicontinua, portanto um homeomorfismo.
Assim, em particular se reconhece que o plano-esfera € um espaco
topoldgico metrizavel, visto que o mesmo sucede com a superficie
esférica. Podemos convencionar, entdo, chamar distdncia esférica
de dois pontos de C 2 distancia dos pontos correspondentes sobre a
superficie esférica.
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E preciso notar, porém, que as nogdes topolégicas relativas ao
espaco C nem sempre coincidem com as nogdes topolégicas em C.
Por exemplo, a sucessdo dos nimeros naturais 1, 2, ..., que em C é
divergente, torna-se convergente em C, tendo por limite o ponto
improprio. Alids, o mesmo sucedia ja com a recta real R.

Torna-se por isso necessario, numa primeira fase de ensino (prin-
cipalmente ensino liceal) tomar certas precaugdes ao introduzir os
elementos improprios oo, + o0 € —oo. E por essa razio que, mesmo
depois de introduzidos estes elementos, se continua a chamar suces-
sOes convergentes s6 as que tém limite finito.

Andlogos cuidados € preciso ter quanto aos dominios de exis-
téncia das funcOes. Assim, antes de introduzir o ponto improprio de
C, a funcdo 1/(z + 1) tinha como dominio de existéncia o conjunto
de todos os pontos de C, excepto o ponto —1; mas, depois da adjun-
¢do do oo, passa a ter como dominio de existéncia todo o espaco C;
mais ainda, fica a ser uma aplicagdo biunivoca de C sobre C.

NOTA IMPORTANTE. Como se viu, a correspondéncia entre os
pontos a da superficie esférica e os pontos do plano foi estabele-
cida pela projeccdo de centro C. Esta transformacdo geométrica,
chamada projecgdo estereogrdfica e utilizada em cartografia para a
representacdo da superficie do globo terrestre sobre um plano, é
uma inversdo definida em todo o espaco, pois que, como € fécil ver,
o produto das distdncias de ¢ aos pontos a € a’ € constante. As
inversOes transformam superficies esféricas em superficies esféricas
ou planos, circunferéncias em circunferéncias ou rectas, etc. Assim,
sendo ¢ o Polo Norte do globo S, os paralelos sio transformados em
circunferéncias concéntricas e os meridianos em rectas.

Uma outra caracteristica das inversdes € a de conservarem os
angulos (representacdo conforme). As inversdes geram com as seme-
lhancas um grupo de transformacdes (do espaco R3 sobre si mesmo).
As propriedades conservadas por essas transformacdes formam o
objecto da chamada geometria analagmadtica.

25. Nocao de linha

A nocdo de linha é também uma noc¢ao topolégica muito impor-
tante. Intuitivamente, é-nos sugerida pelo movimento dos pontos;
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assim, na iniciacdo a geometria elementar, costuma dizer-se que
todo o ponto movel gera uma linha. Designando por I o intervalo de
tempo em que dura o movimento, a cada instante t&1, fica a corres-
ponder, entdo, um ponto P, que € a posicdo do ponto mével nesse
instante. Define-se, deste modo, uma func@o pontual P = @(¢) no
intervalo I, ou seja, uma aplicacdo do intervalo I no espaco R3. Esta
funcd@o pontual equivale a um sistema de 3 func¢des reais,

x=00, y=0,1), z=041),

definidas em 7, sendo x, y, z, as coordenadas de P. Mas, para que se
trate de um movimento, no sentido da mecanica classica, € necessa-
rio, evidentemente, que a funcdo pontual P=@(¢) seja continua, isto
€, que as tr€s funcdes reais correspondentes sejam continuas no in-
tervalo I, pois ndo se concebe, no sentido usual, que um ponto passe
bruscamente de uma posi¢ao para outra.

Recordemos, a propdsito, que, nos primeiros tempos do cinema,
a imitacdo do movimento resultava imperfeita, porque as imagens
ndo eram suficientemente proximas no tempo, o que dava, como
efeito, uma sucessao de saltos, em vez da aparente continuidade do
movimento.

E pois natural chamar linha continua i trajectéria do movimento
de um ponto. Geralmente, chama-se trajectéria ao conjunto (ou lu-
gar geométrico) das posi¢cdes do ponto mével — ou seja ao contra-
dominio da funcdo P=@(¢). Mas esta defini¢ao € criticavel, quando
a linha tem pontos multiplos.

Seja, por exemplo, a linha da figura, com um ponto duplo C.
Podemos imaginar varios movimentos sobre esta linha. Considere-
mos, por exemplo, um movimento segundo as setas exteriores € outro
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segundo as setas interiores. N@o parece natural dizer que estes dois
movimentos tenham a mesma trajectoria, e, no entanto, o conjunto
de pontos é o mesmo.

Pois bem, diremos que dois movimentos, definidos pelas equacdes

P=0(t) com t€l, Q=y(T) com TEJ,

tém a mesma trajectoria, quando se pode passar de uma equacao
para a outra por uma mudancga de varidvel t=0(t), sendo 0 uma
aplicacdo bicontinua (portanto, monétona) de J sobre . Se a funcio
0 € crescente, a trajectdria € percorrida no mesmo sentido nos dois
movimentos; se 6 € decrescente, os movimentos t€m sentidos contra-
rios. As func¢des reais de ¢ e T que representam estes dois movimen-
tos dardo as equacoes paramétricas da trajectoria e, assim, teremos
uma mesma linha com equacOes paramétricas ou parametrizacoes
diferentes.

Por exemplo, sabemos que as equagdOes paramétricas x =cos t,
y=sen ¢ representam no plano uma circunferéncia de centro na ori-
gem e raio 1, supondo, por exemplo, que ¢ varia no intervalo [0, 27]
ou no intervalo [-Tt, t]. Se pusermos u = tg (¢/2), com ¢ variando no
segundo intervalo, u varia no intervalo [—eo, +oo], e fica assim
definida uma aplicacdo bicontinua de [T, 7] sobre [—eo, +o]. Efec-
tuando esta mudanca de varidvel, as novas equacdes paramétricas
da circunferéncia serdo:

_l—u2 2u

Tlre T 1w

Passemos, agora, ao caso geral. Sendo E um espacgo topoldgico
qualquer, diremos que toda a fungdo u=@(¢), definida e continua
num intervalo / da recta, com valores em E, representa parametri-
camente uma linha continua de E. Além disso, diremos que duas
tais funcdes

x=0() com t€l, y={¢(u) com uc/J,

representam a mesma linha de E, se e s6 se podemos passar de uma
para outra mediante uma mudanca de variavel =0 (u), sendo 0
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uma aplicacdo bicontinua de J sobre I. Se 0 € crescente, diremos
que x € y percorrem a linha no mesmo sentido; se 6 € decrescente,
diremos que percorrem a linha em sentidos contrarios. Chama-se
linha orientada toda a linha continua sobre a qual se escolhe um
determinado sentido de percurso.

Suponhamos, agora, que / é um intervalo compacto [a, B] da
recta. Neste caso, os pontos a=@(a) e b=@ () serdo chamados os
extremos da linha. Uma linha continua diz-se fechada quando tem
extremos coincidentes; diz-se aberta quando tem extremos distintos
ou quando ndo tem extremos (caso em que o intervalo I é aberto).

Pode acontecer, ainda, que existam dois ou mais valores distintos
do parametro, que ndo sejam extremos de / € a que corresponda um
mesmo ponto da linha. Este ponto diz-se, entdo, muiltiplo, e chama-se
ordem de multiplicidade do ponto a0 nimero maximo de valores
ndo extremos do pardmetro a que corresponde esse ponto. E claro
que podem apresentar-se pontos numa linha cuja ordem de multipli-
cidade seja infinita. Uma linha fechada sem pontos multiplos diz-se
uma linha fechada simples, e uma linha com extremos distintos e
sem pontos multiplos diz-se arco simples ou arco de Jordan.

E f4cil demonstrar (aplicando o COROLARIO 3 do TEOREMA
22.1) que duas linhas fechadas simples, em espacgos topoldgicos
separados E e F quaisquer, sdo sempre homeomorfas entre si; € o
mesmo para arcos simples.

Se E é um espacgo vectorial, chama-se recta determinada por dois
pontos distintos a, b de E ao conjunto dos pontos x de E tais que
x=a+t(b—a) com t E]—oo, +oo[. Por sua vez, chama-se segmento de
recta de extremos a, b, e designa-se por ab, o conjunto dos pontos x
de E tais que x=a+t(b—a), com t [0, 1].

X
b
a

Se, além disso, o espago vectorial E € normado, facilmente se
verifica que toda a recta de E € uma linha aberta continua (homeo-
morfa a R) e que todo o segmento de recta € um arco simples, ho-
meomorfo a um intervalo fechado de R.
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Dada uma sucessao finita de pontos a,, a,, ..., a,, dum espago vec-
torial E, chama-se poligonal de extremos consecutivos a,, a,, ..., a,, a
linha formada pelos segmentos a,a, , a,a;, ..., a, ,, a, . Se E é nor-
mado, facilmente se reconhece que toda a poligonal em E € uma
linha continua.

Diz-se que um conjunto A de pontos dum espaco vectorial E é
convexo, quando contém todo o segmento de recta de extremos em
A. Assim, por exemplo, serd um conjunto convexo do plano um

circulo, mas ndo uma circunferéncia ou uma coroa circular.

D

EXERCICIO — Demonstrar que, num espago vectorial normado,
toda a bola, aberta ou fechada, é um conjunto convexo.

26. Conjuntos conexos

Seja E um espacgo topoldgico qualquer. Diz-se que dois conjun-
tos A e B de pontos de E sdo separados ou desconexos (entre si),
quando cada um deles estd contido no exterior de outro.

Diz-se que A e B sao ligados ou conexos (entre si), quando ndo
sdo separados, equivale isto a dizer que existe pelo menos um ponto
de um deles que € aderente ao outro.

Um conjunto A diz-se desconexo (em si), quando for a reunido
de (pelo menos) dois conjuntos separados ndo vazios.

Diz-se que A é conexo (em si), quando ndo for desconexo. Equi-
vale isto a dizer que, dados dois conjuntos quaisquer ndo vazios A,
e A,, tais que A=A,UA,, estes dois conjuntos sao necessariamente
ligados.

PROPOSICAO 26.1. Condigdo necessdria e suficiente para que um
conjunto A de pontos da recta real seja conexo é que seja um inter-
valo (limitado ou ilimitado, fechado ou ndo).
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Demonstracdo. a) A condicdo é suficiente. Seja I um intervalo de
R, e sejam A, e A, dois conjuntos ndo vazios quaisquer tais que
I=A,UA,. Un destes conjuntos, pelo menos (por exemplo A,), terd
algum ponto a esquerda do outro conjunto; seja A 0 extremo superior
dos pontos de A, situados a esquerda de A,. Entdo, de duas uma: ou
A pertence a A, , e nesse caso € aderente a A,, visto que toda a vizi-
nhanca de A contém pontos de A, (a direita); ou A pertence a A,, e
nesse caso € aderente a A, por uma razao analoga. Os conjuntos A,
e A, sdo, pois, ligados e, portanto, I € conexo.

b) A condigdo é necessdria. Seja A um conjunto de pontos
conexo, qualquer, da recta real. Designemos por a o seu extremo
inferior (finito ou infinito) e seja b o seu extremo superior (finito ou
infinito). Vamos provar que todo o ponto situado entre a e b per-
tence, necessariamente, a A, e, assim, ficard provado que A € um
intervalo de extremos a e b, podendo estes pertencer ou ndo ao
conjunto.

Com efeito, suponhamos que existia um ponto ¢ ndo perten-
cente a A tal que a<c<b. Entao, existiria, pelo menos, um ponto de
A a esquerda de ¢, de contrario ndo seria a o extremo inferior de A
e, analogamente, existiria um ponto de A a direita de c. Seja A, o
conjunto dos pontos de A situados a esquerda de ¢ e A, 0 conjunto
dos pontos de A situados a direita de c. Viria, entdo, evidentemente,
A=A UA,, sendo A, e A, dois conjuntos ndo vazios separados pelo
ponto c¢. Mas nesse caso A ndo seria conexo, contrariamente a hip6-
tese (q.e.d.).

Vemos, assim, que, no espaco R, os uinicos conjuntos de pontos
conexos sdo os intervalos.

TEOREMA 26.1. Toda a funcdo continua transforma conjuntos
conexos em conjuntos conexos.

Demonstragdo. Sejam E e F dois espagos topoldgicos quaisquer, € f
uma funcio continua sobre um conjunto A contido em E e com
valores em F. Suponhamos que A € conexo. Vamos provar que f(A)
também o €.
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Sejam, entdo, B, € B, dois conjuntos ndo vazios quaisquer tais
que f(A) = B,UB,. Se pusermos

A=f"(B) e A,=f"(B),

€ claro que A=A,UA,. Como, por hipétese, A é conexo, existe,
pelo menos, um ponto de um dos conjuntos A, e A, que € aderente
ao outro conjunto. Entdo, como as funcdes continuas respeitam a
noc¢do de aderéncia, conclui-se que, um, pelo menos, dos conjuntos
B, e B, tem um ponto aderente ao outro €, como estes conjuntos nao
vazios sdo arbitrarios, segue-se que f(A) é conexo (q.e.d.).

Em particular, o segundo espaco F pode ser a recta R. Entdo,
aplicando a PROPOSICAO 26.1, deduz-se do teorema:

COROLARIO 1. Uma funcdo real continua sobre um conjunto
conexo toma todos os valores possiveis entre o seu extremo superior
e o seu extremo inferior.

Vemos, assim, que este corolério, e portanto o teorema, consti-
tuem uma generalizacdo, a espacgos topoldgicos quaisquer, do TEO-
REMA ELEMENTAR DE CAUCHY, relativo a funcées reais con-
tinuas duma varidvel real.

COROLARIO 2. O conjunto dos pontos de uma linha continua é
sempre conexo (e por isso mesmo a linha se diz continua).

Com efeito, uma linha continua num espago topolégico E é,
como vimos, definida por uma aplicacdo continua de um intervalo
da recta (conjunto conexo, segundo a PROPOSICAO 26.1) no espaco
E. Por conseguinte, o conjunto de pontos da linha serd conexo, em
virtude do teorema.

Convém notar que certas curvas de geometria elementar nao sio
linhas continuas. Por exemplo, uma hipérbole, no plano euclidiano
¢ formada por duas linhas continuas separadas entre si, embora no
plano projectivo seja uma linha continua, homeomorfa a circun-
feréncia, visto que os seus dois ramos se ligam entre si por meio de
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dois pontos improprios. No plano esfera, C, uma hipérbole também
serd uma linha continua, mas neste caso a conexao € estabelecida
mediante um uUnico ponto impréprio, que ficard a ser, entdo, um
ponto duplo (para o reconhecer, basta efectuar a projec¢do estereo-
grafica sobre a esfera).

PROPOSICAO 26.2. Condigdo suficiente para que um conjunto A
seja conexo é que, para cada par de pontos, a, e a, de A, exista, pelo
menos, uma linha continua contida em A, de extremos a, e a,.

Demonstra¢cdo. Suponhamos que a hipétese se verifica e que o con-
junto A ndo € conexo. Entdo, existem dois conjuntos A, € A, ndo va-
zios e separados tais que A € a unido de A, com A,. Sejam a, um
ponto de A, e a, um ponto de A,; em virtude da hipdtese, existe pelo
menos uma linha continua contida em A, de extremos a, € a,.
Designemos por C o conjunto de pontos dessa linha, por C, a inter-
seccdo de C com A, e por C, a intersec¢cdo de C com A, . Entdo, serd
C =C,UC(C,, sendo C, e C, conjuntos ndo vazios e separados, visto
estarem contidos, respectivamente, nos conjuntos A, € A,, que su-
pomos separados entre si. Ora, isso € impossivel, em virtude do
COROLARIO 2 (q.e.d.).

Porém, a condigdo expressa na PROPOSICAO 26.2 ndo é ne-
cessdria. Consideremos, por exemplo, no plano, o gréafico da fungdo
sen (1/x), com x#0, acrescido do ponto (0, 0). E facil ver que este
conjunto € conexo, segundo a defini¢ao atrds dada, e, contudo, € im-
possivel ligar a origem dos eixos com um outro ponto do gréfico,
por meio de uma linha contida no mesmo.

No entanto, a referida condigcdo torna-se necessdria e suficiente,
se nos restringirmos aos conjuntos abertos num espaco vectorial
normado, como vamos ver. Para 1sso, convém introduzir uma nova
nocao:

Chamaremos cadeia de conjuntos, a toda a sucessdo finita de
conjuntos tal que dois quaisquer conjuntos consecutivos da suces-
sdo tém sempre, pelo menos, um ponto comum.

TEOREMA 26.2. Sendo E um espago vectorial normado, condigcdo
necessdria e suficiente para que um conjunto aberto A de pontos de
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E seja conexo é que, para cada par de pontos a,, a,, de A, exista
uma cadeia de bolas abertas, contidas em A, tal que a primeira
contenha a, e a ultima contenha a,.

Demonstragdo. a) A condigdo é suficiente. Com efeito, sejam a € b
dois pontos quaisquer de A, e consideremos uma cadeia de bolas
abertas, S, S,, ..., S , contidas em A tais que S, contenha a € S,
contenha b. Segundo a defini¢do de cadeia, existird, pelo menos, um
ponto x,, em §,MN.S,, um ponto x, em S,NS,, ..., um ponto x, , em
S. NS, . Como as bolas s@o conjuntos convexos (ver n’ 25, final),
os segmentos de recta a,x,, )E ) e m estdo contidos nos re-
feridos conjuntos; deste modo, a poligonal de extremos sucessivos
a, x,, X,, ..., X,_,, b, estd contida em A, e, portanto, em virtude da
PROPOSICAO 26.2, o conjunto A é conexo, visto que toda a poli-
gonal num espaco vectorial normado € uma linha continua, como
atras observamos.

b) A condicdo é necessdria. Com efeito, suponhamos que o
conjunto A € aberto e conexo, e seja a um ponto qualquer de A.
Designemos por A, o conjunto dos pontos de A que podem ser liga-
dos a a por meio de cadeias de bolas abertas contidas em a. Trata-se,
entdo, de provar que A, = A.

Suponhamos que este facto ndo se verifica e seja A, o comple-
mentar de A, em A. Entdo, A, e A, sdo conjuntos ndo vazios tais que
A=A UA, e, como A é convexo, haverd, pelo menos, um ponto ¢
dum destes conjuntos que € aderente ao outro conjunto. Nestas
condi¢des, dada uma bola qualquer aberta B de centro ¢ contida em
A, existird em B, pelo menos, um ponto c, pertencente a A, € um
ponto ¢, pertencente a A, (podendo, em particular, ¢, ou ¢, coincidir
com o proprio c). Ora, pela maneira como foi definido A,, existe
uma cadeia de bolas abertas S,, S,, ..., §,, contidas em A, tais que
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a€A,, c,€S,. Portanto, se ampliarmos esta cadeia com o conjunto
B, ficaremos a ter uma cadeia de bolas abertas contidas em A, com
a€S,, c,EB, o que € impossivel visto ¢, pertencer ao conjunto A,
dos pontos de A que ndo se podem ligar a a por meio de tais ca-
deias. Logo, tem de ser A, = A (q.e.d.).

COROLARIO. Sendo E um espago vectorial normado, condi¢do
necessdria e suficiente para que um conjunto aberto A de pontos de
E seja conexo é que, para cada par de pontos a, e a,, exista uma
linha continua (que pode ser mesmo uma poligonal), de extremos a,
e a, e contida em A.

Com efeito, a condi¢ao € suficiente, em virtude da PROPOSICAO
26.2. Para ver que € necessdria, basta observar que, se A € conexo e
aberto, qualquer par de pontos de A pode ser ligado por uma cadeia
de bolas abertas contidas em A (em virtude do teorema) e, portanto,
por uma poligonal contida em A, como se mostra na primeira parte
da demonstragdo do teorema.

Assim, fica estabelecido que o conceito de conjunto conexo atrds
definido, sendo mais geral que o conceito de conjunto conexo adop-
tado na cadeira de Cdlculo Infinitesimal, equivale, no entanto, a este,
quando se aplica somente a conjuntos abertos de R".

DEFINICAO 26.1. Chamaremos dominio aberto dum espago topo-
légico E a todo o conjunto de pontos de E que seja aberto ndo vazio
e conexo; e dominio fechado de E ao fecho de qualquer dominio
aberto de E.
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Em particular, no espaco R, os dominios abertos serdo os inter-
valos abertos. Note-se que o dominio de existéncia de uma funcédo
pode ser um conjunto qualquer e ndo precisa, portanto, de ser um
dominio, segundo a definicao topoldgica anterior. Por isso, alguns au-
tores usam, neste ultimo caso, o termo “regido” em vez de “dominio”,
para evitar confusoes.

Ainda se demonstra, em Topologia Geral, a seguinte proposi¢ao:

TEOREMA 26.3. Num espaco topologico qualquer, todo o con-
junto A de pontos é a reunido de conjuntos conexos “mdximos”,
isto ¢, de conjuntos conexos que jd ndo podem ser ampliados em
outros conjuntos conexos contidos em A.

Estes conjuntos conexos méximos dizem-se componentes de A.
Em particular, dizer que A é conexo equivale a dizer que tem uma
unica componente.

Por exemplo, o complementar duma coroa circular no plano é
um conjunto desconexo com duas componentes; o conjunto dos
numeros inteiros em R € um conjunto formado por uma infinidade
de componentes, que se reduzem a pontos; etc.

27. Espacos métricos completos. Espacos de BANACH

Seja E um espaco métrico. Como exercicio, pode reconhecer-se
que a distincia d(x, y) de dois pontos x € y de E € uma fun¢do con-
tinua de x e y; quer isto dizer que a aplicacdo (x, y) — d(x, y) do
produto topolégico EXE em R € continua. Em particular, se E € um
espago vectorial normado, vé-se que || x| é uma fungdo continua de
xemkE.

DEFINICAO 27.1. Diz-se que uma sucessdo de pontos x,, x,, ..., X,
..., de pontos de E é uma sucessdo de Cauchy, quando, para todo o
niimero 0 > 0, existe uma ordem p tal que se tenha:

d(x,, x ) <0, desdeque sejam>p en>p.

Aplicando a propriedade triangular da distincia, facilmente se
prova que, se a sucessdo x, é convergente (isto é, se tem limite em
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em E), é uma sucessdo de Cauchy. Mas a reciproca nem sempre €
verdadeira; por exemplo, no conjunto Q dos nimeros racionais ha
sucessoes de Cauchy que ndo sdo convergentes em Q (todas aquelas
que tiverem limite irracional). Pois bem:

DEFINICOES 27.2. Diz-se que um espaco métrico E é completo,
quando toda a sucessdo de Cauchy em E é convergente neste es-
paco. Por sua vez, chama-se espaco de Banach todo o espaco
vectorial normado que, como espaco métrico, é completo.

Sao espacos métricos completos (e também espacos de Banach),
além de R, os espacos R”e C" para todo n, o espaco das fungdes
numéricas continuas sobre um compacto, etc., etc. Por exemplo,
dada uma sucessdo x, de Cauchy em R", a sucessdo das primeiras
coordenadas, a das segundas coordenadas, etc., dos pontos x, tam-
bém sdo, manifestamente, sucessoes de Cauchy, logo, convergentes
em R; os limites dessas sucessdes sdo, pois, as sucessivas cOOr-
denadas de um ponto de R*, limite da sucessdo x, dada, que €, por-
tanto, convergente.

Aliés, todo o espagco métrico ndo completo pode ser “comple-
tado”, conforme o seguinte

TEOREMA DE IMERSAO. Para todo espaco métrico E ndo com-
pleto, existe um espaco métrico completo E, do qual E é um sub-
-espago métrico denso em E. Este novo espaco (que se diz o comple-
tado de E) é determinado a menos de uma isometria que deixa fixos
os elementos de E. (Quer isto dizer que existe uma infinidade de
espacos E, nas condi¢cdes do enunciado, mas entre eles pode sempre
estabelecer-se uma correspondéncia biunivoca que conserve as
distancias e deixe fixos os pontos de E).

A demonstragdo pode fazer-se por uma técnica semelhante a de
CANTOR, na passagem do conjunto Q dos racionais para o con-
junto R dos reais.

A definicdo de espaco métrico pode ainda ser formulada em
termos de “filtro”, do seguinte modo:
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Diz-se que um filtro F sobre E € um filtro de Cauchy, quando,
para todo o 0>0, existe, pelo menos, um conjunto XEF cujo dia-
metro € < 0. Posto isto, dizer que E € completo equivale a dizer que
todo o filtro de Cauchy sobre E € convergente (em E).

Uma outra maneira equivalente de definir espaco métrico com-
pleto € a seguinte:

Um espaco métrico E é completo, se e so se, dada uma sucessdo
qualquer de subconjuntos fechados de E, cada um dos quais con-
tenha o seguinte e cujo didmetro tende para zero, existe sempre um
ponto de E pertencente a todos eles.

28. Analise infinitesimal em espacos de BANACH

Observemos que, num espago vectorial normado, estdo defini-
das uma estrutura algébrica (de espaco vectorial) € uma estrutura
topologica (proveniente da funcdo norma). Trata-se, pois, de uma
estrutura algébrico-topoldgica. Neste caso, a estrutura topolégica é
“compativel” com a estrutura algébrica, quer dizer: a soma u+v de
dois vectores é uma funcio continua de u e v (aplicagao continua de
EXE sobre E) e o produto otu de um escalar por um vector € também
uma func¢do continua de o e de u (aplicac@o continua de KXE em E,
sendo K o corpo real ou complexo), como facilmente se verifica.

Por esse facto, grande parte dos conceitos e das proposi¢oes da
Andlise cléssica sao generalizdveis a0 campo dos espagos vectoriais
normados, reais ou complexos. Mas € preciso lembrar que, em muitas
dessas proposicdes, intervém o CRITERIO DE CONVERGENCIA
DE CAUCHY. Por isso mesmo, sd30 os espacos normados completos
(também chamados espacos de Banach, como se disse no nimero
anterior) os que oferecem mais possibilidades de generalizacao.

Vejamos alguns exemplos:

Num espacgo vectorial £ em que ndo tenha sido especificada
uma topologia, estd definida “soma de um numero finito de vecto-
res” ou mesmo “combinacdo linear finita de vectores”, mas nao faz
sentido falar de séries de vectores ou de integrais de fungdes vec-
toriais, visto que nestes conceitos intervém a nocdo topologica de
limite.

Por sua vez, num espaco topolégico E em que nao esteja defi-
nida uma estrutura algébrica, pode-se falar, por exemplo, de limites
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de sucessdes ou de fung¢des continuas, mas nao faz sentido falar de
séries, integrais, derivadas, etc., porque nestes conceitos intervém as
nocdes algébricas de “soma” e do “produto por escalares”.

Séries de vectores.
Seja agora E um espago vectorial normado. Neste caso ja faz
sentido falar de série de termos em E; serd toda a expressao do tipo

Uy+u, +---+u + ... ou,abreviadamente, z u,,
n=0
sendo u,, u,, ..., elementos (vectores) quaisquer de E. A série diz-se

convergente, quando a sua soma parcial de ordem n
n
S =uy+u +--- +un=2ui
i=0

tender para um vector de E quando n—>oo; este vector € chamado,
entdo, a soma da série. Caso contrério, a série diz-se divergente.

Grande parte da teoria das séries estende-se aos espacgos de
Banach e as demonstra¢des sdo perfeitamente andlogas as classicas,
com o emprego da fun¢do norma.

Assim, por exemplo, mantém-se o teorema:

Condicdo suficiente para que a série

2, b,
n=0
seja convergente é que o seja a série

>,
n=0

b

e neste caso tem-se:

.

2 )< lu,
n=0 n=0

Ainda, a titulo de exemplo, demonstraremos a 12 parte do teore-
ma. Suponhamos que a segunda série € convergente. Entdo, pelo
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CRITERIO DE CAUCHY, dado um nidmero & > 0, existe, necessa-
riamente, um inteiro Vv tal que se tenha

o |+ oyl 4o+ ] < 8

n+p
para n>V, sendo p um numero natural qualquer. Mas, por outro
lado, tem-se:

| <8

A T AR 7

n+1 n+p

para n>V, sendo p um nimero natural qualquer. Ora, o espaco E por
hipétese é completo. Logo, como 0 € arbitrario, segue-se que a série
2u, também € convergente (visto a sucessdo S, ser de Cauchy).

Também as séries de poténcias de uma varidvel escalar e de
coeficientes vectoriais serdo definidas em E. Uma série de poténcias
serd, entdo, toda a expressao do tipo:

Uy + U A+ u, A+ - +u A"+ - =Z u, N
n=0
em que u,, u,, ..., sdo vectores quaisquer de E e A é uma varidvel

escalar (real ou complexa, conforme E for espaco vectorial real ou
complexo). Para cada valor de A os termos da série serdo, evidente-
mente, produtos de vectores por escalares definidos em E.

Continua a ser vélido o

TEOREMA. Se L = lim V||u,||, entdo a série Y u,\" é absoluta-

n=0
mente convergente para |\|<1/L, e divergente para |\|>1/L. Di-

remos, entdo, que 1/L é o raio de convergéncia da série.

Derivadas de funcoes vectoriais de uma varidvel real.

Seja ainda E um espaco normado e consideremos uma func¢do
x=f(¢), com valores em E, definida num intervalo I da recta; quer
isto dizer que, a cada niimero real t €I, a funcio f faz corresponder
um determinado vector x= f(t)EE.

Além das nog¢des de limite e de continuidade para tais fungdes,
poderemos definir a nogdo de derivada:
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Dado um ponto ¢, interior a I, chamaremos razdo incremental de
f, relativamente a t,, a fungdo de ¢ definida em todo o ponto t de I
distinto de t,, pela expressao

fO-f) _ 1

t—t, t—

” Lf() - ()],

que, como se v&, indica o produto dum escalar pela diferenca de
dois vectores.

Entao, se existe o limite desta funcdo (razao incremental) quando
t — t,, esse limite (vector de E) chama-se a derivada de f em 1, €
representa-se por f’(z,). Tem-se, pois, por defini¢éo:

ey = tim TO=F®)

t—1to f— tO

Analogamente se definem as derivadas laterais.

Em particular, se E € um espago de dimensio finita (R* ou C*»),
a funcdo x=f(¢) equivale a um sistema de n funcdes numéricas
x,=f,(t) da varidvel real ¢, definidas no intervalo I. Neste caso, a
derivada f'(t,) serd manifestamente um vector, que tem por compo-
nentes as derivadas das componentes de f(t).

No caso geral, grande parte dos teoremas de derivagdo mantém-
-se, mutatis mutandis, para este conceito de derivada. Assim, a
REGRA DE DERIVACAO DA SOMA subsiste com a mesma
forma. A REGRA DE DERIVACAO DO PRODUTO estende-se ao
caso do produto duma fungdo escalar 0.(t) por uma funcdo vectorial
u(t), e, analogamente, para o quociente de u(t) por o.(f). A REGRA
DE DERIVACAO DAS FUNCOES COMPOSTAS generaliza-se
com o seguinte aspecto:

Seja x=f(t) uma fungcdo de t com valores em E, definida no
intervalo I da recta e seja t=@(u) uma fungdo real de varidvel real
u com valores em 1. Nestas condicoes, se a fungdo ¢ é diferencidvel
num ponto u, e a fungdo f tem derivada no ponto correspondente
t,=0(u,), a fungdo composta f(@(u)) tem derivada em u,, que se
calcula segundo a regra usual.

Linhas regulares e linhas seccionalmente regulares.
J4 vimos que, sendo x= f(¥) uma funcdo de ¢ com valores em E,
continua num intervalo / da recta, essa funcdo define em E uma
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linha continua. No caso particular em que E=R? e ¢ € a varidvel
tempo, a fun¢io x = f(¢) representa um movimento, € a sua derivada
em cada instante ¢ é o vector velocidade nesse instante.

f@®

No caso em que E € um espaco normado qualquer, diremos que
uma linha continua em E € regular, quando admite uma representa-
¢do paramétrica x= f(¢), com t € I, em que f € uma fun¢do com deri-
vada continua sobre o intervalo 1. Diremos que uma linha € seccio-
nalmente regular, quando € formada por um nimero finito de arcos
de linha regular.

Por exemplo, € f4cil provar que toda a poligonal é uma linha
seccionalmente regular.

Para as linhas em espagos normados, pode definir-se ainda a
no¢do de comprimento. Em primeiro lugar, o comprimento de uma
poligonal serd a soma dos comprimentos dos seus lados (distancia
entre os vértices consecutivos). Posto isto, uma linha continua qual-
quer diz-se rectificdvel, quando € finito o extremo superior dos
comprimentos das poligonais nela inscritas, e esse extremo superior
serd chamado o comprimento da linha. E facil entdo provar, como
no caso cléassico, que se L é uma linha de E representada por uma
funcdo vectorial x= f(t) continuamente derivdvel num intervalo com-
pacto, I=[a, b] de R, a linha L ¢ rectificdvel e o seu comprimento é
dado pelo integral.:

b
[C1wha

Em particular, se E=R3, a fun¢do f decompde-se em trés fun-
¢oesreais f,, f,, f;, e tem-se:

£ ®l=1£ @)= VIFOP + LFL0F + [FOF

0 que conduz a bem conhecida férmula de rectificagdo de curvas
representadas parametricamente.
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O conceito de integral de Riemann para as funcdes vectoriais
duma varidvel real.

Seja f uma funcdo com valores num espaco de Banach E, defi-
nida num intervalo compacto /=[a, b] da recta, com a <b. Conside-
remos uma decomposicdo qualquer deste intervalo por meio dum
ndmero finito de pontos:

a=1,<t<t,<--<t =b.

Designemos por A o didmetro desta decomposigdo, isto é, po-
nhamos:

A=max (t,—t_,).

1<i=n

Em cada intervalo [¢,_,, #,] tomemos arbitrariamente um ponto T,
e formemos a soma:

n
Sp= 2,1 f(t) @ -1._).
=
Temos, assim, uma soma de Riemann relativa a decomposicdo
considerada. Mas note-se que S, ndo € uma fungdo univoca de A,
pois hd uma infinidade de decomposi¢des com o didmetro A e uma
infinidade de maneiras de escolher os pontos T, em cada uma dessas
decomposi¢Oes. Neste caso, diremos que S, fende para um vector
SEE quando A— 0, se, para cada nimero 0> 0, existir um corres-
pondente nimero £>0 tal que ||S—S,|| <8, desde que seja A<e.
Quando existe esse limite S, a funcao f diz-se integrdvel (ou
somdvel) segundo Riemann no intervalo [a, b], e ao vector S da-se o
nome de integral de f em [a, b], escrevendo-se

5= J;bf(t)dt.

E claro que, em vez da letra £, se pode usar qualquer outra como
varidvel de integracdo, desde que seja diferente das letras que
designam os extremos de integracdo: o valor do integral ndo depende
da varidvel de integracdo, e por isso se diz que esta € uma varidvel
muda ou varidvel aparente.
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No caso particular em que E = R”, a func¢do f equivale a um sis-
tema de n fungdes reais f,, f,, ..., f,, definida em [qa, b]; entdo, f é
integrdvel em [a, b], se e s6 se 0 mesmo acontece com as fungoes
componentes, e, nesse caso, o integral de f em [a, b] é o vector de
R" que tem por componentes sucessivas os integrais

fﬁ@m,L%NMam,fﬁ@m.

No caso geral, em que E € um espaco de Banach qualquer,
grande parte das propriedades do integral de Riemann generalizam-
-se a esta nova extensao do conceito. Assim, os teoremas relativos a
decomposicdo do intervalo, ao integral da soma, etc., continuam a
ser validos. Também permanece o

TEOREMA. Se a fungdo f é continua sobre [a, D], é integrdvel se-
gundo Riemann nesse intervalo.

Na demonstracdo (que nd3o faremos aqui) intervém, essencial-
mente, o facto de E ser completo (de contrério, o teorema pode ndo
ser verdadeiro), e ainda o teorema da continuidade uniforme.

Assim, a teoria do integral para funcoes com valores num espago
normado E s6 tem real interesse quando este é completo (ou seja, um
espaco de Banach).

Note-se que também subsiste a férmula

b
< [1@lax.

[ s

supondo que os integrais existem. Em particular, tem-se a FORMULA
DE MAJORACAO DO INTEGRAL.:

< (b-a) sup |f)].

asx<b

fabf(x)dx

Dagqui se deduz o TEOREMA FUNDAMENTAL DO CALCULO
INTEGRAL para as fungdes consideradas:
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Se f ¢ integrdvel em [a, b], pondo

D(r) = ftf(x)dx, para t€]la, b],

a fungdo @ assim definida em [a, D] é continua e admite derivada
em todo o ponto t, em que f é continua, tendo-se, precisamente,

D'(1,) = f(2,).-

(Se ¢, € um dos extremos a, b, trata-se apenas de uma derivada
lateral, a direita de a ou a esquerda de b.)

Assim, se f é continua sobre [a, b], admite, pelo menos, uma pri-
mitiva neste intervalo (a funcdo ® acima definida).

Demonstra-se igualmente a FORMULA DE BARROW:

Se f é integrdvel em [a, b] e admite uma primitiva F neste inter-
valo, tem-se

fbf(x)dx=F(b) —F(a).

As demonstragcdes sdo semelhantes a demonstragdes que se
podem fazer nos casos correspondentes em Andlise cléssica.

Funcgoes vectoriais de varidvel vectorial.

Oportunamente nos referiremos a andlise infinitesimal para fun-
coes vectoriais de varidvel vectorial, definidas num conjunto de
pontos A de um espaco normado E € com 0s valores no mesmo ou
num outro espaco normado F.

29. Espacos vectoriais topologicos. Espacos localmente convexos

A teoria dos espagos vectoriais normados atingiu 0 seu maximo
desenvolvimento no periodo entre as duas guerras mundiais, prin-
cipalmente (mas ndo exclusivamente) por obra do matematico polaco
S. BANACH, falecido durante a ultima guerra. Reconheceu-se, po-
rém, que o conceito de espaco normado, embora muito geral, ndo
basta para um estudo conveniente de vérias questdes da Andlise
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moderna. Com efeito, vieram a apresentar-se, de modo inevitivel,
espacos de funcdes (de varidveis reais ou complexas) e, mais recen-
temente ainda, espacos de distribui¢des que ndo podem ser espacos
normados. Dai, a necessidade de um novo alargamento de esquemas
abstractos.

DEFINICAO 29.1. Chama-se espaco vectorial topoldgico todo o
espaco vectorial E, real ou complexo, munido de uma topologia
“compativel” com a sua estrutura algébrica, isto é, de uma topologia
tal que a soma u+v e o produto de u por escalares resultem funcoes
continuas das duas varidveis, respectivamente, u, v, e O, U.

Todavia, o conceito de espaco vectorial topoldgico €, por sua
vez, demasiado geral para as necessidades actuais da andlise, o que
levou a restringi-lo tal como se segue:

DEFINICAO 29.2. Chama-se espago localmente convexo todo o
espaco vectorial topolégico em que se podem escolher para vizinhan-
cas fundamentais dos seus pontos unicamente conjuntos convexos.

Por exemplo, um espaco normado é um espaco localmente con-
vexo, visto ser um espacgo vectorial topologico em que podemos to-
mar para vizinhancas fundamentais de cada ponto, por exemplo, as
bolas abertas com centro nesse ponto, as quais, como sabemos, sdo
conjuntos convexos.

Mais geralmente, dada uma familia qualquer de semi-normas
p, sobre um espaco vectorial E, para cada ponto a de E e cada
namero p >0, o conjunto de pontos x de E tais que p,(x—a)<p (bola
aberta de centro a e raio p, correspondente a semi-norma p,) €
convexo. Deste modo, se tomarmos para vizinhancas de a todas
essas bolas (com o e p varidveis), assim como as intersec¢oes das
mesmas em numero finito, € facil ver que fica definida em E uma
topologia localmente convexa, compativel com a estrutura algébrica
de E (facilmente se reconhece que a intersec¢do de dois ou mais
conjuntos convexos ainda € um conjunto convexo).

Assim, por exemplo, o espaco F, de todas as funcdes (reais ou
complexas) definidas num intervalo I da recta, com as semi-normas
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py atrds definidas, € um espago localmente convexo, mas ndo um
espaco normavel, nem sequer metrizavel, porque, como vimos, nao
verifica o 17 axioma da numerabilidade.

Reciprocamente, prova-se que a topologia de um espaco local-
mente convexo E pode ser definida mediante uma familia (finita ou
infinita) de semi-normas p,, de E.

Nesta hipétese, diz-se que um filtro F sobre E é um filtro de
Cauchy, quando, para todo o nimero 6>0 e toda a semi-norma p,
da familia considerada, existe um conjunto A C F'tal que

x, yEA = p,(x—y)<9d.

Diz-se que o espaco E é completo, quando todo o filtro de Cauchy
sobre E € convergente neste espaco.

A Anélise Infinitesimal pode generalizar-se, de modo fecundo,
aos espacos localmente convexos, especialmente aos que sdo com-
pletos, com o emprego das familias de semi-normas que definem a
topologia desses espacos.

A teoria dos espagos vectoriais topoldgicos, iniciada ainda antes
da ultima guerra por J. VON NEUMANN e por J. WEHAUSEN,
foi desenvolvida, no caso dos espacos localmente convexos, pelos
americanos MACKEY e ARENS, pelo alemao G. KOTHE e, mais
tarde, pelos franceses J. DIEUDONNE e L. SCHWARTZ. Apés
1950, a teoria recebeu um grande impulso por obra do jovem
matematico hebreu A. GROTHENDIECK. Actualmente, constitui
um dos temas de trabalho no Centro de Estudos Matematicos de
Lisboa.

As suas principais aplica¢des encontram-se na “Teoria das dis-
tribuicdes” e na moderna “Teoria dos funcionais analiticos”.

ALGUMAS INDICACOES BIBLIOGRAFICAS

a) Sobre Topologia Geral:

N. BOURBAKI - Topologie Générale, Chapitres I et II. Actualités
Scientifiques et Industrielles, n’ 1142. Hermann, Paris, 1951.
J. KELLEY — General Topology. Van Nostrand, New York, 1955.
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C. KURATOWSKI - Topologie I (espaces métriques, espaces com-
plets). Monografias matemaéticas. Varsdvia, 1933.

b) Sobre espacgos vectoriais, andlise infinitesimal em espacos de
Banach e espacos vectoriais topoldgicos:

N. BOURBAKI - Algébre Linéaire. Act. Scient. Ind. n° 1032, Her-
mann, Paris, 1947.

E. HILLE - Functional Analysis and Semi-groups. American Ma-
thematical Society, New York, 1948.

N. BOURBAKI - Espaces Vectoriels Topologiques, Chapitres I et
II. Act. Scient. et Ind., n° 1189. Hermann, Paris, 1953.

OBSERVACAO. No periodo de 1939 a 1943, foram publicados, na
revista “Portugalie Mathematica” varios trabalhos de Topologia
Geral, que reflectem a actividade do Centro de Estudos Matemati-
cos de Lisboa durante esse periodo. Foram seguidamente publica-
dos varios cadernos de divulgacdo, sobre o0 mesmo assunto, pela
Junta de Investigacdo Matematica do Porto. Veja-se, ainda, “Funcdes
Continuas”, por A. MONTEIRO e A. PEREIRA GOMES.



INDICE
ANALISE SUPERIOR

BIBLIOGRAFIA INICIAL ....ooovoviieeieeeeeeeeceeeeeeeee e, 111
INTRODUGAO ..ottt sessssssneens 113

CAP. I — Preliminares

1. NOBIEEDS COMPIETOR umsusis ssssssmmmmnnnsnsss s sssasasmomnasinas ssas s 117
2. Representagic SeOMETION. . usssommmnisncs s sssasussmmmmmnannis s ssssassmmss 121
3. Representacgao trigonométrica dos nimeros complexos .......... 124
4. Interpretacdo geométrica da multiplicac@o.........ccccvveevreunenenn. 127
5. Outro tipo de interpretacdo geométrica dos
NOIIEIOS COMPIEROB sssumimssssssssiasiniramnsnssssss sosssissonmininssnss ssshsmsis 128
6. Limites de sucessdes de nimeros complexos ...........cccvveeeennee 130
7. Séries de termos COMPIEXOS ...cccvuveerrereerriuieerrieerrrireeeseeeeeennne 136
8. Soma € produto de SEIIES ........ccceeeevereerriiieeriieerriieeenieeeenaneees 139
0. SE€ries de POLENCIAS ...ccoevvverreririreirieenireeeereeerieeeeieeeesiraeeenenae 141
10. Fungdo exponencial ..........cccooeceeeiriieeiniiieinnieeenieeeenieeeseieeenns 143
11. Logaritmagdo no campo COMPIEXO ..cccuuvrerrureeerueereneeeenneeeenns 148
12. Senos e cosenos de nimeros COmMpleXos ........eeevvveeenvveennnnen. 149

CAP. II — Estudo elementar das funcoes de varidavel complexa

1. Generalidades sobre fun¢des de mais de uma variavel .......... 151



568

2. Fungdes complexas de varidvel complexa .......ccccceevveenuvennnn. 155
3. FuncOes reais da varidvel complexa e fun¢des complexas de

VAMIAVEL TEAL ...coouiiiiiiiiiiiieeiec e 157
4. Nogdo de limite para fun¢des complexas da

Variavel COMPIEXA ......oovvvierniiiiiriieiiiieeciee e 159
5. Propriedades dos limites das funges ..........ccceeeveeeenvieecnnnnnee. 161
6. Continuidade para fun¢des complexas de varidvel complexa 163
7. Conceito de derivada. Funcdes monogéneas e funcdes

holOmOTTas ......cccceiiiiiiiiiiiiei e 164

8. Regras de derivagio ........cccoecveeeeciveeniiiieensieeeeireeeenieeeeieeeeenens 168
9. Condi¢des de monogeneidade ..........ccocceeeveierviveeniieeniieennieennne 173
10. Condigcdes de holomorfia.........ceeeveeeeieeeecrieeiiieeceieeceree e, 180
11. Estudo de algumas func¢des pluriformes ...........cceecveereveeennnen. 183

CAP. I1I — Nocoes prévias sobre espacos vectoriais abstractos
e sobre topologia

1. Espacos vectoriais: defini¢cdo, axiomatica e exemplos............. 193
2. Dependéncia linear. Nimero de dimensdes ...........cccceeeuveenee. 197
3. Nocao de subespaco vectorial ..........ccceevvveeinieeeiniieennnieennnnen. 197
4. NOCAO0 de SEMI-NOTMA....c.ccverrrurierrrrreerireersieeeesireeesssseeesseesnnns 199
5. NOCAO d€ NOTMA......cccouviirireieireeeiieeeireeereeeeraeeeeraeeeeraee e 200
6. Nogdes de desvio, distdncia e espago métrico..........eevveruvnee. 202
7. NOGOES MELTICAS ....vvevrvrerrrreerriieieiireeesiveeeeseeeessneesssseeessaeeenns 205
8. ISOMIELTIAS ....eeeeuveeiuiiieeiieeiteeiteerte et e et e e seeeste e s teeseaessaaeesanans 207
9. Nocdes topoldgicas em espagos MELLICOS ......cveervveeeveeeveennnn. 208
10. Topologia e Légica formal ............ccccevvevviiniieiniieniienneennnens 214
11. Nocao geral de espaco topolOgICO .......cccvveervueeerrieeeesveennnnen. 217
12. Sistemas fundamentais de vizinhanga ...........ccccccccvveeecureennnnn. 220
13. Filtros € bases de filtros ........ccccceeeeeevieniieniiensieecieeccieeeneans 222
14. Nocao de subespago topOlOZICO ......cceeevvuveerrueeeriireeeireeennenn 223
15. Produto tOPOIOZICO .....ceoveverveierrieiiieiiieenieesreesvreesareesanesnanens 224
16. ESpacos SEPArados .......cccceeevveeeeiersieeenveeneeesseesiseeessnesssesssnens 226
17. Nocao de limite de uma SUCESSAO .......eeeeeuvreeereeeeenreeeenneeennnen. 228

[a—
o0

L Limite de Um FIIETO ..vveeeeeee ettt e e eeeeeevaeeeeeannans 231



19. Limite de uma funcao. Fungdes continuas .............cceeeeeeennee.
20. Aplicagdes bicontinuas. Grupo da Topologia ..........cceceeeueens
21. ConjuntoS COMPACLOS ....vvreeerrureeerermmeeeenireeersnreeesenreeessssreeeanns
22. Fungdes continuas sobre COMpAactos .........cccceeeeeveveeenvneeeennnee
23. Continuidade uniforme em espagos MELrICOS .........cceeuveeuneen.
24. Imersao de um espago localmente compacto num espago

COTNPACTO .evveeuiieririeereeeeeeeseesreesseesseessneesneesresssaesessessseesnees
25. Noga0 de lINha ......cooeiiiiiiiiiiieeieeeeeeeeeeeeee e
26. CONJUNLOS CONEXOS ...uuvrrreeerrereeenrureeeesinreeessseeesssnmseesassseaesssnnnee
27. Espacgos métricos completos. Espacos de BANACH ..............
28. Andlise infinitesimal em espacos de BANACH ....................
29. Espacos vectorais topoldgicos.

Espacos localmente CONVEXOS .......cceevvereeerveeeenieeeerenneeeenennne

ALGUMAS INDICACOES BIBLIOGRAFICAS ..........ccoun....

CAP. IV — Fundamentos da teoria das funcoes analiticas

1. Nocao de integral para as fungdes complexas de
VAERVEL B8l csosmuncmmsnmesnastsssimisensissannasasssisssos sss8ss soasnsasasmess
2. Nocao de integral para as fungdes complexas de uma
Variavel COMPIEXA .....vveevieiiiiieiieiiieeeiiee e e e
3. Nova defini¢ao de integral para funges complexas de
Varidvel COmMPIEXa ......ooevevvieieriiiiieeniieeeeeeeee e
4. Dominios simplesmente conexos € dominios multiplamente
COMEXOS .eeenuvreraurreeaureesssreeesseeeessteessseessseessnseessseesssesssneesanneens
5. Primeira forma do teorema fundamental de CAUCHY
Demonstragdo de RIEMANN .......cooooviiimiiiieinnieeneeeeeeeeee
6. O teorema fundamental de CAUCHY para poligonais.
Demonstragio dé GOURSAT .....cuwassmmssssssssssssssnssssssassssssanens
7. O teorema fundamental do cédlculo integral no campo
complexo. Forma geral do teorema fundamental de
CAUCHY ..ottt ettt ettt e e e e eeees
8. Caso dos dominios multiplamente CONEXos .........cccceeruveeenneen.
9. Formula integral de CAUCHY ...c.iimsensisismsissinisassssmsssusssmmmns
10. Convergéncia uniforme no campo complexo .........cccccceeeeuneee.



570

11. Primeiras consequéncias da férmula integral de CAUCHY.... 308

12. Teoremas de MORERA e de WEIERSTRASS ..................... 314
13. Série de LAURENT ........ccoomiiiiiiiiiieeiieccsieecseeessee e 317
14. Zeros de uma func¢o holomorfa .........cccceeveviieiniieiiciiieennnnnnn. 319
15. Pontos singulares de uma funcao .........ccocceeeevveeenceeeescnreennnnen. 324
16. Func¢des analiticas globais (ou fungGes analiticas de
WEIERSTRASS) ...ttt 330

17. Fun¢des holomorfas em dominios da esfera de RIEMANN ... 352
18. Fun¢des homogréficas. Geometria analagmatica e geometria

projectiva da recta projectiva COmplexa .......ccoceeeevveeerreersnnennne 360
19. Funcgdes analiticas globais em dominios da esfera de

RIEMANN ..ottt ettt esna e s 365
20. FungOes algébriCas .........cceevvueeeeieiiiiieiniieceiieeceieeessvaeeseneeens 366
21. Breves nogdes sobre representacdo conforme............c..ce.u...... 376
22. Fungdes vectoriais analitiCas .........ccoeeveeeveeerevieeensineeessneeennnen. 387

CAP. V — Revisoes e complementos sobre integrais
improprios e sobre integrais paramétricos

1. Integrais com extremos infinitos para fungdes reais ............... 391
2. Integrais de fungdes ilimitadas .........ccocceeevveerveeiniiennieeeniieennnen. 405
3. Mudanga de varidveis em integrais improprios ..........c...eeeee... 411
4. Fungdes de EULER ........ccoooiiiiiiiiiiiieiiieceieeceieeeeeinesenee e 413
5. Integrais imprOprios de fungdes vectoriais e de fungdes

QOMPIEKAR ccsicssssussssssnssassosisssssisiissossoisiossonsibabioaonbsarssnsskampsasnnnss 415
6. Convergéncia uniforme relativa a pardmetros continuos ........ 417
¥ INEgTait PATATIEEIIG08. sossvirissssssosmmsmmmmmmmamasssssmssssasissasssss 425

CAP. VI — Método dos residuos

1. Defini¢d@o e teorema fundamental ...........cccceeveeieeecneennnneennee. 437
2. Aplicagdo a contagem dos zeros duma fun¢do meromorfa..... 439
3. Residuos no ponto IMProprio .......ccceeeeeereeeerueerneeessreensueesnnnes 443

4. Aplicacao do método dos residuos ao célculo de integrais
TINPTOPTIOS ...vveenvieeiierrireenieesieesseessseeeseeesseeesssesssseesssesssssssssans 444



CAP. VII - Breves nocoes sobre medida e integral de Lebesgue

. Medida de LEBESGUE sobre a recta .........ccoceeveveeerieennneennne.
. FuncOes em escada. Fungdes fundamentais ..........c..cceeeeeen.e.
. FUNCOES MENSUTAVELS ...covcuvviieiniiiieeiiiiieeeeiieeeeieeeeeeireeeeiveeeeans
. FuncOes soméveis. Integral de LEBESGUE ..........................
. Propriedades do integral de LEBESGUE .............cccceeunnnee.
. Integrais indefinidos. Fun¢des absolutamente continuas ........
. Integracdo por partes e integracao por substituicao ................
. Integral duma fung¢ao sobre um conjunto mensuravel ............
. Espaco das fun¢des localmente somdveis num intervalo .......
. Bspacos LF. BEgpacol de HILBERT . csimmamsnsmsmmmmes
11. Medida e integral em R” ........cccceoviiiiiiiiiiiiiiieecceee e,

O 0 1 O Wi & W N =

ju—y
)

CAP. VIII - Transformacao de Fourier

1. DefiniCa0 € NOLACOES ....cccvuvveererirreeeniiireeiniieeesireeessireeeesaveaeenns
2. Campo de existéncia. Primeiras propriedades.........................
3. Efeito da transforma¢do de FOURIER sobre a derivacao e
sobre a multipliCaco POT X ....cccovuveeruiieniiiienieenieeeriee e
4. Inversdo. Teorema de FOURIER ...........cccoevviivviiiinnciieennnnnn.
. Demonstragdo do teorema integral de FOURIER ..................
6. Efeito da transformacdo de FOURIER sobre a multiplicagao.
(0] 1170 13 T2 T0 JU O PSPPSR
7. Efeito da transformacgdo de FOURIER sobre as translacoes ..

W

o0

. Aplicacdes as equacdes diferenciais .......ccceeeeveerevuveeeeiveeennnne.
9. A transformacgdo de FOURIER para fun¢des de mais de uma
VATTAVEL oottt st

CAP. IX — Transformacao de Laplace

L. Defitgao € HOMAG0EE .oumusssmssssispmmmmmmmsmmansisasisssssisisssisssanss
2. Campo de existéncia. Fungdes de tipo exponencial a direita .
3. Linearidade da transformacgao de LAPLACE .........................

571



372

4. Efeito da transformacdo de LAPLACE sobre a derivacao ..... 542
5. Efeito da transformacdo de LAPLACE sobre as translacdes . 545
6. INVETSAOD ...eveiiiiiiiiiiieeeeteetee ettt et e e re e e e e eaaae e 547
7. Convolugdo no intervalo [0, +oo[ .ooooieeiiiiiiiiieeeeeeeiieeeeeee, 550
8. AplicagOes as equagdes diferenciais ........ccceeeveeeeeveeeeecnveeeennne. 552

BIBLIOGRAFTA .....ooiiiiiteeeteeteeee et 566



	José Sebastião e Silva, Textos Didáticos, Volume II, ANÁLIISE SUPERIOR
	Índice - ANÁLISE SUPERIOR
	BIBLIOGRAFIA INICIAL
	INTRODUÇÃO
	CAPíTULO III - NOÇÕES PRÉVIAS SOBRE ESPAÇOS VECTORIAIS
ABSTRACTOS E SOBRE TOPOLOGIA
	1. Espaços vectoriais: definição, axiomática e exemplos
	2. Dependência linear. Número de dimensões
	3. Noção de subespaço vectorial
	4. Noção de semi-norma
	5. Noção de norma
	6. Noções de desvio, distância e espaço métrico
	7. Noções métricas
	8. Isometrias
	9. Noções topológicas em espaços métricos
	10. Topologia e Lógica formal
	11. Noção geral de espaço topológico
	12. Sistemas fundamentais de vizinhanças
	13. Filtros e bases de filtro
	14. Noção de sub-espaço topológico
	15. Produto topológico
	16. Espaços separados
	17. Noção de limite de uma sucessão
	18. Limite dum filtro
	19. Limite duma função. Funções contínuas
	20. Aplicações bicontínuas. Grupo da Topologia
	21. Conjuntos compactos
	22. Funções contínuas sobre compactos
	23. Continuidade uniforme em espaços métricos
	24. Imersão de um espaço localmente compacto num espaço compacto
	25. Noção de linha
	26. Conjuntos conexos
	27. Espaços métricos completos. Espaços de BANACH
	28. Análise infinitesimal em espaços de BANACH
	29. Espaços vectoriais topológicos. Espaços localmente convexos
	ALGUMAS INDICAÇÕES BIBLIOGRÁFICAS





