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INTRODUCAO

Entre a Anélise Real e a Andlise Complexa existe uma diferenca
fundamental que convém desde j4 salientar.

Quando se trata de uma funcdo real de varidvel real, isto €, de
uma funcio y = f(x), em que tanto a varidvel independente, x, como
a variavel dependente, y, tomam como valores nimeros reais, pode
acontecer que a fungcdo admita primeira derivada, f’(x), num dado
intervalo, sem admitir ai segunda derivada, ou que admita segunda
derivada, sem admitir terceira, etc. Pode também acontecer que f(x)
seja indefinidamente derivdvel num intervalo, isto é, que tenha ai
derivadas finitas de todas as ordens, mas que ndo seja representdvel
pela sua série de Taylor numa vizinhanca dum ponto x, do intervalo:

50+ (=) £ + 2 gy e S gy g

isto é, pode suceder que a soma desta série ndao coincida com f(x)
em todos os pontos x interiores ao intervalo de convergéncia ®.
De todos estes casos poderiamos dar inimeros exemplos.

(1) Pode mesmo suceder que o raio de convergéncia seja nulo.
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Pelo contrério, quando se trata de uma fungdo complexa da
varidvel complexa, ou seja, de uma fungdo w = f(z), em que tanto a
varidvel independente, z, como a varidvel dependente, w, tomam
como valores nimeros complexos, verifica-se, como veremos, 0
seguinte facto, deveras notavel:

Se a fungdo admite primeira derivada finita®V nos pontos inte-
riores de um dominio plano, admite necessariamente derivadas de
todas as ordens nesses pontos e é representdvel pela sua série de
Taylor, numa vizinhanga de cada ponto interior ao dominio.

Exprime-se este tltimo facto dizendo que a funcdo € analitica
no interior do dominio D considerado.

Assim, de uma hipétese tao simples, como € a da existéncia de
primeira derivada finita no interior de D, resulta para as funcdes de
varidvel complexa uma série de consequéncias importantes €, como
veremos, uma grande riqueza de propriedades, que tornam as fun-
coes analiticas extremamente regulares, comodas, manejiveis — ex-
tremamente bem comportadas®. Esse “bom comportamento” cessa
precisamente em certos pontos da fronteira do dominio em que ha
derivada — pontos singulares, cujo estudo tem, igualmente, uma
importancia fundamental na teoria das fun¢des analiticas, para um
perfeito conhecimento das mesmas.

Da grande riqueza de propriedades das func¢des analiticas resulta
ndo s6 a perfeicdo formal da sua teoria (que €, sem duvida, uma das
mais belas e harmoniosas de toda a Matematica), mas também uma

(1) Como veremos, a definicdo de derivada para fun¢des de varidvel complexa € idéntica a
que se d4 para fungdes de varidvel real (como limite da razdo incremental).

(2) Em linguagem intuitiva, ndo rigorosa, da Matemadtica, uma funcio diz-se tanto mais
regular quanto mais propriedades possui, a facilitar o seu estudo. Assim, uma func¢éo
derivével € mais regular do que uma fungdo continua, uma fun¢do com segunda derivada
continua € mais regular do que uma que tenha s6 primeira derivada, etc.
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excepcional importancia nas aplicacdes a Fisica e a Técnica, espe-
cialmente a Electrotecnia: todo o matematico aplicado precisa de ter
conhecimentos, ndo apenas superficiais, da teoria das funcdes ana-
liticas.

Notula historica. A teoria das fungdes analiticas de uma varidvel
complexa ficou praticamente concluida no século passado principal-
mente por obra de CAUCHY (que se apoiou sobre os conceitos de
derivada e de integral para tais funcdes) e de WEIERSTRASS (que
baseou a teoria, de preferéncia no estudo das séries de poténcias).

Mas ja o mesmo se nao pode dizer a respeito da teoria das fun-
cOes analiticas de mais de uma varidvel complexa; essa encontra-se
hoje em plena evolucdo. E provdvel que, em 1961, tenha lugar em
Lisboa um simpdsio sobre fun¢des de varidveis complexas, no qual
tomarao parte os principais especialistas mundiais sobre o assunto.

Como base do estudo das funcdes analiticas, convém comecar
por recordar as no¢des fundamentais sobre nimeros complexos
aprendidos em Matemadticas Gerais. Para isso, recomenda-se a lei-
tura de todo o Capitulo I do Curso de Algebra Superior, 2° volume,
do Prof. J. VICENTE GONCALVES. Entretanto, para facilitar essa
recapitulacdo, vamos aqui fazer uma breve resenha de tais nocoes,
chamando a aten¢do para alguns pontos essenciais.



116

Péagina em branco



CAPITULO V

REVISOES E COMPLEMENTOS SOBRE INTEGRAIS
IMPROPRIOS E SOBRE INTEGRAIS PARAMETRICOS

1. Integrais com extremos infinitos para funcoes reais

Recordemos que o conceito de integral riemanniano duma fungdo
f num intervalo [a, b] € definido na hipdtese de a e b serem finitos.
Para abranger o caso em que o intervalo de integracdo € ilimitado,
torna-se necessaria uma extensao do anterior conceito de integral.

Caso do extremo superior infinito.

Seja f uma funcdo real definida num intervalo [a, +oo[ € supo-
nhamos que f € integrdvel, no sentido de Riemann, em todo inter-
valo limitado [a, X], com X > a. Posto isto:

DEFINICAO 1.1. Se o integral de f em [a, X] tende para um limite
L finito, quando X — + oo, 0 niimero L chama-se integral de f entre
a e +oo e representa-se pelo simbolo

1) f " tdx.

Diz-se ainda, nesta hipotese, que o integral (1) existe ou que tem
signifcado.
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Ter-se-4, pois, por definicédo:

f " todr=lim | foodx,

X—>+oo a
quando este limite existe e é finito.
Ja sabemos que, geometricamente, o integral de f em [a, X],
quando f(x)=0 para todo x>a, é a drea do dominio limitado pelo
grafico de f, pelo eixo dos x e pelas rectas x=a, x=X. Entao, se o

integral (1) existe, o seu valor é a drea do dominio ilimitado, com-
preendido entre o grdfico de f, o eixo dos x e a recta x=a.

Ha uma estreita analogia entre os integrais do tipo (1) e as séries
numéricas

IR
n=0

assim, quando se passa da série para o integral, o simbolo de soma-
tério € substituido pelo simbolo de integral, a varidvel inteira n € subs-
tituida pela varidvel continua x e o termo geral da série (que € uma
fun¢do de n, podendo escrever-se u(n), em vez de u,) € substituido
pela funcdo integranda f(x). Alids, tem-se também, por defini¢do

+o00 N
Z u, = lim Z u,,
n=0 Nate =i
quando este limite existe e ¢ finito.
Foi este paralelismo que orientou o estudo do novo tipo de inte-
grais, fornecendo a prépria terminologia: por exemplo, diz-se que o
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integral (1) € convergente quando tem significado, e divergente no
caso oposto.

Formula de Barrow. Integragdo por decomposigdo.
Se for F uma primitiva de f, tem-se

f ’ f(x)dx=F(X)-F(@) (FORMULA DE BARROW).

Portanto, o primeiro membro tenderd para um limite finito, ao
tender X para + oo, se e s6 se 0 mesmo acontecer com F(X), e, entdo,
uma vez que esse limite exista, serd

f f(x)dx = F(+ ) — F(a),
em que, como de costume, se pde

F(+e) = lim F(X).

— + oo

Assim, a FORMULA DE BARROW subsiste para o novo tipo
de integrais.
Também € imediato que se tem

[0 + snar= [ soars [ gwax,

a a

desde que existam os integrais do segundo membro: o método de
decomposicdo é, pois, aplicdvel a este tipo de integrais.

Exemplo — Estudar o integral

oo dx

9

a x°
com o real qualquer e a>0.
(Este integral corresponde a chamada série de Dirichlet
yL
ne

que se demonstra ser convergente se € s6 se o> 1).
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Ora, tem-se, para todo o u>a, como € facil verificar:

1 1 1 1
uﬂ_ 1-o u“‘l—a““ » BBTHE L,
. logu —loga, se o =1.
Daqui se conclui que:

im [ el easi,

usteo Ja x*  (00—1)a*!
(2) <

im | & =4, sea<1.

| 4ot Ja x¢

Assim, em conclusio: o integral proposto é convergente, se e s
se o> 1, sendo o seu valor dado por (2).

Por exemplo, o integral de 1/x entre 1 e + oo € divergente, enquanto
o integral de 1/V/x® no mesmo intervalo existe e é igual a 2.

Critérios de convergéncia.

O estudo dos integrais deste tipo pode decalcar-se do estudo ana-
logo feito para as séries numéricas.

Um critério geral de convergéncia é o que se deduz do CRITE-
RIO DE CONVERGENCIA DE CAUCHY PARA FUNCOES:

Condi¢do necessdria e suficiente para que o integral de f entre
a e + oo seja convergente, é que, para todo o niimero >0, exista um
nimero L tal que se tenha

<d, para u>L e v>L.

J;vf(x)dx

Porém, na prética usam-se critérios particulares (condi¢des sufi-
cientes mas ndo necessdrias de convergéncia ou de divergéncia), um
dos quais € o
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CRITERIO DE CONFRONTO. Dados dois integrais

[ seas, [ s,

a

sendo f e g fungcoes ndo negativas tais que f(x) < g(x) para todo o
x>a, o primeiro integral serd convergente, se o segundo o for, sendo,
entdo, o seu valor menor ou igual ao do segundo; e o segundo serd
divergente se o primeiro o for.

Este critério € uma consequéncia do critério geral anterior.
Quando se verifica a hipétese do critério, diz-se que o segundo inte-
gral € majorante do primeiro.

Em particular, pode utilizar-se para confronto a funcio 1/x* es-
tudada no exemplo anterior, 0 que conduz ao seguinte critério muito
usado na prética:

TEOREMA 1.1. Sendo f ndo negativa, o integral de f entre a e + oo
¢ convergente, se existem constantes M e O. tais que, para todo o x
positivo >a, se tem:

M

xO(

3) fo) <

, com o>1 e M finito;

o integral ¢é divergente, se existem constantes M e Q. tais que, para
x>0ex>a:

f(x)>%, com o<1 e M ndo nulo.
x(l

A condigdo (3) pode servir para calcular o integral de f entre a
e +oo com a aproximagdo que se quiser. Com efeito, sendo x, um
numero >a, tal que (3) se verifique para x>x,, vird

fa " foydx = f " £y dx + f :m fo)dx.
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Ora, supondo x,>0, ter-se-4, atendendo ao resultado (2) do
exemplo anterior:

+o0 +o0
f fx)dx = —Ai dx = i
*o

W X (0= 1)xg!

e, como o ultimo membro tende para zero quando x,— + o, 0 mes-
mo acontece com o primeiro. Assim, podemos sempre escolher x,
suficientemente elevado, de modo que o integral de f entre a e x,
seja um valor aproximado do integral de f entre a e +o com erro
inferior a um niimero €>0 arbitrariamente dado.

A condigdo (3) ainda se pode apresentar com outro aspecto.
Com efeito, pondo

x* f() =)

e, portanto,

<P(x)

f) =

a condicdo (3) equivale a dizer que a funcdo @(x) € limitada e assim
a primeira parte do critério pode enunciar-se do seguinte modo:

O integral de f entre a e +oo ¢é convergente, se a funcdo f for da
forma

(P()

f(x)= , com o>1,

sendo @ uma fungdo limitada no intervalo [a, + o [.

Exprime-se este facto dizendo que a fungdo f(x) é infinitésima
de ordem superior a 1, quando x— + .

Por sua vez, a segunda parte do teorema pode, agora, enunciar-
-se do seguinte modo:

O integral considerado é divergente, se f for da forma:

(%)

f(x)——, com o<1,
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sendo ©(x) superior a uma constante M >0, pelo menos a partir de
certo valor de x.

Assim, por exemplo, dados os dois integrais

+ o0 2 + 00 -X
sen’ x 1-¢

f de e f dE.,
1 x3 1 Vx

desde logo se v€, por simples inspec¢do, que o primeiro € conver-
gente e o segundo divergente.

Em particular, a fungcdo @(x)=x*f(x) serd limitada em [a, + o],
se existir e for finito o seu limite, quando x— + oo (visto f ser infe-
grdvel a Riemann, e, portanto, limitada, em cada intervalo [a, X] li-
mitado). Por conseguinte:

O integral considerado serd convergente, se existir e for finito

lim x*f(x), com o>1.

X—+oo

Analogamente: O integral considerado serd divergente, se existir
e for maior que zero

I

lim x*f(x), com oOo<I1.

X—>+oo

Sejam, por exemplo, os integrais

f+°°x+1dx f”“ dx
o -1 ~Jo Vit

No primeiro caso tem-se

lim (x2 x3+1)=1 (a=2>1),

X—>+oo X — 1

e, portanto, o integral € convergente. No segundo tem-se

x
lim ——=1>0 (a=1),
xte V] 4 2 ( :

e o integral €, portanto, divergente.
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Caso em que figura uma exponencial na fungdo integranda.
Neste caso, hd que ter em consideragdo o seguinte facto:

Quando x— + oo, a exponencial e**, com k constante >0, tende
para + oo mais rapidamente que qualquer poténcia de expoente po-
sitivo de x (e, portanto, mais depressa que qualquer polinomio ou
funcdo algébrica).

Para o reconhecer, basta calcular o limite da razdo e*/x", com n
natural. Derivando n vezes ambos os termos, segundo a REGRA DE
L’HOPITAL, vem:

kx kn ekx

lim = lim =400,
X—+ oo xn X—>+oo n!

Daqui resulta, desde logo, que:

Quando x— +oo, a exponencial e**, com k>0, tende para 0
mais rapidamente que qualquer poténcia de expoente negativo de x
(e, portanto, mais depressa que qualquer funcdo algébrica).

E claro que, se, nos enunciados anteriores, substituirmos x no
expoente por uma poténcia xP de x, com >0, ou, mais geralmente,
por qualquer funcdo que tenda para +eoo, tdo depressa ou mais que
xP, a conclusdo serd a mesma.

Exemplo — Achar os valores reais de A para os quais é convergente
o integral:

+ o0
f eM™V1+xtdx.
0

Se A <0, a funcdo integranda tende para e quando x— +<o. Se
A>0, o produto da funcdo integranda por qualquer poténcia de x
(por exemplo, x?) tende para zero quando x—+ 0. Logo, o integral
¢ convergente, se e s6 se A>0.

As séries como caso particular de integrais improprios.
Vamos ver como € possivel escrever uma série numérica qualquer
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sob a forma de integral entre 1 € + oo.

A
—
| —
: | —
Uy | : '
! e ! —
l I U3 | e —
1 2 3 4 5 X
Pondo f(x)=u,, para n<x<n+1, n=1, 2, ..., ficard, assim,

definida uma fun¢do em escada, com um gréafico do tipo indicado
na figura anterior. Ora, € evidente que a soma parcial de ordem N da
série seré:

N N
SN=n;u,,= fl Ffx)dx.

Entao, como € facil ver, a série considerada serd convergente,
se e sO se o integral de f entre 1 e +oo for convergente, tendo-se
nesta hipotese, precisamente,

+oo J-co
Y. u,=lim S, = f f(x)dx.
n=1 N—o+eo 1

Isto permite-nos deduzir critérios de convergéncia para as séries,
a partir de critérios estabelecidos para os integrais. Seja, por exemplo,
a série de Dirichlet:

= 1
E —, com o real.
n=1 0%
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E claro que se tem

is 1 < 1 , para ns=x<n+1,n=2,3,....
x* n* (x-1“

Entdo, aplicando o critério de confronto para integrais e o resul-
tado anterior sobre a fung@o 1/x*, conclui-se que a série de Dirichlet
é convergente, se > 1, e divergente, se 0. < 1.

Como se sabe, este critério pode ser estabelecido directamente,
mas com menor simplicidade, na teoria das séries.

Integrais absolutamente convergentes.

Até aqui, os critérios particulares de convergéncia que temos
apresentado referem-se ao caso em que a fungdo integranda é ndo
negativa. Se a func¢io € nao positiva, basta multiplicar o integral por
—1, para recair no caso anterior. Se a funcao € ora positiva ora nega-
tiva, pode ainda usar-se o seguinte critério particular, que se deduz
do critério geral de convergéncia:

O integral
+o0
[ s

serd convergente, se o integral

[l

a

o for, e tem-se, nesta hipotese:

[ rwax| < [ Iselax.

Com efeito, suponhamos que o segundo integral é convergente;
entdlo, para cada nimero o> 0, existe um nimero x, tal que

flf(x)|dx<5, se u>x, € v>x,.
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Mas, como

fvf(x)dx $fv|f(x)|dx, Yu e v>u,

sera também

<0 para u>x, e v>x,,

J;vf(x)dx

0 que, pelo critério geral, implica que o primeiro integral também &
convergente.

A demonstracdo da segunda parte do teorema € quase imediata,
atendendo a defini¢cdo de integral entre a e + <o e as propriedades do
integral de Riemann.

Posto isto, o integral

fa " 0

diz-se absolutamente convergente, quando € convergente o integral
de |f(x)| no mesmo intervalo.

Atendendo ao teorema anterior, o critério de convergéncia em
que intervém as poténcias x* pode aplicar-se a funcdes f com sinal
varidvel, desde que se considere | f(x)|, em vez de f. Por exemplo, é
facil ver que o integral

J‘*” sen x dx
0 V1+x3

¢ absolutamente convergente.

Critério de Abel.

O reciproco do teorema anterior ndo € verdadeiro: o integral de
f entre a e +oo pode ser convergente, sem que o0 seja o integral de
| f|. Diz-se, neste caso, que o primeiro integral é simplesmente
convergente. Pode, entdo, ser 1util o seguinte critério, devido a
ABEL, que corresponde, de certo modo, ao conhecido critério de
convergéncia das séries de termos alternadamente positivos e
negativos:
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Se f é uma funcdo decrescente e tendente para zero quando
X—>+oo, e g uma fungdo cujo integral em [u, v] se mantém inferior
a um numero fixo, quaisquer que sejam os pontos u, Vv, do intervalo
[a, +[, entdo

f " F)g()dx

é convergente.
Para a demonstracgdo, ver, p. ex., VALIRON, obra cit., p. 113.

Por exemplo, o integral

+ oo
sen x
f dx
1 X

é convergente, segundo o CRITERIO DE ABEL.

Caso em que é infinito o extremo inferior de integragdo.

Seja f uma fungdo definida num intervalo ] —c<, a], com a finito,
e suponhamos f integrédvel em todo o intervalo limitado [X, a], com
X < a. Entdo, serd, por definicao:

f " fode=lim | feodx,
—o0 X——0 JX

quando este limite existe e é finito (diz-se, entdo, que o integral do
1?7 membro existe, tem significado ou é convergente).

E 6bvio que as consideragdes anteriores se estendem, mutatis
mutandis, a este caso. Mas podemos também reduzi-lo, imediata-
mente, ao anterior, por uma simples mudanca de varidvel. Tem-se,
com efeito:

faf(x)dx= T tCndx,  VX<a,
X —-a

e, portanto,

a X s
f f(x)dx = lim f(=x)dx = f f(=x)dx.

—X 400 oJ—
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Caso em que sdo infinitos ambos os extremos de integracado.

Seja, agora, f uma fun¢@o definida na recta inteira e integravel
em qualquer intervalo limitado [«, v]. Entdo, chama-se infegral de f
entre —oo e + oo € representa-se por

f_ :o f(x)dx

o limite de

fu Fdr,

quando u e v tendem, respectivamente, para —oo € para + oo, se este
limite existe e ¢ finito; também se diz, entdo, que o integral de f entre
—oo € + oo existe, tem significado ou é convergente.

Este caso reduz-se imediatamente aos anteriores, COmo vamos
ver. Tomemos arbitrariamente um ponto a fixo (finito); entdo, como
U—>—oo0 € v—>+oo, podemos j supor u<a<v, e, assim, Vvir:

[1ewas=["war+ [ s,

donde se deduz, passando ao limite com u— —oo, v —> +co:

_Ejf(x)dx= J:f(x)dx+ J:wf(x)dx'

Seja, por exemplo,

+ o0
f x2e*dx.

— 00

Atendendo ao que foi dito atrds sobre exponenciais, conclui-se que

existem os integrais
+o0 , 0 ,
f X2e*dx f x?e~*dx

0 —oo

e, portanto, o integral proposto, soma destes dois.
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E claro que a FORMULA DE BARROW se mantém para este
tipo de integrais. Por exemplo, para calcular

f*‘” dx
—o 1 4 x?

basta notar que uma primitiva da funcio integranda € o ramo de
arctg x cujos valores estdo entre

Seré4, portanto:

+oo dx
= arctg (+o0) — arctg (—oo) = 7.
—o 1 + x?
Mas, em geral, ndo € f4cil achar uma primitiva da funcio inte-
granda e, entdo, o integral deverd ser calculado por outros métodos
Oou mesmo numericamente, com a aproximacgao que se deseje.

NOTA IMPORTANTE. Se existe o integral de f entre —co € +o0, é
evidente que

4) f jf(x)dx =lim | f(x)dx.

u—>+oo —-U

Mas a reciproca ndo é verdadeira: pode acontecer que exista
este limite e seja finito, sem que exista o integral do 17 membro, isto
¢, sem que seja convergente um, pelo menos, dos integrais

f_ if(x)dx , f .

A anterior definic3o de integral entre —oo € +oo exige que u e v
tendam para —eo € +oo de maneira independente, a0 passo que, no
caso presente, se impde a u € a v a condicdo de tenderem para oo
por valores simétricos. Quando existe e € finito o segundo membro
de (4), sem que exista necessariamente o primeiro, diz-se que esse
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limite € o valor principal de Cauchy do integral de f entre —co e + oo,
e € designado pela notacao

v.p. f :of(x)dx.

O integral diz-se semi-convergente (ndo confundir com “simples-
mente convergente”), quando nio € convergente, mas existe o seu
valor principal de Cauchy.

Por exemplo, tem-se

+o0 u
V.p. f xdx=1im | xdx=1m 0=0

oo u—+oo J_y U—>+oo

e, contudo, o integral ndo € convergente, visto que nao sdo conver-

gentes os integrais
+o0 0
f xdx , f xdx .
0 e

2. Integrais de funcoées ilimitadas

Demonstra-se que, para uma funcdo ser integrdvel a Riemann
num dado intervalo, € condi¢do necesséria que a funcdo seja limi-
tada nesse intervalo. Caso contrario, hd que fazer uma nova exten-
sao do conceito de integral, de modo a incluir este caso.

Seja f uma funcdo real, definida num intervalo limitado [a, b], e
integrdvel a Riemann em todo o intervalo [a, u[ com a<u<b. Se a
funcgdo f é limitada no intervalo [a, b[, prova-se que ainda é integrd-
vel a Riemann neste intervalo, tendo-se, precisamente,

b u
1) f fydx=tim [ foode.

Se f ndo é limitada em [a, b[, ndo ¢ integrdvel a Riemann neste
intervalo, mas, se o limite do 2° membro existe e ¢ finito, continua a
usar-se a formula (1) para definir integral (generalizado) de f entre
a e b, dizendo-se, entdo, que esse integral “existe”, “é convergente”
ou “tem significado”. Caso contrdrio, diz-se que o integral de f entre

a e b é divergente, ndo existe ou ndo tem significado.



406

yl\

S
XY

Para a interpretacdo geométrica deste conceito, suponhamos f
ndo negativa em [a, b[, sendo continua mas nio limitada neste inter-
valo (por exemplo, tende para e quando x— b ). Entdo, o valor de

fa fx)dx

d4-nos a drea do trapezéide determinado pela funcdo f no intervalo
[a, u]; se existe e € finito o limite deste integral, quando u—b", é
natural dizer que o integral de f entre a e b representa a area do do-
minio ilimitado, compreendido entre a curva y= f(x), o eixo dos x e
as rectas x=a, x=>b.

E fécil ver que também para este novo conceito de integral sub-
siste a FORMULA DE BARROW.

Podemos desenvolver consideragdes inteiramente analogas, para
fungGes definidas no intervalo ]a, b], integraveis em cada intervalo
lu, b], com a<u<b. Entdo, se f for ilimitada em ]a, b], tem-se, por
defini¢do:

fbf(x)dx =lim bf(x)dx .

u—at u

se o0 limite do 2° membro existe e € finito.
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Mais geralmente, ainda, podemos considerar o caso em que o in-
tervalo de integrac@o € a reunido de um nimero finito de intervalos em
que se verifica uma ou outra destas circunstancias: entdo, o integral de
f nesse intervalo serd a soma dos integrais de f nos intervalos parciais.

Os integrais deste tipo sdo chamados integrais improprios de 1°
espécie, enquanto os integrais em intervalos ilimitados se dizem
integrais improprios de 2% espécie.

Exemplo — Seja o integral

f b dx

a (x = Cl)a

com a<b, sendo o0 um nimero real qualquer. Se a<0, a funcéo in-
tegranda € continua e, portanto, integravel em [a, b]. Se o> 0, a fun-
cdo € continua em todo o intervalo Ju, b], com a<u<b, mas tende

para o quando x— a. Vejamos para que valores de o existe o inte-
gral. Tem-se:

1 [ 1 1 }
b dx - , se a#1,
——= l-al(®-a)*" (m-a)!
« =@ e (b - a)—log(u—a), se o=1.

Vé-se, entdo, que o integral é convergente, se € sO se 0.< 1, sendo,
entdo, a sua soma igual

L (b—-a)-*.
l1-o
Por exemplo, o integral
Udx
0 X
€ divergente e o integral
f 2 dx
0o Vx

é convergente, igual a 2'V2 .
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Critérios de convergéncia.

A teoria dos integrais improprios de 17 espécie € muito seme-
lhante a dos integrais em intervalos ilimitados. Tem-se ainda, neste
caso, um critério geral de convergéncia, um critério de confronto,
etc. Em particular, o confronto com fun¢des de tipo M/(x—a)* for-
nece um critério que se usa, com frequéncia, na pratica, sob diferen-
tes formas. Subsiste, ainda, o teorema:

Condicdo suficiente para que o integral

fa bf(x)dx

seja convergente é que o seja o integral

b
f [f()|dx .

Nesta hipotese, o primeiro integral diz-se absolutamente conver-
gente.

Combinando este teorema com o anterior critério, obtém-se este
outro critério, muitas vezes aplicado na pratica:

TEOREMA 2.1. Seja f uma funcdo integrdvel a Riemann em todo o
intervalo u, b], com a<u<b. Entdo, se existe uma constante finita
M e um numero real O. tais que

|f(x)|<?i47, com o<1, para a<x<b,
x—a)®

o integral de f entre a e b é absolutamente convergente. Se existe
uma constante ndo nula M e um niimero real O tais que

If(x)l>%, com o.=1, para a<x<Db,
X —a)*

o integral de f entre a e b é divergente.
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Note-se que, pondo @(x)=(x—a)* f(x), a primeira parte do teo-
rema pode apresentar-se com qualquer dos seguintes aspectos:

1) O integral de f entre a e b é convergente, se f é da forma

f(x)=—(£(fl)—, com 0.<1,
xX—a)*

sendo ¢ uma funcdo limitada em [a, b].

2) O integral de f entre a e b é convergente, se existe, pelo menos,
um niimero 0.<1 tal que a funcdo (x—a)*f(x) de x é limitada em ]a, b].

A condicao suficiente indicada em 1) pode exprimir-se dizendo
que f tem um pdlo de ordem menor que 1 no ponto a.

Atendendo a 2), vé-se que, em particular, esta condi¢do € verifi-
cada, se:

Existe um niimero o<1 tal que a funcdo (x—a)* f(x) tende para
um limite finito quando x— a*.

Por exemplo, seja o integral

1
f logxdx .
0

Para todo o niimero positivo o, tem-se

: . logx .. .ox®
lim x*logx = lim &% _lim — % —1lim =0,
x—0" x-0T x~% x0T —oux— %! x0T —

1
X

Assim, log x tem um pdlo de ordem inferior a qualquer niimero
positivo no ponto zero € o integral proposto €, portanto, convergente.

Analogamente, conclui-se que o integral de f entre a e b € diver-
gente, se existe um nimero 0.=1 tal que (x—a)* f(x) tende para um
limite ndo nulo quando x— a*.

Critérios andlogos se obt€ém no caso das func¢des f ilimitadas no
intervalo [a, b], mas integrdveis a Riemann em todo o intervalo [a, u[,
com a<u<b.
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Integrais imprdprios de tipo misto.

Além dos integrais impréprios de 12 espécie ou de 22 espécie,
apresentam-se, ainda, integrais impréprios de tipo misto, isto €, ao
mesmo tempo de 12 e de 2? espécie. Tal €, por exemplo, o integral

f Fes dx

— (1 +x*)V]x|

que podemos decompor nos integrais da mesma fun¢o entre —oo €
—1,entre —1 e 0, entre O e 1, e entre 1 € +oo. A funclo integranda
tem um polo de ordem 1/2 no ponto x=0 e um zero de ordem 2 nos
pontos + oo € —oo; isto basta para que o integral proposto seja abso-
lutamente convergente.

Dum modo geral, consideremos uma func@o f que seja continua
em todos os pontos da recta, excepto, quando muito, numa infini-
dade numerdvel de pontos o, (n=0, £1, 2, ...), de modo que, em
cada intervalo limitado [u, v], exista um ndmero finito desses
pontos. Entdo, o integral de f entre u e v decompde-se, geralmente,
na soma dum numero finito de integrais, proprios ou impréprios de
1% espécie, nos intervalos [u, o], [, "], ..., [a®, v], sendo o',
o, ..., a®, os sucessivos pontos 0, porventura situados entre u e v.
Por sua vez, o integral de f entre —co € +co decompde-se, quando
muito, na soma de uma infinidade numeravel (ou seja, numa série)
de integrais, proprios ou improprios de 1? espécie, nos intervalos
[, ,, o ]. Por definicdo, o integral de f entre —oo e + o0 € conver-
gente, se e sO se sd0 convergentes esses integrais parciais®, tendo-
-se, em tal hipétese:

f_ = 3

n=—o00

a‘n
f f(x)dx  (supondo o, <. ).
o(‘n—l

Se o integral de | f(x)| em R (isto &, entre —co € +o0) € conver-
gente, também € convergente o integral de f em R, e diz-se, ainda,
que este € absolutamente convergente. Por exemplo, pode reconhe-
cer-se, Como exercicio, que o integral

(1) Bem como a série dos valores desses integrais.
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+o0 —x?
e
———dx
- VCOS X

¢ absolutamente convergente.

Diz-se que uma func¢do f € seccionalmente continua num inter-
valo I, se admite, quando muito, descontinuidades de 1 espécie, com
limites laterais finitos, em pontos o, tais que, em cada intervalo
compacto K C I, exista um ndmero finito desses pontos. E claro
que, neste caso, a funcao f € integrdvel, segundo Riemann, em qual-
quer intervalo compacto K C I (porqué?). Por exemplo, s3o seccio-
nalmente continuas em toda a recta as fun¢des C(x) (caracteristica
ou parte inteira de x) e M(x) (mantissa de x).

Podem, ainda, apresentar-se integrais improprios de 17 espécie
que se decomponham em séries de integrais imprdprios ou em séries
de séries de tais integrais, etc., etc.

NOTA IMPORTANTE. As consideracdes anteriores, todas de ca-
racter elementar, conduzem a tipos de integrais sucessivamente mais
complicados, mas obrigam, de cada vez, a uma nova teoria, embora
analoga as anteriores. H4, assim, uma flagrante falta de unidade
nessas consideracdes, o que torna desejavel uma teoria geral da
integracdo, que englobe todos esses casos particulares num concei-
to uno de integral. Ora, uma tal unificacdo € possivel no caso dos
integrais absolutamente convergentes: 0 conceito de integral segundo
Lebesgue abrange todas hipéteses atrds consideradas (de integrais
absolutamente convergentes) e outras, ainda, muito mais gerais.
Trataremos, mais adiante, do conceito de integral de Lebesgue.

3. Mudanca de variaveis em integrais improprios

Os métodos de decomposicao e de integragc@o por partes subsistem
essencialmente para os integrais improprios, como € f4cil verificar
recorrendo 2s anteriores defini¢des e # FORMULA DE BARROW.
Vejamos, agora, o que sucede quanto ao método de substitui¢do.

Seja, por exemplo, f uma funcio real, definida num intervalo
[a, +o[, com a finito, e consideremos outra fun¢do real x=q@(?)
monotona e continuamente derivavel num intervalo [a, T[, com
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o) =a, O(T)=+00, sendo o finito. Entdo, se for F uma primitiva
de f, ter-se-a:

f " f(0)dx = F(u) - F(a) = f Fou)e ()t

para todo o u>a, com @(T) =u.

Atendendo ao termo intermédio, vemos que, s€ 0 primeiro
integral tende para um limite finito quando u — + <o, também o
segundo integral tende para limite finito quando T— T (quer T seja
finito ou infinito) e reciprocamente. O método de substitui¢do €,
pois, aplicavel, e, analogamente, se reconhece que € ainda valido em
qualquer outro caso em que intervenham integrais improprios.

Pode assim acontecer, em particular, que um integral improprio
de 2% espécie seja transformado num de 1? espécie ou mesmo num
integral préprio (de Riemann). Por exemplo, se, no integral

[ s,

fizermos a mudancga de varidvel x=1/t, com 0<z=<1, vird (supondo
o integral convergente):

f1+°°f(x)dx = fol fan 4

t2

Em particular, se f pode escrever-se na forma

fO=0)/x°,
com ¢ limitada e o positivo, o segundo integral serd proprio, se for

oL = 2, e serd improprio convergente, se for I <o<2.
Analogamente, todo o integral do tipo

[

serd convertido num integral proprio ou improprio de 1? espécie,
pela substituicdo x=tgz:
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+00 /2
f_w f(x)dx=fn/2f(tgt) sec’tdt.

4. Funcoes de EULER

Um exemplo notdvel de funcOes definidas por integrais impr6-
prios s@o as fungoes eulerianas de 1% e de 2? espécie. Dao-se estes
nomes, respectivamente, as fun¢des assim definidas:

1
B(u, v) =f x (1 -x)dx,
0

+ oo
I't) = f e dx .
0

Estudemos a primeira (também chamada funcdo beta). O seu
dominio de existéncia serd constituido pelos pares de valores de u e
v para os quais o integral existe. Se for a0 mesmo tempo u=1 e
v =1, a funcdo integranda € continua em [0, 1] e, portanto, o integral
existe no sentido de Riemann. Mas basta que sejau<1 ou v<1, para
que a funcdo integranda se torne infinita num dos extremos e o
integral seja improprio de 12 espécie. Em qualquer caso, podemos
decompor o integral em dois por um ponto c entre 0 e 1, e estudar,
separadamente, esses dois integrais. Quanto ao extremo inferior de
integracdo, notemos que a func¢do integranda € da forma

(1 -x)"1!

xl—u

sendo o numerador uma funcdo de x limitada em [0, c], qualquer
que seja v; entdo, se for 1 —u<1, ou seja, u>0, o integral entre 0 e ¢
€ absolutamente convergente; mas, se for u <0, o integral é diver-
gente, como facilmente se reconhece. Analogamente se vé que o
integral entre ¢ € 1 serd convergente, se € s6 se for v>0. Em con-
clusdo:

A funcdo beta ¢é definida nos pontos (u, v) do plano tais que
u>0ev>0.
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Estudemos, agora, a segunda fungcdo de Euler (também chamada
funcdo gama). O integral que a define pode ser decomposto em
dois: por exemplo, um entre 0 e 1, outro entre 1 e +oo. Destes, o
primeiro serd proprio, se t=1, impréprio (de 1* espécie), se t<1.
Mas, tal como anteriormente, vé-se que o integral existe, se € SO se
t>0. Quanto ao integral de x'~!e~* entre 1 e + oo, as consideragdes que
desenvolvemos no n? 1, relativamente a fungdes integrandas com ex-
ponenciais, mostram imediatamente que o integral € absolutamente
convergente, qualquer que seja o nimero real £. Assim, em conclusio:

A funcdo I é definida para t>0.

Vejamos algumas propriedades destas fun¢des. Comecemos por
mostrar que

(1) I't+1)=tI'(r) (Vt>0).

Com efeito, tem-se, por defini¢do:
400
I'e+1)= f x'e~*dx.
0
Aplicando a regra de integracao por partes com
{uzx’ {u'ztx"1
, e
Vv =e"* v=—e"
obtem-se
400
F't+1)=—[x'e"];~+ tf x'~le~*dx
0

e, como o primeiro termo do 27 membro € nulo, vem, finalmente, (1).
Seja, agora, n um nimero inteiro positivo. Aplicando sucessiva-
mente a férmula (1), vem

(2) F't+n)=t+n-1)t+n-2) ... ¢+ 1)tI'(®),
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formula esta muito importante, porque permite sempre reduzir o
célculo da fun¢do gama no caso em que 0<t¢<1, e existem tabelas
da fungdo gama para valores de t deste intervalo. Por exemplo:

I'(4,57)=3,57%x2,57x1,57xI'(0,57).
Em particular, se =1, deduz-se de (2) que
I'+1)=n(n-1)(n-2)...2I~1)

€, COmo
+o0
r(1)=f edx=—[e*]t"=1,
0

vem, finalmente,
I'n+1)=n!
Note-se, ainda, que I'(0+1)=1=0!

Assim, quando x é um nimero inteiro =0, a funcdo I'(x+1)
coincide com o factorial de x; é, pois, uma extensdo, ao campo de
todos os numeros reais x>—1, da funcdo factorial, e, por isso mes-
mo, se escreve muitas vezes, para todo o x>—1:

x!loun(x)emvezdeI'(x+1).

As funcoes de Euler intervém em numerosas questdes de mate-
matica pura ou aplicada. Como j4 se disse, a fungdo I'(x) encontra-
-se tabelada para valores de x no intervalo ]0, 1[. Quanto a fungao
beta, demonstra-se que

_I'™MIr'ey

M&W—F@+w-

5. Integrais improprios de fungoes vectoriais e de funcoes
complexas

As nocoes de integrais improprios de 17 e de 27 espécie esten-
dem-se imediatamente ao caso em que a funcdo integranda f toma
os valores num espacgo vectorial topoldgico E, localmente convexo e
completo (em particular, num espaco de Banach).
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As propriedades desses integrais, que continuam a ter sentido,
generalizam-se sem qualquer dificuldade a este caso. Em particular,
se E € um espaco de Banach, tem-se a seguinte propriedade, que

reduz este caso ao das fun¢des numéricas, atras estudado:

Condigdo suficiente para que o integral

[ soas

seja convergente, é que o seja o integral

b
[z,

onde os extremos a e b podem ser ambos finitos ou ndo. Nesta hipo-
tese, o integral de f entre a e b diz-se absolutamente convergente.

Mais particularmente, ainda, E pode ser o espaco C dos niimeros
complexos, identificivel a R2 Entdo, f é uma funcdo complexa de
varidvel real e, pondo

fix)=Re f(x), f,(x)=Imf(x),
facilmente se reconhece que:

O integral de f entre a e b existe, se e s6 se existem os integrais
de f, e f, entre a e b, tendo-se, precisamente,

J;bf(x)dx = Lbfl(x)dx 41 J;bfz(x)dx.

Como exemplo, vejamos que a funcdo 1" é prolongdvel ao conjun-
to dos niimeros complexos z tais que Re z>0 (semi-plano aberto).

Para isso, comecemos por notar que, para todo o nimero real
x>0 e todo o nimero complexo ., se tem

X% = ealogx — elogx.ReOL . e(logx.Imoc)i — xReOL . exp [(logx . Im(x,)l]
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donde, atendendo a que o segundo factor é sempre um niimero de
modulo 1:

|xa| =xRCa .
Portanto, sera, para todo o #>0:
| -1 e—t| = gRez-1p-t

Isto permite-nos, atendendo ao estabelecido no n? 4, concluir

que o integral
400
f t=le~'dt
0

é absolutamente convergente no semi-plano aberto Rez>0, definindo
ai, portanto, uma funcdo de z que é um prolongamento da funcdo I'(x)
(atrds definida para x real positivo) e que é natural designar, agora,
por I'(z). Veremos, mais adiante, que esta funcdo é holomorfa, alids
prolongével como fun¢do meromorfa a todo o plano, com pélos nos
pontos 0, -1, -2, ...

Analogamente se reconhece que a funcdo beta é extensivel aos
pares de niimeros complexos z, w tais que Rez>0, Rew>0.

6. Convergéncia uniforme relativa a parametros continuos

A nocao de convergéncia uniforme, definida para sucessdes de
funcdes, estende-se de modo natural ao caso em que a varidvel
natural n € substituida por uma varidvel continua. Para fixar ideias,
vamos considerar fun¢des reais de varidvel real, mas as nossas con-
sideracdes imediatamente se estendem a outros tipos de fungdes, por
exemplo, a fun¢des complexas de varidvel complexa.

Uma sucessdo de fungdes € definida fazendo corresponder a
cada numero natural » uma determinada funcdo f, (termo geral da
sucessdo); trata-se, pois, de uma aplicacido n — f, do conjunto N dos
numeros naturais num conjunto de fun¢des. Mas suponhamos, agora,
que, a cada numero real ¢, pertencente a um dado intervalo /, limi-
tado ou ilimitado, se faz corresponder uma determinada funcio f,
definida num segundo intervalo J; teremos, assim, uma aplicacao



418

t— £, do intervalo I no conjunto F, das fun¢Ges definidas em J, ou
seja, de uma fungdo definida em I, com os valores em F,. Se desig-
narmos esta fungdo ou aplicacdo por f , podemos escrever f(f)=f,
para todo o tE€1, mas é preciso ndo esquecer que, neste caso, os
valores da fungdo f ndo sdo niimeros mas sim fungées (ou vectores
de F,).

Por outro lado, se pusermos

f.(x)=F(t, x), paratodo o tE1 e todo 0 xE J,

€ claro que fica, assim, dada uma funcgdo real F(¢, x) das duas varié-
veis 7, x, definida no rectangulo /xJ do plano. A reciproca € tam-
bém verdadeira: toda a fung¢do F(x, y) das duas varidveis x, y, defi-
nida no rectangulo /xJ, determina uma aplicagdo x— F(x, y) de [
em F,, visto que, para cada valor numérico atribuido a x, situado em
I, F(x, y) se converte numa funcao real s6 de y, de dominio J.

4
A

1
1
1
1
1
1
1
7z 4 i /
1
|
1
1
1
1
1
1
1

Assim, as fungoes definidas em I com os valores em F, identifi-
cam-se as funcoes reais de duas varidveis definidas em X J (€ claro
que a escolha das letras, a usar no papel, de varidveis tem caracter
arbitrario).

Estas consideragOes tornam-se mais intuitivas recorrendo a re-
presentacdo geométrica. Suponhamos a funcdo F(x, y) continua;
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entdo, a sua imagem geométrica é uma superficie >.. A cada niimero
x,E 1, atribuido a x em F(x, y), corresponde uma funcdo F(x,, y)
definida em J, cujo gréfico é dado pela interseccdo 7y, de X, com o
plano x=x,. Quando x varia em /, a curva 7y correspondente descre-
ve a superficie ..

Tornemos, agora, a usar a letra ¢ como varidvel em / e a letra x
como varidvel em J. Seja, ainda, f,, para cada t€ I, uma fun¢do de
dominio J (também se costuma dizer, neste caso, que f, € uma fungdo
definida em J e dependente do pardmetro t). Seja, por outro lado, £,
um ponto interior ou fronteiro de /, finito ou infinito. Posto isto:

DEFINICAO 6.1. Diz-se que f converge para uma funcéo ¢ unifor-
memente sobre J, ao tender t para t,, quando o extremo superior da
funcdo | f,(x) — ¢©(x)| de x no intervalo J tende para zero ao tender t
para t; isto é, quando:

lim (sup |f,(x) - e(x)|) = 0.

=1 x€J

Seguem-se, agora, varios teoremas, perfeitamente andlogos aos
que se estabelecem no caso das sucessdes uniformemente conver-
gentes. Suponhamos que f, converge para ¢ uniformemente sobre J
quando t—t,. Nesta hipdtese, verificam-se os dois seguintes factos:

TEOREMA 6.1. Se, para todo o t€ 1, a fungdo f,(x) é continua sobre
J, também a fungdo limite ©(x) é continua sobre J.

TEOREMA 6.2. Se, para todo o t€1, a fungdo f,(x) é continua sobre
J, supondo J=1a, b], tem-se

b b b
lim | f(x)dx= f O(x)dx=| (limf,(x))dx.

=1 a -1

(CRITERIO DE PERMUTABILIDADE ENTRE OS SIMBOLOS
DE LIMITE E DE INTEGRAL).

As demonstracdes destes dois teoremas s@o inteiramente analogas
as que se costumam fazer no caso das sucessdes. A Unica diferenca
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estd em que, em vez da varidvel inteira n, se apresenta, agora, a
varidvel continua ¢ e, em vez do ponto +co, 0 ponto ¢,, interior ou
fronteiro a I, proprio ou improprio (pode, em particular, ser + oo, —oo
ou simplesmente oo).

Dos dois teoremas anteriores, deduz-se, por sua vez, o seguinte
CRITERIO DE PERMUTABILIDADE ENTRE OS SIMBOLOS DE
LIMITE E DE DERIVADA:

TEOREMA 6.3. Suponhamos verificadas as seguintes hipoteses:
1) para todo o t€ 1, a fungdo f,(x) admite derivada D, f,(x) continua
sobre J;

2) D_ f,(x) converge uniformemente sobre J quando t—t;

3) hd, pelo menos, um ponto x, de J tal que f(x,) tende para um
limite finito quando t—t,.

Entdo, f, converge uniformemente sobre J para uma fungdo ¢ quando
t—t,; esta fungdo ¢ ainda é derivdavel em J, tendo-se, precisamente:

limD,f = D.¢ =D (lim{).

Com efeito, tem-se, em virtude da hipétese 1),

f,0) = f(x,) + fxdi;ft(u)du, Yiel, xe/J.

Por passagem ao limite quando t—¢,, vem, por forca das hipo-
teses 2) e 3), aplicando o TEOREMA 6.2 e designando por ¢ o limite
de f,(x,) quando t—1,:

(llm—c—i—f(u)>du VxelJ.

t—)to

(p(x)=c+f

Xo

Daqui, atendendo ao TEOREMA 6.1, deduz-se:

Q'(x) = hm — f(x) VxelJ,

t—)to

e que pode ainda escrever-se

— (llm f,(x)) =lim — f(x) VxeJ.

11 t=ty d.
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Note-se que os teoremas anteriores podem apresentar-se com
aspecto diferente, mudando as notagGes. Assim, por exemplo, pondo
x no lugar de ¢, y no lugar de x e f(x, y) no lugar de f (y), a permuta-
bilidade entre os simbolos de limite e de integral apresenta-se com
0 aspecto

b b
ILm flx y)dy = f (}i_glf(x, y)dy,

supondo que, para todo o xEI, f(x, y) € uma fungdo de y continua
sobre J=[a, b] e que, quando x—Xx,, f(x, y) converge uniformemente
sobre J para uma funcdo ¢(y). Por sua vez, tem-se (TEOREMA 6.3):

. d d ..

hm = f(x’ }’) =— (hm.f(x’ y)),
x—)xo ax dy x-—)Xo

supondo que:

1) para todo o x €1, a fungdo f(x, y) de y admite derivada

d
a_yf(x’ y)

continua sobre J;
2) quando x—x,,

d
gf(x! y)

converge uniformemente sobre J,
3) hd, pelo menos, um ponto y, de J tal que f(x, y) converge para um
limite finito, quando x—x,,.

Um teorema sobre convergéncia uniforme, muito ttil em certos
casos da prética, € o seguinte:

TEOREMA DO LIMITE DUPLO. Seja f(x, y) uma funcdo definida
num rectdngulo IXJ e sejam x,, y,, pontos interiores ou fronteiros
aos intervalos I, J, respectivamente. Se f(x, y) tende para uma funcdo
L(y) uniformemente sobre J, quando x—x,, e se L(y) tende para um
limite finito L, quando y —y,, entdo existe o limite de f(x, y) quando
(x, y) = (x,,y,) e tem-se, precisamente,
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lim f(x, ) = lim L(3) = lim [Hm §, 3)].
x—x, Yo Y=Yy X%
Y—Yo

Se, além disso, f(x, y) tende para uma funcdo A\(x), pontual-
mente em I, quando y—y,, entdo Mx)— L quando x—x,, sendo,
portanto, permutdveis as duas passagens ao limite relativas ax e a y.

Demonstracdo. Quaisquer que sejam x, y em I X J, tem-se:

(1) |fG, ) -L|<|fCx, y)-L)|+|L(»)-L|.

Seja, agora, 6 um ndmero positivo qualquer. Em virtude da hi-
potese, existem nimeros p € O tais que

|fx, y)-L(y)|<|8/2, quando |x-x,|<p, Vy€EJ,
|L(y)- L|<|6/2, quando |y-y,|<o0,

supondo x,, y, finitos. Mas daqui vem, atendendo a (1) e designando
por € 0 menor dos nimeros p € G:

|f(x, y)-L|<¥, quando |x—x,|<e e |y-y,|<Et,

0 que prova a primeira parte do teorema, na hipdtese de x,, y,, serem
finitos. Analogamente se prova o teorema na hipétese de uma, pelo
menos, das constantes x,, y,, ser infinita.

Para demonstrar a segunda parte do teorema, basta atender a re-
lac@o

M) -L|<|f(x, y)-L|+|Ax)-f(x, y)

?

observando que, fixado um niimero y de J tal que |y—y,| <€, existe
um 1 <€ tal que

M) - f(x y)[<8 e |f(x »)-L|<3,

quando |x—x0| <1, na hipdtese de x,, y,, serem finitos (q.e.d.).
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Note-se que o TEOREMA 6.1 é um coroldrio deste.

Fungoes com valores no espago C,.

Suponhamos J=[a, b] limitado e designemos por C, o espaco
vectorial das fungdes reais continuas em J, com a no¢do de norma
considerada no Capitulo III:

£l = sup | )

xeJ

, para feC,.

(E claro que, neste caso, o supremo € atingido, sendo, portanto,
um maximo). Suponhamos, agora, que, para cada t€1, f,é um vector
de C,, isto €, uma fun¢do continua sobre J. Entdo, a correspondéncia
t— f, € uma fun¢do definida em / com os valores em C, e a DEFI-
NICAO 6.1 pode apresentar-se com o seguinte aspecto mais simples:

Diz-se que f, converge para ¢ uniformemente sobre J, ao tender
t para t,, quando

lim , - o] =0.

Equivale isto ainda a dizer que, quando t—1,, a funcdo f, de f com
valores em C, (funcdo que também podemos escrever sob a forma
£(#), como atras foi indicado), tende para o vector ¢, segundo a to-
pologia desse espago. Se, além disso, for precisamente @ =f, = f (¢)),
a fungdo f () serd continua no ponto t,. Posto isto, vamos demons-
trar o seguinte

TEOREMA 6.4. Se F(x,y) é uma funcdo real continua sobre IxJ,
sendo x, um ponto qualquer de I, F(x, y) converge para F(x,, y)
uniformemente sobre J, quando x— x,. Por outros termos: F(x, y)
define uma fungdo f(x) de x em I com valores em C,, que é continua
sobre 1. A reciproca desta proposicdo também é verdadeira.

Com efeito, como estamos a supor J compacto, se considerarmos
um sub-intervalo compacto K de I que contenha x,,, o rectangulo KxJ
serd compacto e, portanto, F(x, y) uniformemente continua sobre
KxJ. Quer isto dizer que, a todo o 6>0, corresponde um £>0 tal que
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|F(x, y)-F(x',y")|<8, quando |x—x'|<¢ e |y—y'|<E,

com x, x' €K, y, y'€J. Em particular, tem-se x,EK e a desigualdade
|y—y'| <€ é verificada, se y’ =y; logo, vird, qualquer que seja y EJ:

|F(x, y)-F(x,,y)| <8, quando |x—x,|<¢€, comxEK,
donde

sup |F(x, y)—F(x, y,)| <8, quando |x—x,|<¢e, (x€EK),

yeJ

0 que prova a primeira parte do teorema.
A segunda parte do teorema € uma consequéncia imediata do
TEOREMA DE LIMITE DUPLO. Portanto:

ESCOLIO. Em virtude do TEOREMA 6.4, existe uma correspon-
déncia biunivoca F(x, y) < f (x), entre as funcoes numéricas F(x,y)
continuas sobre IXJ e as fungdes f(x) com valores em C, continuas
sobre L.

TEOREMA 6.5. Se F(x, y) admite derivada parcial em ordem a x
continua em I X J, a razdo incremental

F(x, y) = F(xy, )
X — X,

, com x,x, €I, x#Xx,,

converge para F!(x,, y) uniformemente sobre J quando x—x,. Por
outros termos: F(x, y) define, nesta hipdtese, uma funcdo f(x) com
valores em C,, que é derivdvel em todo o ponto x, de I, segundo a
topologia de C, .

Com efeito, se pusermos, para x # x,,:

| /
[Fx(u: y) _Fx(xoa }’)]du,
X=Xy vx

2) R(x, y) =

tem-se, como é facil verificar:



425

_ F(5 )~ Fx,y)
X—X,

3) R(x, y)

—Fl(x,,y).

Mas, em virtude da hipétese e do teorema anterior, F/(u, y) tende
para F/(x,, y) uniformemente sobre J, quando u— x,. Entédo, apli-
cando a (2) a FORMULA DE MAJ ORACAO DO INTEGRAL, vé-se
que R(x, y) tende para zero uniformemente sobre J quando x —x,, 0
que, segundo (3), demonstra o teorema.

NOTA IMPORTANTE. Este teorema podia demonstrar-se mais
simplesmente aplicando o TEOREMA DOS ACRESCIMOS FINI-
TOS. Mas a demonstracdo anterior tem a vantagem de se poder
adaptar imediatamente ao caso em que, em vez de uma varidvel real
x, se tem uma varidvel complexa.

7. Integrais paramétricos

Integrais proprios paramétricos.
Seja J=[a, b] limitado e suponhamos que, para cada xE1, f(x, y)
¢ uma funcdo de y integrédvel em J. Entdo, o integral

[ s ay

serd uma funcdo da varidvel x que, neste caso, € costume chamar
pardmetro do integral, para a distinguir da varidvel de integracao y.
Por isso, o integral diz-se paramétrico e define, como se v€, uma
funcdo de x no intervalo /. Na pratica, o que interessa € saber se esta
funcdo € ou ndo continua em dados pontos, se pode ser derivada
permutando o simbolo de derivada com o de integral, etc., etc. Al-
guns critérios simples, muitas vezes usados, sdo 0s seguintes:

TEOREMA 7.1. Se f(x, y) é continua sobre IXJ, a fungdo

[ s ray

de x é continua sobre 1.
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Com efeito, tem-se, nesta hipotese, em virtude dos TEOREMAS
6.4 e 6.2, para todo o x,E1:

lim bf(x, y)dy = b(lim f(x, y)dy :fbf(xo, y)dy, com x€&I.

x—xy Ja X=X

TEOREMA 7.2. Se f(x, y) admite derivada parcial em ordem a x
continua sobre I X J, também a fungcdo

[ 1o vay

de x é continuamente derivdvel sobre I, tendo-se, precisamente:®

d [? b9
— f f&x, y)dy = f — f(x, y)dy
dx a a ax
(CRITERIO DE PERMUTABILIDADE DOS SIMBOLOS DE DE-
RIVADA E DE INTEGRAL).

Este teorema €, como logo se v€, consequéncia imediata dos
TEOREMAS 6.5 ¢ 6.3.

Quanto a permutabilidade entre as integrag¢des relativas a duas
variaveis, uma condicao suficiente € que f(x, y) seja integravel sobre
IxJ (por exemplo, continua), pois que, neste caso, como € sabido,
o integral duplo se reduz a duas integracdes simples sucessivas, em
ordem arbitraria:

f 1><Jf(x’ y)dxdy =J;dx£f(x, y)dy :Ldyj;f(x’ y)dx .

Integrais improprios paramétricos.
Seja, por exemplo, J=[c, +<<[ com c finito, e suponhamos que,
para cada x€1, o integral

fc s y)dy

(1) Diz-se que uma func¢édo é continuamente derivdvel sobre um intervalo, quando admite
derivada continua sobre esse intervalo.
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¢ convergente. Entdo, este integral define uma func¢ao de x no inter-
valo I, tendo-se, por defini¢ao:

fc i yydy=tim [ fGx »)dy.

U— +oo c

Pois bem:

DEFINICAO 7.1. Diz-se que o integral

[ s nay

é uniformemente convergente no intervalo I, se a fun¢do

O, u) = f "4 y)dy

converge uniformemente em I quando u—> + o sobre J.
Convém notar que se trata, aqui, de uma nocdo perfeitamente
andloga a de série uniformemente convergente. Basta substituir a

varidvel real y pela varidvel inteira n e o integral pelo somatorio,
para recair, neste caso, ja anteriormente considerado:

N +o0
Sy@ =2, £,0), 2, £.06) = lim 5,(x).

O CRITERIO DE CONVERGENCIA UNIFORME DE WEIER-
STRASS estende-se imediatamente a este caso:

TEOREMA 7.3. Condicdo suficiente para que o integral

[ s nay

seja uniformemente convergente em I é que exista uma fungdo real
a(y), sé de y, tal que o integral

[“ata
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seja convergente e se tenha:
Ifo, | < a(y), VxELy=c.

A demonstracdo € formalmente idéntica a que se costuma fazer
para as séries.

Aplicando, agora, os TEOREMAS 6.1 e 7.1, demonstra-se tam-
bém, como no caso das séries:

TEOREMA 7.4. Se o integral

[ s nay

¢ uniformemente convergente em I e se a funcdo f(x, y) é continua so-
bre IxJ, a funcdo definida pelo integral também é continua sobre 1.

Por sua vez, aplicando os TEOREMAS 6.3 e 7.2, obtém-se o
seguinte CRITERIO DE PERMUTABILIDADE DOS SIMBOLOS
DE DERIVADA E DE INTEGRAL.:

TEOREMA 7.5. Suponhamos verificadas as seguintes hipoteses :

1) a funcdo f(x, y) admite derivada parcial em ordem a x, continua
em IXJ,

2) o integral

[ 5 ay

é convergente, pelo menos, para um valor x,E1,
3) o integral

+o0 a
f — f(x, y)dy
c ax
é uniformemente convergente em 1.

Entdo, a fungdo de x definida pelo primeiro integral serd também
continuamente derivdvel em I, tendo-se:

d [+ 3
2 f Fe 3 = f 2 i .
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Com efeito, uma vez verificada a hipétese 1), se pusermos

D(x, u) =f fx, y)dy, Vu=c,

tem-se, em virtude do TEOREMA 7.2:

0
ox

Por outro lado, a hipétese 2) equivale a dizer que existe, pelo
menos, um ponto x,E1 tal que P(x,, #) tende para um limite finito
quando u — + 0. Finalmente, a hipdtese 3) equivale a dizer que
D ®(x, u) converge para uma funcdo de x, uniformemente sobre I,
quando u — + oo, Entdo, aplicando o TEOREMA 6.3, vem

O, u) = f 2 fx, y)dy.

—(hm ®(u, x)) = lim i D(u, y),
dx U—>+eo u—>+oo a

0 que, pela definicdo de integral entre ¢ e +oo, equivale a tese do

teorema.

Quanto a permutabilidade das integragdes relativas a duas varia-
veis, € facil ver, aplicando o TEOREMA 6.2, que:

TEOREMA 7.6. Se I é um intervalo limitado [a, b], tem-se:

b +00 +00 b
f dxf F(x, y)dy=f dyf F(x, y)dx,

desde que, para todo o y = c, F(x, y) seja uma fung¢do de x continua
sobre I e que o integral imprdprio do primeiro membro seja unifor-
memente convergente sobre I.

Este teorema € andlogo ao da integracdo das séries termo a ter-
mo, sendo, agora, a série substituida pelo integral entre c € + oo.

Porém, quando I/ €, tal como J, um intervalo ilimitado, o critério
de permutabilidade das integracdes complica-se. O caminho talvez
mais simples para obter uma condicao suficiente de permutabilidade,
que seja aplicavel na maioria dos casos da pratica, € recorrer ao con-
ceito de integral duplo imprdprio. Por exemplo, ter-se-4, por defini¢do:
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U—>+00
V=400

oo (Yoo u v
f f F(x, y)dxdy = limf f F(x, y)dxdy,

quando a funcdo F é integrdvel a Riemann em todo o rectdngulo
asx<u, cSy<v, e quando, além disso, existe e ¢ finito o limite
do segundo membro.

Designemos este limite por S. Quer isto dizer que, para cada
nimero &> 0, existe um outro nimero R> 0 tal que se tem

’S— f f P, Y)dedy

desde que seja ao mesmo tempo u>R e v>R.

Prova-se, facilmente, que, se existe o integral duplo improprio de
|F (x, ¥)|, também existe o de F(x, y), dizendo-se, entdo, que este é
absolutamente convergente.

Também se demonstra o seguinte importante teorema:

<9,

TEOREMA 7.7. Se o integral duplo

400 (V400
f f F(x, y)dxdy

é absolutamente convergente, pode calcular-se mediante duas inte-
gragoes simples sucessivas, em ordem arbitrdria: isto é, tem-se:

oo

f wf MF(x, y)dxdy=f wde F(x, y)dy =
r+m *+o0

=J dyJ F(x, y)dx

a

Em certos casos, 0 TEOREMA DO LIMITE DUPLO (n? 6) per-
mite estabelecer a convergéncia dum integral duplo impréprio e a
sua reducdo a dois integrais simples.

Um CRITERIO PARTICULAR DE CONVERGENCIA dos in-
tegrais duplos impréprios, semelhante aos que se usam para inte-
grais simples, € o seguinte:
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Se existem constantes M, o, B tais que, para x>c e y>a, se
tenha

M
B,comMﬁniz‘o,oc>1 e B>1,

|F(x, )| < —
Xy

sendo F(x,y) continua, o integral

f wf mF(x, y)dxdy

¢ absolutamente convergente e, portanto, redutivel a duas integracoes
simples sucessivas em ordem arbitrdria.

A demonstracdo € andloga a do TEOREMA 1.1.
Teremos também ocasido de utilizar o seguinte teorema:

TEOREMA 7.8. Se os integrais

[Trwax e [Tamay

sdo absolutamente convergentes, com f e g continuas, também o
integral

f [ tgG)dxay

é absolutamente convergente, e tem-se:

[f:wf(x)dx] : [f:wg(y)dy] = J:ooﬁmf(x)g(y)dxdy.

Demonstragdo. Suponhamos verificada a hipdtese. Entdo, a funcao
F(x, y)=f(x)g(y) é continua para x = a, y = ¢, € 0 mesmo sucede com
a funcdo |F (x, y)|. Ora, se pusermos para todo o nimero real X>a:

k= LXf(x)dx,

vird, para todo o numero real Y >c:
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k[ soav=[ keay,

ou seja,
X Y Y X
(1) [ f f(x)dx]-[ f g(y)dy]= f [ f f(x)dx}g(y)dy
Y X
= JE dy f f(x)g(y)dx
(X (Y
= [ 1wsasay

e, analogamente, para os médulos das funcgdes integrandas. Ter-se-4,
pois, sempre

[[ 1iwsaxay = [ 5wlax [ lswlay

< f “lfwldx. f T leldy.

a

Daqui resulta que, quando X— + o0 € Y— + o0, 0 primeiro integral
tende para um limite finito, o que prova a primeira parte do teorema.

A segunda parte decorre da primeira e das igualdades (1), com a
aplicacdo do TEOREMA 7.7 (q.e.d.).

E fcil ver que o teorema anterior se pode enunciar mais geral-
mente, supondo f e g integrdveis a Riemann nos intervalos [a, X] e
[¢, Y] considerados. Alids, ao tratar do integral de Lebesgue, este
mesmo teorema serd consideravelmente generalizado. Também
apresentaremos, entdo, outros critérios de convergéncia para integrais
multiplos improprios.

Outros tipos de integrais improprios paramétricos.

Os resultados anteriores estendem-se, mutatis mutandis, aos
outros tipos de integrais impréprios de 1? e de 2% espécie atrds con-
siderados, bem como aos integrais que se exprimem como somas de
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um nimero finito ou numeravel de integrais desses tipos. As demons-
tracOes sdo inteiramente analogas.

Todas as precaucgdes indicadas sdo indispensaveis, para ndo cair
em erro. Assim, ha casos da pratica em que nao € licito inverter a
ordem das integracdes (ndo existindo, entdo, o integral duplo). Por
exemplo, tem-se, como € f4cil verificar

f J;(x 2+ y?)? dy=§-
f J:)(x 2+ y?)? dx=——§.

E claro que se trata, aqui, de integrais impréprios de 12 espécie.

Caso das funcoes complexas e dos pardmetros complexos.

Nas consideragdes anteriores, para comodidade de exposicao,
considerdmos sistematicamente fungdes reais de varidveis reais.
Mas os teoremas indicados estendem-se imediatamente, como é
facil verificar, ao caso de fun¢des complexas de varidvel ou de va-
ridveis reais, e, ainda, ao caso de func¢des que dependem de um ou
mais parametros complexos.

Nestes casos, faz-se, geralmente, uso do seguinte teorema, que
continua a ser vélido e permite reduzir o estudo do integral aos casos
anteriores:

Se o integral

[ 15t
é convergente, também o integral
f f(x)dx
I

é convergente (dizendo-se, entdo, absolutamente convergente) e
tem-se:
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{ [ rwax| < [ 1500la.

(Designa-se, aqui, por I, evidentemente, o intervalo de integra-
¢do, limitado ou ilimitado).

Exemplos — 1) Consideremos o integral

+o0 e—tz
f dt
o Vi
dependente do parametro complexo z. Este integral € decomponivel
nos dois integrais improprios

(2) J‘l e—tz d f+oo e—tz d
t, Ly
0oVt 1 Vi

respectivamente, de 1? e de 22 espécie. Ora, se pusermos z=x+1iy,
com x € y reais, tem-se e ¥ = e, ¢~'?, e portanto:

|e—zt| =g = g-Rez, V> 0,

visto ty ser real. Deste modo, o primeiro dos integrais (2) serd abso-
lutamente convergente para todo o z complexo, visto que o médulo
da funcdo integranda é igual a e*/Vt, e o integral desta funcéo
entre 0 e 1 é convergente para todo o valor real de x, como facil-
mente se verifica. Quanto ao segundo dos integrais (2), tendo em
vista o que se disse no n? 1 sobre exponenciais, imediatamente se
reconhece que € absolutamente convergente, se € sO se x>0. Assim,
o integral proposto serd absolutamente convergente para os valores
de 7 tais que Rez>0, e s0 para esses valores (cujo lugar geométrico
¢ o semi-plano a direita do semi-eixo imagindrio, excluido este eixo).

Posto isto, observemos que a funcio integranda admite derivada
parcial em ordem ao parametro:

9 (e _) - Ve
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que € manifestamente continua para t=0, Rez>0. Além disso, fi-
xado arbitrariamente um nimero o,> 0, tem-se:

|-Vte:| < Vte, desde que Rez=a..

Portanto, segundo o CRITERIO DE WEIERST RASS, o integral
+ o0
- f Ve :dt
0

€ uniformemente convergente no semi-plano Rez = o e assim, apli-
cando o CRITERIO DE PERMUTABILIDADE ENTRE OS SIM-
BOLOS DE DERIVADA E DE INTEGRAL IMPROPRIO, vem

d [+ dt f+°°
— e = — \/Ee"zdt,
dz Jo Vi 0

no semi-plano Rez>0, visto que o € qualquer nimero positivo. Em
particular, reconhecemos que a funcdo de z definida por este integral
¢ holomorfa no semi-plano Rez>0.

2) Analogamente se reconhece que a funcio de z

I'(z) =f Ze 't
0

€ holomorfa no semi-plano Rez>0. Prova-se, além disso, que tal
fungdo se pode prolongar analiticamente a todo o plano, privado
dos pontos —1, -2, ..., que sdo pdlos da funcdo analitica global
assim definida.
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